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Ââåäåíèå. Íà÷àòûå â ïÿòèäåñÿòûõ ãîäàõ ðàáîòû ïî ñîçäàíèþ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷
íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ÍËÏ) ïðèâåëè ê ïîÿâëåíèþ ìíîãî÷èñëåííûõ ïóáëèêà-
öèé, äàâøèõ øèðîêèé ñïåêòð ðàçíîîáðàçíûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ. Â ïîñëåäíèå ãîäû ïîÿâè-
ëèñü ïàêåòû ïðèêëàäíûõ ïðîãðàìì, â êîòîðûõ áûëè ðåàëèçîâàíû ìíîãèå èç ñóùåñòâóþ-
ùèõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÍËÏ. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ, ïîïûòêè ñîçäàíèÿ
óïðàâëÿþùèõ ïðîãðàìì ïðèâåëè ê íåîáõîäèìîñòè ñèñòåìàòèçàöèè ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ,
ê âûÿñíåíèþ èñòîêîâ îòäåëüíûõ ìåòîäîâ. Âîçíèê âîïðîñ: íåëüçÿ ëè ñ åäèíîé ïîçèöèè
îïèñàòü áîëüøèíñòâî èç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ HËÏ? Â äàííîé ñòàòüå äåëàåòñÿ ïîïûòêà
äàòü ïîëîæèòåëüíûé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ. Ïðåäëàãàåòñÿ ìíîãèå èç ñóùåñòâóþùèõ ìåòîäîâ
ðåøåíèÿ çàäà÷ HËÏ òðàêòîâàòü êàê ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé, â
êîòîðûõ ÷àñòü ïåðåìåííûõ îïðåäåëÿåòñÿ èç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ çàäà÷ îòûñêàíèÿ
áåçóñëîâíîãî ýêñòðåìóìà ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì ìåòîäû âåñüìà óñëîâíî
äåëÿòñÿ íà òðè ãðóïïû: ïðÿìûå (òå, â êîòîðûõ ðåøàþòñÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äëÿ èñõîäíûõ
ïåðåìåííûõ), íåïðÿìûå (â êîòîðûõ ðåøàþòñÿ ñèñòåìû äëÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ïåðåìåííûõ)
è ïðÿìûå-äâîéñòâåííûå (â êîòîðûõ ðåøàþòñÿ ñèñòåìû äëÿ èñõîäíûõ è äâîéñòâåííûõ
ïåðåìåííûõ).

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è, îñíîâíûå îáîçíà÷åíèÿ. Ðàññìîòðèì îáùóþ çàäà÷ó íåëè-
íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ îá îòûñêàíèè

min
x∈X

f(x), X = {x ∈ En : g(x) = 0, h(x) ≤ 0}. (1.1)

Çäåñü Ei åñòü i-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, x = [x1, . . . , xn]. Ôóíêöèè f , g, h, îïðåäå-
ëÿþùèå çàäà÷ó ÍËÏ, ïî ìåíüøåé ìåðå âñþäó íåïðåðûâíû è îñóùåñòâëÿþò îòîáðàæåíèÿ

f : En → E1, g : En → Ee, h : En → Ec.

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) îáîçíà÷èì X∗. Îïðåäåëèì

X0 = {x ∈ En : g(x) = 0, h(x) < 0}.

Âñþäó ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâà X∗ è X0 íåïóñòû è çàìûêàíèå X0 ñîâïàäàåò ñ X.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç m = e + c îáùåå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé â çàäà÷å (1.1), ÷åðåç Ec

+ è Ec
− �

íåîòðèöàòåëüíûé è íåïîëîæèòåëüíûé îðòàíòû Ec, ò.å. ñîâîêóïíîñòè òàêèõ âåêòîðîâ v ∈
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∈ Ec, ó êîòîðûõ âñå êîîðäèíàòû, ñîîòâåòñòâåííî, ëèáî íåîòðèöàòåëüíû, ëèáî íåïîëîæè-
òåëüíû. Îáîçíà÷èì Ẽ1

= E1 ∪ {+∞}, Ẽ1

+ = E1
+ ∪ {+∞}. Ïîä ‖a‖, åñëè íå îãîâîðåíî

ïðîòèâíîå, áóäåì ïîíèìàòü åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà a. Ãðàíèöó, âíóòðåííîñòü è çàìû-
êàíèå ìíîæåñòâà D îáîçíà÷èì, ñîîòâåòñòâåííî, Γ(D), int D, è D̄. Ñèìâîë âíèçó ðÿäîì
ñ îáîçíà÷åíèåì ôóíêöèè óêàçûâàåò íà åå ïðîèçâîäíóþ ïî ýòîìó àðãóìåíòó.

Âñÿêîìó âåêòîðó p ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðû p+ è p−, ó êîòîðûõ i-å êîìïîíåíòû âûðàæà-
þòñÿ ÷åðåç pi ïî, ñîîòâåòñòâåííî, ôîðìóëàì

pi
+ = max[0, pi], pi

− = min[0, pi].

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿþòñÿ ïîëîæèòåëüíûå è îòðèöàòåëüíûå ÷àñòè ôóíêöèè ϕ(x):

ϕ+(x) = max[0, ϕ(x)], ϕ−(x) = min[0, ϕ(x)].

Íåïðåðûâíàÿ ïðè âñåõ x ∈ En ôóíêöèÿ, îáðàùàþùàÿñÿ â íóëü ïðè x ∈ X è ñòðîãî áîëüøàÿ
íóëÿ ïðè x /∈ X, íàçûâàåòñÿ øòðàôíîé è îáîçíà÷àåòñÿ S(x).

Ââåäåì ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L(x, u, v) = f(x) + 〈u, g(x)〉+ 〈v, h(x)〉.

Çäåñü 〈a, b〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ a è b, u ∈ Ec, v ∈ Ec
+. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

[x∗, u∗, v∗] ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà, åñëè äëÿ ëþáûõ x ∈ En, u ∈ Ee,
v ∈ Ec

+ èìåþò ìåñòî íåðàâåíñòâà

L(x∗, u, v) ≤ L(x∗, u∗, v∗) ≤ L(x, u∗, v∗).

Åñëè ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå çàäà÷ó, äèôôåðåíöèðóåìû, âûïîëíåíî óñëîâèå ðåãóëÿð-
íîñòè îãðàíè÷åíèé, òî íåîáõîäèìîå óñëîâèå ìèíèìóìà ñîñòîèò â ñóùåñòâîâàíèè òàêîé
òî÷êè [x∗, u∗, v∗], ÷òî

Lx(x∗, u∗, v∗) = 0, (1.2)
x∗ ∈ X, v∗ ∈ Ec

+, 〈v∗, h(x∗)〉 = 0. (1.3)

Òî÷êè [x∗, u∗, v∗], óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì (1.2), (1.3), áóäåì íàçûâàòü òî÷êàìè Êóíà�
Òàêêåðà. Ìíîæåñòâî òî÷åê x∗ òàêèõ, ÷òî x∗ âìåñòå ñ íåêîòîðûìè u∗ è v∗ îáðàçóþò òî÷êó
Êóíà�Òàêêåðà, îáîçíà÷èì X1

∗ .

2. Îáùàÿ ñõåìà íåïðÿìûõ ìåòîäîâ. Ââåäåì ôóíêöèþ H(x, y) è âåêòîð-ôóíêöèþ
G(x, y), çàâèñÿùèå îò x è íåêîòîðîãî âåêòîðà y èç ìíîæåñòâà M . Ðàçìåðíîñòü G è y ïîêà
íå êîíêðåòèçèðóåì. Ðàññìîòðèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè

min
x∈En

H(x, y). (2.1)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî åå ðåøåíèå ñóùåñòâóåò, îïðåäåëèì òî÷å÷íî-ìíîæåñòâåííîå îòîáðàæåíèå

X(y) = Arg min
x∈En

H(x, y).

Îïpåäåëåíèå 2.1. Òî÷êó z∗ = [x∗, y∗] ∈ En×M íàçîâåì îñîáîé òî÷êîé ïàðû ôóíêöèé
{H,G}, åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ

x∗ ∈ X(y∗), G(x∗, y∗) = 0. (2.2)
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Îïpåäåëåíèå 2.2. Òî÷êó z∗ = [x∗, y∗] ∈ En × M̄ íàçîâåì îáîáùåííîé îñîáîé òî÷êîé
ïàðû ôóíêöèé {H, G}, åñëè ìîæíî óêàçàòü òàêèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xk}, {yk}, ÷òî
xk → x∗, yk → y∗, yk ∈ M è âûïîëíåíû óñëîâèÿ

xk ∈ X(yk), lim
k→∞

G(xk, yk) = 0. (2.3)

Ìíîæåñòâî âñåõ îñîáûõ òî÷åê (â òîì ÷èñëå è îáîáùåííûõ) ïàðû ôóíêöèé {H,G}
îáîçíà÷èì ÷åðåç Z∗(H,G).

Îïpåäåëåíèå 2.3. Ïàðà {H, G} ñîãëàñîâàíà ñ çàäà÷åé (1.1), åñëè âñÿêàÿ åå îñîáàÿ
òî÷êà [x∗, y∗] ∈ Z∗(H, G) òàêîâà, ÷òî x∗ ∈ X∗.

Åñëè äëÿ (1.1) ïîñòðîåíà ñîãëàñîâàííàÿ ñ íåé ïàðà {H, G}, íàéäåíà åå îñîáàÿ òî÷êà
[x∗, y∗], òî çàäà÷à (1.1) ðåøåíà, òàê êàê x∗ ∈ X∗. Ýòîò ïóòü äàåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàòü
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1) ðàçíîîáðàçíûå ÷èñëåííûå ìåòîäû îòûñêàíèÿ ðåøåíèé ñèñòåì
íåëèíåéíûõ óðàâíåíèé â ñî÷åòàíèè ñ ìåòîäàìè áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè ôóíêöèé ìíîãèõ
ïåðåìåííûõ. Ïðîñòåéøèé ïîäõîä îñíîâàí íà ïðèìåíåíèè çàâèñèìîñòè x(y), ïîëó÷åííîé èç
ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (2.1). Ïîäñòàâèâ x(y) âî âòîðîå óñëîâèå (2.2), ïðèõîäèì
ê óðàâíåíèþ

G(x(y), y) = 0. (2.4)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðàçìåðíîñòè G è y ñîâïàäàþò. Äëÿ ðåøåíèÿ (2.4) âîñïîëüçóåìñÿ ìåòî-
äîì ïðîñòîé èòåðàöèè:

yk+1 = yk + αG(xk, yk), xk ∈ X(yk), (2.5)

ãäå α � íåêîòîðûé êîýôôèöèåíò, îáåñïå÷èâàþùèé ñõîäèìîñòü ïðîöåññà (â ðÿäå ñëó÷àåâ
åãî ìîæíî ïîëàãàòü ðàâíûì åäèíèöå). Åñëè ôóíêöèè G(x, y) è x(y) äîñòàòî÷íî ãëàäêèå,
òî ïðèìåíåíèå ìåòîäà Íüþòîíà ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì

yk+1 = yk −
[

d

dt
G(x(yk), yk)

]−1

G(xk, yk), xk = x(yk) ∈ X(yk). (2.6)

Â çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè ÷àñòî ðåøåíèå èñõîäíîé çàäà÷è çàìåíÿåòñÿ íàõîæäåíèåì òî÷åê,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà. Îñíîâûâàÿñü íà ýòîé èäåå, ïîñòðîèì
äðóãîé ïîäõîä ê îòûñêàíèþ îñîáûõ òî÷åê. Ïóñòü ôóíêöèÿ H äèôôåðåíöèðóåìà ïî x. Äëÿ
òîãî, ÷òîáû òî÷êà [x∗, y∗] áûëà îñîáîé, íåîáõîäèìî, ÷òîáû

Hx(x∗, y∗) = 0, G(x∗, y∗) = 0. (2.7)

Äëÿ îòûñêàíèÿ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.7), áóäåì ïðè êàæäîì x îïðåäåëÿòü

Y1(x) = Arg min
y∈M

‖G(x, y)‖,

à äëÿ ðåøåíèÿ ïåðâîãî óðàâíåíèÿ èñïîëüçîâàòü ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè

xk+1 = xk − αHx(xk, yk), yk ∈ Y1(xk). (2.8)

Êîýôôèöèåíò α ìîæíî ñäåëàòü ïåðåìåííûì, â ÷àñòíîñòè, âûáèðàòü èç óñëîâèÿ ìèíèìèçà-
öèè ôóíêöèè H(x, yk) âäîëü íàïðàâëåíèÿ −Hx(xk, yk), ëèáî èñïîëüçîâàòü äðóãèå ïðèáëè-
æåííûå ñõåìû. Òîãäà ïðîöåññ (2.8) ïðåâðàùàåòñÿ, ïî ñóùåñòâó, â ìåòîä ãðàäèåíòíîãî
ñïóñêà.
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Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ H íå äèôôåðåíöèðóåìà, ïåðâîå èç óñëîâèé (2.7) çàìåíÿ-
åòñÿ íà

inf
‖s‖=1

∂xH(x∗, y∗)
∂s

≥ 0,

ãäå ÷åðåç ∂xH(x∗, y∗)/∂s îáîçíà÷åíà ïðîèçâîäíàÿ ôóíêöèè H ïî x âäîëü íàïðàâëåíèÿ s.
Âìåñòî (2.8) èòåðàöèè âåäóòñÿ ïî ñõåìå

xk+1 = xk + αks(xk, yk), yk ∈ Y1(xk). (2.9)

Çäåñü: s(xk, yk) � íàïðàâëåíèå óáûâàíèÿ ôóíêöèè H(x, yk) â òî÷êå xk; α � ïåðåìåííûé
øàã ñïóñêà.

Øèðîêèé êëàññ ìåòîäîâ ïîëó÷àåòñÿ, åñëè ïîëîæèòü

H(x, y) = f(x) + ξ(x, y). (2.10)

Ïåðåôîðìóëèðóåì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ äîêàçàííóþ â [1] òåîðåìó 1.6.4.
Òåîpåìà 2.1. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà [x∗, y∗] ïàðû {H, G}; ôóíêöèè G(x, y)

è ξ(x, y) òàêîâû, ÷òî èç óñëîâèé G(x∗, y∗) = 0, x ∈ X ñëåäóåò, ÷òî x∗ ∈ X è

ξ(x, y∗) ≤ ξ(x∗, y∗); (2.11)

òîãäà x∗ ∈ X∗.
Â [1] äîêàçàíî áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå: X∗ = X ∩X(y∗). Îáîáùåíèåì òåîðåìû 2.1

ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîpåìà 2.2. Ïóñòü [x∗, y∗] � îáîáùåííàÿ îñîáàÿ òî÷êà ïàðû ôóíêöèé {H, G}; ôóíê-

öèè G(x, y) è ξ(x, y) òàêîâû, ÷òî èç óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé xk →
x∗, yk → y∗, óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.3), ñëåäóåò, ÷òî x∗ ∈ X è äëÿ ëþáîãî x ∈ X

lim
k→∞

ξ(x, yk) ≤ lim
k→∞

ξ(xk, yk); (2.12)

òîãäà x∗ ∈ X∗.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè äëÿ âñåõ òî÷åê èç ìíîæåñòâà Z∗(H, G) âûïîëíåíû óñëîâèÿ ëèáî

òåîðåìû 2.1, ëèáî òåîðåìû 2.2, òî ïàðà ôóíêöèé {H, G} ñîãëàñîâàíà ñ çàäà÷åé (1.1). Â òåõ
ñëó÷àÿõ, êîãäà X0 6= ∅, ïðîâåðêó (2.12) ìîæíî ïðîâîäèòü òîëüêî äëÿ òî÷åê x ∈ X0.

3. Òî÷íûå øòðàôíûå ôóíêöèè. Ïîëîæèì â (2.10)

ξ(x, y) = y‖Φ(x)‖q. (3.1)

Çäåñü y ∈ E1, ‖Φ‖q � íîðìà Ãåëüäåðà âåêòîðà Φ:

Φ(x) = [|g1(x)|, . . . , |ge(x)|, h1
+(x), . . . , hc

+(x)], ‖Φ(x)‖q =

[
m∑

i=1

|Φi(x)|q
]1/q

.

×åðåç ‖ · ‖r, 1/q + 1/r = 1, îáîçíà÷èì íîðìó, ñîïðÿæåííóþ ê ‖ · ‖q, è ïîëîæèì

y∗ = ‖w∗‖r, w∗ = [u∗, v∗] ∈ Em.

Î÷åâèäíî, ÷òî ‖Φ(x)‖q ÿâëÿåòñÿ øòðàôíîé ôóíêöèåé.
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Òåîpåìà 3.1. Ïóñòü â çàäà÷å (1.1) ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà [x∗, u∗, v∗] ôóíêöèè
Ëàãðàíæà; ôóíêöèÿ H çàäàåòñÿ (2.10) è (3.1). Òîãäà X(y) ⊆ X∗ ïðè ëþáûõ y > y∗.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ H, çàäàâàåìàÿ (2.10) è (3.1), îáëàäàåò çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñò-
âîì: äëÿ íåå ìíîæåñòâî X(y) ñîâïàäàåò ñ X∗, åñëè òîëüêî y > y∗. Ðåøåíèå èñõîäíîé
çàäà÷è ñâîäèòñÿ ê áåçóñëîâíîé ìèíèìèçàöèè. Ôóíêöèÿ ξ, îáåñïå÷èâàþùàÿ ýòî ñâîéñòâî,
íàçûâàåòñÿ òî÷íîé øòðàôíîé ôóíêöèåé. Âïåðâûå íà ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ ôóíêöèé óêà-
çàëè È.È. Åðåìèí [2] è Ó. Çàíãâèëë [3]. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3.1 ìîæíî íàéòè â [1].
Ê ñîæàëåíèþ, ôóíêöèÿ ξ íå äèôôåðåíöèðóåìà â òî÷êàõ x ∈ Γ(X), ÷òî ñóùåñòâåííî
óñëîæíÿåò ÷èñëåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (2.1). Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî èñêàòü äðóãèå ïóòè
ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è (1.1).

4. Ìåòîäû øòðàôíûõ ôóíêöèé. Â ýòîì ïóíêòå ïðåäïîëàãàåòñÿ äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî
â (1.1) îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà ðàâåíñòâà. Ïóñòü y ∈ E1, y > 0. Ôóíêöèè ξ(x, y) è
G(x, y) áóäåì ñòðîèòü â âèäå

ξ(x, y) = yR(h(x)), (4.1)

G(x, y) =

{
P (R(h(x))−R(0), y), åñëè R(0) < +∞,
−Q(y) â ïpîòèâíîì ñëó÷àå. (4.2)

Íà ôóíêöèè R(p), P (t, θ) è Q(t), îòîáðàæàþùèå, ñîîòâåòñòâåííî, Ec â E1, Ẽ1 × E1
+ â Ẽ1 è

E1
+ â E1

+, íàëîæèì òðåáîâàíèÿ:

A1. Ôóíêöèÿ R(p) íåïðåðûâíà â ëþáîé òî÷êå p, â êîòîðîé îíà êîíå÷íà; åñëè lim
k→∞

pk =

= p̃ è R(p̃) = +∞, òî lim
k→∞

R(pk) = +∞; äëÿ ëþáûõ p1 ∈ intEc
− è p2 /∈ Ec

− èìååò ìåñòî
íåðàâåíñòâî

R(p1) < R(p2). (4.3)

A2. Ôóíêöèÿ R(p) óäîâëåòâîðÿåò A1 è ëèáî R(0) = +∞, ëèáî R(0) < R(p) äëÿ âñåõ
p /∈ Ec

−.

A3. Ôóíêöèÿ P (t, θ) íåïðåðûâíà íà E1×E1
+; äëÿ ëþáûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé tk → t∗,

θk → θ∗, ãäå θk > 0, θ∗ ∈ Ẽ1

+, ðàâåíñòâî lim
k→∞

P (tk, θk) = 0 âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà èëè t∗ = 0, èëè t∗ < 0 è θ∗ = 0.

A4. Ôóíêöèÿ Q(t) íåïðåðûâíà íà E1
+; äëÿ ëþáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè tk → t∗, ãäå

tk > 0, t∗ ∈ Ẽ1

+, ðàâåíñòâî lim
k→∞

Q(tk) = 0 âîçìîæíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t∗ = 0.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî P (t, θ) ≥ 0, Q(t) ≥ 0 äëÿ âñåõ t ≥ 0, θ ≥ 0.
Ïðèâåäåì äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè òî÷êè x∗, âûðàæåííûå ïîñðåäñòâîì

ôóíêöèé H è G.
Òåîpåìà 4.1. Ïóñòü ôóíêöèè H è Q ñòðîÿòñÿ â âèäå (4.1), (4.2), ïðè÷åì ôóíêöèè R,

P è Q óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì A2�A4. Òîãäà åñëè [x∗, y∗] ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïàðû
ôóíêöèé {H, G} (áûòü ìîæåò, â îáîáùåííîì ñìûñëå), òî x∗ ∈ X∗.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ A1 ôóíêöèÿ R(p) âñþäó íà intEc
− ïðèíèìàåò êîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Êðîìå òîãî, èç íåðàâåíñòâà (4.3) ñëåäóåò, ÷òî îíà äîëæíà áûòü ïîñòîÿííîé âñþäó íà
ãðàíèöå îðòàíòà Ec

−. Ïðèâåäåì ïðèìåðû ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ A1 è A2. Îáîçíà÷èì

µq,r(p) =

(
c∑

i=1

|pi|q
)r/q

, −∞ < q < +∞, q 6= 0, r > 0,
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µ+∞,r(p) = max
1≤i≤c

{|pi|r},
µ−∞,r(p) = min

1≤i≤c
{|pi|r}.

Ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî µq,r(p) = 0, êîãäà q < 0 è pi = 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà
i ∈ [1 : c]. Åñëè r = 1, òî áóäåì ïèñàòü ïðîñòî µq(p). Ïðè q ≥ 1 ôóíêöèÿ µq(p) ñîâïàäàåò
ñ ãåëüäåðîâñêîé íîðìîé ‖p‖q âåêòîðà p. Èç âñåâîçìîæíûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ A1

è A2, âûäåëèì ñëåäóþùèå òðè êëàññà.
Ê ë à ñ ñ R1. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç äàííîãî êëàññà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî γ1 ∈ E1,

÷òî R(p) = γ1 äëÿ ëþáûõ p ∈ Ec
− è R(p) > γ1, åñëè p /∈ Ec

−.
Î÷åâèäíî, ÷òî âñå ôóíêöèè ýòîãî êëàññà óäîâëåòâîðÿþò A2. Ïðîñòåéøèìè ïðèìåðàìè

ñëóæàò
R(p) = µq,r(p+), 0 < q ≤ +∞, r > 0,

R(p) =
c∑

i=1

λ(pi),
(4.4)

ãäå λ(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà òàêàÿ, ÷òî λ(t) = 0 ïðè t ≤ 0 è
λ(t) > 0 ïðè t > 0. Äëÿ îáåèõ ôóíêöèé γ1 = 0 è îáå îíè ÿâëÿþòñÿ øòðàôíûìè.

Ê ë à ñ ñ R2. Äëÿ êàæäîé ôóíêöèè èç ýòîãî êëàññà ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî γ2 ∈ Ẽ1, ÷òî
R(p) < γ2 äëÿ ëþáûõ p ∈ intEc

− è R(p) = γ2, åñëè p /∈ intEc
−. Ïðèìåðàìè òàêèõ ôóíêöèé

ÿâëÿþòñÿ

R(p) = −µq,r(p−), −∞ ≤ q < 0, r > 0, (4.5)

R(p) =
c∑

i=1

ν(pi), (4.6)

ãäå ν(t) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ ñêàëÿðíîãî àðãóìåíòà òàêàÿ, ÷òî ν(t) < +∞ ïðè t < 0
è ν(t) ≡ +∞ ïðè t ≥ 0. Çäåñü â ñëó÷àå (4.5) γ2 = 0, â ñëó÷àå (4.6) � γ2 = +∞. Ôóíêöèÿ
(4.5) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A1, ôóíêöèÿ (4.6) � óñëîâèþ A2.

Ê ë à ñ ñ R3. Ê ýòîìó êëàññó áóäåì îòíîñèòü òå ôóíêöèè R(p), êîòîðûå íå ïðèíàäëåæàò
íè R1, íè R2. Èõ ìîæíî ïîëó÷èòü, íàïðèìåð, ñóììèðóÿ ôóíêöèè èç R1 è R2. Â ÷àñòíîñòè,
ñêëàäûâàÿ (4.4) è (4.5), ïðèõîäèì ê ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùåé A2,

R(p) = µq,r(p+)− µ−q,r(p−), 0 < q < +∞, r > 0.

Â ïðåäåëüíîì ñëó÷àå, êîãäà q = +∞, r = 1, îíà ïðèíèìàåò âèä

R(p) = max
1≤i≤c

{pi}. (4.7)

Èç ïðèìåðîâ ôóíêöèé P (t, θ) è Q(t), óäîâëåòâîðÿþùèõ, ñîîòâåòñòâåííî, A3 è A4, óêàæåì

P (t, θ) =

{
t, t ≥ −θ,

−θ, t < −θ,
P (t, θ) =

{
t2/2 + tθ, t ≥ −θ,

−θ2/2, t < −θ,

Q(t) = t, Q(t) =
√

t, Q(t) = ln(1 + t).

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ξ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ R, ïðèíàäëåæàùàÿ êëàññó R1,
òî R(h(x)) ≥ R(0) äëÿ âñåõ x; âìåñòî (4.2) òîãäà öåëåñîîáðàçíî âçÿòü

G(x, y) = Q(R(h(x))−R(0)) = S(x). (4.8)
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Áåðÿ â êà÷åñòâå H è G â (2.5) èëè (2.6) ôóíêöèè (4.1), (4.2), (4.8), ìîæíî ïîëó÷èòü
ðàçíûå âàðèàíòû ìåòîäà øòðàôíûõ ôóíêöèé. Â ñëó÷àå, êîãäà R ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé òèïà
R1, ýòè ìåòîäû áóäóò ìåòîäàìè âíåøíåé òî÷êè. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ â (4.1) è (4.8) R(p) =
= µ2,2(p), Q(t) = t1/2, èç (2.5) ïðèõîäèì ê ñëåäóþùåé ñõåìå:

xk ∈ Arg min
x∈En

{f(x) + yk‖h+(x)‖2},
yk+1 = yk + α‖h+(xk)‖.

(4.9)

Ïàðàìåòð y â äàííîì ìåòîäå ìîæåò ëèøü âîçðàñòàòü â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ.
Ìåòîäû âíóòðåííåé òî÷êè ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé R èç êëàññà R2, ó êîòîðûõ

R(0) = +∞. Òàê, íàïðèìåð, ïîäñòàâëÿÿ â (4.1), (4.2)

R(p) = −
c∑

i=1

(pi
−)−1, Q(t) = t,

ïîëó÷èì èç (2.5)

xk ∈ Arg min
x∈X0

{
f(x)− yk

c∑

i=1

1

hi(x)

}
, yk+1 = yk(1− α),

ãäå 0 < α < 1. Â îòëè÷èå îò ìåòîäà (4.9) çäåñü ïàðàìåòð y ñòðåìèòñÿ ê íóëþ.
Èñïîëüçîâàíèå â êà÷åñòâå R ôóíêöèé èç êëàññà R3 ïðèâîäèò ê îáúåäèíåííûì ìåòîäàì

âíóòðåííåé è âíåøíåé òî÷êè. Òåêóùèå òî÷êè xk ïðè ýòîì ìîãóò íàõîäèòüñÿ êàê âíóòðè,
òàê è âíå äîïóñòèìîé îáëàñòè. Áîëåå ïîäðîáíî ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà øòðàôíûõ
ôóíêöèé îïèñàíû â [1, 4, 5].

5. Ìåòîäû ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè. Íà áàçå ôóíêöèé R, ââåäåííûõ
â ïðåäûäóùåì ïóíêòå, ïîñòðîèì äðóãîé êëàññ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1). Ñíîâà äëÿ
ïðîñòîòû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî â (1.1) ïðèñóòñòâóþò òîëüêî îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåí-
ñòâà. Ïóñòü y ∈ E1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç h0(x, y) ôóíêöèþ h0(x, y) = f(x) − y, ÷åðåç
h̃(x, y) � (c + 1)-ìåðíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ñ êîìïîíåíòàìè h0(x, y), h1(x), . . . , hc(x). Ïî-
ëîæèì

H(x, y) = R(h̃(x, y)), (5.1)

G(x, y) =

{
R(h̃(x, y))−R(0), åñëèR(0) < +∞,
h0(x, y) â ïpîòèâíîì ñëó÷àå, (5.2)

ãäå R(p) � ôóíêöèÿ îò (c + 1)-ìåðíîãî âåêòîðà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ A1. Èìåþò
ìåñòî ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ.

Òåîpåìà 5.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A2 è R(0) < +∞. Òîãäà åñëè
[x∗, y∗] ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïàðû ôóíêöèé {H, G}, çàäàâàåìûõ (5.1) è (5.2), ïðè÷åì
ìíîæåñòâî X(y∗) ñîñòîèò èç åäèíñòâåííîé òî÷êè x∗, òî x∗ ∈ X∗.

Òåîpåìà 5.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ R óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ A2 è R(0) = +∞. Òîãäà
åñëè [x∗, y∗] ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííîé îñîáîé òî÷êîé ïàðû ôóíêöèé {H,G}, çàäàâàåìûõ (5.1)
è (5.2), òî x∗ ∈ X∗.

Îïèðàÿñü íà ïðèâåäåííûå òåîðåìû, ìîæíî ïîñòðîèòü ðàçíîîáðàçíûå íåïðÿìûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ çàäà÷è (1.1). Åñëè ôóíêöèÿ R ïðèíàäëåæèò êëàññó R1, òî èç (2.5) è (2.6) ïðèõîäèì
ê ìåòîäàì ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè (èíîãäà èõ íàçûâàþò ìåòîäàìè âíåøíèõ
öåíòðîâ). Ïàðàìåòð y â íèõ èãðàåò ðîëü íèæíåé îöåíêè îïòèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé
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ôóíêöèè f∗ = min
x∈X

f(x). Â ÷àñòíîñòè, áåðÿ â (2.5) â êà÷åñòâå R ôóíêöèþ µ2(p) è ïîëàãàÿ
α = 1, ïîëó÷àåì õîðîøî èçâåñòíûé ìåòîä Ìîððèñîíà [6]

xk ∈ Arg min
x∈En

‖h̃+(x, yk)‖ = Arg min
x∈En

‖h̃+(x, yk)‖2, yk+1 = yk + ‖h̃+(xk, yk)‖.

Âòîðàÿ âåðñèÿ ìåòîäà Ìîððèñîíà, îòëè÷àþùàÿñÿ îò ïðèâåäåííîé âûøå ëèøü ïðàâèëîì

èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà y, ñëåäóåò èç ìåòîäà Íüþòîíà (2.6). Ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ ∂‖h̃+(xk, yk)‖
∂x

=

= 0, ñïðàâåäëèâîãî äëÿ âñåõ xk è yk òàêèõ, ÷òî ‖h̃+(xk, yk)‖ > 0, èç (2.6) ïîëó÷àåì

yk+1 = yk +
‖h̃+(xk, yk)‖
f(xk)− yk

.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà (1.1) ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
y0 < f∗, òî âñå ïîñëåäóþùèå yk íå ïðåâîñõîäÿò f∗.

Åñëè îáðàòèòüñÿ ê ôóíêöèÿì òèïà R2, òî ïîëó÷èì äðóãèå ñïîñîáû ðåøåíèÿ çàäà÷è
(1.1), èçâåñòíûå êàê ìåòîäû âíóòðåííèõ öåíòðîâ. Â íèõ â îòëè÷èå îò ïðåäûäóùèõ ìåòîäîâ
ïàðàìåòð y ñëóæèò óæå âåðõíåé îöåíêîé âåëè÷èíû f∗. Â ÷àñòíîñòè, ïîëàãàÿ R ðàâíîé
R(p) = −

c∑

i=0

(pi
−)−1, α = 1, èç (2.5) è (5.2) ïðèõîäèì ê ñõåìå

xk ∈ Arg min
x∈X0

k

{
1

yk − f(x)
−

c∑

i=1

1

hi(x)

}
, yk+1 = f(xk),

ãäå X0
k = {x ∈ X0 : f(x) < yk}. Â äàííîì ìåòîäå âñå òåêóùèå òî÷êè xk ëåæàò âíóòðè

äîïóñòèìîé îáëàñòè, ïàðàìåòð y óáûâàåò â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ, ñòðåìÿñü ê f∗.
Ôóíêöèè òèïà R3 äàþò âîçìîæíîñòü ïîñòðîèòü îáùèå ìåòîäû âíóòðåííèõ è âíåøíèõ

òî÷åê. Áîëåå äåòàëüíî âñå âàðèàíòû ìåòîäîâ ïàðàìåòðèçàöèè öåëåâîé ôóíêöèè ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â [1, 5]. Òàì æå îáñóæäàåòñÿ èõ ñâÿçü ñ ìåòîäàìè øòðàôíûõ ôóíêöèé.

6. Ìåòîä âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé. Âîçüìåì â êà÷åñòâå H è G ôóíêöèè (5.1), (5.2),
â êà÷åñòâå R � ôóíêöèþ (4.7); ïîëó÷èì

H(x, y) = max
0≤i≤c

{hi(x, y)}, G(x, y) = H(x, y), (6.1)

ãäå äëÿ åäèíîîáðàçèÿ ôóíêöèè hi(x) îáîçíà÷åíû êàê hi(x, y), i ∈ [1 : c]. Ñîãëàñíî óòâåðæ-
äåíèþ òåîðåìû 5.1, åñëè [x∗, y∗] ÿâëÿåòñÿ îñîáîé òî÷êîé ïàðû (6.1), òî x∗ ∈ X∗. Ôóíêöèè
H è G íåïðåðûâíû, íî íå äèôôåðåíöèðóåìû ïî x äàæå ïðè ãëàäêèõ f è h. Ïðèìåíèì
äëÿ îòûñêàíèÿ îñîáûõ òî÷åê ïðîöåññ (2.9), ïðè÷åì ïîñêîëüêó f(x) ∈ Y1(x) äëÿ ëþáîãî
x ∈ En, òî íà êàæäîì øàãå áóäåì ïîëàãàòü yk = f(xk). Èçâåñòíî ìíîãî ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ
âåêòîðîâ s(xk, yk), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå âàðèàíòû ìåòîäà âîçìîæíûõ íàïðàâëå-
íèé. Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ íàïðàâëåíèåì ε-íàèñêîðåéøåãî ñïóñêà, òî ïðèõîäèì ê íàèáîëåå
ïîïóëÿðíîìó âàðèàíòó ìåòîäà âîçìîæíûõ íàïðàâëåíèé, ïðåäëîæåííîìó Çîéòåíäåéêîì [7]
è îáîáùåííîìó â [8]. Â íåì äëÿ îòûñêàíèÿ íàïðàâëåíèÿ s(xk, yk) ðåøàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
çàäà÷à

min
s,σ

σ, 〈hi
x(xk, yk), s〉 ≤ σ, i ∈ Iε(xk, yk), ‖s‖ ≤ 1. (6.2)

Çäåñü ε > 0, Iε(x, y) = {0 ≤ i ≤ c : hi(x, y) ≥ H(x, y) − ε}, ‖ · ‖ � ïðîèçâîëüíàÿ íîðìà â
En (äëÿ òîãî, ÷òîáû (6.2) ñòàëà çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îáû÷íî áåðóò ‖ · ‖1

8



èëè ‖ · ‖∞). Øàã ñïóñêà αk âûáèðàåòñÿ èç ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèè H(x, yk) âäîëü íàïðàâëåíèÿ s(xk, yk).

7. Ìåòîäû ìîäèôèöèðîâàííûõ ôóíêöèé Ëàãðàíæà. Ïîëîæèì â (2.10)

ξ(x, y) =
e∑

i=1

ϕ(gi(x), ui) +
c∑

j=1

ψ(hj(x), vj), y = [u, v] ∈ Em. (7.1)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ôóíêöèè ϕ, ψ, f , g, h äèôôåðåíöèðóåìû, çàïèøåì íåîáõîäèìîå óñëîâèå
ìèíèìóìà â çàäà÷å (2.1) â âèäå

Hx(x, u, v) = fx(x) +
e∑

i=1

ϕg(g
i(x), ui)gi

x(x) +
c∑

j=1

ψh(h
j(x), vj)hj

x(x) = 0.

Ñðàâíèì ýòî óñëîâèå ñ (1.2). Îáà óñëîâèÿ ñîâïàäóò, åñëè

ϕg(g
i(x), ui) = ui, i ∈ [1 : e], (7.2)

ψh(h
j(x), vj) = vj, j ∈ [1 : c]. (7.3)

Íàëîæèì íà ôóíêöèè ϕ è ψ ñëåäóþùåå òðåáîâàíèå.

A5. Ôóíêöèè ϕ è ψ òàêîâû, ÷òî ñèñòåìà (7.2), (7.3) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x ∈ X.

Îáúåäèíèì âåêòîð-ôóíêöèè èç (7.2) è (7.3) åäèíûì ñèìâîëîì, ïîëîæèâ

G(x, y) = [ϕg(g
1(x), u1)− u1, . . . , ϕg(g

e(x), ue)− ue, ψh(h
1(x), v1)− v1, . . . , ψh(h

c(x), vc)− vc].
(7.4)

Òîãäà ñèñòåìà (7.2), (7.3) ïðèìåò âèä G(x, y) = 0. Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïðè êàæäîì y ∈ Em

èç (2.1) ìîæíî îïðåäåëèòü x ∈ X(y), ïîñòàâèì çàäà÷ó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4). Òåîðåìó 2.1
ìîæíî â äàííîì ñëó÷àå ïåðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåîpåìà 7.1. Ïóñòü ôóíêöèè H, G îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (2.10), (7.1), (7.4), âûïîë-
íåíî óñëîâèå A5. Ïóñòü ñóùåñòâóåò îñîáàÿ òî÷êà [x∗, y∗] ïàðû {H, G}, ôóíêöèè ϕ è ψ
òàêîâû, ÷òî äëÿ ëþáûõ x ∈ X èìååò ìåñòî (2.11). Òîãäà x∗ ∈ X∗.

Åñëè â äîïîëíåíèå ê óñëîâèÿì òåîðåìû 7.1 ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû â êàæäîé òî÷êå x∗ ∈ X∗
âåêòîðû-ãðàäèåíòû âñåõ îãðàíè÷åíèé áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî âñÿêàÿ îñîáàÿ òî÷êà
áóäåò òî÷êîé Êóíà�Òàêêåðà.

Äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.4) ìîæíî ïðèìåíèòü ìåòîäû (2.5), (2.6). Òåîðåìà 7.1 ãàðàíòè-
ðóåò â ñëó÷àå ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ê òî÷êå x∗ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ x∗ ∈ X∗. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ (2.5), (2.6), íóæíî îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå íåêîòîðûõ
äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì íà âûáîð ôóíê-
öèé ϕ è ψ. Íåêîòîðûå òàêèå óñëîâèÿ äàíû â [1]. Åñëè âçÿòü

ϕ(gi, ui) = giuu +
τ

2
(gi)2, ψ(hj, vj) =

1

2τ
[(τhj + vj)+]2, (7.5)

ãäå τ > 0, òî ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè (2.5) ïðè α = 1 ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì

uk+1 = ui
k + τgi(xk), vk+1 = (vj

k + τhj(xk))+, i ∈ [1 : e], j ∈ [1 : c].

Ýòî íàèáîëåå ïîïóëÿðíûé âàðèàíò ìåòîäà, èññëåäîâàííûé ìíîãèìè àâòîðàìè (ñì., íàïðè-
ìåð, [9, 10]). Åãî íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî ôóíêöèÿ H äèôôåðåíöèðóåìà ïî x òîëüêî
îäèí ðàç.
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Ïðîâåðêó óñëîâèé òåîðåìû 7.1 ïðîâîäèòü ïðîùå, åñëè â äîïîëíåíèå ê A5 ââîäèòü
ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî ñèñòåìà (7.2), (7.3) ðàçðåøèìà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
vj ≥ 0 è vjhj = 0, j ∈ [1 : c]. Áîëåå òîãî, â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îòêàçàòüñÿ îò âûïîëíåíèÿ
óñëîâèÿ (2.11), îäíàêî òîãäà ìîæíî ëèøü óòâåðæäàòü, ÷òî x∗ ∈ X1

∗ . Ïðèìåðîì òàêèõ
ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ

ψ(hj, vj) =
1

4τ
[(vj + τhj(x))4

+ − 4τhj(vj)3] + vj ·
{

hj, hj ≥ 0,
arctghj, hj < 0.

(7.6)

Äëÿ íåå èòåðàöèè ïî v èìåþò âèä

vj
k+1 = (vj

k + τhj(xk))
3
+ − (vj

k)
3 + vj

k[1 + (τhj
−(xk))

2]−1, j ∈ [1 : c].

Ïî ñðàâíåíèþ ñ (7.5) ôóíêöèÿ (7.6) îáëàäàåò áîëåå âûñîêîé ãëàäêîñòüþ, ÷òî ïîçâîëÿåò
äëÿ ðåøåíèÿ (2.1) èñïîëüçîâàòü áûñòðîñõîäÿùèåñÿ ìåòîäû (íàïðèìåð, ìåòîä Íüþòîíà).

8. Îáùàÿ ñõåìà ïðÿìûõ ìåòîäîâ. Âèäîèçìåíèì îïèñàííóþ â ï. 2 ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü äåéñòâèé. Ïðè ôèêñèðîâàííîì x ∈ En ðåøèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó ìàêñèìèçàöèè

max
y∈M

H(x, y). (8.1)

Ìíîæåñòâî âñåõ åå ðåøåíèé îïðåäåëÿåò îòîáðàæåíèå

Y (x) = Arg max
y∈M

H(x, y).

Â äàííîì ïóíêòå è íèæå îñîáîé òî÷êîé ïàðû ôóíêöèé {H, G} áóäåì íàçûâàòü òî÷êó
[x∗, y∗], óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì

y∗ ∈ Y (x∗), G(x∗, y∗) = 0.

Êàê è ïðåæäå, ìíîæåñòâî âñåõ îñîáûõ òî÷åê {H,G} áóäåì îáîçíà÷àòü Z∗(H, G). Îò ôóíê-
öèé H è G æåëàòåëüíî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû âñÿêàÿ èõ îñîáàÿ òî÷êà [x∗, y∗] ∈ Z∗(H, G)
îáëàäàëà ñâîéñòâîì: x∗ ∈ X∗. Ïîñòðîèòü òàêèå ôóíêöèè â ñëó÷àå îáùåé çàäà÷è íåëèíåé-
íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ àâòîðàì íå óäàëîñü. Ïîýòîìó ðàññìîòðåííûé ïîäõîä ðåàëèçóåì
â íåñêîëüêî óïðîùåííîì âàðèàíòå, à èìåííî: ïîäáåðåì ôóíêöèè H è G òàêèì îáðàçîì,
÷òîáû âñå èõ îñîáûå òî÷êè [x∗, y∗] áûëè òàêîâû, ÷òî x∗ ∈ X1

∗ . Òîãäà íàõîæäåíèå òî÷åê
x∗ ∈ X1

∗ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ñèñòåìû

G(x, y(x)) = 0, (8.2)

ãäå y(x) � çàâèñèìîñòü, ïîëó÷åííàÿ èç ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷è (8.1). Äëÿ ðåøå-
íèÿ (8.2) ìîæíî ïðèìåíÿòü îáùåèçâåñòíûå ìåòîäû. Òàê, íàïðèìåð, ìåòîä ïðîñòîé èòåðà-
öèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

xk+1 = xk − αG(xk, yk), yk ∈ Y (xk). (8.3)

Â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà ìíîæåñòâî M èìååò äîñòàòî÷íî ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, àíàëîãè÷-
íî (2.8) ìîæíî ñòðîèòü ìåòîäû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ îòûñêàíèÿ òî÷åê, óäîâëåòâîðÿþùèõ
íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ýêñòðåìóìà.

Îáúåäèíèì äâîéñòâåííûå âåêòîðû îäíèì ñèìâîëîì y = [u, v] ∈ Em. Â êà÷åñòâå M
âîçüìåì ìíîæåñòâî M = {y ∈ Em : yi ≥ 0, i = e + 1, . . . , m}. Ïîëîæèì

H(x, y) = L(x, y)− η(x, y), (8.4)
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ãäå η(x, y) � ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî y.
Òåîpåìà 8.1. Ïóñòü ôóíêöèè G(x, y) è η(x, y) òàêîâû, ÷òî âî âñÿêîé îñîáîé òî÷êå

z∗ = [x∗, y∗] ïàðû {H, G} âûïîëíåíû óñëîâèÿ

Lx(x∗, y∗) = 0, ηy(x∗, y∗) = 0.

Òîãäà z∗ åñòü òî÷êà Êóíà�Òàêêåðà.
Ïðî ïàðó ôóíêöèé {H, G} áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî îíà ñîãëàñîâàíà ñ çàäà÷åé (1.1), åñëè

âñÿêàÿ åå îñîáàÿ òî÷êà [x∗, y∗] òàêîâà, ÷òî x∗ ∈ X1
∗ .

9. Ïðÿìûå ìåòîäû ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Ââåäåì â ðàññìîò-
ðåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìóþ ôóíêöèþ ρ(t), îòîáðàæàþùóþ E1 â E1, íà êîòîðóþ
íàëîæèì òðåáîâàíèå

A6. Ôóíêöèÿ ρ òàêîâà, ÷òî ρt(t) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà t = 0.
Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ ôóíêöèè ρ(t) óêàæåì

ρ1(t) = t2/2, ρ2(t) = et − t, ρ3(t) = ch t.

×òîáû óäîâëåòâîðèòü óñëîâèÿì òåîðåìû 8.1, ôóíêöèè η(x, y) è G(x, y) áóäåì ñòðîèòü
â âèäå

η(x, y) = τ
n∑

j=1

ρ

(
∂L(x, y)

∂xj

)
, G(x, y) = τρt(Lx(x, y)). (9.1)

Çäåñü ρt(Lx) � âåêòîð ñ êîìïîíåíòàìè ρt

(
∂L(x, y)

∂xj

)
, j = 1, 2, . . . , n; τ > 0.

Èç òåîðåìû 8.1 ñëåäóåò
Òåîpåìà 9.1. Ïóñòü ôóíêöèè H, G îïðåäåëåíû ôîðìóëàìè (8.4), (9.1), âûïîëíåíî

óñëîâèå A6. Òîãäà åñëè z∗ = [x∗, y∗] � îñîáàÿ òî÷êà ïàðû {H,G}, òî z∗ åñòü òî÷êà Êóíà�
Òàêêåðà.

Ïîäñòàâëÿÿ ôóíêöèè (8.4), (9.1) â (8.3) è ïîëàãàÿ α = 1, ïðèõîäèì ê ïðîöåññó

xk+1 = xk − τρt(Lx(xk, yk)), yk ∈ Y (xk). (9.2)

Ìîæíî ïîêàçàòü (ñì. [11]), ÷òî åñëè ρ(t) � äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìàÿ ñòðîãî
âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, òî â îêðåñòíîñòè ëþáîé òî÷êè x∗ ∈ X∗, â êîòîðîé âûïîëíåíû ñòàíäàðò-
íûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà çàäà÷è ÍËÏ è óñëîâèå ðåãóëÿðíîñòè îãðàíè÷åíèé,
ðåøåíèå çàäà÷è (8.1) âñåãäà ñóùåñòâóåò, ìåòîä (9.2) ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê x∗ äëÿ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ τ .

Åñëè âñå ôóíêöèè, îïðåäåëÿþùèå çàäà÷ó (1.1), òðèæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû,
ôóíêöèÿ ρ(t) äâàæäû íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, òî äëÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (8.2)
ìîæåò áûòü ïðèìåíåí ìåòîä Íüþòîíà.

10. Ìåòîä ïðèâåäåííîãî ãðàäèåíòà. Ïîêàæåì, ÷òî èç (9.2) ñëåäóþò ìíîãèå èçâåñò-
íûå ÷èñëåííûå ìåòîäû. Îïóñòèì â çàäà÷å (1.1) îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâà, â êà÷åñòâå
ρ âîçüìåì ôóíêöèþ ρ1; òîãäà çàäà÷à (8.1) ëåãêî ðåøàåòñÿ:

y(x) = [g>x (x)gx(x)]−1
[
1

τ
g(x)− g>x (x)fx(x)

]
.
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Çäåñü gx � ìàòðèöà ðàçìåðîì n×m, ñèìâîë �>� îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Íåïðåðûâíûé
âàðèàíò ìåòîäà (9.2) èìååò âèä

dx

dt
= −[fx(x) + gx(x)y(x)], x(0) = x0. (10.1)

Ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû îáîçíà÷èì ÷åðåç x(x0, t). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì f è g â ñèëó ñèñ-
òåìû (10.1); ïîëó÷èì

df

dt
= −‖fx(x) + gx(x)y(x)‖2 +

1

τ
〈y(x), g(x)〉, (10.2)

dg

dt
= −1

τ
g. (10.3)

Â òîì ÷àñòíîì ñëó÷àå, êîãäà x0 òàêîâî, ÷òî g(x0) = 0, èç (10.2), (10.3),) ïîëó÷àåì äëÿ âñåõ
t ≥ 0

d

dt
f(x(x0, t)) ≤ 0, g(x(x0, t)) ≡ 0,

ò.å. äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ñèñòåìû (10.1), âäîëü òðàåêòîðèé
ìèíèìèçèðóåìàÿ ôóíêöèÿ ìîíîòîííî óáûâàåò. Ýòîò ìåòîä áûë ïðåäëîæåí ðÿäîì àâòîðîâ,
ñîøëåìñÿ ëèøü íà [12]. Ìåòîä (10.1) ÿâëÿåòñÿ åãî îáîáùåíèåì íà òîò ñëó÷àé, êîãäà x0 /∈ X.
Èç (10.3) ñëåäóåò, ÷òî

g(x(x0, t)) = g(x0)e
−t/τ → 0

ïðè t → +∞, ò.å. òðàåêòîðèè ñèñòåìû (10.3) ñòðåìÿòñÿ ê äîïóñòèìîìó ìíîæåñòâó, åñëè
t → +∞. Ôóíêöèÿ f(x(x0, t)) âíå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ìîæåò èçìåíÿòüñÿ íåìîíîòîííî,
íî âáëèçè X îíà ìîíîòîííî óìåíüøàåòñÿ.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî èçó÷èòü ñëó÷àé çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñò-
âà. Îäíàêî ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû ïðè ýòîì áóäóò áîëåå ãðîìîçäêèìè, ïîýòîìó ìû èõ íå
ïðèâîäèì. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî åñëè x0 ∈ X0, òî îáîáùåíèå ìåòîäà (10.1) äàíî â [1, 13].

11. Ìåòîäû ëèíåàðèçàöèè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ ρ(t), ââåäåííàÿ â ï. 9,
ñòðîãî âûïóêëà ïî t. Òîãäà â ñèëó óñëîâèÿ A6 îíà äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà E1 â íóëå.
Ïóñòü ρ∗(t) îáîçíà÷àåò ôóíêöèþ, ñîïðÿæåííóþ ê ρ(t). Ñîñòàâèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó
âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ëèíåàðèçîâàâ â (1.1) öåëåâóþ ôóíêöèþ è îãðàíè÷åíèÿ

min
s
〈fx(x), s〉+ τ

n∑

j=1

ρ∗(−sj/τ),

gi(x) + 〈gi
x(x), s〉 = 0, i ∈ [1 : e],

hj(x) + 〈hj
x(x), s〉 ≤ 0, j ∈ [1 : c].

(11.1)

Äîáàâëåíèå âòîðîãî ÷ëåíà ê ëèíåàðèçîâàííîé öåëåâîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò èçáåæàòü áåñ-
êîíå÷íî áîëüøèõ ðåøåíèé.

Èç ñðàâíåíèÿ íåîáõîäèìûõ è äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ (8.1) è (11.1)
ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð −τρt(Lx(x, y(x)) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è (11.1). Òàêèì îáðàçîì,
åñëè ðàññìîòðåòü ïðîöåññ âèäà

xk+1 = xk + sk, (11.2)
ãäå sk åñòü ðåøåíèå çàäà÷è (11.1) ïðè x = xk, òî äëÿ ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ x0 ∈
∈ En ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk}, âûðàáàòûâàåìàÿ (11.2), ñîâïàäåò ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ,
âûðàáàòûâàåìîé ïðîöåññîì (9.2). Óêàçàííàÿ ñâÿçü ïîçâîëÿåò èíòåðïðåòèðîâàòü ìíîãèå
ìåòîäû ëèíåàðèçàöèè êàê ïðÿìûå ìåòîäû òèïà (9.2). Â ÷àñòíîñòè, åñëè â (11.1) â êà÷åñòâå ρ
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âçÿòü ôóíêöèþ ρ1, òî ïðèõîäèì ê âñïîìîãàòåëüíîé çàäà÷å, áëèçêîé ê çàäà÷å, èñïîëüçóåìîé
â ìåòîäå ëèíåàðèçàöèè [14].

12. Ïðÿìûå-äâîéñòâåííûå ìåòîäû. Â ìåòîäàõ ýòîé ãðóïïû ñîâåðøàþòñÿ îäíîâðå-
ìåííûå èòåðàöèè ïî èñõîäíûì è âñïîìîãàòåëüíûì ïåðåìåííûì. Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå
îòûñêèâàþòñÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû 2.7). Ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè è ìåòîä Íüþòîíà ïðèâîäÿò
ê ñëåäóþùèì ðàñ÷åòíûì ñõåìàì:

xk+1 = xk − αHx, yk+1 = yk + αG, (12.1)
xk+1 = xk −H−1

xx (Hx + Hxyδyk),

yk+1 − yk = δyk = (GxH
−1
xx Hxy −Gy)

−1(G−GxH
−1
xx Hx). (12.2)

Çäåñü ôóíêöèè H, G è èõ ïðîèçâîäíûå âû÷èñëåíû â òî÷êå [xk, yk]..
Â [1] äîêàçàíà ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ýòèõ ìåòîäîâ â ïðåäïîëîæåíèÿõ ï. 7. Åñëè â (1.1)

îòñóòñòâóþò îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâà, H = L, G = g, òî (12.1) ïåðåõîäèò â ìåòîä
Ýððîó�Ãóðâèöà [12], â ýòîì æå ñëó÷àå ìåòîä (12.2) èññëåäîâàëñÿ â [15].

Çàêëþ÷åíèå. Èçëîæåííàÿ òðàêòîâêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÍËÏ êàê
ðåøåíèå ñèñòåì óðàâíåíèé íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé. Ïåðâîíà÷àëüíî àâòîðû ïûòàëèñü çà
îñíîâó âçÿòü ìåòîäû îòûñêàíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê, ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíûõ è ìàêñèìèííûõ
çàäà÷. Îäíàêî ïðè òàêîì ïîäõîäå óäàëîñü îõâàòèòü ñ åäèíûõ ïîçèöèé ìåíüøåå ÷èñëî
ìåòîäîâ.

Âñþäó âûøå, ïðîâîäÿ ðåäóêöèþ (1.1) ê ðåøåíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé, ìû èñïîëüçîâàëè
ìåòîä ïðîñòîé èòåðàöèè è ìåòîä Íüþòîíà. ßñíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ìîæíî ïðèìåíÿòü
ìíîãèå äðóãèå ìåòîäû, íàïðèìåð, êâàçèíüþòîíîâñêèå, ìåòîä ñåêóùèõ, àíàëîã ìåòîäà îáîá-
ùåííîãî ãðàäèåíòà. Èñïîëüçóÿ âìåñòî (2.5) ïîñëåäíèé èç óïîìÿíóòûõ ìåòîäîâ, ïîëó÷èì

yk+1 = yk + αkωkG(xk, yk), xk ∈ X(yk).

Çäåñü αk, ωk � íåêîòîðûå ïîëîæèòåëüíûå êîýôôèöèåíòû, èçìåíÿþùèåñÿ ïî çàêîíàì

ωk = (1 + ‖G(xk, yk)‖)−1,
∞∑

k=1

αk = ∞,
∞∑

k=1

α2
k < ∞.

Ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 2.5.2 èç [1] ëåãêî ñôîðìóëèðîâàòü óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäà. Àíàëî-
ãè÷íî òðèâèàëüíûì îáðàçîì ìîæíî âûïèñàòü äðóãèå âû÷èñëèòåëüíûå ñõåìû ïîäîáíîãî
òèïà è äàòü èõ îáîñíîâàíèå.
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