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Ðàññìàòðèâàåòñÿ äâîéñòâåííàÿ çàäà÷à ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Äëÿ åå ðåøåíèÿ
ïðåäëàãàþòñÿ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûå è áàðüåðíî-íüþòîíîâñêèå ìåòîäû. Äàåòñÿ
îáîñíîâàíèå ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíûõ è äèñêðåòíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ è ïðèâîäÿòñÿ
îöåíêè ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Ââåäåíèå
Â ïîñëåäíåå âðåìÿ, îñîáåííî ïîñëå îïóáëèêîâàíèÿ ñòàòüè [1], ìíîãî âíèìàíèÿ óäåëÿåòñÿ

ìåòîäàì âíóòðåííåé òî÷êè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Áûëè ðàçðà-
áîòàíû öåëûå êëàññû ìåòîäîâ, îñíîâàííûå íà èäåÿõ ïðîåêòèðîâàíèÿ, ìàñøòàáèðîâàíèÿ
è öåíòðàëüíîãî ïóòè. Ïîäðîáíûé îáçîð òàêèõ ìåòîäîâ ñîäåðæèòñÿ â [2]. Áîëüøèíñòâî
ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè, òàêèõ êàê ìåòîä Êàðìàðêàðà èëè àôôèííûé
ìàñøòàáèðóþùèé ìåòîä (à.ì.ì.) (ñì., íàïðèìåð, [3]�[8]), ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ñòàíäàðòíîé èëè â ñïåöèàëüíîé êàíîíè÷åñêîé ôîðìå.
Â [8, 9] ðàññìàòðèâàëèñü òàêæå âàðèàíòû à.ì.ì., ïîçâîëÿþùåãî ðåøàòü äâîéñòâåííóþ
çàäà÷ó, â êîòîðîé äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ îãðàíè÷åíèÿìè òèïà íåðàâåíñòâà.

Àâòîðû íà ïðîòÿæåíèè ðÿäà ëåò [10]�[15] ðàçâèâàëè èíîé ïîäõîä ê ïîñòðîåíèþ ÷èñ-
ëåííûõ ìåòîäîâ, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâàìè ìåòîäîâ âíóòðåííåé òî÷êè. Ýòîò ïîäõîä îñíîâàí
íà èñïîëüçîâàíèè ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé, è îí ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìîäèôèêàöèè òàêèõ
èçâåñòíûõ ìåòîäîâ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, êàê ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà è ìå-
òîä Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ âûïóêëîãî è îáùåãî íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â
êîòîðûõ ñðåäè îãðàíè÷åíèé èìåþòñÿ ìíîæåñòâà �ïðîñòîé ñòðóêòóðû�. Â [13] ýòè ìåòîäû
íàçâàíû, ñîîòâåòñòâåííî, áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûìè è áàðüåðíî-íüþòîíîâñêèìè. Èõ âàðèàí-
òû, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ïðèâåäåíû â [14].
Ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå ñþðúåêòèâíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ è íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé
áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûé ìåòîä èç [14] ñîâïàäàåò ñ à.ì.ì. [3].

Öåëü íàñòîÿùåé ñòàòüè � ïðèìåíèòü óêàçàííûé ïîäõîä äëÿ ðåøåíèÿ äâîéñòâåííîé
çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ðàçðàáîòàòü òåì ñàìûì ñåìåéñòâî äâîéñòâåííûõ
áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ è áàðüåðíî-íüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ. Ñþðúåêòèâíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
ïðèìåíÿþòñÿ â äàííîé ðàáîòå äëÿ îñâîáîæäåíèÿ îò òðåáîâàíèÿ íåîòðèöàòåëüíîñòè äîïîë-
íèòåëüíûõ äâîéñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé
(êîä ïðîåêòà 96-01-01047).
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Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìîâ èçëàãàåòñÿ â � 1. Çäåñü ñ ïðèâëå÷åíèåì óñòîé÷è-
âîãî ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà [16] ñòðîèòñÿ äâîéñòâåííûé áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûé ìåòîä.
Èññëåäóþòñÿ íåïðåðûâíûé è äèñêðåòíûé âàðèàíòû ìåòîäà, è âûÿñíÿåòñÿ âëèÿíèå âèäà
ïðåîáðàçîâàíèÿ íà ëîêàëüíóþ ñõîäèìîñòü.

Â � 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ äâà äðóãèõ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäà, ïîëó÷àþùèõñÿ ïðè
èñïîëüçîâàíèè èíûõ, îòëè÷íûõ îò ïðèâåäåííûõ â � 1 ôîðì ïðåäñòàâëåíèÿ äâîéñòâåííîé
çàäà÷è. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ ê ýòèì âàðèàíòàì ìåòîäîâ ïðèíàä-
ëåæèò à.ì.ì. èç [9].

Â � 3 èññëåäóåòñÿ ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü îäíîãî èç ìåòîäîâ ïðè ñïåöèàëüíîì âûáîðå
øàãà ñïóñêà. Íàêîíåö, â � 4 ïðåäëàãàåòñÿ äâîéñòâåííûé áàðüåðíî-íüþòîíîâñêèé ìåòîä.
Ïðè îáîñíîâàíèè ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ ïðèìåíÿåòñÿ òåîðèÿ óñòîé÷èâîñòè Ëÿïóíîâà.

� 1. Óñòîé÷èâûé âàðèàíò äâîéñòâåííîãî ìåòîäà

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}. (1.1)

Çäåñü c åñòü n-ìåðíûé âåêòîð, b åñòü m-ìåðíûé âåêòîð, A � ìàòðèöà ðàçìåðà m×n ïîëíîãî
ðàíãà, â êîòîðîé m < n, ñèìâîë 0n îáîçíà÷àåò íóëåâîé n-ìåðíûé âåêòîð. Ñòîëáöàìè
ìàòðèöû A ÿâëÿþòñÿ m-ìåðíûå âåêòîðû ai, i ∈ {1, 2, . . . , n}.

Äâîéñòâåííîé ê (1.1) áóäåò çàäà÷à

max
u∈U

b>u, U = {u ∈ Rm : v = c− A>u ≥ 0n}. (1.2)

Âñþäó íèæå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ðåøåíèÿ îáåèõ çàäà÷ (1.1), (1.2) ñóùåñòâóþò è ÷òî
ìíîæåñòâî U0 = {u ∈ Rm : v = c− A>u > 0n} íå ïóñòî.

Â çàäà÷å (1.2) èìåþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ òèïà íåðàâåíñòâà. ×òîáû îñâîáîäèòüñÿ îò íèõ,
âîñïîëüçóåìñÿ ïîäõîäîì, îñíîâàííîì íà ñþðúåêòèâíîì ïðåîáðàçîâàíèè ïðîñòðàíñòâ. Äëÿ
èñõîäíîé çàäà÷è (1.1) îí ïðèìåíÿëñÿ â [14]. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íåïðåðûâíî äèôôåðåí-
öèðóåìóþ n-ìåðíóþ âåêòîð-ôóíêöèþ ϕ(w), îïðåäåëåííóþ íà Rn, ó êîòîðîé çàìûêàíèå
îáðàçà âñåãî ïðîñòðàíñòâà Rn ñîâïàäàåò ñ íåîòðèöàòåëüíûì îðòàíòîì Rn

+. Äëÿ ïðîñòîòû
ñ÷èòàåì, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ èìååò ïîêîìïîíåíòíûé âèä

ϕ(w) = [ϕ1(w1), . . . , ϕn(wn)]>.

Ïóñòü wi = ψi(vi) � ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê ϕi(wi). Îíà ñóùåñòâóåò ïî êðàéíåé ìåðå
â òåõ òî÷êàõ vi = ϕi(wi), ãäå ϕ̇i(wi) 6= 0. Îáîçíà÷èì

θ(v) = [θ1(v1), . . . , θn(vn)]>, G(v) = D(θ(v)),

ãäå
θi(vi) = (γi(vi))2, γi(vi) = ϕ̇i(ψi(vi)), 1 ≤ i ≤ n,

D(y) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ñ i-ì äèàãîíàëüíûì ýëåìåíòîì, ðàâíûì yi.
Íà ïðåîáðàçîâàíèå ϕ(w) íàëîæèì äâà óñëîâèÿ.

Óñëîâèå 1. Ôóíêöèè θi(vi), 1 ≤ i ≤ n, îïðåäåëåíû è íåïðåðûâíû â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè R1

+ è θi(vi) = 0 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà vi = 0.

Óñëîâèå 2. Ôóíêöèè θi(vi), 1 ≤ i ≤ n, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè R1

+ è θ̇i(0) > 0.
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Óêàæåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ(w) ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ôóíêöèÿìè
θ(v) è ìàòðèöàìè G(v):

ϕ(w) =
1

4
D(w)w, θ(v) = v, G(v) = D(v), (1.3)

ϕ(w) = e−w, θ(v) = D(v)v, G(v) = D2(v). (1.4)

Çäåñü ñèìâîë e−w îáîçíà÷àåò âåêòîð-ôóíêöèþ ñ êîìïîíåíòàìè e−wi , 1 ≤ i ≤ n. Óñëîâèå 1
âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îáîèõ ïðåîáðàçîâàíèé (1.3) è (1.4), óñëîâèå 2 � òîëüêî äëÿ ïåðâîãî
èç íèõ.

Ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ ϕ(w) çàäà÷à (1.2) ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê ñëåäóþùåé:

max b>u, (1.5)
ϕ(w)− c + A>u = 0n. (1.6)

Ïðèìåíèì äëÿ åå ðåøåíèÿ óñòîé÷èâûé âàðèàíò ìåòîäà ïðîåêöèè ãðàäèåíòà [16]. Îáîçíà-
÷àÿ ÷åðåç

L̃(u,w, x) = b>u− x>(ϕ(w)− c + A>u)

ôóíêöèþ Ëàãðàíæà äëÿ çàäà÷è (1.5), (1.6), ïðèõîäèì ê ñèñòåìå îáûêíîâåííûõ äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé

du

dt
= L̃u(u,w, x(u,w)),

dw

dt
= L̃w(u, w, x(u,w)), (1.7)

â êîòîðîé çàâèñèìîñòü x(u,w) íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé:

L̃xu(u,w, x)u̇ + L̃xw(u,w, x)ẇ = −τL̃x(u,w, x), τ > 0. (1.8)

Òàê êàê v = ϕwẇ, òî â ïðîñòðàíñòâå âåêòîðîâ z = [u, v] ∈ Rm+n ìåòîä (1.7), (1.8)
ïðèíèìàåò âèä

du

dt
= b− Ax(z),

dv

dt
= −G(v)x(z), (1.9)

Φ(v)x(z) = A>b + τ(v + A>u− c), (1.10)

ãäå Φ(v) = G(v) + A>A. Îáîçíà÷èì v(u) = c− A>u.

Ëåììà 1. Ïóñòü ïðåîáðàçîâàíèå ϕ(w) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 1. Òîãäà Φ(v(u)) �
íåîñîáàÿ ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî u ∈ U0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó óñëîâèÿ 1 ìàòðèöà G(v(u)) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà íà U0.
Ìàòðèöà A>A ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Ãðàìà è, ñëåäîâàòåëüíî, íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.
Ïîýòîìó âñÿ ìàòðèöà Φ(v(u)) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü âûïîëíåíî ïðåäïîëîæåíèå ïðåäûäóùåé ëåììû. Ïóñòü, êðîìå òîãî,
òî÷êà u ∈ U ïðåäñòàâèìà â âèäå

u =
s∑

j=1

αjuj, αj > 0, 1 ≤ j ≤ s,
s∑

j=1

αj = 1, (1.11)

ãäå uj, 1 ≤ j ≤ s, � óãëîâûå òî÷êè ìíîæåñòâà U . Òîãäà åñëè ïî êðàéíåé ìåðå îäíà
òî÷êà uj íå âûðîæäåíà, òî Φ(v(u)) � íåîñîáàÿ ìàòðèöà.

3



Äîêàçàòåëüñòâî. Ìàòðèöà Φ(v), ãäå v = v(u), áóäåò íåîñîáîé, åñëè óäàñòñÿ ïîêàçàòü,
÷òî ðàâåíñòâî

Φ(v)x̄ = G(v)x̄ + A>Ax̄ = 0n (1.12)
èìååò ìåñòî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà x̄ = 0n.

Äåéñòâèòåëüíî, óìíîæàÿ (1.12) ñëåâà íà x̄>, ïîëó÷àåì
x̄>G(v)x̄ + x̄>A>Ax̄ = 0. (1.13)

Òàê êàê îáà ÷ëåíà â (1.13) íåîòðèöàòåëüíû, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
x̄>G(v)x̄ = 0, x̄>A>Ax̄ = 0. (1.14)

Îáîçíà÷èì
Sj = {1 ≤ i ≤ n : α>j uj = ci}, S =

s⋂

j=1

Sj.

Åñëè S = 0, òî v > 0n, è èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (1.14) ïîëó÷àåì, ÷òî x̄ = 0n. Ðàññìîòðèì
òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà S 6= 0. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî S = {1, 2, . . . ,
. . . , k}. Ïóñòü B � ïîäìàòðèöà ìàòðèöû A, ñîñòàâëåííàÿ èç ïåðâûõ k ñòîëáöîâ A, N �
ïîäìàòðèöà A, ñîñòàâëåííàÿ èç îñòàâøèõñÿ n− k ñòîëáöîâ. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì
A ïðåäñòàâèì òàêæå âåêòîðû x̄ è v êàê x̄ = [x̄B, x̄N ], v = [vB, vN ]. Òàê êàê ïî êðàéíåé ìåðå
îäíà óãëîâàÿ òî÷êà uj íå âûðîæäåíà, òî k ≤ m è ìàòðèöà B èìååò ïîëíûé ðàíã. Êðîìå
òîãî, ñîãëàñíî (1.11) âûïîëíÿåòñÿ vB = 0k, vN > 0n−k. Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà (1.14) òîãäà
ñëåäóåò, ÷òî x̄N = 0n−k. Ïîýòîìó âòîðîå ðàâåíñòâî (1.14) ñâîäèòñÿ ê x̄>BB>Bx̄B = 0. Íî ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî Bx̄B = 0m. Ïîñêîëüêó B � ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà, òî îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
x̄B = 0k è, ñòàëî áûòü, ó âåêòîðà x̄ âñå êîìïîíåíòû ðàâíû íóëþ.

Ñëåäñòâèå 1. Åñëè óãëîâàÿ òî÷êà u ìíîæåñòâà U ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé, òî
Φ(v(u)) � íåîñîáàÿ ìàòðèöà.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü âñå óãëîâûå òî÷êè îãðàíè÷åííîãî ìíîæåñòâà U íå âûðîæäåíû.
Òîãäà Φ(v(u)) � íåîñîáàÿ ìàòðèöà äëÿ ëþáîãî u ∈ U .

Ââåäåì ìíîæåñòâà
W = {v ∈ Rn : v = v(u), u ∈ Rm}, V = {v ∈ Rn : v = v(u), u ∈ U}. (1.15)

Åñëè ìíîæåñòâî U ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîãîãðàííèêîì ñî âñåìè íåâûðîæäåííûìè óãëî-
âûìè òî÷êàìè, òî ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ ñëåäñòâèÿ 2 ó ìàòðèöû Φ(v) ñóùåñòâóåò îáðàòíàÿ,
êîãäà v ∈ V . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè îíà áóäåò ñóùåñòâîâàòü è â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
V . Äëÿ òî÷åê v èç ýòîé îêðåñòíîñòè èìååì

x(u, v) = [G(v) + A>A]−1[A>b + τ(v + A>u− c)]. (1.16)
Ïîäñòàâëÿÿ (1.16) â (1.9), ïðèõîäèì ê äðóãîé ôîðìå çàïèñè ìåòîäà (1.9), (1.10):

du

dt
= b− A[G(v) + A>A]−1[A>b + τ(v + A>u− c)],

dv

dt
= −G(v)[G(v) + A>A]−1[A>b + τ(v + A>u− c)].

Ïóñòü [u(t, z0), v(t, z0)] � ðåøåíèå ñèñòåìû (1.9), óäîâëåòâîðÿþùåå íà÷àëüíîìó óñëîâèþ
u(t, z0) = u0, v(t, z0) = v0, z>0 = [u>0 , v>0 ]. Îáîçíà÷èì y(u, v) = c − A>u − v. Óñëîâèå (1.10)
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

dy(u, v)

dt
= y>u (u, v)u̇ + y>v (u, v)v̇ = −τy.
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñèñòåìà (1.9) èìååò ïåðâûé èíòåãðàë

c− A>u(t, z0)− v(t, z0) = (c− A>u0 − v0)e
−τt. (1.17)

Òàêèì îáðàçîì, c− A>u(t, z0)− v(t, z0) → 0n ïðè t → +∞. Êðîìå òîãî, âäîëü òðàåêòîðèé
ñèñòåìû ñîãëàñíî (1.10) âûïîëíÿåòñÿ

b>
du

dt
= b>(b− Ax(z)) = ‖b− Ax(z)‖2 + x>(z)A>(b− Ax(z)) =

= ‖b− Ax(z)‖2 + x>(z)G(v)x(z) + τx>(z)(c− A>u− v). (1.18)

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ (1.9) ñëåäóåò, ÷òî åñëè ïðåîáðàçîâàíèå ϕ(w) óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ 1, òî êàæäàÿ êîìïîíåíòà âåêòîðà v(t, z0) íå ìåíÿåò çíàê. Ïîýòîìó åñëè v0 > 0, òî è
âäîëü âñåé òðàåêòîðèè v(t, z0) > 0. Îòñþäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî y(u(t, z0), v(t, z0)) ≡ 0n ïðè
y(u0, v0) = 0n, ïîëó÷àåì, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà u0 ∈ U , ìîæíî îñâîáîäèòüñÿ îò óðàâíåíèÿ
äëÿ v è òåì ñàìûì óïðîñòèòü ñèñòåìó (1.9). Âìåñòî (1.9), (1.10) ïðèõîäèì ê

du

dt
= b− Ax(u), (1.19)

[G(v(u)) + A>A]x(u) = A>b, (1.20)

ãäå u(0, u0) = u0 ∈ U . Äëÿ äàííîé ñèñòåìû âìåñòî (1.18) ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

b>
du

dt
= ‖b− Ax(u)‖2 + x>(u)G(v(u))x(u) ≥ 0,

ò.å. öåëåâàÿ ôóíêöèÿ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (1.2) ìîíîòîííî âîçðàñòàåò íà äîïóñòèìîì
ìíîæåñòâå. Ìåòîä (1.19), (1.20) áûë âïåðâûå ïðåäëîæåí â 1977 ã. â [11].

Ïðèìåíÿÿ ìåòîä Ýéëåðà äëÿ èíòåãðèðîâàíèÿ ñèñòåìû (1.9), (1.10), ïîëó÷àåì

uk+1 = uk + αk(b− Axk), vk+1 = vk − αkG(vk)xk, (1.21)
[G(vk) + A>A]xk = A>b + τ(vk + A>uk − c). (1.22)

Ñîîòâåòñòâåííî äëÿ ñèñòåìû (1.19), (1.20) èìååì

uk+1 = uk + αk(b− Axk), [G(vk) + A>A]xk = A>b, vk = v(uk). (1.23)

Îáà ýòè âàðèàíòà ìåòîäà ðåøàþò ïðÿìóþ è äâîéñòâåííóþ çàäà÷è (1.1), (1.2) îäíîâðåìåííî.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü x∗ è u∗ ÿâëÿþòñÿ íåâûðîæäåííûìè ðåøåíèÿìè ñîîòâåòñòâåííî
çàäà÷ (1.1), (1.2) è v∗ = v∗(u∗). Ïóñòü, êðîìå òîãî, ïðåîáðàçîâàíèå ϕ(w) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì 1 è 2. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

à) òî÷êà z>∗ = [u>∗ , v>∗ ] ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâå-
ñèÿ äëÿ ñèñòåìû (1.9), (1.10);

á) ðåøåíèÿ u(t, z0), v(t, z0) ñèñòåìû (1.9), (1.10) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê
òî÷êå z∗, à ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ x(z(t, z0)) ñõîäèòñÿ ê x∗;

â) ñóùåñòâóåò α∗ > 0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 0 < αk < α∗ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {[uk, vk]}, ãåíåðèðóåìàÿ ïðîöåññîì (1.21), (1.22), ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê z∗
ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê x∗;
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ã) ðåøåíèÿ u(t, u0) ñèñòåìû (1.19), (1.20) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê u∗ íà
U , a ñîîòâåòñòâóþùàÿ ôóíêöèÿ x(u(t, u0)) ñõîäèòñÿ ê x∗;

ä) ñóùåñòâóåò òàêîå α∗ > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî 0 < αk < α∗ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {uk}, ãåíåðèðóåìàÿ ïðîöåññîì (1.23), ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê u∗ íà U ñ
ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ; ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xk} ñõîäèòñÿ ê x∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîñòàâèì óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ ñèñòåìû (1.9), (1.10):

δu̇ = −A

[
∂x(z∗)

∂u
δu +

∂x(z∗)
∂v

δv

]
,

δv̇ = ±
{

G(v∗)
∂x(z∗)

∂u
δu +

[
D(θ̇(v∗))D(x∗) + G(v∗)

∂x(z∗)
∂v

]
δv

}
,

èëè â ìàòðè÷íîì âèäå, ââåäÿ îáîçíà÷åíèå δz> = [δu>, δv>]:

δż = −Q(z∗)δz.

Çäåñü

Q(z∗) =


 τAΦ−1

∗ A> AΦ−1
∗ [τIn −D(θ̇(v∗))D(x∗)]

τG(v∗)Φ−1
∗ A> [In −G(v∗)Φ−1

∗ ]D(θ̇(v∗))D(x∗) + τG(v∗)Φ−1
∗


 , (1.24)

ãäå Φ∗ = G(v∗) + A>A, In � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà n. Ïðè âû÷èñëåíèè ìàòðèöû
(1.24) áûëè èñïîëüçîâàíû ñîîòíîøåíèÿ, ñëåäóþùèå èç (1.10):

[G(v) + A>A]
∂x(z)

∂u
= τA>,

D(θ̇(v))D(x) + [G(v) + A>A]
∂x(z)

∂v
= τIn.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî áàçèñ òî÷êè x∗ ñîñòîèò èç ïåðâûõ m ñòîëáöîâ
ìàòðèöû A. Òîãäà äëÿ âåêòîðîâ x∗, v∗ è ìàòðèö A, G(v∗) èìåþò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèÿ

x∗ =

[
xB
∗

xN
∗

]
, v∗ =

[
vB
∗

vN
∗

]
, A = [B N ], G(v∗) =

[
0mm 0md

0dm GN

]
,

ãäå xB
∗ > 0m, vB

∗ = 0m, xN
∗ = 0d, vN

∗ > 0d, d = n − m, GN = D(θ(vN
∗ )) � ïðàâàÿ íèæíÿÿ

êâàäðàòíàÿ ïîäìàòðèöà ìàòðèöû G(v∗) ïîðÿäêà d, 0ks � íóëåâàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà k × s.
Òàê êàê ïðè ñäåëàííîì ïðåäïîëîæåíèè

Φ∗ =

[
B>B B>N
N>B GN + N>N

]
,

òî íà îñíîâàíèè ôîðìóëû Ôðîáåíèóñà ïîëó÷àåì

Φ−1
∗ =


 B−1[Im + NG−1

N N>](B>)−1 −B−1NG−1
N

−G−1
N N>(B>)−1 G−1

N


 .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
Φ−1
∗ A> =

[
B−1

0dm

]
.
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Ñ ïîìîùüþ ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ ìàòðèöó Q ìîæíî ïðèâåñòè ê âèäó

Q =


 τIm Q2

0nm Q1


 , Q1 =


 D(θ̇(vB

∗ ))D(xB
∗ ) 0md

Q3 τId


 , (1.25)

ãäå âèä ìàòðèö Q2 è Q3 íåñóùåñòâåí.
Èç (1.25) ñëåäóåò, ÷òî ìàòðèöà Q èìååò n ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ τ , è m

ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé θ̇i(0)xi
∗, 1 ≤ i ≤ m. Ïîñêîëüêó ïðåîáðàçîâàíèå ϕ(w) óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ 2, òî âñå îíè ñòðîãî ïîëîæèòåëüíû. Ïîýòîìó ïî òåîðåìå Ëÿïóíîâà îá óñòîé÷èâîñ-
òè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ (òî÷êà z∗) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûì, à ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.9), (1.10) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê z∗.

Ñõîäèìîñòü äèñêðåòíîãî âàðèàíòà (1.21), (1.22) äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîñòîÿííûõ αk

ñëåäóåò èç [12, òåîðåìà 2.3.7].
Òàê êàê ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1.19), (1.20) ïðè u0 ∈ U ñîâïàäàþò ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè

ðåøåíèÿìè áîëåå îáùåé ñèñòåìû (1.9), (1.10), åñëè â ïîñëåäíåé ïîëîæèòü v0 = v(u0), òî
ðåøåíèÿ (1.19), (1.20) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê u∗ íà U . Ïî òîé æå ïðè÷èíå
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ãåíåðèðóåìàÿ ïðîöåññîì (1.23), ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê u∗ íà U .
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç η∗ è η∗ íàèáîëüøåå è íàèìåíüøåå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ ìàòðèöû Q:

η∗ = max
[
τ, max

1≤i≤m
θ̇i(0)xi

∗

]
, η∗ = min

[
τ, max

1≤i≤m
θ̇i(0)xi

∗

]
.

Ïðîâîäÿ ñòàíäàðòíûå ðàññóæäåíèÿ (ñì. [12]), ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ôèãóðèðóþùàÿ â
óòâåðæäåíèè (â) âåëè÷èíà α∗ = 2/η∗. Ïðè ýòîì ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè áóäåò íàèáîëüøåé,
åñëè â (1.21), (1.22) øàãè âçÿòü ðàâíûìè αk = 2/(η∗ + η∗). Òîãäà äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ
‖zk − z∗‖ ≤ ε äîñòàòî÷íî ñäåëàòü ln(ε/‖z∗ − z0‖)/ ln q èòåðàöèé, ãäå q = (η∗ − η∗)/(η∗ + η∗).

Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü ïðàâóþ ÷àñòü â ñèñòåìå (1.19), íåîáõîäèìî íàéòè âåêòîð
x(u) è, ñëåäîâàòåëüíî, ðåøèòü ñèñòåìó n ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Åñëè u ∈ U0, òî ìàòðèöà
G(v(u)) íå âûðîæäåíà è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîéØåðìàíà�Ìîððèñîíà�Âóäáåðè
äëÿ îïðåäåëåíèÿ îáðàòíîé ìàòðèöû:

[G(v) + A>A]−1 = G−1(v)[In − A>(Im + AG−1(v)A>)−1AG−1(v)].

Îòñþäà ïðèõîäèì ê ñèñòåìå

du

dt
= [Im + AG−1(v(u))A>]−1b, u(t, 0) = u0 ∈ U0. (1.26)

Ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà (1.26) è åãî äèñêðåòíîãî âàðèàíòà ê ðåøåíèþ çàäà÷è (1.2)
íà U0 îïÿòü æå ñëåäóåò èç áîëåå îáùèõ óòâåðæäåíèé (á) è (ã) òåîðåìû 1.

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî óñëîâèå (1.10) â ìåòîäå (1.9), (1.10) ìîæíî áûëî áû çàìåíèòü íà
ëþáîå äðóãîå, îáåñïå÷èâàþùåå ñòðåìëåíèå êîìïîíåíò âåêòîðà y(u, v) ê íóëþ. Íàïðèìåð,
âìåñòî (1.10) ìîæíî áûëî âçÿòü

[G(v) + A>A]x(z) = A>b + τD(v + A>u− c)(v + A>u− c), τ > 0.

Òîãäà ñèñòåìà (1.9), (1.10) âìåñòî (1.17) èìåëà áû ïåðâûé èíòåãðàë

c− A>u(t, z0)− v(t, z0) = D−1(c− A>u0 − v0 + τt)(c− A>u0 − v0).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 1 ïðè ýòîì ïîëíîñòüþ ñîõðàíÿåòñÿ.
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� 2. Äðóãèå âàðèàíòû äâîéñòâåííûõ áàðüåðíî-ïðîåêòèâíûõ ìåòîäîâ

Ñîãëàñíî ñäåëàííîìó ïðåäïîëîæåíèþ ðàíã ìàòðèöû A ðàâåí m è åå íóëü-ïðîñòðàíñòâî
èìååò ðàçìåðíîñòü d = n − m. Ïóñòü P � òàêàÿ ìàòðèöà ïîëíîãî ðàíãà, ÷òî AP> =
= 0md. Òàê êàê ñòðîêè ìàòðèöû P ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî îíè îáðàçóþò áàçèñ â íóëü-
ïðîñòðàíñòâå ìàòðèöû A. Åñëè ìàòðèöà A ïðåäñòàâèìà â áëî÷íîì âèäå A = [B N ], ãäå
êâàäðàòíàÿ ìàòðèöà B íå âûðîæäåíà, òî â êà÷åñòâå P ìîæíî âçÿòü, íàïðèìåð,
ìàòðèöó

P =
[
−N(B>)−1 Id

]
.

Îïðåäåëåíèÿ (1.15) ìíîæåñòâ W è V c ïîìîùüþ ìàòðèöû P ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå

W = {v ∈ Rn : P (v − c) = 0d}, V = {v ∈ Rn
+ : P (v − c) = 0d}.

Ïóñòü x̄ ∈ Rn � ïðîèçâîëüíûé âåêòîð, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ Ax̄ = b. Òîãäà

max
u∈U

b>u = max
u∈U

x̄>A>u = max
v∈V

x̄>(c− v) = x̄>c−min
v∈V

x̄>v.

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (1.2) ìîæåò áûòü çàìåíåíî ðåøåíèåì ýêâè-
âàëåíòíîé çàäà÷è ìèíèìèçàöèè

min
v∈V

x̄>v. (2.1)

Óñòîé÷èâûé âàðèàíò áàðüåðíî-ïðîåêòèâíîãî ìåòîäà èç [14], ïðèìåíåííûé ê çà-
äà÷å (2.1), ïðèâîäèò ê ôîðìóëàì

dv

dt
= −G(v)[x̄− P>x(v)], (2.2)

PG(v)P>x(v) = PG(v)x̄ + τP (c− v). (2.3)

Â òåõ òî÷êàõ v ∈ Rn, ãäå ìàòðèöà PG(v)P> íåîñîáàÿ, ðàçðåøàÿ óðàâíåíèå (2.3), ïîëó÷àåì

x(v) = [PG(v)P>]−1[PG(v)x̄ + τP (c− v)].

Îáîçíà÷èì H(v) = G1/2(v). Êðîìå òîãî, ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïðàâóþ ïñåâäîîáðàòíóþ
ìàòðèöó (PH)+ = (PH)>(PGP>)−1 è ìàòðèöó ïðîåêòèðîâàíèÿ (PH)# = (PH)+PH.
Òîãäà ìåòîä (2.2), (2.3) ìîæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ïðîåêòèâíîé ôîðìå:

dv

dt
= H[τ(PH)+P (c− v)− (In − (PH)#)Hx̄]. (2.4)

Ïåðâûé âåêòîð, ñòîÿùèé â êâàäðàòíûõ ñêîáêàõ, ïðèíàäëåæèò íóëü-ïðîñòðàíñòâó ìàò-
ðèöû AH−1, âòîðîé âåêòîð ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó ñòðîê ìàòðèöû AH−1. Èìåþò
ìåñòî ôîðìóëû

P
dv

dt
= τP (c− v), P (c− v(t, v0)) = P (c− v0)e

−τt,

îòêóäà âèäíî, ÷òî v(t, v0) ïðèáëèæàåòñÿ ê ìíîæåñòâó W ïðè t →∞.
Åñëè v0 ∈ V0, ãäå V0 = {v ∈ V : v > 0n}, òî (2.4) îáëàäàåò ñâîéñòâàìè ìåòîäà âíóòðåííåé

òî÷êè; öåëåâàÿ ôóíêöèÿ x̄>v(v0, t) ìîíîòîííî óáûâàåò è v(t, v0) ∈ V0 äëÿ âñåõ t ≥ 0.
Â ýòîì ñëó÷àå ìåòîä (2.4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â âèäå

dv

dt
= −G(v)[In − P>(PG(v)P>)−1PG(v)]x̄, v0 ∈ V0. (2.5)

Òåîðåìà 2. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ òåîðåìû 1. Òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:
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à) òî÷êà v∗ ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñ-
òåìû (2.2), (2.3);

á) ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2), (2.3) ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê òî÷êå v∗;

â) ñóùåñòâóåò òàêîå α∗ > 0, ÷òî äëÿ ëþáûõ ïîñòîÿííûõ 0 < αk < α∗ äèñêðåòíûé
âàðèàíò ìåòîäà

vk+1 = vk − αkG(vk)(x̄− P>xk), xk = x(vk),

ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê v∗ ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû àíàëîãè÷íî äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 1, òîëüêî òåïåðü ó
ìàòðèöû Q áóäåò d ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ τ , è m ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé, ðàâíûõ
θ̇i(0)xi

∗, 1 ≤ i ≤ m. Âûáîð âåêòîðà x̄ â (2.1), òàêèì îáðàçîì, íå âëèÿåò íà ñêîðîñòü
ñõîäèìîñòè.

Òàê êàê äëÿ ñèñòåìû (2.5) èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî P v̇ = 0, òî âåêòîð v̇ â äàííîì ìåòîäå
ïðèíàäëåæèò íóëü-ïðîñòðàíñòâó ìàòðèöû P , êîòîðîå ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê
ìàòðèöû A. Ïîýòîìó íàðÿäó ñ (2.5) èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

v̇ = A>λ (2.6)

äëÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà λ ∈ Rm. Åñëè v > 0n, òî ïîñëå óìíîæåíèÿ îáåèõ ÷àñòåé ðàâåíñòâà
(2.6) íà ìàòðèöó AG−1(v) ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî v̇ èìååò âèä (2.5), ïîëó÷àåì

λ = −[AG−1(v)A>]−1Ax̄ = −[AG−1(v)A>]−1b. (2.7)

Ïîäñòàâëÿÿ (2.7) â (2.6), ïðèõîäèì ê äðóãîé ôîðìå çàïèñè ìåòîäà (2.5):

dv

dt
= −A>[AG−1(v)A>]−1b, v0 ∈ V0. (2.8)

Â ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ u ìåòîä (2.8) ïðèíèìàåò âèä

du

dt
= [AG−1(v(u))A>]−1b, u0 ∈ U0. (2.9)

Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ïðåîáðàçîâàíèÿìè (1.3) è (1.4), òî èç (2.9) ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâåí-
íî

du

dt
= [AD−1(v(u))A>]−1b, u0 ∈ U0, (2.10)

du

dt
= [AD−2(v(u))A>]−1b, u0 ∈ U0. (2.11)

Ôîðìóëà (2.11) ñîâïàäàåò ñ íåïðåðûâíûì âàðèàíòîì äâîéñòâåííîãî à.ì.ì., ïðåäëîæåííîãî
â [9].

Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 2, ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.2), (2.3) ëîêàëüíî ýêñïî-
íåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê v∗ = v(u∗) íà ìíîæåñòâå V . Ïîýòîìó ðåøåíèÿ ñèñòåìû (2.10) òàêæå
ëîêàëüíî ýêñïîíåíöèàëüíî ñõîäÿòñÿ ê u∗ íà ìíîæåñòâå U0.

Åñëè ðàññìîòðåòü äèñêðåòíûé àíàëîã ìåòîäà (2.10)

uk+1 = uk + αk[AD−1(vk)A
>]−1b, u0 ∈ U0, (2.12)
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ãäå vk = v(uk), òî ñîãëàñíî [12] èç ýêñïîíåíöèàëüíîé ñõîäèìîñòè íåïðåðûâíîãî âàðèàíòà
(2.10) ñëåäóåò ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü èòåðàòèâíîãî ïðîöåññà (2.12) ñ ëèíåéíîé ñêîðîñòüþ
ê u∗ äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ïîñòîÿííûõ αk.

Åùå îäèí âàðèàíò äâîéñòâåííîãî áàðüåðíî-ïðîåêòèâíîãî ìåòîäà ïîëó÷àåòñÿ, åñëè
ïðåäñòàâèòü (1.2) êàê çàäà÷ó ñ 2n îãðàíè÷åíèÿìè òèïà ðàâåíñòâà:

max b>u, (2.13)
c− A>u− v = 0n, (2.14)
v − ϕ(w) = 0n. (2.15)

Îáîçíà÷èì z̃> = [u>, v>, w>] è ñîñòàâèì äëÿ (2.13), (2.14), (2.15) ôóíêöèþ Ëàãðàíæà

L̃(z̃, x, y) = b>u + x>(c− A>u− v) + y>(v − ϕ(w)).

Àíàëîãîì ìåòîäà (1.7) äëÿ çàäà÷è (2.13), (2.14), (2.15) ÿâëÿåòñÿ

u̇ = L̃u = b− Ax(z̃), v̇ = L̃v = y(z̃)− x(z̃), ẇ = L̃w = −ϕ>w(w)y(z̃), (2.16)

ãäå çàâèñèìîñòè x(z̃) è y(z̃) íàõîäÿòñÿ èç óñëîâèé

L̃xuu̇ + L̃xvv̇ + L̃xwẇ = −τL̃x, L̃yuu̇ + L̃yvv̇ + L̃ywẇ = −τL̃y. (2.17)

Â ïåðåìåííûõ u, v è p = ϕ(w) ñèñòåìà (2.16), (2.17) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíà â âèäå

du

dt
= b− Ax(z),

dv

dt
= y(z)− x(z),

dp

dt
= −G(p)y(z), (2.18)

(In + A>A)x(z)− y(z) = A>b− τ(c− A>u− v), (2.19)
(In + G(p))y(z)− x(z) = τ(p− v), (2.20)

ãäå z> = [u>, v>, p>]. Îòñþäà, åñëè âçÿòü p0 = v0, òî âäîëü âñåé òðàåêòîðèè z(t, z0)
âûïîëíÿåòñÿ p(t, z0) ≡ v(t, z0) è èç (2.20) ñëåäóåò, ÷òî y(z) = [In + G(p)]−1x(z). Ïîýòîìó â
ýòîì ñëó÷àå ìåòîä (2.18), (2.19), (2.20) óïðîùàåòñÿ: âìåñòî (2.18), (2.19), (2.20) èìååì

du

dt
= b− Ax(u, v),

dv

dt
= −G(v)[In + G(v)]−1x(u, v), (2.21)

{G(v)(1 + G(v))−1 + A>A}x(u, v) = A>b− τ(c− A>u− v). (2.22)

Êðîìå òîãî, åñëè äîïîëíèòåëüíî ïðåäïîëîæèòü, ÷òî v0 = v(u0), òî v(t, z0) ≡ v(u(t, z0)) è
ìåòîä (2.21), (2.22) ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû Øåðìàíà�Ìîððèñîíà�Âóäáåðè íà ìíîæåñòâå U0

ïðèíèìàåò âèä
du

dt
= {In + A[In + G−1(v(u))]A>}−1b, u0 ∈ U0. (2.23)

Ëîêàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäà (2.23) è åãî äèñêðåòíîãî âàðèàíòà

uk+1 = uk + αk{In + A[In + G−1(v(uk))]A
>}−1b

äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà u0 ∈ U0, G(v) = D(v) è øàã αk ïîñòîÿííûé è äîñòàòî÷íî ìàëûé, ñëåäóåò
èç àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òî÷êè [u∗, v∗, p∗], ãäå p∗ = v∗ = ϕ(w∗), äëÿ áîëåå îáùåé
ñèñòåìû (2.18), (2.19), (2.20).
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� 3. Ãëîáàëüíàÿ ñõîäèìîñòü ìåòîäîâ

Ðàññìîòðèì âîïðîñ î ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè ìåòîäà (2.12) íà ìíîæåñòâå U0.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî çàäà÷à (1.1) òàêîâà, ÷òî

Aē = 0m, (3.1)

ãäå ē> = [1, . . . , 1] ∈ Rn. Ñ÷èòàåì òàêæå, ÷òî â çàäà÷å (1.2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå u∗. Òîãäà îáÿçàòåëüíî C = c>ē > 0. Ïóñòü v∗ = v(u∗) è JN

∗ = {i ∈ {1, 2, . . . , n} :
vi
∗ > 0}. Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ôóíêöèþ Ëÿïóíîâà

F (u) =
∑

i∈JN∗

vi
∗[ln vi

∗ − ln vi(u)]. (3.2)

Ôóíêöèÿ F (u) îïðåäåëåíà, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è íåîòðèöàòåëüíà íà ìíîæåñòâå
U1 = {u ∈ U : vi(u) > 0, i ∈ JN

∗ }. Äåéñòâèòåëüíî, òàê êàê ñîãëàñíî (3.1)
∑

i∈JN∗

vi
∗ = ē>v∗ = ē>v(u) = ē>c = C > 0, (3.3)

òî èç íåðàâåíñòâà ìåæäó ñðåäíèì àðèôìåòè÷åñêèì è ñðåäíèì ãåîìåòðè÷åñêèì ñëåäóåò,
÷òî äëÿ ëþáîãî u ∈ U1

F (u) = −C
∑

i∈JN∗

vi
∗

C
ln

vi(u)

vi∗
= −C ln

∏

i∈JN∗

[
vi(u)

vi∗

]vi∗/C

≥ −C ln
∑

i∈JN∗

vi(u)

C
= 0,

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà u = u∗.
Âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè (3.2) â ñèëó ñèñòåìû (2.10). Èìååì

dF (u)

dt
= F>

u u̇ = v>∗ D−1(v(u))A>[AD−1(v(u))A>]−1b. (3.4)

Îáîçíà÷èì

p(u) = [AD−1(v(u))A>]−1b, x(u) = D−1(v(u))A>p(u).

Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì âåêòîð x(u) óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó Ax(u) = b. Êðîìå
òîãî, ñîãëàñíî (3.1) x>(u)v(u) = ē>A>p(u) = 0. Ïîýòîìó

x>(u)c = x>(u)(v(u) + A>u) = u>Ax(u) = b>u.

Îòñþäà è èç (3.4) ïîëó÷àåì

dF (u)

dt
= v>∗ x(u) = x>(u)(c− A>u∗) = b>u− b>u∗ ≤ 0, (3.5)

ïðè÷åì ðàâåíñòâî âîçìîæíî òîëüêî òîãäà, êîãäà u = u∗.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u0 ∈ U0 îáîçíà÷èì Q = {u ∈ U1 : F (u) ≤ F (u0)}. Ýòî ìíîæåñòâî

êîìïàêòíî, òàê êàê â ñèëó (3.3) êîìïàêòíî ìíîæåñòâî V , à ñëåäîâàòåëüíî è ìíîæåñòâî
U . Êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî Q íå ñîäåðæèò óãëîâûõ òî÷åê U , çà èñêëþ÷åíèåì u∗. Èç
íåðàâåíñòâà (3.5) ñëåäóåò, ÷òî u(t, u0) ∈ Q äëÿ âñåõ t ≥ 0.

Ïîëîæèì
K = inf

u∈Q

〈b, u∗ − u〉
F (u)

. (3.6)
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Òîãäà íà îñíîâàíèè (3.5) â (3.6) ïîëó÷àåì, ÷òî

F (u(t, u0)) ≤ F (u0)e
−Kt, t ≥ 0.

Ëåììà 3. Ïóñòü â çàäà÷å (1.2) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå íåâûðîæäåííîå ðåøåíèå
u∗. Òîãäà äëÿ âåëè÷èíû K èìååò ìåñòî îöåíêà

K ≥ 1− exp [−F (u0)/C]

F (u0)
min

1≤j≤m
sj > 0, (3.7)

ãäå sj = b>(u∗ − uj), uj � ñìåæíàÿ ñ u∗ âåðøèíà ìíîãîãðàííèêà U , 1 ≤ j ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïåðåìåííûå z = u − u∗. Â ýòèõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿ F (u)
è ôîðìóëà (3.6) äëÿ îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èíû K ïðèíèìàþò âèä

F̃ (z) = − ∑

i∈JN∗

vi
∗ ln

{
1− a>i z

v∗i

}
, K = − sup

z∈Q1

〈b, z〉
F̃ (z)

,

ãäå Q1 = {z ∈ Z : F̃ (z) ≤ F (u0)}, Z = {z ∈ Rm : A>z ≤ v∗}. Ôóíêöèÿ F̃ (z) âûïóêëà ïî z
íà Q1. Èìååì F̃ (0) = 0 è F̃ (z) > 0, 〈b, z〉 < 0 äëÿ âñåõ z ∈ Z, z 6= 0m. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîé
òî÷êè z̄ ∈ S = {z ∈ Q1 : F̃ (z) = F (u0)} è ëþáîãî 0 < α ≤ 1 âûïîëíÿåòñÿ F̃ (αz̄) ≤ αF̃ (z̄).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

〈b, αz̄〉
F̃ (αz̄)

≤ 〈b, z̄〉
F̃ (z̄)

, K = − 1

F (u0)
max
z∈S

〈b, z〉. (3.8)

Òî÷êà z = 0 ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé ìíîãîãðàííèêà Z. Ïóñòü zj � äðóãèå âåðøèíû ýòîãî
ìíîãîãðàííèêà, ñìåæíûå ñ íåé, è ïóñòü βj � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

∑

i∈JN∗

vi
∗ ln(1− βjqij) + F (u0) = 0, (3.9)

ãäå qij = a>i zj/v
i
∗. Ïîñêîëüêó F̃ (zj) = +∞, òî 0 < βj < 1. Èìååì

max
z∈S

〈b, z〉 = max
1≤j≤n

βj〈b, zj〉 = − min
1≤j≤m

βjsj < 0. (3.10)

Òàê êàê A>zj ≤ v∗, òî qij ≤ 1 äëÿ âñåõ i ∈ JN
∗ , ïðè÷åì ïî êðàéíåé ìåðå äëÿ îäíîãî

èíäåêñà i âûïîëíÿåòñÿ qij = 1. Ïîýòîìó

ln(1− βjqij) ≥ ln(1− βj)

è, ñëåäîâàòåëüíî, ëþáîå ðåøåíèå βj óðàâíåíèÿ (3.9), 1 ≤ j ≤ m, óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
βj ≥ β̄, ãäå β̄ � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ

ln(1− β̄)
∑

i∈JN∗

vi
∗ + F (u0) = 0.

Îòñþäà
β̄ = 1− exp[−F (u0)/C]. (3.11)

Èç (3.8), (3.10) è (3.11) ïðèõîäèì ê îöåíêå (3.7). Ëåììà äîêàçàíà.
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Îáîçíà÷èì
µ(u) = max

1≤i≤n
xi(u).

Âåëè÷èíà µ(u) > 0 äëÿ ëþáîãî u ∈ U0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè µ(u) ≤ 0, òî x(u) ≤ 0n,
ïðè÷åì xi(u) < 0 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî èíäåêñà i. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α > 0 âûïîëíÿåòñÿ
αx(u) ≤ 0n < ē. Ïîñëå óìíîæåíèÿ ýòîãî íåðàâåíñòâà íà ìàòðèöó D(v(u)) ïîëó÷àåì
αA>[AD−1(v)A>]−1b ≤ v(u), èëè

A>{u + α[AD−1(v)A>]−1b} ≤ c. (3.12)

Òàêèì îáðàçîì, âåêòîð u+α[AD−1(v)A>]−1b ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó U äëÿ ëþáîãî α > 0,
÷òî ïðîòèâîðå÷èò îãðàíè÷åííîñòè ìíîæåñòâà U . Èç (3.12) ñëåäóåò òàêæå, ÷òî âåëè÷èíà
1/µ(u) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé ãðàíèöåé äëÿ α, ïðè êîòîðîé u + αx(u) ∈ U .

Òåîðåìà 3. Ïóñòü øàã αk â (2.12) âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

0 < αk = γ/µ(uk), 0 < γ < 1. (3.13)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî u0 ∈ U0 ñóùåñòâóåò òàêîå 0 < γ(u0) < 1, ÷òî äëÿ âñåõ 0 < γ ≤ γ(u0) è
k ≥ 0 èìååò ìåñòî îöåíêà

F (uk+1) ≤ F (uk)(1− 0.5αkK), (3.14)

ãäå âåëè÷èíà K îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (3.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âû÷èñëèì èçìåíåíèå ôóíêöèè (3.2) çà îäèí øàã èòåðàòèâíîãî
ïðîöåññà. Èìååì

F (uk+1) = − ∑

i∈JN∗

vi
∗ ln

[
1− α>i (uk + αkpk − u∗)

v∗i

]
=

= − ∑

i∈JN∗

vi
∗ ln

[
vi

k

vi∗
(1− αkxk)

]
= F (uk)−

∑

i∈JN∗

vi
∗ ln(1− αkx

i
k).

(3.15)

Çäåñü pk = p(uk), xk = x(uk). Îáîçíà÷èì

∆(u, α) = α−1
∑

i∈JN∗

vi
∗ ln[1− αix(u)], α > 0. (3.16)

Ðàçëàãàÿ â ðÿä ïðàâóþ ÷àñòü (3.16), ïîëó÷àåì

∆(u, α) = −v>∗ x(u)− α

2

∑

i∈JN∗

vi
∗[x

i(u)]2

[1− αθi(u)xi(u)]2
,

ãäå 0 ≤ θi(u) ≤ 1, i ∈ JN
∗ . Îòñþäà è èç (3.5) ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó

∆(u, α) ≥ b>(u∗ − u)− γ

2(1− γ)2µ(u)

∑

i∈JN∗

vi
∗[x

i(u)]2, (3.17)

ñïðàâåäëèâîìó äëÿ ëþáîãî α ≤ γ/µ(u).
Îáîçíà÷èì

r(u) = µ(u)b>(u∗ − u)


 ∑

i∈JN∗

vi
∗[x

i(u)]2



−1

, r̄ = inf
u∈Q

r(u)
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è ïîêàæåì, ÷òî r̄ > 0. Ýòî íåðàâåíñòâî äåéñòâèòåëüíî èìååò ìåñòî, åñëè èíôèìóì
äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå u ∈ Q, íå ñîâïàäàþùåé ñ u∗. Ïîêàæåì, ÷òî è â ñëó÷àå, êîãäà
ñóùåñòâóåò òàêàÿ ñõîäÿùàÿñÿ ê òî÷êå u∗ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {us}, ÷òî r̄ = lim

s→∞ r(us),
îïÿòü r̄ > 0.

Ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè òî÷êà u∗ òàêîâà, ÷òî v>∗ = [vB
∗ , vN

∗ ], ãäå vB
∗ ∈ Rm, vN

∗ ∈ Rd,
vB
∗ = 0m, vN

∗ > 0d. Òî æå ñàìîå ðàçáèåíèå áóäåì èñïîëüçîâàòü äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà
v(u), à òàêæå äëÿ ìàòðèöû A = [BN ]. Îáîçíà÷èì ΓB(u) = BD−1(vB(u))B>, ΓN(u) =
= ND−1(v>(u))N>. Òàê êàê B � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, òî äëÿ âñåõ u ∈ U0

Γ(u) = AD−1(v(u))A> = ΓB(u) + ΓN(u) = ΓB(u)[I + (ΓB(u))−1ΓN(u)].

Ïîýòîìó

Γ−1(u) = {I − (ΓB(u))−1ΓN(u) + [(ΓB(u))−1ΓN(u)]2 − . . .}(ΓB(u))−1 = (ΓB(u))−1 + Φ(u),

ãäå ‖Φ(u)‖ = o(‖u− u∗‖). Îòñþäà ïîëó÷àåì

xB(u) = D−1(vB)B>(ΓB(u))−1b + D−1(vB)B>Φ(u)b = xB
∗ + ϕ1(u),

xN(u) = D−1(vN)N>Γ−1(u)b = ϕ2(u),

µ(u) = max
1≤i≤m

xi
∗ + ϕ3(u),

‖ϕi(u)‖ = O(‖u− u∗‖), i = 1, 2, 3.

Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü us → u∗, us ∈ U0. Åñëè r̄ = 0, òî r(us) < 1 äëÿ äîñòàòî÷íî
áîëüøèõ s. Íî èç òîãî, ÷òî ‖xN(u)‖ = O(‖u− u∗‖), ïîëó÷àåì

∑

i∈JN∗

vi
∗(x

i(u)) = o(‖u− u∗‖),

è, ñòàëî áûòü, íåðàâåíñòâà r(us) < 1 ïðè áîëüøèõ s íå ìîãóò èìåòü ìåñòà. Ïîëó÷åííîå
ïðîòèâîðå÷èå ïîêàçûâàåò, ÷òî r̄ > 0.

Òàê êàê r̄ > 0, òî íàéäåòñÿ òàêîå äîñòàòî÷íî ìàëîå 0 < γ(u0) < 1, ÷òî

γ(1− γ)−2µ−1(u)
∑

i∈JN∗

vi
∗(x

i(u))2 ≤ b>(u∗ − u)

äëÿ âñåõ 0 < γ ≤ γ(u0) è u ∈ Q. Ïîýòîìó äëÿ ýòèõ u, γ è α ≤ γ/µ(u) ñîãëàñíî (3.17)
∆(u, a) ≥ b>(u∗ − u)/2. Îòñþäà è èç (3.15), ó÷èòûâàÿ íåðàâåíñòâî b>(u∗ − u) ≤ KF (u),
ïðèõîäèì ê èñêîìîé îöåíêå (3.14), ÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

Îáîçíà÷èì
B(u0) = max

u∈Q(u0)
max
1≤j≤n

xi(u), ᾱ(u0) =
γ

B(u0)
.

Òîãäà åñëè øàã αk âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (3.13), òî αk ≥ ᾱ(u0) äëÿ ëþáîãî k ≥ 0. Ïîýòîìó
íàðÿäó ñ (3.14) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

F (uk+1) ≤ F (uk)(1− 0.5αK), (3.18)

ãäå 0 < α ≤ ᾱ(u0). Ñ ïîìîùüþ (3.18) ìîæíî îöåíèòü ÷èñëî øàãîâ, íåîáõîäèìûõ äëÿ
ïîïàäàíèÿ ïðîöåññà (2.12) â íåêîòîðóþ îêðåñòíîñòü òî÷êè u∗. Íåðàâåíñòâî (3.18) ñîõðàíÿ-
åòñÿ è äëÿ ïðîöåññà (2.12) ñ ïîñòîÿííûì øàãîì αk = α ≤ ᾱ(x0).
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� 4. Äâîéñòâåííûé áàðüåðíî-íüþòîíîâñêèé ìåòîä

Åñëè ïîäñòàâèòü âûðàæåíèå èç (1.20) äëÿ x(u) â óñëîâèå äîïóñòèìîñòè, òî ïðèäåì ê
ñëåäóþùåìó óðàâíåíèþ:

b− Ax(u) = 0. (4.1)
Ïðèìåíèì äëÿ ðåøåíèÿ (4.1) ìåòîä Íüþòîíà. Åãî íåïðåðûâíûé âàðèàíò ïðèâîäèò ê
ñèñòåìå

Λ(u)
du

dt
= Ax(u)− b, (4.2)

ãäå Λ(u) � ïîëíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ïî u âåêòîð-ôóíêöèè −Ax(u).
Äèôôåðåíöèðóÿ òîæäåñòâî (1.20) ïî u, ïîëó÷àåì

−D(θ̇(v))D(x)A> + (D(θ(v)) + A>A)
dx

du
= 0.

Ïîýòîìó
Λ(u) = −A[D(θ(v(u))) + A>A]−1D(θ̇(v(u)))D(x(u))A>,

è åñëè ýòà ìàòðèöà íåîñîáàÿ, òî ìåòîä (4.2) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàí â âèäå

du

dt
= [A[D(θ(v(u))) + A>A]−1D(θ̇(v(u)))D(x(u))A>]−1[b− Ax(u)]. (4.3)

Ëåììà 4. Ïóñòü ðåøåíèÿ x∗ è u∗ îáåèõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (1.1) è
(1.2) íå âûðîæäåíû, âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1 è 2. Òîãäà ìàòðèöà Λ(u∗) � íåîñîáàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè v∗ = v∗(u∗) âûïîëíÿåòñÿ (D(θ(v∗))+A>A)x∗ = A>b è ìû èìååì
x(u∗) = x∗. Ïðåäïîëîæèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè, ÷òî áàçèñ òî÷êè x∗ îáðàçóþò ïåðâûå m
ñòîëáöîâ ìàòðèöû A. Òîãäà èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå A = [BN ], ãäå B � êâàäðàòíàÿ
íåîñîáàÿ ìàòðèöà. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå

A[D(θ(v∗)) + A>A]−1 = [(B>)−1 | 0md],

ïîëó÷àåì
Λ(u∗) = (B>)−1D(θ̇(vB

∗ )D(xB
∗ )B. (4.4)

Âñå êâàäðàòíûå ìàòðèöû, âõîäÿùèå â ïðàâóþ ÷àñòü (4.4), íå âûðîæäåíû, ïîýòîìó ìàòðèöà
Λ(u∗) íåîñîáàÿ.

Óòâåðæäåíèå ëåììû 4 äàåò âîçìîæíîñòü ñôîðìóëèðîâàòü òåîðåìó î ëîêàëüíîé ñõîäè-
ìîñòè ìåòîäà (4.3) è åãî äèñêðåòíîãî âàðèàíòà

uk+1 = uk + [A[D(θ(vk)) + A>A]−1D(θ̇(vk))D(xk)A
>]−1(b− Axk), (4.5)

ãäå vk = v(uk), xk = x(uk).

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíåíû ïðåäïîëîæåíèÿ ëåììû 4. Òîãäà òî÷êà u∗ ÿâëÿåòñÿ
àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâûì ïîëîæåíèåì ðàâíîâåñèÿ äëÿ ñèñòåìû (4.3). Åñëè, êðîìå
òîãî, ìàòðèöà Λ(u) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè u∗,
òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk}, ãåíåðèðóåìàÿ ïðîöåññîì (4.5), ëîêàëüíî ñõîäèòñÿ ê u∗ ñ
êâàäðàòè÷íîé ñêîðîñòüþ.
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Âèä ìåòîäà (4.3) íåñêîëüêî óïðîùàåòñÿ, åñëè â êà÷åñòâå ϕ(w) èñïîëüçóåòñÿ ïðåîáðàçîâà-
íèå (1.3):

du

dt
= [A[D(v(u)) + A>A]−1D(x(u))A>]−1[b− Ax(u)].

Åãî äèñêðåòíûé âàðèàíò àíàëîãè÷åí (4.5).
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