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Non-uniform coverage method and generalized Newton method for solving various
optimization problems are considered. Parallel implementation of these methods for solving
large scale-scale problems is discussed.

1 Ââåäåíèå
Ïîíÿòèå áîëüøîé ðàçìåðíîñòè çàäà÷è îïòèìèçàöèè çàâèñèò îò âèäà ðå-
øàåìîé çàäà÷è è õàðàêòåðèñòèê ïðèìåíÿåìîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè.
Õàðàêòåðíîå ÷èñëî ïåðåìåííûõ â çàäà÷àõ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè èç-
ìåðÿåòñÿ äåñÿòêàìè-ñîòíÿìè. Â çàäà÷àõ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
÷èñëî ïåðåìåííûõ ìîæåò äîñòèãàòü äåñÿòêîâ ìèëëèîíîâ. Ðàññìàòðèâà-
þòñÿ ìåòîäû, õîðîøî ïîääàþùèåñÿ ðàñïàðàëëåëèâàíèþ: ìåòîä íåðàâíî-
ìåðíûõ ïîêðûòèé è îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòîíà.

2 Òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìåòîäà íåðàâíîìåð-
íûõ ïîêðûòèé

Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : Rn → R ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãëî-
áàëüíîãî ìèíèìóìà íà äîïóñòèìîì êîìïàêòíîì ìíîæåñòâå X ⊆ Rn.
Ôîðìàëüíî çàäà÷à çàïèñûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò �09-01-12098-
îôè_ì, ïîääåðæêå âåäóùèõ íàó÷íûõ øêîë ÍØ-4096.2010.1 è ïðîãðàììå Ïðåçèäèóìà
ÐÀÍ Ï-14.
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f∗ = glob min
x∈X

f(x) = f(x∗), (1)

ãäå x∗ � òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé f∗.
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ýòîé çàäà÷è è ìíîæåñòâî ε-îïòèìàëüíûõ

ðåøåíèé Xε
∗:

X∗ = {x ∈ X : f(x) = f∗},
Xε
∗ = {x ∈ X : f(x) ≤ f∗ + ε}, ε ∈ R+.

(2)

Ïóñòü çàäàí íàáîð èç i äîïóñòèìûõ òî÷åê Ni = {x1, . . . , xi}. Îïðå-
äåëèì òåêóùèé ðåêîðä ui è ñîîòâåòñòâóþùóþ ðåêîðäíóþ òî÷êó xr ïî
ôîðìóëàì:

ui = min
1≤j≤i

f(xj) = f(xr), (3)

Èíäåêñ r ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ â èíòåðâàëå 1 ≤ r ≤ i è, â îáùåì ñëó-
÷àå îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Èç (3) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
òåêóùèõ ðåêîðäîâ òàêîâà, ÷òî

u1 ≥ · · · ≥ ui ≥ f∗. (4)

Äëÿ ôóíêöèè f(x) : Rn → R, ìíîæåñòâà Z ⊆ Rn è ÷èñëà λ ∈ R
îïðåäåëèì ïîíÿòèå Ëåáåãîâñêîãî ìíîæåñòâà S(Z, f(x), λ) = {x ∈ Z :
f(x) ≥ λ}.

Ñ êàæäîé òî÷êîé xi ñâÿæåì íåêîòîðóþ åå îêðåñòíîñòü Xi, òàêèì îá-
ðàçîì xi ∈ Xi. Íà êàæäîì ìíîæåñòâå Xi îïðåäåëèì ìèíîðàíòó µi(x),
òàêóþ ÷òî f(x) ≥ µi(x) äëÿ âñåõ x ∈ Xi. Ïóñòü ìíîæåñòâî Si óäîâëåòâî-
ðÿåò óñëîâèþ

Si ⊆ S(Xi, µi(x), ui − ε). (5)
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ {Si}, 1 ≤ i ≤ k îáðàçóåò

ïîêðûòèå ìíîæåñòâà X, åñëè

X ⊆ ∪k
i=1Si. (6)

Òåîðåìà 1. Ïóñòü íàáîð äîïóñòèìûõ òî÷åê Nk óäîâëåòâîðÿåò óñëî-
âèþ (6), òîãäà äëÿ âåëè÷èíû ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà
ìíîæåñòâå X èìååò ìåñòî îöåíêà

uk ≥ f∗ ≥ uk − ε (7)
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è ëþáàÿ òî÷êà xr ∈ Nk, òàêàÿ ÷òî f(xr) = uk ÿâëÿåòñÿ ε-îïòèìàëüíûì
ðåøåíèåì çàäà÷è (1).

Òåîðåìà 1 ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîé áàçîé äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ
âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé [1, 2], â îñíîâå
êîòîðûõ ëåæèò ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé òî÷åê {xi} è ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ëåáåãîâñêèõ ìíîæåñòâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü âû-
ïîëíåíèå óñëîâèÿ (6), íàçûâàåìîãî óñëîâèåì ïîêðûòèÿ ìíîæåñòâà X.
Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî X ìîæåò èìåòü ïðîèçâîëüíóþ ìîùíîñòü è ñòðóê-
òóðó.

Çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé ìèíèìèçàöèè çàïèñûâàåòñÿ â âèäå:

min
x∈X

F (x). (8)

Çäåñü âåêòîð-ôóíêöèÿ F (x) : Rn → Rm îïðåäåëÿåò âåêòîðíûé êðèòå-
ðèé, åãî êîìîïíåíòû f 1(x), . . . , fm(x) ñîñòàâëÿþò íàáîð èç m ñêàëÿðíûõ
íåïðåðûâíûõ êðèòåðèåâ. Îáðàç Ω = F (X) äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X
ïðè îòîáðàæåíèè F íàçîâåì ìíîæåñòâîì äîñòèæèìûõ êðèòåðèåâ.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè θ ∈ Rm îïðåäåëèì þãî-çàïàäíîå SW(θ) è
ñåâåðî-âîñòî÷íîå NE(θ) ìíîæåñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SW(θ) = {y ∈ Rm : y ≤ θ},NE(θ) = {y ∈ Rm : y ≥ θ}.
Ðàñøèðèì ýòè îïðåäåëåíèÿ íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Θ ⊆ Rm:

SW(Θ) = ∪θ∈ΘSW(θ), NE(Θ) = ∪θ∈ΘNE(θ).

Äëÿ ìíîæåñòâà Θ ⊆ Rm îïðåäåëèì åãî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ïîä-
ìíîæåñòâî P(Θ) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(Θ) = {θ ∈ Θ : Θ ∩ SW(θ) = θ}.
Ðåçóëüòàò Ω∗ = P(Ω) ïðèìåíåíèÿ ââåäåííîãî îïåðàòîðà P ê ìíîæå-

ñòâó äîñòèæèìûõ êðèòåðèåâ Ω íàçîâåì ìíîæåñòâîì Ïàðåòî äëÿ çàäà-
÷è 8. Ïóñòü A∗ ⊆ X � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà Ω∗ ïðè îòîáðàæåíèè F , ò.å.
Ω∗ = F (A∗). Ðåøåíèå çàäà÷è (8) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìíîæåñòâ A∗ è
Ω∗.

Ïóñòü çàäàí íàáîð äîïóñòèìûõ òî÷åê Ni = {x1, . . . , xi} ⊆ X. Åìó ñî-
îòâåòñòâóåò ìíîæåñòâî îáðàçîâ F (Ni) = {F (x1), . . . , F (xi)}. Èç ýòîãî ïîä-
ìíîæåñòâà âûäåëèì ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî Ωi = P(F (Ni)).
Îïåðàòîð P ëåãêî àëãîðèòìè÷åñêè ðåàëèçóåòñÿ.
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Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Ωε
∗ ÿâëÿåòñÿ � ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâîì,

åñëè äëÿ êàæäîãî ω ∈ Ω∗ íàéäåòñÿ òî÷êà ω′ ∈ Ωε
∗, òàêàÿ ÷òî ω ∈ NE(ω′−

ε). Òàêæå ïîòðåáóåì, ÷òîáû â ìíîæåñòâå Ωε
∗ íå áûëî äâóõ òàêèõ ðàçëè÷-

íûõ òî÷åê ω1, ω2, ÷òî ω1 ≤ ω2. Ïóñòü Aε
∗ � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà Ωε

∗ ïðè
îòîáðàæåíèè F (x), ò.å. Ωε

∗ = F (Aε
∗). Ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå çàäà÷è (8)

ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìíîæåñòâ Aε
∗ è Ωε

∗.
Ñ êàæäîé òî÷êîé xi ñâÿæåì íåêîòîðóþ åå îêðåñòíîñòü Xi, òàêèì îá-

ðàçîì xi ∈ Xi. Íà êàæäîì ìíîæåñòâå Xi îïðåäåëèì ìèíîðàíòó µi(x) :
Rn → Rm, òàêóþ ÷òî F (x) ≥ µi(x) äëÿ âñåõ x ∈ Xi. Ýëåìåíò ïîêðûòèÿ �
ìíîæåñòâî Si, îïðåäåëÿåìûé â îäíîêðèòåðèàëüíîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèåì
(5), â ñëó÷àå ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü
óñëîâèþ:

Si ⊆ {x ∈ X : µi(x) ∈ NE(Ui − ε)}. (9)
Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, îáîáùàþùåå òåîðåìó 1 íà ñëó-

÷àé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.
Òåîðåìà 2. Ïóñòü íàáîð äîïóñòèìûõ òî÷åê Nk = {x1, . . . , xk} òàêîâ,

÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ X ⊆ ∪k
i=1Si, òîãäà ìíîæåñòâî Ωk ÿâëÿ-

åòñÿ ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâîì çàäà÷è (8).

3 Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà íåðàâíî-
ìåðíûõ ïîêðûòèé

Ðàññìîòðèì îáîáùåíèå îäíîé èç âîçìîæíûõ ñõåì ðåàëèçàöèè ìåòîäà
íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ñ îäíèì êðèòåðèåì � àëãîðèòìà
áèñåêöèé [2]. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñóùåñòâóåò n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä
P , ñ ãðàíÿìè, ïàðàëëåëüíûìè êîîðäèíàòíûì ïëîñêîñòÿì, ñîäåðæàùèé
äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X.

Îáîáùåííûé àëãîðèòì áèñåêöèé:
L � ñïèñîê ïîêðûâàåìûõ ïàðàëëåëåïèïåäîâ;

1. Íà ïåðâîì øàãå ïîìåñòèòü â ñïèñîê L ïàðàëëåëåïèïåä P : L = {P}.
2. Âûáðàòü ïàðàëëåëåïèïåä Pi ∈ L.
3. Âûáðàòü òî÷êó xi ∈ Pi ∩X è ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ f(xi) < ui−1

èçìåíèòü òåêóùèé ðåêîðä ui è ðåêîðäíóþ òî÷êó xi ïî ôîðìóëå (3).
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4. Èñïîëüçóÿ ìèíîðàíòû, îïðåäåëèòü ïîäìíîæåñòâà, çàâåäîìî íå ñî-
äåðæàùèå äîïóñòèìûõ òî÷åê èç Pi∩X, ëèáî òî÷åê, â êîòîðûõ ìîæåò
áûòü óëó÷øåí òåêóùèé ðåêîðä áîëåå ÷åì íà ε.

5. Åñëè ñîâîêóïíîñòü ïîëó÷åííûõ ïîäìíîæåñòâà ïîêðûâàåò ïàðàëëå-
ëåïèïåä Pi, òî âûïîëíèòü ïåðåõîä ê øàãó 2. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,
ïðîèçâåñòè ñîêðàùåíèå è ðàçáèåíèå (ñ èñïîëüçîâàíèåì íàéäåííûõ
ìíîæåñòâ) ïàðàëëåëåïèïåäà Pi íà íåñêîëüêî íîâûõ ïàðàëëåëåïèïå-
äîâ, êîòîðûå äîáàâèòü ê ñïèñêó L.

6. Åñëè ñïèñîê ïóñò, òî ïåðåéòè ê øàãó 7, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè
ê øàãó 2.

7. Åñëè íà øàãå 3 íå áûëî íàéäåíî íè îäíîé äîïóñòèìîé òî÷êè, òî
îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è íåñîâìåñòíû. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåêîðäíàÿ
òî÷êà áóäåò ε-îïòèìàëüíûìè ðåøåíèåì çàäà÷è.

Îáîáùåííûé àëãîðèòì áèñåêöèé ìîæåò áûòü ëåãêî îáîáùåí íà ñëó÷àé
ìíîãîïðèòåðèàëüíûõ çàäà÷.

Ìåòîä áèñåêöèé ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ. Íà ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ íåñêîëüêî ïîòîêîâ íåçàâèñèìî âû-
ïîëíÿþò èòåðàöèè 1-6 àëãîðèòìà, îáðàùàÿñü ê îáùåìó ñïèñêó L. Äëÿ
ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîòåðü, ñâÿçàííûõ ñ ÷àñòîé ñèíõðîíèçàöèåé ïðè äî-
ñòóïå ê îáùåìó ñïèñêó, êàæäûé ïîòîê òàêæå ïîääåðæèâàåò ëîêàëüíûé
ñïèñîê ïîäìíîæåñòâ. ×àñòü ïîäìíîæåñòâ èç ýòîãî ñïèñêà ïåðèîäè÷åñêè
êîïèðóåòñÿ â îáùèé. Â ìîìåíò, êîãäà ëîêàëüíûé ñïèñîê èñ÷åðïûâàåòñÿ
ïîòîê áåðåò íîâîå ïîäìíîæåñòâî äëÿ îáðàáîòêè èç îáùåãî ñïèñêà. Ðå-
àëèçàöèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ ñëåäóåò òîé æå ñàìîé
ñõåìå, íî âìåñòî êîïèðîâàíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé ïî ñåòè.
Êëþ÷åâûì äëÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì âû÷èñëåíèé ÿâëÿåòñÿ âûáîð ïàðà-
ìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ ÷àñòîòó îáìåíîâ è ÷èñëî ïåðåäàâàåìûõ äàííûõ.

Äëÿ óìåíüøåíèÿ ÷èñëà èòåðàöèé ïðèìåíÿþòñÿ ýâðèñòè÷åñêèå àëãî-
ðèòìû èëè ìåòîäû ëîêàëüíîãî ïîèñêà, ïîçâîëÿþùèå áûñòðî íàõîäèòü
ðåêîðäíîå çíà÷åíèå, áëèçêîå ê îïòèìàëüíîìó. Òåì ñàìûì óñèëèâàåòñÿ
îòñåâ ïîäìíîæåñòâ, çàâåäîìî íå ñîäåðæàùèõ îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé. Âû-
÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó ïðîöåññàìè, âûïîëíÿþ-
ùèìè ïðèâåäåííóþ âûøå î áùóþ ñõåìó àëãîðèòìà, è ïðîöåññàìè, âûïîë-
íÿþùèìè ýâðèñòèêè. Âàæíåéøèì ôàêòîðîì, âëèÿþùèì íà ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü, ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå êîëè÷åñòâà ïðîöåññîðîâ, ðåàëèçóþùèõ
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ýòè äâà ïîäõîäà. Áîëåå ïîäðîáíî ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ðàññìîòðåíà
â ðàáîòå [3].

4 Ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè

Òðàäèöèîííûå ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (ËÏ) â ðÿäå ñëó÷à-
åâ òåðÿþò ñâîþ ýôôåêòèâíîñòü ïðè ðåøåíèè çàäà÷ áîëüøîé ðàçìåðíîñòè
(çàäà÷è ñ äåñÿòêàìè ìèëëèîíîâ íåèçâåñòíûõ è ñ ñîòíÿìè òûñÿ÷ îãðàíè-
÷åíèé). Âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü ñîçäàíèÿ íîâûõ ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ,
êîòîðûå â ïîëíîé ìåðå èñïîëüçóþò âîçìîæíîñòè ñîâðåìåííûõ ìíîãî-
ïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ. Íèæå ïðèâîäÿòñÿ àëãîðèò-
ìû, ïîçâîëÿþùèå íå òîëüêî ðàñïàðàëëåëèòü ïðîöåññ ðàñ÷åòîâ è òåì ñà-
ìûì óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ, íî è ðåøàòü çàäà÷è çíà÷èòåëüíî áîëüøåé
ðàçìåðíîñòè. Ïðåäëîæåííûå àëãîðèòìû ðåàëèçîâàíû íà ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ, èõ ýôôåê-
òèâíîñòü ïîäòâåðæäåíà âû÷èñëèòåëüíûìè ýêñïåðèìåíòàì è ðåøåíèåì
ðÿäà ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷.

Ïóñòü ïðÿìàÿ è äâîéñòâåííàÿ çàäà÷è ËÏ çàäàíû â ñòàíäàðòíîé ôîð-
ìå

f∗ = min
x∈X

c>x, X = {x ∈ Rn : Ax = b, x ≥ 0n}, (P )

f∗ = max
u∈U

b>u, U = {u ∈ Rm : A>u ≤ c}. (D)

Çäåñü A ∈ Rm×n, c ∈ Rn è b ∈ Rm çàäàíû, x � âåêòîð ïðÿìûõ ïåðåìåííûõ,
à u � äâîéñòâåííûõ, ÷åðåç 0i îáîçíà÷åí i-ìåðíûé íóëåâîé âåêòîð. Âñþ-
äó íèæå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è (P )
íåïóñòî, òîãäà ìíîæåñòâî ðåøåíèé U∗ äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) òàêæå
íåïóñòî.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðîåêöèè çàäàííîé òî÷êè x̂ íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé
ïðÿìîé çàäà÷è (P ) ââåäåì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó áåçóñëîâíîé ìàêñè-
ìèçàöèè

maxp∈Rm S(p, β, x̂), (10)
ãäå S(p, β, x̂) = {b>p− 1

2
‖(x̂ + A>p− βc)+‖2}.

Çäåñü ñêàëÿð β ôèêñèðîâàí, a+ � âåêòîð, ó êîòîðîãî i-ÿ êîìïîíåíòà
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ñîâïàäàåò ñ i-é êîìïîíåíòîé âåêòîðà a, åñëè îíà íåîòðèöàòåëüíà, è ðàâíà
íóëþ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèìè ðàíåå ñôîðìóëèðîâàííûìè â [4] òåîðå-
ìàìè.

Òåîðåìà 3. Ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî β∗, ÷òî ïðè ëþáîì β ≥ β∗ ïàðà
[p(β), β], ãäå p(β) � ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (10), îïðå-
äåëÿåò ïðîåêöèþ x̂∗ òî÷êè x̂ íà ìíîæåñòâî ðåøåíèé X∗ ïðÿìîé çàäà÷è
(P ) ïî ôîðìóëå

x̂∗ = (x̂ + AT p(β)− βc)+. (11)

Òåîðåìà 4. Ïðè x̂ = x∗ ∈ X∗ è ïðè ëþáîì β > 0 òî÷íîå ðåøåíèå
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) íàõîäèòñÿ ïî ôîðìóëå u∗ = p(β)/β, ãäå p(β) �
ðåøåíèå çàäà÷è áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (10).

Èòàê, â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè
âîãíóòîé êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíêöèè îò m ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ
ïðîåêöèÿ òî÷êè íà ìíîæåñòâî ïðÿìîé çàäà÷è (P ) è íåêîòîðîå ðåøåíèå
äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D).

Ñëåäóþùèé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ äàåò îäíîâðåìåííîå ðåøåíèå ïðÿ-
ìîé è äâîéñòâåííîé çàäà÷ ËÏ

ps+1 ∈ arg max
p∈Rm

{bT p− 1
2
‖(xs + AT p− βc)+‖2} (12)

xs+1 = (xs + AT ps+1 − βc)+. (13)

Çäåñü ïðîèçâîëüíûé ïàðàìåòð β > 0 ôèêñèðîâàí.
Òåîðåìà 5. Ïðè ëþáîì β > 0 è äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè x0 èòåðà-

öèîííûé ïðîöåññ (12), (13) ñõîäèòñÿ ê x∗ ∈ X∗ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ
ω. Ôîðìóëà u∗ = pω+1/β îïðåäåëÿåò òî÷íîå ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà-
÷è (D).

Ðåøåíèå çàäà÷ áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (10) èëè (12) ìîæåò âû-
ïîëíÿòüñÿ ëþáûì ìåòîäîì, íàïðèìåð, ìåòîäîì ñîïðÿæåííîãî ãðàäèåíòà.
Îäíàêî ãîðàçäî ýôôåêòèâíåé èñïîëüçîâàòü îáîáùåííûé ìåòîä Íüþòî-
íà. Äîêàçàòåëüñòâî êîíå÷íîé ãëîáàëüíîé ñõîäèìîñòè îáîáùåííîãî ìåòî-
äà Íüþòîíà äëÿ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè êóñî÷íî-êâàäðàòè÷íîé ôóíê-
öèè ñ âûáîðîì øàãà ïî ïðàâèëó Àðìèõî ïðåäëîæåíî Î. Ìàíãàñàðüÿíîì.
Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëüíûå ðåàëèçàöèè ìåòîäà (12), (13) â âû÷èñëèòåëü-
íîé ñèñòåìå ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Ñ÷èòàåì, ÷òî ó êàæäîãî ïðî-
öåññà (èñïîëíÿåìîé ïðîãðàììû) èìååòñÿ ñâîå àäðåñíîå ïðîñòðàíñòâî, à
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îáìåíû äàííûìè ìåæäó ïðîöåññàìè îñóùåñòâëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè áèá-
ëèîòåêè MPI, êàæäûé ïðîöåññ âûïîëíÿåòñÿ íà ñâîåì ïðîöåññîðå (ÿäðå).

Ðàñ÷åòíûå ôîðìóëû.
1. Çàäàòü β > 0, ïîðîãè òî÷íîñòè tol1 è tol äëÿ âíåøíèõ è âíóòðåííèõ

èòåðàöèé, ñîîòâåòñòâåííî, íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ x0 è p0.
2. Âû÷èñëèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè S(pk, β, xs) è åå ãðàäèåíò:

Gk =
∂S

∂p
(pk, β, xs) = b− A(xs + AT pk − βc)+.

Çäåñü k - íîìåð âíóòðåííåé èòåðàöèè ìåòîäà Íüþòîíà äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷è áåçóñëîâíîé ìàêñèìèçàöèè (12), à s - íîìåð âíåøíåé èòåðàöèè.

3. Èñïîëüçóÿ îáîáùåííóþ ìàòðèöó Ãåññå ôóíêöèè S(pk, β, xs), ñôîð-
ìèðîâàòü ìàòðèöó Hk ∈ Rm×m:

Hk = δI + ADkA
T , (14)

ãäå δ � íåêîòîðîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî (îáû÷íî 10−4), I � åäèíè÷íàÿ
ìàòðèöà, äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà Dk ∈ Rn×n çàäàåòñÿ ðàâåíñòâàìè

(Dk)ii =

{
1 åñëè (xs + AT pk − βc)i > 0
0 åñëè (xs + AT pk − βc)i ≤ 0

4. Íàéòè íàïðàâëåíèå ìàêñèìèçàöèè ∆p èç ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû

Hk∆p = −Gk (15)
ñ ïîìîùüþ ïðåäîáóñëîâëåííîãî ìåòîäà ñîïðÿæåííûõ ãðàäèåíòîâ. Â êà-
÷åñòâå ïðåäîáóñëîâëèâàòåëÿ èñïîëüçóåòñÿ äèàãîíàëüíàÿ ÷àñòü ìàòðèöû
Hk.

5. Îïðåäåëèòü pk+1 ïî ôîðìóëå pk+1 = pk − τk∆p, ãäå èòåðàöèîí-
íûé ïàðàìåòð τk íàõîäèòñÿ èç ðåøåíèÿ îäíîìåðíîé çàäà÷è ìàêñèìèçà-
öèè τk = max

τ
S(pk − τ∆p, β, xs) ìåòîäîì Àðìèõî.

6. Åñëè âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà äëÿ âíóòðåííèõ èòåðàöèé ‖pk+1−
pk‖ ≤ tol, òî ïîëîæèòü p̃ = pk+1 è âû÷èñëèòü xs+1 ïî ôîðìóëå

xs+1 = (xs + AT p̃− βc)+.

Èíà÷å ïåðåéòè ê øàãó 2), ïîëîæèâ k = k + 1.
7. Åñëè âûïîëíåí êðèòåðèé îñòàíîâà äëÿ âíåøíèõ èòåðàöèé ‖xs+1 −

xs‖ ≤ tol1, òî âû÷èñëèòü ðåøåíèå äâîéñòâåííîé çàäà÷è (D) u∗ = p̃
β
è
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ðåøåíèå ïðÿìîé çàäà÷è (P ) åñòü x∗ = xs+1. Èíà÷å ïîëîæèòü p0 = p̃ è
ïåðåéòè ê øàãó 2), ïîëîæèâ s = s + 1.

Â ïðèâåäåííîì àëãîðèòìå íàèáîëåå òðóäîåìêèìè îïåðàöèÿìè ÿâëÿ-
þòñÿ ôîðìèðîâàíèå ñèñòåìû (15) è åå ðåøåíèå. Ïðè ðåàëèçàöèè àëãî-
ðèòìà ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ ñëåäóþùèå îïåðàöèé:

1) ìàòðè÷íî-âåêòîðíûå óìíîæåíèÿ: Ax è AT p;
2) âû÷èñëåíèå ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé âèäà xT y, x, y ∈ Rn è pT q,

p, q ∈ Rm;
3) ôîðìèðîâàíèå îáîáùåííîé ìàòðèöû Ãåññå è ìàòðèöû Hk (14);
4) óìíîæåíèå ìàòðèöû Hk íà âåêòîð;
Âñå îñòàëüíûå âû÷èñëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ëîêàëüíûìè. Áûëî ðåàëèçîâà-

íî íåñêîëüêî ïàðàëëåëüíûõ ñõåì ïðèâåäåííîãî àëãîðèòìà â çàâèñèìîñòè
îò âèäà ðàçáèåíèÿ èñõîäíîé ìàòðèöû A íà áëîêè: êëåòî÷íàÿ ñõåìà, êî-
ãäà ìàòðèöà A ðàçáèâàåòñÿ íà îäèíàêîâûå áëîêè, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ
ðàâíî ÷èñëó ïðîöåññîðîâ; ñòîëöîâàÿ ñõåìà � ìàòðèöà A ðàçáèâàåòñÿ íà
áëîêè ïî ñòîëáöàì; ñòðî÷íàÿ ñõåìà � ìàòðèöà A ðàçáèâàåòñÿ íà áëî-
êè ïî ñòðîêàì. Êàæäàÿ èç ïðåäëîæåííûõ ñõåì èìååò ñâîè äîñòîèíñòâà
è íåäîñòàòêè, ÷åì è îïðåäåëÿåòñÿ îáëàñòü èõ ïðèìåíåíèÿ. Òàê ñòîëá-
öîâàÿ ñõåìà âåñüìà ýôôåêòèâíà ïðè ôîðìèðîâàíèè ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé (15), ñòðî÷íàÿ ñõåìà áîëåå ýôôåêòèâíà äëÿ ïàðàëëåëüíîãî
ìåòîäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Áûëà åùå ðåàëèçîâàíà
"áåçìàòðè÷íîé"ñõåìà, êîòîðàÿ ïîçâîëèëà ðåøàòü çàäà÷è ËÏ ñ íàèáîëü-
øèì ÷èñëîì îãðàíè÷åíèé m ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè ñõåìàìè. Ýòà ñõåìà
íàèáîëåå ðàöèîíàëüíî èñïîëüçóåò ïàìÿòü êëàñòåðà, ïîýòîìó åå öåëåñî-
îáðàçíî ïðèìåíÿòü ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m è n. Óñêîðåíèå äëÿ ýòîé
ñõåìû ïðè ñðàâíèòåëüíî ìàëûõ m ìîæåò îêàçàòüñÿ ìåíüøå åäèíèöû.

Äëÿ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ èñïîëüçîâàëñÿ ãåíåðàòîð ñëó÷àéíûõ
òåñòîâûõ çàäà÷ ËÏ [4]. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü íà ïàðàëëåëüíîì âû÷èñëè-
òåëüíîì êëàñòåðå ÌÂÑ-6000IM, ñîñòîÿùåì èç äâóõïðîöåññîðíûõ óçëîâ
íà îñíîâå Intel Itanium 2 ñ ÷àñòîòîé 1.6 GHz, ñîåäèíåííûìè ñåòüþMyrinet
2000 [5].

Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ËÏ ñ îäíèì ìèëëèîíîì íåèçâåñòíûõ è ïðè äåñÿòè
òûñÿ÷àõ îãðàíè÷åíèé ñ ïîìîùüþ êëåòî÷íîé ñõåìû íà 144 ïðîöåññîðàõ
áûëî äîñòèãíóòî óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ ïðèìåðíî â 50 ðàç, âðåìÿ ñ÷åòà ñî-
ñòàâèëî 28 ñåê. Çàäà÷à ËÏ ñ äâóìÿ ìèëëèîíàìè ïåðåìåííûõ ïðè äâóõ-
ñòàõ òûñÿ÷àõ îãðàíè÷åíèé íà 80 ïðîöåññîðàõ áûëà ðåøåíà ñ ïîìîùüþ
"áåçìàòðè÷íîé"ñõåìû ìåíåå, ÷åì çà 40 ìèíóò. Ñ ïîìîùüþ ñòîëáöîâîé
ñõåìû ðàçáèåíèÿ çàäà÷à ËÏ ñ ìàêñèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ
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� 60 ìëí. ïðè ÷åòûðåõ òûñÿ÷àõ îãðàíè÷åíèé áûëà ðåøåíà íà 128 ïðîöåñ-
ñîðàõ çà 140 ñåê.
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