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Îá óíèìîäàëüíîñòè îäíîìåðíîé ãàóññîâîé ñìåñè

Øèðîêîå èñïîëüçîâàíèå ãàóññîâûõ ñìåñåé â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ íàóêè è ïðàêòèêè
âûçûâàåò íåîáõîäèìîñòü ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, êàê îïðåäåëåíèå èõ ìîä è ïðåäâàðèòåëüíîå
îöåíèâàíèå èõ ÷èñëà [1]�[3]. Â ýòîé ðàáîòå ñôîðìóëèðîâàíî íåñêîëüêî äîñòàòî÷íûõ
óñëîâèé óíèìîäàëüíîñòü îäíîìåðíîé ãàóññîâîé ñìåñè, êîìïîíåíòû êîòîðîé èìåþò
ðàâíûå äèñïåðñèè σ2 è ðàçëè÷íûå ìàòåìàòè÷åñêèå îæèäàíèÿ µi, i = 1, 2, . . . , k, 2 ≤
k < ∞.

Ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè òàêîé ñìåñè âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

f(x) =
(√

2πσ
)−1

k∑

i=1

πifi(x), fi(x) = exp
(
−(x− µi)

2(2σ2)−1
)
, (1)

x ∈ R, πi � àïðèîðíàÿ âåðîÿòíîñòü i-é êîìïîíåíòû, πi ∈ (0, 1), π1 + . . .
. . . + πk = 1.

Áåç óìàëåíèÿ îáùíîñòè ïîëàãàåì µ1 < µ2 < . . . < µk. Ìîäà ãëàäêîé ôóíêöèè f(x)
ÿâëÿåòñÿ åå êðèòè÷åñêîé òî÷êîé (ÊÒ), ò.å. ÿâëÿåòñÿ êîðíåì óðàâíåíèÿ

f ′x(x) = 0, f ′x(x) =
(√

2πσ3
)−1

k∑

i=1

πi(µi − x)fi(x). (2)

Óðàâíåíèå (2) ïðèâîäèòñÿ ê ðàâíîñèëüíîìó óðàâíåíèþ

x = ϕ(x), (3)

ϕ(x) =

(
k∑

i=1

πiµifi(x)

) (
k∑

i=1

πifi(x)

)−1

. (4)

Äîêàçàíî [4], ÷òî åñëè îïåðàòîð ϕ â (4) ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì, òî óðàâíåíèå â (2)
èìååò îäèí êîðåíü è ôóíêöèÿ f(x) óíèìîäàëüíà. Èç óñëîâèÿ ñæàòîñòè îïåðàòîðà ϕ
èìååì ñëåäóþùèå òåîðåìû.

Òåîðåìà 1. Ïðè k = 2 ôóíêöèÿ f(x) óíèìîäàëüíà, åñëè ρ2
21 ≤ 4. ρ2

21 = (µ2 −
µ1)

2σ−2, ρ2
21 � ðàññòîÿíèå Ìàõàëàíîáèñà.

Òåîðåìà 2. Ïðè k = 2 è ρ2 > 4, π1 6= π2, ôóíêöèÿ f(x) óíèìîäàëüíà, åñëè
∣∣∣ln(π1π

−1
2 )

∣∣∣ ≥ 2−1ρ + 2 ln
(
2−1(ρ +

√
ρ2 − 4)

)
. (5)



Òåîðåìà 3. Ïðè k ≥ 3 ôóíêöèÿ f(x) óíèìîäàëüíà, åñëè

ρ2
k1 ≤ 4,

k∑

s=2

ρs,s−1 = ρk1, max
ρsi∈P

ρsi ≤ 2,

P = {ρsi : s > i} \ ρk1, s = 2, . . . , k, i = 1, . . . , k − 1.

Ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî ïðè ρ2
21 > 4 ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò

áûòü óíèìîäàëüíîé è òîãäà, êîãäà îïåðàòîð ϕ â (4) íå ÿâëÿåòñÿ ñæèìàþùèì. Â ýòîé
ñèòóàöèè äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ (k = 2) íàì óäàëîñü óñòàíîâèòü, ÷òî ãðàíèöåé ìåæäó
ñåìåéñòâàìè óíèìîäàëüíûõ è áèìîäàëüíûõ ñìåñåé ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âûðîæäåííûõ
êðèòè÷åñêèõ òî÷åê ïåðåãèáà (ÂÊÒÏ) ôóíêöèè f(x) è íàéòè ïðèáëèæåííîå óðàâíåíèå
ýòîãî ìíîæåñòâà â âèäå

∣∣∣ln(π1π
−1
2 )

∣∣∣ = ψ(ρ), ρ21 = ρ. (6)

Çàôèêñèðîâàâ çíà÷åíèå µ1 è ìåíÿÿ çíà÷åíèÿ µ2, π1, íàøëè 52 ÂÊÒÏ ôóíêöèè f(x),
äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ âû÷èñëÿëèñü çíà÷åíèÿ ρ21,

∣∣∣ln(π1π
−1
2 )

∣∣∣. Ãðàôèê ôóíêöèè (6)
íà îòðåçêå [2.1, 7.2] ïðèâåäåí íà ðèñóíêå.

Ýêñïåðèìåíòàëüíóþ êðèâóþ àïïðîêñèìèðîâàëè ïîëèíîìîì 2-é ñòåïåíè,
∣∣∣ln(π1π

−1
2 )

∣∣∣ = aρ2 + bρ + c.

Âû÷èñëèâ íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû a, b, c ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [5],
ïîëó÷èì àïïðîêñèìèðóþùåå âûðàæåíèå

ψ̃(ρ) = 0.579ρ2 − 1.242ρ + 0.004. (7)

Ïðè òàêîé àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèè ψ(ρ) èìååì: ñðåäíÿÿ àáñîëþòíàÿ ïîãðåøíîñòü
∆ = 0.040, ñðåäíÿÿ îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåøíîñòü δ = 0.060, êâàäðàòè÷åñêîå îòêëîíåíèå
σ = 0.046, σ2 = 0.002.

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî ×åáûøåâà

P
{
|ψ(ρ)− ψ̃(ρ)| < tσ

}
> 1− t2,

äëÿ íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ψ(ρ) ïîëó÷èì äîâåðèòåëüíûé êîðèäîð ïðè t = 4, σ = 0.046

P
{
ψ̃(ρ)− 0.184 < ψ(ρ) < ψ̃(ρ) + 0.184

}
> 0.937

2



ñ äîâåðèòåëüíîé âåðîÿòíîñòüþ 0.937. Â ñèëó (6) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïðåäñòàâèì
â âèäå

P
{
ψ̃(ρ)− 0.184 < |ln(π1π

−1
2 )| < ψ̃(ρ) + 0.184

}
> 0.937, (8)

â êîòîðîì ψ̃(ρ) âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé (7).
Âûðàæåíèå (8) äàåò äîâåðèòåëüíûé êîðèäîð ìíîæåñòâà âûðîæäåííûõ êðèòè÷åñêèõ

òî÷åê ïåðåãèáà ñåìåéñòâà ôóíêöèé f(x) ïðè k = 2, ρ2 > 4, π1 6= π2.
Èç íàøèõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî åñëè

∣∣∣ln(π1π
−1
2 )

∣∣∣ > 0.579ρ2 − 1.242ρ + 0.188,

òî ôóíêöèÿ f(x) óíèìîäàëüíà c âåðîÿòíîñòüþ > 0.937, à ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà
∣∣∣ln(π1π

−1
2 )

∣∣∣ < 0.579ρ2 − 1.242ρ + 0.180

îíà áèìîäàëüíà ñ òîé æå âåðîÿòíîñòüþ.
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