
Îïðåäåëåíèå è ñïîñîáû çàäàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè
Ðàññìîòðèì n-ìåðíûé áóëåâ êóá: BnÎïðåäåëåíèå:Áóëåâîé ôóíêöèåé îò n ïåðåìåííûõ x1; :::; xn íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, çàäàííàÿ íàáóëåâîì êóáå Bn è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â áóëåâîì êóáå B1, òî åñòü áóëåâà ôóíêöèÿ -ýòî îòîáðàæåíèå: Bn �! B1Îáîçíà÷åíèå: f(x1; :::; xn) Àðãóìåíòàìè ôóíêöèè ÿâëÿþòñÿ 0 è 1 è çíà÷åíèå ôóíêöèèòîæå ðàâíî ëèáî 0, äèáî 1.
Ñïîñîáû çàäàíèÿ:

1.Òàáëè÷íûé.
Íàáîðû çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, òî åñòü áóëåâû âåêòîðà ðàñïîëàãàþòñÿ â ïîðÿäêåâîçðàñòàíèÿ ÷èñåë, äâîè÷íûì âûðàæåíèåì êîòîðîãî îíè ÿâëÿþòñÿ. Òàêîé ïîðÿäîêíàçûâàåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêèì.
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2.Âåêòîðíûé.
Ïðè ñòàíäàðòíîì óïîðÿäî÷èâàíèè âåðøèí áóëåâà êóáà Bn äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèèäîñòàòî÷íî óêàçàòü òîëüêî âåêòîð åå çíà÷åíèé (1; :::; N ) Òàê êàê èìååòñÿ âñåãî 2N = 22nN-ìåðíûõ áóëåâûõ âåêòîðîâ (1; :::; N ), òî ïîëó÷èì:×èñëî áóëåâûõ ôóíöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 22n

3. Ãåîìåòðè÷åñêèé
Îïðåäåëåíèå:Äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f(x1; :::xn) âåðøèíà áóëåâà êóáà Bn íàçûâàåòñÿ åäèíè÷íîé,åñëè çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ýòîì âåêòîðå ðàâíî åäèíèöå. Ñîâîêóïíîñòü âñåõ åäèíè÷íûõâåðøèí äëÿ ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ íîñèòåëåì ýòîé ôóíêöèè è îáîçíà÷àåòñÿ Nf .×òîáû çàäàòü áóëåâó ôóíêöèþ äîñòàòî÷íî ïåðå÷èñëèòü âñå âåðøèíû, âõîäÿùèå âíîñèòåëü Nf .

Îïðåäåëåíèå:Ôóíêöèÿ f(x1; :::xn) çàâèñèò îò i-îãî àðãóìåíòà ôèêòèâíî, åñëè êàêèå áû äâà íàáîðàçíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, îòëè÷àþùèõñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì i-îé ïåðåìåííîé, ìû íå âçÿëè,çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà íèõ ñîâïàäàþò.Â ýòîì ñëó÷àå ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ôèêòèâíîé.



Îïðåäåëåíèå:Ïåðåìåííàÿ xi ôóíêöèè f íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé, åñëè ñóùåñòâóþò òàêèå äâà íàáîðàïåðåìåííûõ, îòëè÷àþùèõñÿ i-îé êîìïîíåíòîé, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî:f(x1; :::; xi�1; 0; xi+1; :::; xn) 6= f(x1; :::; xi�1; 1; xi+1; :::; xn)Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ çàâèñèò ñóùåñòâåííî îò i-îé ïåðåìåííîé.Â ôóíêöèþ ìîæíî äîáàâëÿòü è èçûìàòü èç ýòîé ôóíêöèè ôèêòèâíûå ïåðåìåííûå.Îïðåäåëåíèå:Äâå áóëåâûå ôóíêöèè f1 è f2 íàçûâàþòñÿ ðàâíîñèëüíûìè (èëè ðàâíûìè), åñëè îäíà èçíèõ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç äðóãîé ïóòåì äîáàâëåíèÿ èëè èçúÿòèÿ ôèêòèâíûõïåðåìåííûõ.Åñëè ôóíêöèÿ g ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè f óäàëåíèåì ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ xi, òîíóæíî âû÷åðêíóòü â òàáëèöå ñòðîêè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì xi = 1, ïîñëå ýòîãî íóæíîâû÷åðêíóòü ñòîëáåö çíà÷åíèé ïåðåìåííîé xi è ïîëó÷èì òàáëèöó äëÿ ôóíêöèè g.×èñëî ôóíöèé îò îäíîé ïåðåìåííîé:221 = 4
x 0 x :x 10 0 0 1 11 0 1 0 1

×èñëî ôóíöèé îò äâóõ ïåðåìåííûõ:222 = 16
x y 0 x ^ y x ,! y x x - y y x� y x _ y x # y x � y �x x � y �x x �! y xjy 10 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 1 1 1 1 1 1 10 1 0 0 0 0 1 1 1 1 0 0 0 0 1 1 1 11 0 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 1 0 0 1 11 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1
Îïðåäåëåíèå:Îñíîâíûìè ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþòñÿ 0, 1, _, ^, : Ýëåìåíòàðíûìèáóëåâûìè ôóíêöèÿìè íàçûâàþò âñå îñíîâíûå è, êðîìå òîãî, �!, �, j, #, �.Îñíîâíûå ýëåìíòàðíûå ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿþò àêñèîìàìà áóëåâîé àëãåáðû:x ^ y = y ^ xx _ y = y _ x(x ^ y) ^ z = x ^ (y ^ z)(x _ y) _ z = x _ (y _ z)(x ^ y) _ z = (x _ z) ^ (y _ z)(x _ y) ^ z = (x ^ z) _ (y ^ z)x ^ 0 = 0x ^ 1 = xx _ 0 = xx _ 1 = 1x ^ �x = 0x _ �x = 1�(�x) = xx ^ x = xx _ x = x:(x _ y) = �x ^ �y:(x ^ y) = �x _ �y



Êðîìå òîãî, ïîëåçíî çíàòü ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:x� 0 = 0� x = xx� 1 = 1� x = �xx� y = y � x(x� y)� z = x� (y � z)(x� y) ^ z = (x ^ z)� (y ^ z)
Ñóïåðïîçèöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé

Îïðåäåëåíèå:Ïóñòü äàíà ñèñòåìà ôóíêöèé � = f�1(x1; :::; xn); :::; �k(y1; :::yl)g Òîãäà ýëåìåíòàðíîéñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç ñèñòåìû � íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ 	 , êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíàèç ôóíêöèé ñèñòåìû � îäíèì èç ñëåäóþùèõ ñïîñîáîâ:1) ïåðåèìåíîâàíèåì êàêîé-òî èç ïåðåìåííûõ. Â ÷àñòíîñòè, ïåðåìåííûå ìîæíîîòîæäåñòâëÿòü. �i(x1; x2; :::; xk)2) ïîäñòàíîâêîé êàêîé-òî ôóíêöèè �i â ëþáóþ äðóãóþ ôóíêöèþ âìåñòî êàêîãî-òîàðãóìåíòà.Ýòè äåéñòâèÿ áóäåì íàçûâàòü îïåðàöèÿìè ýëåìåíòàðíîé ôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèÿ 	 íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé ñèñòåìû � åñëèîíà ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèìåíåíèÿ êîíå÷íîãî ÷èñëà îïåðàöèéýëåìåíòàðíîé ñóïåðïîçèöèè ê ôóíêöèÿì ñèñòåìû.
Îïðåäåëåíèå: Ñóïåðïîçèöèÿ ýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ôîðìóëîé.Åñëè áóëåâà ôóíêöèÿ f ðàâíîñèëüíà ôîðìóëå F , òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôîðìóëà F çàäàåòèëè ðåàëèçóåò ôóíêöèþ fÄëÿ óäîáñòâà çàïèñè ôîðìóë äîãîâîðèìñÿ î ñòàðøèíñòâå îïåðàöèé: 1) îòðèöàíèåñòàðøå âñåõ ôóíêöèé, 2) êîíúþíêöèÿ ñòàðøå ëþáîé èç îïåðàöèé êðîìå îòðèöàíèÿ.Âñå ýëåìåíòàðíûå áóëåâû ôóíêöèè ïðåäñòàâèìû â âèäå ñóïåðïîçèöèè îñíîâíûõýëåìåíòàðíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé:x� y = x � �y _ �x � yx � y = x � y _ �x � �yx! y = �x _ yxjy = :(x � y) = �x _ �yx # y = :(x _ y) = �x � �y

Äèçúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû (ÄÍÔ)Êîíúþíêòèâíûå íîðìàëüíûå ôîðìû (ÊÍÔ)
Ââåäåì îáîçíà÷åíèå x� =x, åñëè � = 1�x, åñëè � = 0

Îïðåäåëåíèå: Âûðàæåíèå âèäà x�1i1 : : : x�nin íàçûâàåòñÿ ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèåé, àx�1i1 _ : : : _ x�nin ýëåìåíòàðíîé äèçúþíêöèåé.Ýëåìåíòàðííàÿ êîíúþíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé, åñëè âñå âõîäÿùèå â íååïåðåìåííûå ðàçëè÷íû.Ýëåìåíòàðííàÿ êîíúþíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ïîëíîé îòíîñèòåëüíî íàáîðà ïåðåìåííûõx1; : : : ; xn , åñëè îíà ïðàâèëüíà è â íåå âõîäÿò âñå ïåðåìåííûå.



Àíàëîãè÷íûå îïðåäåëåíèÿ äëÿ ýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé.
Îïðåäåëåíèå: ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ äèçúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé. ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé (ÑÄÍÔ), åñëè âñå âõîäÿùèåâ íå¼ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè ïîëíû îòíîñèòåëüíî äàííîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ.
Îïðåäåëåíèå: ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ âñÿêàÿ êîíúþíêöèÿ ðàçëè÷íûõ ïðàâèëüíûõýëåìåíòàðíûõ äèçúþíêöèé. ÊÍÔ íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé (ÑÊÍÔ), åñëè âñå âõîäÿùèåâ íå¼ ýëåìåíòàðíûå äèçúþíêöèè ïîëíû îòíîñèòåëüíî äàííîãî íàáîðà ïåðåìåííûõ.
Òåîðåìà:Âñÿêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî 0̂ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ÑÄÍÔè ýòî ïðåäñòàâëåíèå åäèíñòâåííî.f(x1; : : : ; xn) = W~�=(�1;:::;�n)2Nf (x�11 ; x�22 ; : : : ; x�nn )
Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü çàäàíà ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn) , äâîéñòâåííîé ê íåé ôóíêöèåéíàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ f�(x1; : : : ; xn) = �f( �x1; : : : ; �xn)Åñëè åñòü òàáëèöà äëÿ ôóíêöèè f(x1; : : : ; xn), òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòîëáöà äëÿ ôóíêöèèf�(x1; : : : ; xn) íàäî ïåðåâåðíóòü ñòîëáåö äëÿ f è âçÿòü åãî îòðèöàíèå.
Òåîðåìà (ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè) Ïóñòü ôóíêöèÿ F (x1; : : : ; xn) ÿâëÿåòñÿñëåäóþùåé ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé f; f1; : : : ; fkF (x1; : : : ; xn) = f(f1(x1; : : : ; xn); : : : ; fk(x1; : : : ; xn)))òîãäà ñïðàâåäëèâî:F �(x1; : : : ; xn) = f�(f�1 (x1; : : : ; xn); : : : ; f�k (x1; : : : ; xn)))
Òåîðåìà. Âñÿêàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ íå ðàâíàÿ òîæäåñòâåííî 1̂:f(x1; : : : ; xn) = ^(x ��1
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Îñíîâíûå ïîíÿòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ìèíèìèçàöèåé ÄÍÔ. Òðèâèàëüíûéàëãîðèòì ìèíèìèçàöèè.
Îïðåäåëåíèå: Ïóñòü ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ èìååò âèä x�1i1 � : : : � x

�r
ir òîãäà

÷èñëî r íàçûâàåòñÿ å¼ ðàíãîì. Ðàíãîì ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ ñóììà ðàíãîâ
ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé, âõîäÿùèõ â ÄÍÔ.

Îïðåäåëåíèå: Ìèíèìàëüíîé ÄÍÔ ôóíêöèè f(x1; � � � ; xn) íàçûâàåòñÿ ñóììà
ðàíãîâ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé ñîäåðàæùàÿ ìèíèìàëüíîå ÷èñëî ñèìâîëîâ
ïåðåìåííûõ ïî ñðàâíåíèþ ñî âñåìè ÄÍÔ ðåàëèçóþùèìè ôóíêöèþ
f(x1; � � � ; xn). Òî åñòü îíà èìååò ìèíèìàëüíûé ðàíã.

Òåîðåìà: ×èñëî ðàçëè÷íûõ ÄÍÔ îò ïåðåìåííûõ ðàâíî 23
n�1 � 1

Äîêàçàòåëüñòâî: Êàæäîé ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè Ê ìîæíî ñîïîñòàâèòü

âåêòîð (a1; : : : ; an);ai =

( 1; åñëè xi 2 K
0; åñëè �xi 2 K
�1; åñëè xi =2 K



Ñêîëüêî áóäåò ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ òàêîãî òèïà?:3n Îòáðîñèì ñëó÷àé, êîãäà
âåêòîð èìååò âèä (�1; 1; � � � ;�1) ò.å. êîãäà ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè íå
ñóùåñòâóåò, îñòàíåòñÿ N = 2n � 1. Êàæäàÿ èç N ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé
ìîæåò âõîäèòü èëè íå âõîäèòüâ ÄÍÔ, ñëåäîâàòåëüíî âñåãî ðàçëè÷íûõ ÄÍÔ
ìîæåò áûòü 2N � 1 = 23

n�1 � 1

Òðèâèàëüíûé àëãîðèòì ìèíèìèçàöèè:1. Âñå ÄÍÔ îò n ïåðåìåííûõ
óïîðÿäî÷èâàåì ïî ÷èñëó ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ.
2. Ñðàâíèâàåì èñõîäíóþ ôóíêöèþ ñ óïîðÿäî÷åííûìè ÄÍÔ. Ïåðâàÿ, êîòîðàÿ
áóäåò ðàâíà èñõîäíîé ôóíêöèè è áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìèíèìàëüíîé.
Ýòîò àëãîðèòì ïëîõ òåì, ÷òî íàäî ïåðåáèðàòü ìíîãî ÄÍÔ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ïîñòðîåíèÿ ÄÍÔ äëÿ äàííîéôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå: Íîñèòåëü ýëåìåíòàðíîé êîíúþíêöèè ðàíãà r íàçûâàåòñÿ
èíòåðâàëîì ðàíãà r. â Bn èíòåðâàë ðàíãà r ñîäåðæèò 2n�r âåðøèí.
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Òåîðåìà: Nf_v = Nf _Ng

Äîêàçàòåëüñòâî:

8� 2 Nf_v () f(~�) _ g(~�) = 1()

( g(~�) = 1
èëè
f(~�) = 1

()
~� 2 Ng
èëè
~� 2 Nf

() ~� 2 Nf _Ng

Ñëåäñòâèå: Íîñèòåëü ÄÍÔ åñòü îáúåäèíåíèå íîñèòåëåé ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé, ò.å. ñîâîêóïíîñòü èíòåðâàëîâ.

Îïðåäåëåíèå: Èíòåðâàë J íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì äëÿ ôóíêöèè f(x1; : : : ; xn)
åñëè îí ïðèíàäëåæèò íîñèòåëþ ôóíêöèè f(x1; : : : ; xn). Ýëåìåíòàðíàÿ
êîíúþíêöèÿ, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ
èìïëèêàíòîé ôóíêöèè f(x1; : : : ; xn).

Äëÿ òîãî ÷òîáû íàïèñàòü ÄÍÔ, ðàâíîñèëüíóþ äàííîé ôóíêöèþ ìîæíî
ïðåäñòàâèòü íîñèòåëü ýòîé ôóíêöèè â âèäå îáúåäèíåíèÿ äîïóñòèìûõ
èíòåðâàëîâ è, çàòåì, âçÿòü äèçúþíêöèþ ñîîòâåòñòâóþùèõ èìïëèêàíò. Ýòî è
áóäåò èñêîìàÿ ÄÍÔ:

Nf =
SW
i=1 Ji =) ÄÍÔ:

SW
i=1 Ki

Îïðåäåëåíèå: Ïðåäñòàâëåíèå íîñèòåëÿ ôóíêöèè â âèäå îáúåäèíåíèÿ
äîïóñòèìûõ èíòåðâàëîâ íàçûâàåòñÿ ïîêðûòèåì íîñèòåëÿ èíòåðâàëàìè.

Ñîêðàùåííûå è òóïèêîâûå ÄÍÔ ôóíêöèé.
Îïðåäåëåíèå: Äîïóñòèìûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì, åñëè íå
ñóùåñòâóåò äðóãîãî äîïóñòèìîãî èíòåðâàëà öåëèêîì ñîäåðæàùåãî â ñåáå



èñõîäíûé. Êîíúþíêöèÿ, íîñèòåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë,
íàçûâàåòñÿ ïðîñòîé èìïëèêàíòîé.

Îïðåäåëåíèå: ÄÍÔ, îòâå÷àþùàÿ ïîêðûòèþ íîñèòåëÿ ôóíêöèè âñåìè
âîçìîæíûìè ìàêñèìàëüíûìè èíòåðâàëàìè íàçûâàåòñÿ ñîêðàùåííîé ÄÍÔ: Dc
ò.å. ñîêðàùåííàÿ ÄÍÔ - ýòî äèçúþíêöèÿ âñåõ ïðîñòûõ èìïëèêàíò.

Îïðåäåëåíèå: Ïîêðûòèå íîñèòåëÿ ìàêñèìàëüíûìè èíòåðâàëàìè íàçûâàåòñÿ
íåïðèâîäèìûì, åñëè óäàëåíèå ëþáîãî èç èíòåðâàëîâ ïðèâîäèò ê íàðóøåíèþ
ïîêðûòèÿ. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ íåïðèâîäèìîìó ïîêðûòèþ ÄÍÔ íàçûâàåòñÿ
òóïèêîâîé.: Dòóï
Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêàÿ ìèíèìàëüíàÿ ÄÍÔ äàííîé ôóíêöèè íàõîäèòñÿ ñðåäè å¼
òóïèêîâûõ.

Îïðåäåëåíèå: Ìàêñèìàëüíûé èíòåðâàë íàçûâàåòñÿ ÿäðîâûì, åñëè îí
ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó âåðøèíó Áóëåâà êóáà, íå ïðèíàäëåæàùóþ íèêàêèì
äðóãèì ìàêñèìàëüíûì èíòåðâàëàì. Ïðîñòàÿ èìïëèêàíòà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ÿäðîâîìó èíòåðâàëó òàêæå íàçûâàåòñÿ ÿäðîâîé.

Çàìå÷àíèå: Êàæäûé ÿäðîâîé èíòåðâàë ñîäåðæèòñÿ â ëþáîì íåïðèâîäèìîì
ïîêðûòèè. Êàæäûé ÿäðîâîé èìïëèêàíò âõîäèò â ëþáóþ òóïèêîâóþ ÄÍÔ.

Îïðåäåëåíèå: Äèçúþíêöèÿ ÿäðîâûõ èìïëèêàíò íàçûâàåòñÿ ÿäðîâîé ÄÍÔ.:
Dÿ

Àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ:
1. Îïðåäåëÿåì íîñèòåëü ôóíêöèè è íàõîäèì âñå ìàêñèìàëüíûå èíòåðâàëû è
ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîñòûå èìïëèêàíòû.

2. Íàõîäèì ÿäðîâûå èíòåðâàëû è âûäåëÿåì ÿäðî ôóíêöèè.

3. Èñïîëüçóÿ ÿäðîâûå èíòåðâàëû, ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèé íå ÿäðîâûõ
èíòåðâàëîâ íàõîäèì âñå âîçìîæíûå íåïðèâîäèìûå ïîêðûòèÿ è, òàêèì
îáðàçîì, âûïèñûâàåì âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ.

4. Âûäåëÿåì ñðåäè òóïèêîâûõ ÄÍÔ âñå ìèíèìàëüíûå.

Ïðèìåð:

x1 x2 x3 f
0 0 0 0
0 0 1 1
0 1 0 0
0 1 1 1
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 1
I1 $ �1 = x1x3



I2 $ �2 = x2x3
I3 $ �3 = x1x2
I4 $ �4 = x1x3
ßäðîâûå: I1; I4
D = �1 _ �4 = x1x3 _ x1x3
Nf = I1 [ I4 [ I3
D:1 = �1 _ �4 _ �3 = x1x3 _ x1x3 _ x1x2 ðàíã=6
Nf = I1 [ I4 [ I2
D:2 = �1 _ �4 _ �2 = x1x3 _ x1x3 _ x2x3 ðàíã=6
Dmin = D:1 = D:2

Ìåòîä êàðò Êàðíî îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíûõ ÄÍÔ.
×åòûðåõìåðíûé áóëåâ êóá B4 íà ïëîñêîñòè íæææäæ ìîæíî èçîáðàçèòü â

âèäå ñëåäóþùåé êàðòû Êàðíî: ó êîòîðîé ñ÷èòàåì, ÷òî ëåâûé êðàé ÿ âëÿåòñÿ
ñìåæíûì ñ ïðàâûì, à âåðõíèé êðàé - ñ íèæíèì. Òîãäà ñîñåäíèå êëåòêè êóáà
Êàðíî îòâå÷àþò ñîñåäíèì âåðøèíàì B4.

Èíòåðâàëû íà êàðòå Êàðíî áóäóò èìåòü ñëåäóþùèé âèä: èíòåðâàë ðàíãà
I ìîæåò áûòü îáðàçîâàí 8 êëåòêàìè, ëåæàùèìè â äâóõ ñîñåäíèõ ñòðîêàõ èëè â
äâóõ ñîñåäíèõ ñòîëáöàõ; èíòåðâàë ðàíãà II ìîæåò áûòü îáðàçîâàí 4 êëåòêàìè,
ëåæàùèìè â îäíîé ñòðîêå èëè â îäíîì ñòîëáöå èëè îáðàçóþùèìè êâàäðàò
2 � 2; èíòåðâàë ðàíãà III ìîæåò áûòü îáðàçîâàí 2 êëåòêàìè, ñîñåäíèìè ïî
ãîðèçîíòàëè èëè ïî âåðòèêàëè; èíòåðâàë ðàíãà IV ìîæåò áûòü îáðàçîâàí 1
îòäåëüíîé êëåòêîé.

Ýëåìåíòàðíàÿ êîíúþíêöèÿ, íîñèòåëåì êîòîðîé áóäåò äàííûé èíòåðâàë,
ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: òà ïåðåìåííàÿ, êîòðàÿ ìåíÿåò ñâîå çíà÷åíèå



ïðè ïåðåõîäå îò îäíîé êëåòêè èíòåðâàëà ê äðóãîé, âõîäèòü â ýëåìåíòàðíóþ
êîíúþíêöèþ íå áóäåò, à òà ïåðåìåííàÿ êîòîðàÿ íå ìåíÿåò ñâî¼ äëÿ âñåõ êëåòîê
èíòåðâàëà áóäåò âõîäèòüâ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ è, åñëè ýòà ïåðåìåííàÿ
äëÿ âñåõ êëåòîê èìååò çíà÷åíèå 0, òî ýòà ïåðåìåííàÿ âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ
êîíúþíêöèþ ñ îòðèöàíèåì, à åñëè ýòà ïåðåìåííàÿ äëÿ âñåõ êëåòîê èìååò
çíà÷åíèå 1, òî îíà âõîäèò â ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ áåç îòðèöàíèÿ.

Àëãîðèòì îòûñêàíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ÄÍÔ ñ ïîìîùüþ êàðò Êàðíî:

1. Âûäåëÿåì íà êàðòå Êàðíî íîñèòåëü ôóíêöèè, ïîìåòèâ ñîîòâåòñòâóþùèå
êëåòêè åäèíèöàìè.

2. Âûäåëÿåì íà êàðòå âñå äîïóñòèìûå èíòåðâàëû ðàíãà I, åñëè îíè åñòü.

3. Âûäåëÿåì âñå äîïóñòèìûå èíòåðâàëû ðàíãà II, íå ïîêðûòûå öåëèêîì êàêèì
ëèáî óæå âûäåëåííûì èíòåðâàëîì.

4. Âûäåëÿåì âñå äîïóñòèìûå èíòåðâàëû ðàíãà III, íå ïîêðûòûå öåëèêîì
êàêèì ëèáî óæå âûäåëåííûì èíòåðâàëîì.

5. Âûäåëÿåì âñå äîïóñòèìûå èíòåðâàëû ðàíãà IV, íå ïîêðûòûå öåëèêîì
êàêèì ëèáî óæå âûäåëåííûì èíòåðâàëîì.

6. Âûäåëÿåì âñå ÿäðîâûå èíòåðâàëû.

7. Ñ ïîìîùüþ êîìáèíàöèè íåÿäðîâûõ èíòåðâàëîâ íàõîäèì âñå âîçìîæíûå
íåïðèâîäèìûå ïîêðûòèÿ.

8. Äëÿ êàæäîãî íåïðèâîäèìîãî ïîêðûòèÿ âûïèñûâàåì ñîîòâåòñòâóþùóþ
òóïèêîâóþ ÄÍÔ.

9. Âûäåëÿåì ñðåäè òóïèêîâûõ ÄÍÔ ìèíèìàëüíóþ.

Ïðèìåð:

f(x1; x2; x3; x4) = (0101101101110000)



I1 = f(0001); (0011); (1001); (1011)g ) �1 = �x2 � x4
I2 = f(0011); (0111)g ) �2 = �x1 � x3 � x4
I3 = f(0111); (0110)g ) �3 = �x1 � x2 � x3
I4 = f(0100); (0110)g ) �4 = �x1 � x2 � �x4
I5 = f(1011); (1010)g ) �5 = x1 � �x2 � x3

ÿäðîâûå: I1; I4; I5
D = �1 _ �4 _ �5 = �x2 � x4 _ �x1 � x2 � �x4 _ x1 � �x2 � x3

Nf = I1 [ I4 [ I5 [ I2
D1 = �1 _ �4 _ �5 _ �2 = �x2 � x4 _ �x1 � x2 � �x4 _ x1 � �x2 � x3 _ �x1 � x3 � x4
ðàíã = 11

Nf = I1 [ I4 [ I5 [ I3
D2 = �1 _ �4 _ �5 _ �3 = �x2 � x4 _ �x1 � x2 � �x4 _ x1 � �x2 � x3 _ �x1 � x2 � x3
ðàíã = 11

Dmin1 = D1 Dmin2 = D2

Ìåòîä Êâàéíà - Ìàê-Êëîñêè îòûñêàíèÿ ìèíèìàëüíîé ÄÍÔôóíêöèè.
Îïðåäåëåíèå:

Èïëèêàíò K1 öåëèêîì ïîêðûâàåòñÿ èìïëèêàíòîì K2 åñëè êàæäûÿ
ïåðåìåííàÿ, âõîäÿùàÿ â K2, òî÷íî òàê æå âõîäèò â K2.

Ïðèìåð: K1 = x1 � �x2 � x4 K2 = x1 � x4

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ñîñòîèò â òîì, ÷òî NK1 � NK2

Óòâåðæäåíèå:

K1 ïîêðûâàåòñÿ K2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K1 = K2 �K3.
Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îïåðàöèè íàä ýëåìåíòàðíûìè
êîíüþíöèÿìè:



1. Ñêëåèâàíèå êîíüþíêöèé: x � k _ �x � k = k.

2. Ïîãëîùåíèå: k1 _ k1 � k2 = k1.

3. Îáîáù¼ííîå ñêëåèâàíèå: x � k1 _ �x � k2 = x � k1 _ �x � k2 _ k1 � k2.

Àëãîðèòì Êâàéíà:

1. Ôóíêöèÿ f(x1; :::; xn) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ÑÄÍÔ.

2. Ïðîâåñòè âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ ìåæäó èìïëèêàíòàìè, âõîäÿùèìè
â ÑÄÍÔ, è âûïèñàòü âñå ïîëó÷åííûå èìïëèêàíòû ìåíüøèõ ðàíãîâ. Ê
ïîëó÷åííûì èìïëèêàíòàì îïÿòü ïðèìåíèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ è
âûïèøåì âñå ïîëó÷åííûå èìïëèêàíòû, è ò.ä. ... Ïðè êàæäîì ñêëåèâàíèè
ñîõðàíÿåòñÿ ñïèñîê âñåõ ïîëó÷àåìûõ èìïëèêàíò.

3. Èç âñåõ ïîëó÷åííûõ èìïëèêàíò óäàëÿåì òå, êîòîðûå ïîêðûâàþòñÿ õîòÿ áû
îäíèì äðóãèì èìïëèêàíòîì. Ò.å. óäàëÿåì òå èìïëèêàíòû, êîòîðûå õîòÿ áû
îäèí ðàç ó÷àâñòâîâàëè â ñêëåèâàíèè.

Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî â ïðîöåññå äåéñòâèé øàãà 2 ïîÿâëÿþòñÿ âñå ïðîñòûå
èìïëèêàíòû, ïîýòîìó ïîñëå ïðèìåíåíèÿ øàãà 3 îñòàíóòñÿ
òîëüêî ïðîñòûå èìïëèêàíòû è ïðè ýòîì âñå ïðîñòûå èìïëèêàíòû. Òàêèì
îáðàçîì ìîæíî ïîëó÷èòü ñîêðàù¼ííóþ ÄÍÔ.

Ôîðìàëèçàöèÿ Ìàê-Êëîñêè:

Ýëåìåíòàðíûå êîíüþíêöèè áóäåì ïðåäñòàâëÿòü â âèäå âåêòîðîâ:
Äëÿ n ïåðåìåííûõ: ïåðåìåííûå ïèøóòñÿ â âûáðàííîì ïîðÿäêå è êàæäîé
èìïëèêàíòå K ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð

!

�= (�1; :::; �n):

�i=
1,åñëè xi 2 K;
0,åñëè �xi 2 K;
-,åñëè xi =2 K; �xi =2 K.

K1 = x1 � �x3 � x4  !
!

�1= (1� 0 1)

K2 = x1 � x4  !
!

�2= (1�� 1)

Àëãîðèòì Êâàéíà - Ìàê-Êëîñêè:
1. Ôóíêöèÿ f = (x1; :::; xn) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ÑÄÍÔ. Âñå ýëåìåíòàðíûå

êîíüþíêöèè, âõîäÿùèå â ÑÄÍÔ âïèñûâàþòñÿ â ôîðìàëèçîâàííîì âèäå â
âèäå âåêòîðîâ.

2. Îáúåäèíÿåì âûïèñàííûå âåêòîðà â êëàññû ïî ÷èñëó åäèíèö, ñîäåðæàùèõñÿ
â êîîðäèíàòàõ âåêòîðîâ. Êëàññû ðàñïîëîãàåì â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà
åäèíèö. Çàïèñûâàåì âñå âåêòîðà â ñòîëáåö îäèí çà äðóãèì ïî êëàññàì.



3. Ïðîâîäèì âñå âîçìîæíûå ñêëåèâàíèÿ ìåæäó âåêòîðàìè, âûïèñàííûìè
â ñòîëáåö. Ñêëåèâàíèå ìîæåò ïðîèñõîäèòü òîëüêî ìåæäó âåêòîðàìè,
íàõîäÿùèõñÿ â ñîñåäíèõ êëàññàõ. Âåêòîðà, ó÷àñòâóþùèå â ñêëåèâàíèè,
ïîìå÷àåì ½çâ¼çäî÷êîé\, à ðåçóëüòàòû ñêëåèâàíèÿ âûïèñûâàåì â ñîñåäíèé
ñïðàâà ñòîëáåö è ñíîâà ðàñïîëàãàåì ïî êëàññàì è ïðîâîäèì âñå âîçìîæíûå
ñêëåèâàíèÿ âåêòîðîâ èç íîâîãî ñòîëáöà è òàê äàëåå .... äî òåõ ïîð ïîêà ñðåäè
âíîâü ïîëó÷åííûõ âåêòîðîâ íåëüçÿ áóäåò ïðîâåñòè íè îäíîãî ñêëåèâàíèÿ.

Âñå âåêòîðà, îñòàâøèåñÿ íå ïîìå÷åííûìè ½çâ¼çäî÷êîé\ â êîíöå ïðîöåññà
ñêëåèâàíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïðîñòûì èìïëèêàíòàì. Îáîçíà÷èì èõ ÷åðåç �i,
à âåêòîðà èç ïåðâîãî ñòîëáöà îáîçíà÷èì ÷åðåç �j

4. Ïîñòðîèì òàáëèöó, ó êîòîðîé ñòðîêè ñîîòâåòñòâóþò âåêòîðàì �1; :::; �i; :::,
à ñòîëáöû - âåêòîðàì �1; :::; �j; :::. Åñëè ýëåìåíòàðíàÿ êîíüíêöèÿ �i
ïîêðûâàåò ýëåìåíòàðíóþ êîíüþíêöèþ �j, òî íà ïåðåñå÷åíèè j-òîãî ñòîëáöà
è i-òîé ñòðîêè ñòàâèòñÿ ½êðåñòèê\ /+/

Íàõîäèì ñòîëáöû, ñîäåðæàùèå åäèíñòâåííûé ½êðåñòèê\ /+/. Ñòðîêè, â
êîòîðûõ íàõîäèòñÿ òàêîé ½êðåñòèê\ ñîîòâåòñòâóþò ÿäðîâûì èìïëèêàíòàì.

5. Âû÷¼ðêèâàåì ñòðîêè â òàáëèöå, ñîîòâåòñòâóþùèå ÿäðîâûì èìïëèêàíòàì.

6. Âûïèñûâàåì ÿäðî ôóíêöèè, ò.å. äèçüþíêöèþ ÿäðîâûõ èìïëèêàíò. Çàòåì
âû÷¼ðêèâàåì ñòîëáöû, ãäå ãäå åñòü âû÷åðêíóòûå ½êðåñòèêè\. Ïîëó÷èì
íîâóþ, óìåíüøåííóþ òàáëèöó.

7. Â óìåíüøåííîé òàáëèöå èùåì âñå âîçìîæíûå ìèíèìàëüíûå êîìáèíàöèè
ñòðîê, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò ñâîéñòâó, ÷òî â êàæäûé ñòîëáåö âõîäèò õîòÿ
áû îäèí ½êðåñòèê\ èç ýòîé êîìáèíàöèè.

Äèüþíêöèÿ ÿäðà ôóíêöèè ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè ïðîñòûìè èìïëèêàíòàìè,
îòâå÷àþùèìè ëþáîé òàêîé êîìáèíàöèè ñòðîê, îïðåäåëÿåò òóïèêîâóþ ÄÍÔ
ôóíêöèè. Âûïèñûâàÿ âñå òóïèêîâûå ÄÍÔ ôóíêöèè, âûáèðàåì èç íèõ
ìèíèìàëüíûå.

f(x1; x2; x3; x4) = (0101101101110000)



DR = �1 _ �4 _ �5 = �x1x4 _ �x1x2�x4 _ x1�x2x3
D1 = DR _ �2 = �x2x4 _ �x1x2�x4 _ x1�x2x3 _ �x1x3x4
ðàíã = 11



D2 = DR _ �3 = �x2x4 _ �x1x2�x4 _ x1�x2x3 _ �x1x2x3
ðàíã = 11 '
Dmin = D1 = D2

Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîëíîòà ñèñòåì ôóíêöèé.}
Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé:P

1 = ff1; :::; feg

Îïðåäåëåíèå: Ñèñòåìà
P

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîé, åñëè ëþáóþ
áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé èç
ñèñòåìû

P
.

Îïðåäåëåíèå: Åñëè ôóíêöèÿ f(x1; :::; xn) ïðåäñòàâëåíà â âèäå ñóïåðïîçèöèè
ôóíêöèé èç ñèñòåìû

P
òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëåíà

ôîðìóëîé íàä
P
.

Òåîðåìà: Ïóñòü èìååòñÿ äâå ñèñòåìû ôóíêöèé
P

è
P

1, ïðè÷åì ñèñòåìà
P

1
ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé. Åñëè ëþáàÿ ôóíêöèÿ èç ñèñòåìû

P
1 ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé

íàä
P
, òî è ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî:
P
=ff1; :::; feg ;

P
1=fg1; :::; grg

Ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ F(x1; :::; xn) â ñèëó ïîëíîòû ñèñòåìû
P

1
ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé íàä

P
1. Çàìåíèâ â ýòîé ôîðìóëå êàæäóþ ôóíêöèþ èç

ñèñòåìû
P

1 ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç ñèñòåìû
P
, ìû ïîëó÷èì, ÷òî ýòà

ôóíêöèÿ F(x1; :::; xn) ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé íàä
P
. Ñëåäîâàòåëüíî ñèñòåìà

P
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òåîðåìà: Ïóñòü ñèñòåìà
P

= ff1; :::; feg ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé,
òîãäà ñèñòåìà

P
� = ff �1 ; :::; f

�

e g ñîñòîÿùàÿ èç äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé òàêæå
ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî ïîëíîé.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü ñèñòåìà F(x1; :::; xn) ýòî ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ, ðàññìîòðèì ôóíêöèþ äâîéñòâåííóþ ê íåé F�(x1; :::; xn). Îíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ôîðìóëû íàä

P
. Çàìåíèì â ýòîé ôîðìóëå

"Ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè"íîâàÿ ôîðìóëà áóäåò ðàâíà ôóíêöèè F(x1; :::; xn),
òî åñòü ýòà ôóíêöèÿ áóäåò ïðåäñòàâèìà ôîðìóëîé íàä

P
�. Ñëåäîâàòåëüíî ýòà

ñèñòåìà ïîëíà.

Âàæíåéøèå ôóíêöèîíàëüíûå ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé:P
1 = fx _ y; x ^ y;:xg (ÑÄÍÔ)

P
2 = fx _ y;:xgP

3 = fx ^ y;:xg
P

4 = fxjyg
P

5 = fx # ygP
6 = fx ^ y; x� y; 1g - ñèñòåìà Æåãàëêèíà

xy=:(:x _ :y) x _ y = :(:x:y)

Îïðåäåëåíèå: Îäíî÷ëåí íàçûâàåòñÿ âûðàæåíèå âèäà �i1 :::ir � xi1 ::: � xir , ãäå
�i1 :::ir ðàâíà ëèáî 0 ëèáî 1.



Îïðåäåëåíèå: Ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà íàçûâàåòñÿ ñóììà ïî ìîäóëþ äâà
ðàçëè÷íûõ îäíî÷ëåíîâ.

Òåîðåìà Æåãàëêèíà: êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â
âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà è ïðèòîì åäèíñòâåííûì îáðàçîì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ â âèäå ÑÄÍÔ. Âûðàçèì ôóíêöèè
äèçúþíêöèÿ è îòðèöàíèå â ÑÍÄÔ ÷åðåç ôóíêöèè ñèñòåìû Æåãàëêèíà,
ðàñêðîåì â ôîðìóëå ñêîáêè è ïðèâåäåì ïîäîáíûå ÷ëåíû. Ïîëó÷èì ôîðìóëó,
êîòîðàÿ ïî îïðåäåëåíèþ áóäåò ÿâëÿòüñÿ ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà. Äîêàæåì
òåïåðü åäèíñòâåííîñòü òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ. Äëÿ ýòîãî ïîäñ÷èòàåì ñêîëüêî
ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Æåãàëêèíà ñóùåñòâóåò îò n ïåðåìåííûõ. Ðàçëè÷íûõ
îäíî÷ëåíîâ áóäåò 2n. Ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ áóäåò 22n� 1 è ïëþñ åù¼ íóëåâàÿ
ôóíêöèÿ. À ýòî êàê ðàç ñòîëüêî, ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ
ôóíêöèé îò n ïðåìåííûõ, ñëåäîâàòåëüíî, êàæäîé ôóíêöèè ñîîòâåòñòâóåò
òîëüêî îäèí ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà.

Ìåòîä íåîïðåäåëåííûõ êîýôôèöèåíòîâ íàõîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíàÆåãàëêèíà, ðàâíîãî äàííîé ôóíêöèè.
Åñëè ôóíêöèÿ çàâèñèò îò n ïåðåìåííûõ, òî âûïèñûâàåòì îáùèé âèä
èñêîìîãî ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà ñ íåèçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòàìè:
P (x1; :::; xn) = C0 � C1 � x1 � :::: � C12::n � x1 � x2 � x3 � ::: � xn ñîñòàâëÿåì
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ñîäåðæàùóþ 2n íåèçâåñòíûõ:

n
f(

!

�) = P (
!

�);
!

�= Bn

Íåèçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû C0; C1; :::; C12n íàõîäÿò èç ðåøåíèÿ ñèñòåìû.

Ïðèìåð!: x1 _ x2 = x1x2 � x1 � x2
:x = x� 1; x� = x� � � 1
f(x1; :::; xn) = _x

�1
1 :::x

�n
n =
 �

P
(x1� �1� 1):::(xn� �n� 1), ïðè÷åì

!

� : f(
!

�) = 1,
ðàñêðûâ ñêîáê, ïðèâåäåì ïîäîáíûå x� x = 0, ïîëó÷èì ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà.


 çäåñü ó÷ëè, ÷òî (x�11 :::x
�n
n )(x

�0

1
1 :::x

�0

nn ) � 0 ïðè
!

� 6=
!

�
0

U=) V áóäåò ðàâíà �, ò.ê. A_B=A�B, ïðè AB=0.



Çàìêíóòûå êëàññû ôóíêöèé
Ïóñòü Â - êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå:Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà Â íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ
ôóíêöèé
ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ôîðìóëû íàä Â : [Â].

Îïðåäåëåíèå:Êëàññ Â íàçûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûì, åñëè îí
ñîâïàäàåò ñî ñâîèì çàìûêàíèåì: Â= [Â].

Îïðåäåëåíèå:Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé åñëè åå ìíîãî÷ëåí
æåãàëêèíà íå ñîäåðæèò îäíî÷ëåíîâ âûøå ïåðâîé ñòåïåíè, òî åñòü ìíîãî÷ëåíå
æåãàëêèíà êîýôôèöèåíòû ïðè êîíüþíêöèÿõ ïåðåìåííûõ ðàâíû íóëþ.

Òåîðåìà:Êëàññ âñåõ ëèíåéíûõ ôóíêöèé (L) ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûé êëàññ.

Äîêàçàòåëüñòâî:Òàê êàê ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå

f(x1; :::::; xn) = C0 � C1x1 � ::::::� Cnxn

òî ëþáûå ñóïåðïîçèöèè ôóíêöèé òàêîãî âèäà áóäóò ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè

Òåîðåìà:Íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëèíåéíîñòè. Åñëè ôóíêöèÿ ëèíåéíà è íå
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî íà ïîëîâèíå ñâîèõ íàáîðîâ îíà îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó.

Äîêàçàòåëüñòâî:Åñëè ôóíêöèÿ f(x1; :::::; xn) ëèíåéíàÿ, òî îíà ïðåäñòàâèìà
â â ñëåäóþùåì âèäå

f(x1; :::::::; xn) = C0 � C1x1 � ::::::� Cnxn:

À òàê êàê, ïî óñëîâèþ, îíà íå ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, òî õîòÿ áû îäèí èç
êîýôôèöèåíòîâ 1; ::::::; n îòëè÷åí îò íóëÿ. Ïóñòü, äëÿ îïðåäåëåííîñòè C1 6= 0
òî åñòü f(x1; :::::; xn) = C0 � x1 � ::::::� Cnxn Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

x1 � C2x2 � :::::� xnCn � C0 = 1

ìíîæåñòâî ðåøåíèé ýòîãî óðàâíåíèÿ, î÷åâèäíî ñ íîñèòåëåì ôóíêöèè f. Ýòî
óðàâíåíèå ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â ýêâèâàëåíòíîå:

x1 = C2x2 � :::::� Cnxn � C0 � 1



Ñëåäîâàòåëüíî äëÿ ëþáûõ çíà÷åíèé x2 = �2,.......,xn = �n èç óðàâíåíèÿ
îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå

x1 = �1 = C2�2 � ::::::� Cn�n � 1:

Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ
äâîè÷íûõ íàáîðîâ (�2; ::::::; �n) òî åñòü 2n�1 = 1

2 � 2
n:

Îïðåäåëåíèå:Áóëåâà ôóíêöèÿ íàçûâàåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé, åñëè îíà ðàâíà
ñâîåé äâîéñòâåííîé: f = f �

f �(x1; ::::; xn) = �f( �x1; ::::; �xn)

Òåîðåìà: Êëàññ âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé (S) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèîíàëüíî
çàìêíóòûì.

Äîêàçàòåëüñòâî: Âîçüìåì êàêóþ íèáóäü ñóïåðïîçèöèþ ñàìîäâîéñòâåííûõ
ôóíêöèé F (x1; ::::; xn) = f(f1(x1; ::::; xn); ::::; fk(x1; ::::; xn)):
Ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè äâîéñòâåííàÿ ê ôóíêöèè F (x1; ::::; xn) ôóíêöèÿ
áóäåò ðàâíà

F �(x1; ::::; x2) = f �(f �1 (x1; ::::; x2); ::::; f
�

k (x1; ::::; x2)):

À â ñèëó ñàìîäâîéñòâåííîñòè èñõîäíûõ ôóíêöèé ïîëó÷èì:

F �(x1; ::::; x2) = f(f1(x1; ::::; xn); ::::; fk(x1; ::::; xn)):

Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ F (x1; ::::; xn) òàêæå áóäåò ñàìîäâîéñòâåííîé.

Îïðåäåëåíèå: Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð �!� = (�1; ::::; �n) ïðåäøåñòâóåò

íàáîðó
�!
� = (�1; ::::; �n), �!� �

�!
� åñëè �1 � �1; ::::; �n � �n

Îïðåäåëåíèå: Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1; ::::; xn) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ

ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ �!� ;
�!
� èç óñëîâèÿ �!� �

�!
� ñëåäóåò, ÷òî f(�!� ) � f(

�!
� )

Òåîðåìà: ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé îáðàçóåò ôóíêöèîíàëüíî
çàìêíóòûé êëàññ Ì
F (x1; ::::; xn) = f(f1(x1; ::::; xn); ::::; fm(x1; ::::; xn)) ïóñòü �!� �

�!
� òîãäà 1 =

f1(�1; ::::; �n) � f1(�1; ::::; �n) = �1::::m = fm(�1; ::::; �n) � fm(�1; ::::; �n) = �m



òî åñòü �! = (1; ::::; n) �
�!
� = (�1; ::::; �n) =) F (�1; ::::; �n) = f(1; ::::; n) �

(�1; ::::; �n) = F (�1; ::::; �n) =) F (x1; ::::; xn) ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ.

Îïðåäåëåíèå: Êëàññîì ñîõðàíÿþùèì êîíñòàíòó � (T�) íàçûâàåòñÿ
ñîâîêóïíîñòü âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå
f(�; �; ::::; �) = �

Òåîðåìà: Êëàññû T0 è T1 ÿâëÿþòñÿ ôóíêöèîíàëüíî çàìêíóòûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðîâåäåì äëÿ êëàññà T0. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ
ñóïåðïîçèöèþ ôóíêöèé ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0 :

F (x1; ::::; xn) = f(f1(x1; ::::; xn); ::::; fk(x1; ::::; xn)):

Òîãäà
F (0; ::::; 0) = f(f1(0; ::::; 0); ::::; fk(0; ::::; 0)) = f(0; ::::; 0) = 0:

Òî åñòü ôóíêöèÿ F òàêæå ïðèíàäëåæèò êëàññó T0.

Êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåìû ôóíêöèé
Ëåììà 1.(Î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè) Åñëè ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn)
íåñàìîäâîéñòâåííàÿ, òî èç íå¼ ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ xix�x:

Äîêàçàòåëüñòâî: Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn) ïî óñëîâèþ ÿâëÿåòñÿ
íåñàìîäâîéñòâåííîé, òî íàéäóòñÿ äâà òàêèõ ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðà ~� =
(�1; : : : ; �n) è ~� = (��1; : : : ; ��n), ÷òî f(�1; : : : ; �n) = f(��1; : : : ; ��n).
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ �(x) = f(xsigma1 ; : : : ; xsigman). Äëÿ íå¼ ñïðàâåäëèâî:�(0) =
f(0sigma1 ; : : : ; 0sigman) = f(��1; : : : ; ��n) = f(�1; : : : ; �n) = f(1sigma1 ; : : : ; 1sigman) =
�(1). Òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ �(x) ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé.

Ëåììà 2.(Î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè) Åñëè ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn)
íåìîíîòîííàÿ, òî èç íå¼ ïóòåì ïîäñòàíîâêè âìåñòî ïåðåìåííûõ xix; �x:

Äîêàçàòåëüñòâî: Èç íåìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f(x1; : : : ; xn) ñëåäóåò

ñóùåñòâîâàíèå íàáîðîâ ~� = (�1; : : : �n) è ~� = (�1; : : : ; �n) òàêèõ, ÷òî ~� � ~�, íî

f(~�) = 1; f(~�) = 0. Äëÿ ïðîñòîòû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íàáîðû ~� è ~� îòëè÷àþòñÿ

â ïåðâûõ k êîîðäèíàòàõ. Òîãäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî íàáîð ~� ïðåäøåñòâóåò íàáîðó ~�
: ~� � ~�, áóäåì èìåòü ~� = (0; : : : ; 0; �k+1; : : : ; �n); ~� = (1; : : : ; 1; �k+1; : : : ; �n)
Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ �(x) = f(x; : : : ; x; �k+1; : : : ; �n)

Òàê êàê f(~�) = 1, à f(~�) = 0, òî ïîëó÷èì, ÷òî
�(0) = f(0; : : : ; 0; �k+1; : : : ; �n) = f(~�) = 1 �(1) = f(1; : : : ; 1; �k+1; : : : ; �n) =



f(~�) = 0
Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ �(x) = �x

Ëåììà 3.(Î íåëèíåéíîé ôóíêöèè) Åñëè ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn) íåëèíåéíàÿ,
òî èç íå¼ ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò 0 è 1 è ôóíêöèé x è �x :
x1 ^ x2;x1 _ x2; �x1 ^ x2; �x1 _ x2

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ f(x1; : : : ; xn) â âèäå ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà. Òàê êàê ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn) ïî óñëîâèþ íåëèíåéíà, òî â ýòîì
ìíîãî÷ëåíå åñòü õîòÿ áû îäíî ñëàãàåìîå, ñîäåðæàùåå êîíúþíêöèþ õîòÿ áû äâóõ
ïåðåìåííûõ. Ïóñòü ýòî áóäóò ïåðåìåííûå x1x2; f(x1; : : : ; xn) ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå f(x1; : : : ; xn) = x1x2g1(x3; : : : ; xn) � x1g2(x3; : : : ; xn) � x2g3(x3; : : : ; xn) �
g4(x3; : : : ; xn) ãäå g1; g2; g3; g4 íåêîòîðûå ìíîãî÷ëåíû îò x3; : : : ; xn ïðè÷åì
g1(x3; : : : ; xn) 6= 0

�(x1; x2) = f(x1 � �; x2 � �; �3 : : : �n)� �� �  = x1x2
Â ñèëó óñëîâèÿ, ÷òî g1(x3; : : : ; xn) 6= 0 ñóùåñòâóåò òàêîé íàáîð çíà÷åíèé
ïåðåìåííûõ x3 = �3; : : : ; xn = �n ÷òî g1(x3; : : : ; xn) 6= 1. Ïîäñòàâèì ýòîò íàáîð
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõâ ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x1; : : : ; xn), ïîëó÷èì:
f(x1; x2; �3; : : : ; �n) = �(x1; x2) = x1x2 � �x1 � �x2 � , ãäå êîíñòàíòû
�; �; � = g2(�3; : : : ; �n); �g3(�3; : : : ; �n);  = g4(�3; : : : ; �n)

Åñëè � = � = 1; ; x1 _ x2 = x1x2 � x1 � x2 ïîëó÷èì:

�(x1; x2) = (x1 _ x2)�  =
n x1 _ x2; åñëè = 0

�x1 _ x2åñëè = 1

Åñëè � = � = 0;

�(x1; x2) = x1x2 �  =
n x1x2; åñëè = 0

�x1x2åñëè = 1

Åñëè � = 0; � = 1;

�(x1; x2) = �x1x2 � x2 �  = (�x1 � 1)x2 �  =
n x1x2; åñëè = 0

�x1x2åñëè = 1

Åñëè � = 1; � = 0;

�(x1; �x2) = x1�x2 � x2 �  = x1x2 �  =
n x1x2; åñëè = 0

�x1x2åñëè = 1

Òåîðåìà Ïîñòà(Î ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòå.) Ñèñòåìà ôóíêöèé B =
ff1; : : : ; fl; : : :g ïîëíà â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà öåëèêîì íå
ñîäåðæèòñÿ íè â îäíîì èç 5 çàìêíóòûõ êëàññîâ T0; T1; S;M;L

Äîêàçàòåëüñòâî: Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà ôóíêöèé B ïîëíà, òî
åñòü B = P2. Äîïóñòèì, ÷òî ñèñòåìà B öåëèêîì ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç
çàìêíóòûõ êëàññîâ. Òîãäà èç ñâîéñòâà çàìûêàíèÿ ïîëó÷èì, ÷òî ýòîò çàìêíóòûé
êëàññ ñîâïàäàåò ñî âñåì ìíîæåñòâîì áóëåâûõ ôóíêöèé P2:; ; xjy:

Äîñòàòî÷íîñòü. Åñëè óñëîâèÿ òåîðåìû âûïîëíåíû, òî èç ñèñòåìû Â ìîæíî
âûäåëèòü ôóíêöèè f1; f2; f3; f4; f5 :



f1 =2 T0; f2 =2 T1; f3 =2 S; f4 =2M; f5 =2 L
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòè ôóíêöèè çàâèñÿò îò îäíèõ è òåõ æå ïåðåìåííûõ
x1; : : : ; xn. Óêàæåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ÷åðåç äàííûå ôóíêöèè âûðàæàòü
ôóíêöèè óæå èçâåñòíûõ ñòàíäàðòíûõ ïîëíûõ ñèñòåì. Òåì ñàìûì óñòàíîâèì
ïîëíîòó èñõîäíîé ñèñòåìû ôóíêöèé.

Àëãîðèòì ïîëó÷åíèÿ ñòàíäàðòíîé ïîëíîé ñèñòåìû
1. Ïîëó÷åíèå êîíñòàíò 0 è 1: Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f1(x1; : : : ; xn)

âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ:

a) Åñëè f1(1; 1; :::; 1) = 1, òî, ïîñêîëüêó f1 =2 T0, èìååì

f1(0; 0; :::; 0) = 1 = f1(1; 1; :::; 1).

Ïîýòîìó ôóíêöèÿ '(x) = f1(x; :::; x) � 1 êîíñòàíòà 0 ïîëó÷àåòñÿ ââèäå
ñëåäóþùåé ñóïåðïîçèöèè:

 (x) = f2(f1(x; :::; x); :::; f1(x; :::; x))2(1; :::; 1) � 0

Çäåñü èñïîëüçóåì òî, ÷òî f2 =2 T1 è ñëåäîâàòåëüíî f2(1; :::; 1) = 0.

á) Åñëè f1(1; :::; 1) = 0 , òî '(x) = f1(x; :::; x) = �x;

'(0) = f1(0; :::; 0) = 1; '(1) = f1(1; :::; 1) = 0

Äàëåå, âîçüìåì ôóíêöèþ f3 =2 S è âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé I:

ïóòåì ïîäñòàíîâêè â ôóíêöèþ f3(x1; :::; xn) ôóíêöèè x è �x ïîëó÷èì îäíó èç
êîíñòàíò a,

ðåàëèçîâàííóþ â âèäå ôîðìóëû íàä ìíîæåñòâîì f1; f3. Äðóãóþ êîíñòàíòó �a
ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ óæå èìåþùóþñÿ ôóíêöèþ �x.

2. Ïîëó÷åíèå îòðèöàíèÿ. Åñëè îòðèöàíèå �x åùå íå ïîëó÷åíî, òî áåðåì ôóíêöèþ
f4 =2 M è ïðèìåíèì ê íåé ëåììó 2. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ôóíêöèþ �x,
ðåàëèçîâàííóþ â âèäå ôîðìóëû íàä ìíîæåñòâîì ff1; f2; f4g.

3. Ïîëó÷åíèå äèçúþíêöèþ èëè êîíúþíêöèè. Áåðåì ôóíêöèè f5 =2 L

è ïðèìåíÿåì ê íåé ëåììó 3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îäíó èç ñëåäóþùèõ ôóíêöèé:
x1 ^ x2; x1 _ x2; x1 ^ x2; x1 _ x2. Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ îòðèöàíèå, ïîëó÷èì
äèçúþíêöèþ èëè êîíúþíêöèþ.

Â ðåçóëüòàòå ðàáîòû àëãîðèòìà ìû ïîëó÷èì îäíó èç ñëåäóþùèõ ñèñòåì
f�x; x1 ^ x2g ;f�x; x1 _ x2g êàæäàÿ èç êîòîðûõ ïîëíà.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñõîäíàÿ ñèñòåìà òàêæå ëîæíà.P
= ff1 = (00001101) ; f2 = (10001110)g

f T0 T1 S M
f1 + + - -
f2 - - + -

1) f2 =2 T0; T1 f2(x; x; x) = �x

2) f1 =2 S f1 (0; 0; 1) = 0

f1 (0; 0; 1) = 0

f1
�
x; x; �x) � 0̂

f1 (x; x; f2 (x; x; x)) = 0̂



3) 1̂ � �f1 (x; x; �x)=f2 (f1 (x; x; f2 (x; x; x)) ; f1 (x; x; f2 (x; x; x)) ; f1 (x; x; f2 (x; x; x))

4) f1 =2 L

ÑÄÍÔ

f1 = x1x2x3_x1x2x3_x1x2x3 = x1 (x2 � 1) (x3 � 1)1 (x2 � 1)x3�x1x2x3= x1x2x3�
x1x2 � x1x3 � x1 � x1x2x3 � x2x3 � x1x2x3= x1x2x3 � x1x2 � x1x3 � x2x3 � x1

Ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì íàçûâàåòñÿ óñòðîéñòâî ñ n

óïîðÿäî÷åííûìè âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì, òàêîå ÷òî ïðè ïîäà÷å íà âõîäû
ëþáîé êîìáèíàöèè äâóçíà÷íûõ ñèãíàëîâ x1; : : : ; xn íà âûõîäå âîçíèêàåò ñèãíàë
f(x1; : : : ; xn).

Â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f.
Ñèãíàëàìè ìîãóò áûòü îòñóòñòâèå èëè íàëè÷èå ýëåêòðè÷åñêîãî òîêà.
Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò �

Îïðåäåëåíèå ëîãè÷åñêîé ñåòè(ñõåìû).
Ïóñòü èìååòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ F = fF1; : : : ; Fkg.
Ýëåìåíò Finifi(xi1 ; xi2 ; : : : ; xini ). Ìíîæåñòâî F áóäåì íàçûâàòü áàçèñîì, à åãî
ýëåìåíòû áàçèñíûìè.

Ëîãè÷åñêàÿ ñåòü ñòðîèòñÿ ïî ñëåäóþùèì ïðàâèëàì
1. Êàæäûé ýëåìåíò Fi 2 F åñòü ñåòü. Âõîäû è âûõîäû ñåòè ñîâïàäàåò ñ

âõîäîì è âûõîäîì F.

2. Ïóñòü îïðåäåëåíû ñåòè S1S2; ; :S; S1S2; S1S2:

3. Íîâàÿ ñåòü S' ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà èç ñåòè S, åñëè â êà÷åñòâå âûõîäîâ âçÿòü
òîëüêî ÷àñòü èõ.

4. Åñëè â äàííîé ñåòè îòîæäåñòâèòü äâà âûõîäà, òî ïîëó÷èì ñåòü S'.



5. Ïóñòü çàäàíû ñåòè S1S2; ; :S1S2:; S1S2; ; S1S2:

Îïðåäåëåíèå. Ëîãè÷åñêàÿ ñåòü S, èìåþùàÿ n âõîäîâ è p âûõîäîâ, â êîòîðîé
âõîäàì ïðèïèñàíû ïåðåìåííûå (x1; : : : ; xn); � (y1; : : : ; yn)�(x1; : : : ; xn; y1; : : : ; yn)
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà è ïðàâèë ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêîé
ñõåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèþ f(x1; : : : ; xn) ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé,
ïîñòðîåííîé èç ýëåìåíòîâ äàííîãî áàçèñà F â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
ôóíêöèÿ f(x1; : : : ; xn) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîé íàä ìíîæåñòâîì
ff1; : : : ; fn, ãäå fi � ; Fi:

Îïðåäåëåíèå. Áàçèñ ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ F = fF1; : : : ; Fkg íàçûâàåòñÿ
ïîëíûì, åñëè ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü â âèäå ëîãè÷åñêîé
ñõåìû èç ýëåìåíòîâ F - F1; : : : ; Fk:
Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé ïîëíîòû âûòåêàåò, ÷òî áàçèñ ëîãè÷åñêèõ
ýëåìåíòîâ F áóäåò ïîëíûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùàÿ
ñèñòåìà áóëåâûõ ôóíêöèé áóäåò ïîëíîé.

Ñëîæíîñòü ñõåìû. Ôóíêöèÿ Øåííîíà
Îïðåäåëåíèå. ×èñëî ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ èç áàçèñà F = fF1; : : : ; Fkg â
ñõåìå �FLF (�).
Ðàññìîòðèì ñòàíäàðòíûé ëîãè÷åñêèé áàçèñ F = f^;_;:g (èíâåðòîð)
Îïðåäåëåíèå. Ìèíèìàëüíîé ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìîé äëÿ áóëåâîé ôóíêöèè f
íàçûâàåòñÿ ñõåìà íàä f^;_;:g, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f è ñîäåðæàùàÿ min
÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ.
Ýòî ÷èñëî îáîçíà÷àåòñÿ Lff{^;_;:g

Êàê ïèñàòü min ôóíêöèîíàëüíóþ ñõåìó? Ñíà÷àëà íàõîäèì Dmin äëÿ ôóíêöèè
f , à çàòåì ïðåîáðàçóåì Dmin òàê, ÷òîáû óìåíüøèòü êîëè÷åñòâî îïåðàöèé. À
çàòåì ïîëó÷åííóþ ôîðìóëó ðåàëèçóåì ôóíêöèîíàëüíîé ñõåìîé.

Ôèêñèðóåì ÷èñëî àðãóìåíòîâ n

Îïðåäåëåíèå: Ôóíêöèåé Øåííîíà íàçûâàåòñ ìàêñèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü

ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ îò n ïåðåìåííûõ
�(n) = max�
f(x1; : : : ; xn)

Òåîðåìà Ëóïàíîâà: Èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ îöåíêà äëÿ ñêîðîñòè ðîñòà

�(n) ñ ðîñòîì n :
�(n) � 2n

n

Ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ min ôóíêöèè f = (1100001111001101)
Dmin1 = x1 � �x3_ �x2 � �x3_ �x1 �x2 �x3_x1 �x2 �x4 = �x3 � (x1_ �x2)_x2 � ( �x1 �x3)_x1 �x4



� = 10
Dmin2 = �x3 � (x1 _ �x2) _ x2 � x3 � ( �x1 _ x4)
� = 9

Ñõåìà ñóììàòîðà n-ðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë
Ñóììàòîð - ñõåìà, èìåþùàÿ 2n âõîäîâ è (n+ 1) âûõîäîâ è ðåàëèçóþùàÿ

ñëîæåíèå äâóõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ.

x� y = z
x = xnxn�1:::x2x1
y = ynyn�1:::y2y1
z = zn+1znzn�1:::z2z1
zi = xi � yi � qi, ãäå qi - îñòàòîê ñ ïðåäûäóùåãî øàãà
qi+1 = xi � yi _ xi � qi _ yi � qi ðàâåí 1 òîãäà, êîãäà õîòÿ áû îäèí èç êîíúþíêòîâ
ðàâåí 1.


