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Ç‚Â‰ÂÌËÂ.

 

 ÅÛ‰ÂÏ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸ ÒÎÂ‰Û˛˘Û˛
Á‡‰‡˜Û ÚÂÓËË ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ. ç‡ Ó‰ÌÓÏ ÔË·ÓÂ Ò
ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË 

 

t

 

 (ÏÓÏÂÌÚ ÓÒ‚Ó·ÓÊ‰ÂÌËfl ÔË·Ó-
‡) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ Ó·ÒÎÛÊËÚ¸ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ 

 

N

 

 = {1, 2, …, 

 

n

 

}. á‡ÔÂ˘‡ÂÚÒfl Ó‰ÌÓ‚ÂÏÂÌÌÓÂ
Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËÂ Ë ÔÂ˚‚‡ÌËfl ÔË Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËË
ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ. ÑÎfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ 
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 ËÏÂÂÏ:

 

r

 

j

 

 – ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓ ‚ÓÁÏÓÊÌ˚È ÏÓÏÂÌÚ Ì‡˜‡Î‡ Ó·-
ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl, 

 

p

 

j

 

 > 0 – ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ Ó·ÒÎÛÊË-
‚‡ÌËfl, 

 

d

 

j

 

 – ‰ËÂÍÚË‚Ì˚È ÒÓÍ Á‡‚Â¯ÂÌËfl Ó·ÒÎÛ-
ÊË‚‡ÌËfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl 

 

j

 

 

 

∈ 

 

N

 

. 

ä‡Ê‰‡fl ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ 

 

π

 

 ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡

 

N

 

 Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚ ‡ÌÌÂÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ, ÔË
ÍÓÚÓÓÏ ËÒÍÎ˛˜‡˛ÚÒfl ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌ˚Â ÔÓÒÚÓË
ÔË·Ó‡. èË ‡ÌÌÂÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËË Í‡Ê‰ÓÂ ÚÂ·Ó-
‚‡ÌËÂ 

 

j

 

 

 

∈

 

 N

 

 Ì‡˜ËÌ‡ÂÚ Ó·ÒÎÛÊË‚‡Ú¸Òfl Ò‡ÁÛ ÔÓÒÎÂ
ÓÍÓÌ˜‡ÌËfl Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÚÂ·Ó‚‡-
ÌËfl ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘ÂÈ ÔÂÂÒÚ‡ÌÓ‚ÍÂ. ÖÒÎË ‚ÂÏfl
ÓÍÓÌ˜‡ÌËfl Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl ÔÂ‰˚‰Û˘Â„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl
ÏÂÌ¸¯Â ‚ÂÏÂÌË ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËfl Ì‡ Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËÂ (

 

r

 

j

 

)
ÚÂÍÛ˘Â„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl, ÚÓ Ì‡˜‡ÎÓ Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl ÚÂ-
·Ó‚‡ÌËfl 

 

j

 

 ÓÚÍÎ‡‰˚‚‡ÂÚÒfl ‰Ó ÏÓÏÂÌÚ‡ ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËfl.
Ç ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ‚ÒÂ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÏ˚Â ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ·Û-
‰ÛÚ ÔÓ‰‡ÁÛÏÂ‚‡Ú¸Òfl ‡ÌÌËÏË. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‚ÒÂ‚ÓÁ-
ÏÓÊÌ˚ı ‡ÌÌËı ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ, ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û˛˘Ëı
ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û 

 

N

 

, Ó·ÓÁÌ‡˜ËÏ Í‡Í 

 

Π

 

(

 

N

 

). éÚÏÂÚËÏ, ˜ÚÓ
˜ËÒÎÓ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ 

 

π ∈ Π

 

(

 

N

 

) ‡‚ÌflÂÚÒfl ˜ËÒÎÛ ÔÂÂ-
ÒÚ‡ÌÓ‚ÓÍ ËÁ 

 

n

 

 ˝ÎÂÏÂÌÚÓ‚, Ú. Â. 
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π

 

) ·Û‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ÏÓÏÂÌÚ Á‡‚Â¯Â-
ÌËfl Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl 

 

j

 

 

 

∈ 

 

N

 

 ÔË ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËË 

 

π ∈ Π

 

(

 

N

 

). ÖÒÎË 

 

π 
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j
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, …, 
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), ÚÓ„‰‡ 

á‡‚ËÒËÏÓÒÚ¸ 
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π

 

) = 

 

c
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π
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d

 

j

 

 ÓÚ‡Ê‡ÂÚ ‚ÂÏÂÌ-
ÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl 

 

j

 

 

 

∈

 

 

 

N

 

 ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË 

 

π

 

.
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{ } p jk
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å‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚ÂÏÂÌÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ 

 

N

 

 ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË 

 

π

 

 ÓÔÂ‰ÂÎflÂÚÒfl Í‡Í 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÏÓÏÂÌÚ Á‡‚Â¯ÂÌËfl Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl
‚ÒÂı ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ 
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 ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË 

 

π

 

˜ÂÂÁ 

Ç ÒÎÛ˜‡Â, ÍÓ„‰‡ ·Û‰ÂÚ ‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡Ú¸Òfl ‡ÒÔË-
Ò‡ÌËÂ 

 

π

 

 Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË 

 

t

 

' > 

 

t

 

, ·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ-
‚‡Ú¸ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËfl 
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t
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á‡‰‡˜‡ ÒÓÒÚÓËÚ ‚ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËË ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó

‡ÒÔËÒ‡ÌËfl 

 

π

 

* 

 

∈

 

 

 

Π

 

(

 

N

 

), ÍÓÚÓÓÏÛ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÛÂÚ
ÏËÌËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ˆÂÎÂ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË 

(0.1)

Ç Ó·˘ÂÔËÌflÚÓÈ ÌÓÚ‡ˆËË ÚÂÓËË ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ
É˝ı˝Ï‡ Ë ‰. [1] ‰‡ÌÌ‡fl Á‡‰‡˜‡ Á‡ÔËÒ˚‚‡ÂÚÒfl Í‡Í
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. àÌÚÂÌÒË‚Ì˚Â ‡·ÓÚ˚ Ì‡‰ ÂÂ Â¯ÂÌËÂÏ
ÔÓ‰ÓÎÊ‡˛ÚÒfl Ò Ì‡˜‡Î‡ 50-ı „Ó‰Ó‚ 
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 ‚. Ç [2] ÔÓ-
Í‡Á‡ÌÓ, ˜ÚÓ Ó·˘ËÈ ÒÎÛ˜‡È Á‡‰‡˜Ë 1
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r

 

j

 

|

 

L

 

max

 

 fl‚ÎflÂÚ-
Òfl 

 

NP

 

-ÚÛ‰Ì˚Ï ‚ ÒËÎ¸ÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ. 
Å˚Î ‚˚‰ÂÎÂÌ fl‰ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓ ‡ÁÂ¯ËÏ˚ı

ÒÎÛ˜‡Â‚ Á‡‰‡˜Ë, Ì‡˜ËÌ‡fl Ò ‡ÌÌÂ„Ó ÂÁÛÎ¸Ú‡Ú‡
ÑÊÂÍÒÓÌ‡ [3] ‰Îfl ‚‡Ë‡ÌÚ‡ 

 

r

 

j

 

 = 0, 

 

∀

 

j

 

 

 

∈ 

 

N

 

, ÍÓ„‰‡ Â-
¯ÂÌËÂ – ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ, ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl
ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ˚ ÔÓ ÌÂÛ·˚‚‡ÌË˛ ‰ËÂÍÚË‚Ì˚ı ÒÓ-
ÍÓ‚ Á‡‚Â¯ÂÌËfl Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl (ÔÓ Ô‡‚ËÎÛ EDD).
í‡ÍÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ Ú‡ÍÊÂ ·Û‰ÂÚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‰Îfl
ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÏÂÌ‡ ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËfl Ë ‰ËÂÍÚË‚-
Ì˚Â ÒÓÍË ÒÓ„Î‡ÒÓ‚‡Ì˚ (

 

r

 

i

 

 

 

≤

 

 rj ⇔ di ≤ dj, ∀ i, j ∈ N). 
èÓÚÚÒ [4] ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÎ ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÛ˛ ‚ÂÒË˛ ‡Ò-

¯ËÂÌÌÓ„Ó Ô‡‚ËÎ‡ ÑÊÂÍÒÓÌ‡ (IJ) Ë ‰ÓÍ‡Á‡Î, ˜ÚÓ

Lmax(IJ)/  ≤ . ïÓÎÎ Ë òÏÓÈÒ [5] ÏÓ‰ËÙËˆËÓ‚‡-

ÎË ËÚÂ‡ˆËÓÌÌÛ˛ ‚ÂÒË˛ Ë ÒÓÁ‰‡ÎË ‡Î„ÓËÚÏ (MIJ),

Lmax π( ) c j π( ) d j–{ } .
j N∈
max=

Cmax π( ) c j π( ).
j N∈
max=

Lmax π*( ) L j π( )
j N∈
max c j π( ) d j–{ } .

j N∈
max= =

Lmax* 3
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ê‡ÒÒÏ‡ÚË‚‡ÂÚÒfl ÍÎ‡ÒÒË˜ÂÒÍ‡fl NP-ÚÛ‰Ì‡fl ‚ ÒËÎ¸ÌÓÏ ÒÏ˚ÒÎÂ Á‡‰‡˜‡ ÚÂÓËË ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ 1|rj |Lmax.
ç‡È‰ÂÌ˚ ÌÓ‚˚Â Ò‚ÓÈÒÚ‚‡ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚ı ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ. Ç˚‰ÂÎÂÌ ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸ÌÓ-‡ÁÂ¯ËÏ˚È ÒÎÛ˜‡È
Á‡‰‡˜Ë, ÍÓ„‰‡ ÏÓÏÂÌÚ˚ ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËÈ (rj), ÔÓ‰ÓÎÊËÚÂÎ¸ÌÓÒÚË Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl (pj) Ë ‰ËÂÍÚË‚Ì˚Â ÒÓ-
ÍË Á‡‚Â¯ÂÌËfl Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl (dj) ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏ: d1 ≤ … ≤ dn ;d1 – r1 – p1 ≥
≥ … ≥ dn – rn – pn. ÄÎ„ÓËÚÏ ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÒÚË O(n3 ) Ì‡ıÓ‰ËÚ è‡ÂÚÓ-ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡Ò-
ÔËÒ‡ÌËÈ ÔÓ ÍËÚÂËflÏ Lmax Ë Cmax, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ ÌÂ ·ÓÎÂÂ n ‚‡Ë‡ÌÚÓ‚.
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ã‡Á‡Â‚

ÍÓÚÓ˚È „‡‡ÌÚËÛÂÚ Lmax(MIJ)/  ≤ . í‡ÍÊÂ

ÓÌË ÔÂ‰ÎÓÊËÎË ‰‚Â ‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÓÌÌ˚Â ÒıÂÏ˚, „‡-
‡ÌÚËÛ˛˘ËÂ Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËÂ ε-ÔË·ÎËÊÂÌÌÓ„Ó Â-

¯ÂÌËfl Á‡ O(n  + n  Ë O((n/ε)O(1/ε) ) ÓÔÂ-
‡ˆËÈ. å‡ÒÚÓÎËÎÎË [6] ‡Á‡·ÓÚ‡Î ÛÎÛ˜¯ÂÌÌÛ˛
‡ÔÔÓÍÒËÏ‡ˆËÓÌÌÛ˛ ÒıÂÏÛ, ‚˚ÔÓÎÌfl˛˘Û˛Òfl Á‡
‚ÂÏfl O(n + (1/ε)O(1/ε)). 

ëÔÂˆË‡Î¸Ì˚Â ÒÎÛ˜‡Ë 1| prec; rj |Cmax, 1|prec; pj =
= p; rj|Lmax Ë 1|prec; rj ; pmtn|Lmax c Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏË
ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Ó‚‡ÌËfl ÔË Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËË ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ
·˚ÎË ‡ÒÒÏÓÚÂÌ˚ ‚ [7–9]. ïÓ„Â‚ÂÌ [10] Ó·ÓÒÌÓ-
‚‡Î ÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È ‡Î„ÓËÚÏ (ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÒÚ¸
O(n2 ) ÓÔÂ‡ˆËÈ) ‰Îfl ÒÔÂˆË‡Î¸ÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ‚ ÍÓ-
ÚÓÓÏ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏ dj – pj – A ≤ rj ≤ dj – A ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓÈ
ÍÓÌÒÚ‡ÌÚ˚ A, ∀ j ∈ N. èÒÂ‚‰ÓÔÓÎËÌÓÏË‡Î¸Ì˚È ‡Î-
„ÓËÚÏ ‰Îfl NP-ÒÎÓÊÌÓ„Ó ÒÎÛ˜‡fl, ÍÓ„‰‡ ‚ÂÏÂÌ‡ ÔÓ-
ÒÚÛÔÎÂÌËfl Ë ‰ËÂÍÚË‚Ì˚Â ÒÓÍË ‡ÒÔÓÎÓÊÂÌ˚ ‚
Ó·‡ÚÌÓÏ ÔÓfl‰ÍÂ (d1 ≤ … ≤ dn Ë r1 ≥ … ≥ rn), ·˚Î
‡Á‡·ÓÚ‡Ì ‚ [11, 12], ÚÛ‰ÓÂÏÍÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡
O(nP(n + pmax)), „‰Â P =  Ë pmax = . êÂ-

ÁÛÎ¸Ú‡Ú˚, ÔÂ‰ÒÚ‡‚ÎÂÌÌ˚Â ‚ Ì‡ÒÚÓfl˘ÂÈ ÒÚ‡Ú¸Â, fl‚-
Îfl˛ÚÒfl Ó·Ó·˘ÂÌËÂÏ Â¯ÂÌËÈ, ÔÓÎÛ˜ÂÌÌ˚ı ‚ [13]. 

äÓÏÂ Á‡‰‡˜Ë 1|rj |Lmax ‚ ‰‡ÌÌÓÈ ‡·ÓÚÂ ‡ÒÒÏ‡Ú-
Ë‚‡ÂÚÒfl Á‡‰‡˜‡ ÔÓÒÚÓÂÌËfl è‡ÂÚÓ-ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ ÔÓ ÍËÚÂËflÏ Cmax Ë Lmax.
ÅÛ‰ÂÚ ÒÙÓÏÛÎËÓ‚‡Ì ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ Φ(N, t) = { , , …, }, ‰Îfl
ÍÓÚÓ˚ı 

1. ë‚ÓÈÒÚ‚‡ Á‡‰‡˜. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Ó‚‡-
ÌËÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl i ÚÂ·Ó‚‡ÌË˛ j ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË π
Í‡Í (i  j)π. Ç‚Â‰ÂÏ Ú‡ÍÊÂ 

(1.1)

(1.2)

Ç ÚÂı ÒÎÛ˜‡flı, ÍÓ„‰‡ Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, Ó Í‡ÍÓÏ ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚Â ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ Ë‰ÂÚ Â˜¸, ·Û‰ÂÏ Á‡ÔËÒ˚‚‡Ú¸
‚ÏÂÒÚÓ r(N, t) ÔÓÒÚÓ r(t). 

èÛÒÚ¸ π – ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËfl ÚÂ·Ó‚‡-
ÌËÈ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ËÁ N, ‰Îfl ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌËfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‚ ‰‡Î¸ÌÂÈ¯ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÛÂÚÒfl Ó·Ó-
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ {π}. 

èÂ‰ÔÓÎ‡„‡ÂÚÒfl, ˜ÚÓ Ô‡‡ÏÂÚ˚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏ 

(1.3)

Lmax* 4
3
---

nlg 1/ε( )O 1/ε2( )

nlg

p j
j N∈∑ p j

j N∈
max

π1' π2' πm'

Cmax π1'( ) Cmax π2'( ) ...<< Cmax πm'( ),<

Lmax π1'( ) Lmax π2'( ) ...<< Lmax πm'( ).<

r j max r j t,{ } ∀ j N ,∈=

r N t,( ) r t( ){ } .
j N∈
min=

d1 … dn, d1 r1 p– 1 … dn rn– pn.–≥ ≥–≤ ≤

ç‡ÔËÏÂ, ‰‡ÌÌ˚Ï Ó„‡ÌË˜ÂÌËflÏ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚Û-
ÂÚ ÒÎÛ˜‡È, ÍÓ„‰‡ dj = rj + pj + z, j = 1, … , n, „‰Â z – ÍÓÌ-
ÒÚ‡ÌÚ‡, Ú. Â. ÍÓ„‰‡ ‚ÒÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl ËÏÂ˛Ú Ó‰ËÌ‡ÍÓ-
‚˚È Á‡Ô‡Ò ‚ÂÏÂÌË ‰Ó Ò‚ÓÂ„Ó ‰ËÂÍÚË‚ÌÓ„Ó ÒÓÍ‡. 

ÑÓÔÛÒÚËÏ |N | > 1 Ë t – ÏÓÏÂÌÚ ÓÒ‚Ó·ÓÊ‰ÂÌËfl
ÔË·Ó‡. Ç˚‰ÂÎËÏ ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N ‰‚‡ ÚÂ·Ó‚‡-
ÌËfl f = f(N, t) Ë s = s(N, t) ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏ Ó·‡ÁÓÏ: 

(1.4)

(1.5)

„‰Â f = f(N, t). ÖÒÎË N = {i}, ÚÓ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ f(N, t): = i,
s(N, t) := 0, ∀ t. í‡ÍÊÂ ÓÔÂ‰ÂÎËÏ d0 = +∞, f( , t) =
= 0, s( , t) = 0, ∀ t. ÑÎfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ f Ë s ‚˚ÔÓÎÌfl-
˛ÚÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÂ Ò‚ÓÈÒÚ‚‡. 

ã Â Ï Ï ‡  1. ÖÒÎË ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.3), ÚÓ ÔË Î˛·ÓÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËË
π ∈ Π (N) ‰Îfl ‚ÒÂı j ∈  N \{f}, ‰Îfl ÍÓÚÓ˚ı (j  f)π
ËÏÂÂÚ ÏÂÒÚÓ 

(1.6)

Ë ‰Îfl ‚ÒÂı j ∈  N \{f, s}, ÓÚ‚Â˜‡˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚Ë˛ (j 
 s)π, 

(1.7)

„‰Â f = f(N, t) Ë s = s(N, t)
Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. ÑÎfl ‚ÒÂı ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ j,

Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ (j  f)π, ËÏÂÂÏ cj(π) < cf(π). ÖÒÎË dj ≥ df,
ÚÓ, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ 

ÔÓ˝ÚÓÏÛ ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.6). 
èÛÒÚ¸ ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl j ∈  N, (j  f)π, ËÏÂÂÏ

dj < df. íÓ„‰‡ rj > rf. ÖÒÎË ·˚ rj ≤ rf, ÚÓ Ë rj(t) ≤ rf(t), Ë
rf(t) = r(t), Í‡Í ÒÎÂ‰ÛÂÚ ËÁ (1.1) Ë (1.4). íÓ„‰‡ rf(t) = r(t)
Ë dj < df, ÌÓ ̋ ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ÚÂ·Ó‚‡-
ÌËfl f (1.4). èÓ˝ÚÓÏÛ rj > rf. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ cj(π) – pj <
< cf(π) – pf, Ë Ú‡Í Í‡Í rj > rf, ÚÓ 

ÖÒÎË dj < df, ÚÓ„‰‡ ËÁ (1.3) dj – rj – pj ≥ df – rf – pf
ËÎË dj – df ≥ rj + pj – rf – pf, ÔÓ˝ÚÓÏÛ cj(π) – cf(π) <
< pj + rj – pf – rf ≤ dj – df. éÚÒ˛‰‡ Lj(π, t) < Lf(π, t) ‰Îfl
‚ÒÂı ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ j, (j  f)π. 

ÄÌ‡ÎÓ„Ë˜ÌÓ ‰ÓÍ‡ÊÂÏ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó (1.7). 
ÑÎfl ‚ÒÂı ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ j, Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı

ÛÒÎÓ‚Ë˛ (j  s)π, ËÏÂÂÏ cj(π) < cs(π). ÖÒÎË dj ≥ ds,
ÚÓ Lj(π, t) = cj(π) – dj < cs(π) – ds = Ls(π, t), ÔÓ˝ÚÓÏÛ
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.7). 

èÛÒÚ¸ ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl j ∈  N \{f}, (j  s)π, ÒÔ‡-
‚Â‰ÎË‚Ó dj < ds, ÚÓ„‰‡ rj > rs. ÑÂÈÒÚ‚ËÚÂÎ¸ÌÓ, ÂÒÎË
ÔÂ‰ÔÓÎÓÊËÚ¸, ˜ÚÓ rj ≤ rs, ÚÓ rj(t) ≤ rs(t), ˜ÚÓ ÒÎÂ‰Û-
ÂÚ ËÁ (1.1). äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl s ‚˚ÔÓÎÌÂ-
ÌÓ rs(t) ≥ r(t) ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËflÏË (1.2)

f N t,( ) d j{ r j t( )
j N∈

argmin r N t,( ) } ,= =

s N t,( ) d j{ r j t( )
j N \ f∈

argmin r N \ f t,( ) } ,= =

0/
0/

L j π( ) L f π( )<

L j π( ) Ls π( )<

L j π( ) c j π( ) d j c f π( ) d f–<– L f π( ),= =

c j π( ) p j– r j c f π( ) p f– r f ,–<–

c j π( ) c f π( ) p j r j p f r f .–+ +<–
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Ë (1.5). ÖÒÎË rs(t) = r(t), ÚÓ„‰‡ ‰Îfl j Ë s ÏÓÊÌÓ Á‡ÔË-
Ò‡Ú¸ rj(t) = rs(t) = r(t) Ë dj < ds, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ
ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ (1.5) ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl s(N, t). ÖÒÎË ÊÂ rs(t)
> r(t), Ú. Â. rs > r(t), ÚÓ„‰‡ ÌÂÚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl j ∈  N \{f, s},
‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó rs > ri > r(t). ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ‰Îfl j Ë s ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ rj(t) = rs(t) Ë dj < ds, ˜ÚÓ ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ ÓÔÂ‰Â-
ÎÂÌË˛ (1.5) ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl s(N, t). èÓ˝ÚÓÏÛ rj > rs. 

í‡Í Í‡Í cj(π) ≤ cs(π) – ps Ë pj > 0, ÚÓ cj(π) – pj <
< cs(π) – ps Ë Ú‡Í Í‡Í rj > rs, ÔÓ˝ÚÓÏÛ cj(π) – pj – rj <
< cs(π) – ps – rs Ë 

(1.8)

èÓÒÍÓÎ¸ÍÛ dj < ds, ÚÓ„‰‡ ËÁ (1.3) ËÏÂÂÏ dj – rj – pj ≥
≥ ds – rs – ps ËÎË 

(1.9)

éÚÒ˛‰‡, Lj(π) < Ls(π) ‰Îfl ‚ÒÂı ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ j ∈
∈  N \{f}, (j  s)π. 

í Â Ó  Â Ï ‡  1. ÖÒÎË ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÔÓ‰ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ N' ⊆ N ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.3), ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó
ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË t' ≥ t Ë ‚ÒflÍÓ„Ó ‡ÌÌÂ„Ó ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËfl π ∈  Π(N') ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ π' ∈  Π(N'), ˜ÚÓ 

(1.10)

Ë ÔÂ‚˚Ï ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË π' Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÂÚÒfl ÚÂ-
·Ó‚‡ÌËÂ f = f(N', t') ËÎË s = s(N', t'). ÖÒÎË df ≤ ds, ÚÓ
ÔÂ‚˚Ï ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË π' Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÂÚÒfl ÚÂ·Ó-
‚‡ÌËÂ f. 

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. èÛÒÚ¸ π = (π1, f, π2, s, π3),
„‰Â π1, π2, π3 – ˜‡ÒÚË˜Ì˚Â ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π. èÓÒÚÓËÏ
‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' = (f, π1, π2, s, π3). àÁ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌËÈ
(1.1), (1.2), (1.4) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ rf(t') ≤ rj(t'), j ∈  N', ÓÚÒ˛‰‡
Cmax((f, π1), t') ≤ Cmax((π1, f), t') Ë 

(1.11)

(1.12)

àÁ ÎÂÏÏ˚ 1 (1.7) ËÏÂÂÏ 

(1.13)

é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl f ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó 

(1.14)

àÁ (1.11)–(1.14) ÔËıÓ‰ËÏ Í Cmax(π', t') ≤ Cmax(π, t')
Ë Lmax(π', t') ≤ Lmax(π, t'). 

èÛÒÚ¸ π = (π1, s, π2, f, π3), Ú. Â. ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ s Ó·-
ÒÎÛÊË‚‡ÂÚÒfl ‰Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl f. èÓÒÚÓËÏ ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËÂ π' = (s, π1, π2, f, π3). Ñ‡ÎÂÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚Ó ÏÓ-
ÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓ‚ÚÓÂÌÓ, Í‡Í Ë ‰Îfl f. èÂ‚‡fl ˜‡ÒÚ¸
ÚÂÓÂÏ˚ ‰ÓÍ‡Á‡Ì‡. 

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ df ≤ ds Ë ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π = (π1, s, π2,
f, π3). èÓÒÚÓËÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' = (f, π11, π12, π3), „‰Â π11,
π12 – ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ËÁ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚ {j : j ∈
∈ {(π1, s, π2)}, dj < df} Ë {j : j ∈  {(π1, s, π2)}, dj ≥ df}.
íÂ·Ó‚‡ÌËfl ‚ π11 Ë π12 ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ˚ ÔÓ ÌÂ Û·˚‚‡-

c j π( ) cs π( ) p j r j ps rs.–+ +<–

c j π( ) cs π( ) p j r j ps rs d j ds.–≤–+ +<–

Lmax π' t ',( ) Lmax π t ',( ),≤
Cmax π' t ',( ) Cmax π t ',( )≤

Cmax π' t ',( ) Cmax π t ',( )≤

L j π' t ',( ) L j π t ',( ), ∀ j π2 s π3, ,( ){ } .∈≤

L j π' t ',( ) Ls π' t ',( ), ∀ j π1{ } π 2{ } .∪∈<

L f π' t ',( ) L f π t ',( ).≤

ÌË˛ ÏÓÏÂÌÚÓ‚ ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËÈ rj. àÁ ds ≥ df ÒÎÂ‰ÛÂÚ,
˜ÚÓ s ∈  {π12}. 

ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl j ∈ {π11} ËÏÂÂÏ dj <
< df. àÁ (1.3) ÔÓÎÛ˜‡ÂÏ dj – rj – pj ≥ df – rf – pf, ÓÚ-
Ò˛‰‡ rj + pj < rf + pf, ∀ j ∈ {π11}, Ë Cmax((f, π11), t') =

= rf(t') + pf + . í‡Í Í‡Í ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl ‡ÒÔËÒ‡-

ÌËfl {π12} ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ˚ ÔÓ ÌÂ Û·˚‚‡ÌË˛ ÏÓÏÂÌÚÓ‚
ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËÈ, ÚÓ Cmax((f, π11, π12), t') ≤ Cmax((π1, s, π2,
f), t'). Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ 

(1.15)

(1.16)

íÂ·Ó‚‡ÌËÂ j ∈  {π12} Û‰Ó‚ÎÂÚ‚ÓflÂÚ dj ≥ df Ë
cj(π', t') ≤ cf(π, t'), ‡ ÁÌ‡˜ËÚ 

(1.17)

í‡Í Í‡Í s ∈ {π12}, ÚÓ 

(1.18)

àÁ ÎÂÏÏ˚ 1 

(1.19)

ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ 

(1.20)

àÁ (1.15)–(1.20) ÒÎÂ‰ÛÂÚ Cmax(π', t') ≤ Cmax(π, t') Ë
Lmax(π', t') ≤ Lmax(π, t'), ˜ÚÓ Ë ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸.

ÅÛ‰ÂÏ Ì‡Á˚‚‡Ú¸ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' ∈  Π(N) ˝ÙÙÂÍ-
ÚË‚Ì˚Ï, ÂÒÎË ÌÂ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π ∈  Π(N),
˜ÚÓ Lmax(π) ≤ Lmax(π') Ë Cmax(π) ≤ Cmax(π'), ÔË˜ÂÏ ıÓ-
Úfl ·˚ Ó‰ÌÓ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚Ó ÒÚÓ„ÓÂ. 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ N ‚˚ÔÓÎÌfl˛ÚÒfl Ó„‡ÌË˜ÂÌËfl (1.3), ÚÓ Ì‡È‰ÂÚ-
Òfl ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π', ÔË ÍÓÚÓÓÏ ÔÂ-
‚˚Ï Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÂÚÒfl ÎË·Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ f = f(N, t), ÎË-
·Ó s = s(N, t). ÅÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÂÒÎË df ≤ ds, ÚÓ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ˝ÙÙÂÍÚË‚ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' Ò ÔÂ‚Ó-
Ó˜ÂÂ‰Ì˚Ï Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËÂÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl f. 

éÔÂ‰ÂÎËÏ Ω(N, t) Í‡Í ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Π(N).
ê‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π = (i1, i2, … , in) ÔËÌ‡‰ÎÂÊËÚ Ω(N, t),
ÂÒÎË ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ ik, k = 1, 2, … , n, ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ËÁ
fk = f(Nk – 1, ) Ë sk = s(Nk – 1, ), „‰Â Nk – 1 =

= N \ {i1, i2, …, ik – 1},  = (π) Ë N0 = N,  = t.

ÑÎfl  ≤  ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ik = fk, ÂÒÎË  > , ÚÓ
ik = fk ËÎË ik = sk. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÒÔË-

p j

j π11∈
∑

Cmax π' t ',( ) Cmax π t ',( )≤

L j π' t ',( ) L j π t ',( ), ∀ j π3{ } .∈≤

L j π' t ',( ) L f π t ',( ), ∀ j π12{ } .∈≤

Ls π' t ',( ) L f π t ',( ).≤

L j π' t ',( ) Ls π t ',( ), ∀ j π11{ } .∈≤

L f π' t ',( ) L f π t ',( ).≤

cik 1–
cik 1–

cik 1–
cik 1–

ci0

d f k
dsk

d f k
dsk
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ã‡Á‡Â‚

Ò‡ÌËÈ Ω(N, t) ÒÓ‰ÂÊËÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ 2n ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ.
ÑÎfl ÔËÏÂ‡, ÍÓ„‰‡ 

(1.21)

ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Ω(N, t) ‚ÍÎ˛˜‡ÂÚ 2m ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ. 
í Â Ó  Â Ï ‡  2. ÖÒÎË ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÔÓ‰ÏÌÓÊÂ-

ÒÚ‚‡ N' ⊆ N, | N' | = n', ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.3), ÚÓ ‰Îfl Î˛-
·˚ı ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË t' ≥ t Ë ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π ∈  Π(N')
ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' ∈ Ω (N', t'), ˜ÚÓ 

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. èÛÒÚ¸ π = (j1, j2, … , jn') –
ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ. ÅÛ‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ÔÂ-
‚˚Â l ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π Í‡Í πl, l = 0, 1, 2, … , n',
„‰Â π0 – ÔÛÒÚÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ, ‡  = (jl + 1, … , jn'), ÚÓ„‰‡

π = (πl, ). Ç‚Â‰ÂÏ Nl = N' \{πl} Ë Cl = Cmax(πl, t').
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó l, 0 ≤ l, πl < n', πl

fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡Ë·ÓÎ¸¯ËÏ Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ˜‡ÒÚË˜Ì˚Ï ‡Ò-
ÔËÒ‡ÌËÂÏ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ËÁ Ω(N', t'). ÖÒÎË
j1≠ f(N', t') Ë j1≠ s(N', t'), ÚÓ πl = π0, l = 0, Ú. Â. Ì‡Ë-
·ÓÎ¸¯ËÏ ˜‡ÒÚË˜Ì˚Ï ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂÏ ·Û‰ÂÚ ÔÛÒÚÓÂ.
ÑÓÔÛÒÚËÏ f = f(Nl, Cl) Ë s = s(Nl, Cl). ÖÒÎË df > ds, ÚÓ
jl + 1 ≠ f Ë jl + 1 ≠ s, Ì‡ÔÓÚË‚ ÍÓ„‰‡ df ≤ ds, ÚÓ jl + 1 ≠ f,
Ú‡Í Í‡Í πl + 1 ÌÂ fl‚ÎflÂÚÒfl Ì‡˜‡Î¸Ì˚Ï ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂÏ
ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ËÁ Ω(N', t'). 
ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 1 ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
{ },  ∈ Π (Nl), Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË Cl ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ

‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ , ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl

Lmax( , Cl) ≤ Lmax( , Cl) Ë Cmax( , Cl) ≤ Cmax( ,

Cl), Ë [ ]1 = f ËÎË s, ·ÓÎÂÂ ÚÓ„Ó, ÔË df ≤ ds, ÒÔ‡‚Â‰-

ÎË‚Ó [ ]1 = f, „‰Â [σ]k – ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ Ì‡ k-ÓÏ ÏÂÒÚÂ

ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË σ. éÚÒ˛‰‡ Lmax((πl, ), t') ≤ Lmax((πl,

), t') Ë Cmax((πl, ), t') ≤ Cmax((πl, ), t'). 

é·ÓÁÌ‡˜ËÏ π' = (πl, ). èÓÎÛ˜ËÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ
π', ÓÚÎË˜‡˛˘ÂÂÒfl ÚÂÏ, ˜ÚÓ Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËÂ ÔÂ‚˚ı
l + 1 ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ·Û‰ÂÚ ÒÓ‚Ô‡‰‡Ú¸ Ò Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌË-
ÂÏ ÔÂ‚˚ı l + 1 ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËfl ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N', t') Ë Lmax(π', t') ≤ Lmax(π, t'),
Cmax(π', t') ≤ Cmax(π, t'). 

èÓÒÎÂ ÏÂÌÂÂ ˜ÂÏ n' ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸Ì˚ı ÔÂÓ·-
‡ÁÓ‚‡ÌËÈ (Ú‡Í Í‡Í ‰ÎËÌ‡ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl n' ≤ n) ËÒıÓ‰-
ÌÓ„Ó ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓ ‚˚·‡ÌÌÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π ÔË-
ıÓ‰ËÏ Í ‡ÒÔËÒ‡ÌË˛ π'  ∈ Ω (N', t'), Ó·ÂÒÔÂ˜Ë‚‡˛-
˘ÂÏÛ Lmax(π', t') ≤ Lmax(π, t') Ë Cmax(π', t') ≤ Cmax(π, t'),
˜ÚÓ Ë ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸. 

ëÙÓÏËÛÂÏ ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÂ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËÂ: ω(N, t) = (i1, i2, … , il). ÑÎfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl

n 2 m t r1 r2 … rn,< < <≤,( )=

r2i 1– r2i p2i r2i 1– p2i 1– 1 i m,≤<,+<+<
r2i p2i p2i 1– r2i 1+ 1 i m 1,–≤<,≤+ +

d j r j p j 1 j n,≤ ≤,+=







Lmax π' t ',( ) Lmax π t ',( ) Ë Cmax π' t ',( ) Cmax π t ',( )≤≤

πl

πl

πl πl

πl'

πl' πl πl' πl

πl

πl

πl'

πl πl' πl

πl'

ik, k = 1, 2, …, l, ËÏÂÂÏ ik = fk Ë  ≤ , „‰Â fk =
= f(Nk − 1, Ck −1) Ë sk = s(Nk – 1, Ck – 1). ÑÎfl f = f(Nl, Cl) Ë
s = s(Nl, Cl) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl df > ds. ÖÒÎË df > ds ‰Îfl f =
= f(N, t) Ë s = s(N, t), ÚÓ ω(N, t) = . í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
ω(N, t) – “Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ” ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ, ÔË ÔÓÒÚÓÂ-
ÌËË ÍÓÚÓÓ„Ó Ó‰ÌÓÁÌ‡˜ÌÓ ‚˚·Ë‡ÂÚÒfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ
(f) Ì‡ Ó˜ÂÂ‰ÌÓÂ ÏÂÒÚÓ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl. ë ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Î-
„ÓËÚÏ‡ 1 ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N Ò ÏÓÏÂÌÚ‡
‚ÂÏÂÌË t ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÒÚÓÂÌÓ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ ω(N, t). 

Ä Î „ Ó  Ë Ú Ï  1. èÂ‰‚‡ËÚÂÎ¸ÌÓ ÔÓÎÓÊËÏ
ω = . ç‡È‰ÂÏ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl f = f(N, t) Ë s = s(N, t). ÖÒ-
ÎË df ≤ ds, ÚÓ ω = (ω, f), ËÌ‡˜Â ‡Î„ÓËÚÏ Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡-
ÂÚ ‡·ÓÚÛ; ÔÓÎÓÊËÏ N = N \{f}, t = rf(t) + pf Ë ÔÓ‚ÚÓ-
flÂÏ ÓÔÂ‡ˆËË ‰Îfl ÒÎÂ‰Û˛˘Â„Ó ¯‡„‡.

ã Â Ï Ï ‡  2. íÛ‰ÓÂÏÍÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 1 Ì‡ıÓÊ-
‰ÂÌËfl ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ω(N, t) ‰Îfl Î˛·˚ı N Ë t ÒÓÒÚ‡‚-
ÎflÂÚ ÌÂ ·ÓÎÂÂ O(n ) ÓÔÂ‡ˆËÈ.

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË
‡Î„ÓËÚÏ‡ 1 Ì‡ıÓ‰ËÏ ‰‚‡ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl: f = f(N, t) Ë
s = s(N, t). ÖÒÎË ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl ÛÔÓfl‰Ó˜ÂÌ˚ ÔÓ ‚Â-
ÏÂÌ‡Ï ÔÓÒÚÛÔÎÂÌËfl rj (Ë ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ÂÌÌÓ ÏÓÏÂÌÚ
‚ÂÏÂÌË r(t) Ì‡ıÓ‰ËÚÒfl Á‡ O(1) ÓÔÂ‡ˆËÈ), ÚÓ ‰Îfl
Ì‡ıÓÊ‰ÂÌËfl ‰‚Ûı ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ (f Ë s) ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ
O( ) ÓÔÂ‡ˆËÈ. ÇÒÂ„Ó ËÚÂ‡ˆËÈ ÌÂ ·ÓÎÂÂ n. í‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂÌËfl ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ω(N, t)
ÚÂ·ÛÂÚÒfl O(n ) ÓÔÂ‡ˆËÈ. 

ã Â Ï Ï ‡  3. ÖÒÎË ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.3), ÚÓ Î˛·ÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π ∈ Ω (N, t)
Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl Ò ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ω(N, t).

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó . äÓ„‰‡ ω(N, t) = , Ú. Â.
df > ds, „‰Â f = f(N, t), s = s(N, t), ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÎÂÏÏ˚
ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó, Ú‡Í Í‡Í Î˛·ÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ Ì‡˜ËÌ‡-
ÂÚÒfl Ò ÔÛÒÚÓ„Ó. 

èÛÒÚ¸ ω(N, t) = (i1, i2, …, il), ‡ ÁÌ‡˜ËÚ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó-
„Ó ik, k = 1, 2,…, l, ËÏÂÂÏ ik = fk Ë  ≤ , „‰Â fk =
= f(Nk – 1, Ck – 1) Ë sk = s(Nk – 1, Ck – 1). ÑÎfl f = f(Nl, Cl) Ë
s = s(Nl, Cl) ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó df > ds. ä‡Í ‚Ë‰ÌÓ ËÁ ÓÔÂ-
‰ÂÎÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ Ω(N, t), ‚ÒÂ ‡ÒÔË-
Ò‡ÌËfl ˝ÚÓ„Ó ÔÓ‰ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ·Û‰ÛÚ Ì‡˜ËÌ‡Ú¸Òfl Ò ˜‡-
ÒÚË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ω(N, t).

ÇÓÒÔÓÎ¸ÁÛÂÏÒfl ÒÎÂ‰Û˛˘ËÏË Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËflÏË
ω1(N, t) = (f, ω(N', t')) Ë ω2(N, t) = (s, ω(N'', t'')), „‰Â
f = f(N, t), s = s(N, t), N' = N \{f}, N'' = N \{s}, t' = rf(t) +
+ pf, t'' = rs(t) + ps. é˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ ‡Î„ÓËÚÏ ‰Îfl Ì‡-
ıÓÊ‰ÂÌËfl ω1 (‡ Ú‡ÍÊÂ ω2) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Á‡ O(n )
ÓÔÂ‡ˆËÈ Ú‡ÍÊÂ, Í‡Í Ë ‡Î„ÓËÚÏ ‰Îfl ÔÓÒÚÓÂ-
ÌËfl ω(N, t). 

ë Î Â ‰ Ò Ú ‚ Ë Â  Ë Á  Î Â Ï Ï ˚  3. ÖÒÎË ‰Îfl ÚÂ·Ó-
‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.3), ÚÓ Í‡Ê‰ÓÂ
‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π ∈ Ω (N, t) Ì‡˜ËÌ‡ÂÚÒfl ËÎË Ò ω1(N, t), ËÎË
Ò ω2(N, t). 

í Â Ó  Â Ï ‡  3. ÖÒÎË ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N
Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú (1.3), ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl
π ∈ Ω (N, t) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl (i  j)π ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó
i ∈ {ω1(N, t)} Ë j ∈  N \{ω1(N, t)}. 

d f k
dsk

0/

0/

nlg

nlg

nlg

0/

d f k
dsk

nlg
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Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. Ç ÒÎÛ˜‡Â {ω1(N, t)}= N
ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚, Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó.
èÛÒÚ¸ {ω1(N, t)} ≠ N. Ñ‡ÎÂÂ ‚ ÚÂÍÒÚÂ ‰ÓÍ‡Á‡ÚÂÎ¸ÒÚ‚‡
·Û‰ÂÏ ËÒÔÓÎ¸ÁÓ‚‡Ú¸ Ó·ÓÁÌ‡˜ÂÌËÂ ω1 = ω1(N, t). 

ÖÒÎË f = f(N, t) Ë s = s(N, t) Ú‡ÍÓ‚˚, ˜ÚÓ df ≤ ds, ÚÓ
‚ÒÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N, t) Ì‡˜ËÌ‡˛ÚÒfl Ò
˜‡ÒÚË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ω(N, t) = ω1, ÔÓ˝ÚÓÏÛ
ÛÚ‚ÂÊ‰ÂÌËÂ ÚÂÓÂÏ˚ Ú‡ÍÊÂ ‚ÂÌÓ. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È df > ds. ÇÒÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ Ω(N, t), Ì‡˜ËÌ‡˛˘ËÂÒfl c ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl f,
ËÏÂ˛Ú ˜‡ÒÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ ω(N, t) = ω1. ÇÓÁ¸-
ÏÂÏ ÔÓËÁ‚ÓÎ¸ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π ∈ Ω (N, t) Ò ÚÂ·Ó-
‚‡ÌËÂÏ s Ì‡ ÔÂ‚ÓÏ ÏÂÒÚÂ, [π]1 = s, Ë ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ
|ω1| = l, l < n, ÒÓ‰ÂÊ‡˘ÂÂ l ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ. èÛÒÚ¸ l =
= (j1, j2, … , jl) – ˜‡ÒÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ ‰ÎËÌ˚ l ‡Ò-
ÔËÒ‡ÌËfl π, j1 = s. ÑÓÍ‡ÊÂÏ, ˜ÚÓ {πl} = {ω1}. èÂ‰-
ÔÓÎÓÊËÏ ÔÓÚË‚ÌÓÂ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ
j ∈  {πl}, ÌÓ j ∉ {ω1}. 

ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ (j  f)π. ÖÒÎË dj < df, ÚÓ ËÁ (1.3)
ËÏÂÂÏ dj – rj – pj ≥ df – rf – pf, ÔÓ˝ÚÓÏÛ rj + pj < rf + pf.
ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ, ÚÂ·Ó‚‡ÌËÂ j ·Û‰ÂÚ ‚ÍÎ˛˜ÂÌÓ ‚
‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ ω1 ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂÌË˛ ω(N, t) Ë ω1,
ÌÓ ÔÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌË˛ j ∉ {ω1}. ÖÒÎË ÊÂ dj ≥ df, ÚÓ
ËÁ ÚÓ„Ó, ˜ÚÓ π ∈ Ω (N, t) ÒÎÂ‰ÛÂÚ (f  j)π, ÌÓ ˝ÚÓ
ÔÓÚË‚ÓÂ˜ËÚ (j  f)π. 

èÛÒÚ¸ (f  j)π. íÓ„‰‡ ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl
i ∈ {ω1}, ‰Îfl ÍÓÚÓÓ„Ó i ∉  {πl}, ri < ri + piCmax(ω1) <
<  ≤ rj, Ú‡Í Í‡Í j ∉ {ω1}, „‰Â sl + 1 = s(N \{ω1},

Cmax(ω1)). íÂ·Ó‚‡ÌËfl sl + 1 Ë j ÌÂ ·˚ÎË ÛÔÓfl‰Ó˜Â-
Ì˚ ÔË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË ω1, ÔÓ˝ÚÓÏÛ Cmax(π1) <  ≤ rj.
äÓÏÂ ÚÓ„Ó, di ≤ dj. ÖÒÎË ·˚ di > dj, ÚÓ ri + pi ≥ rj +
+ pj, ÌÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ri + pi < rj. ëÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓ,
(i  , Ú‡Í Í‡Í π = (πl, ) ∈ Ω (N, t), ÌÓ ÚÓ„‰‡
·Û‰ÂÚ Ì‡Û¯ÂÌÓ ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ i ∉  {πl} Ë j ∈ {πl}. 

áÌ‡˜ËÚ, Ì‡¯Â ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÌÂ ‚ÂÌÓ, ÔÓ˝ÚÓ-
ÏÛ {ω1}= {πl}, ˜ÚÓ Ë ÚÂ·Ó‚‡ÎÓÒ¸ ‰ÓÍ‡Á‡Ú¸. 

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ {ω1(N, t)} ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ó·ÒÎÛÊË‚‡-
ÌË˛ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N \{ω1(N, t)} ÔË Î˛-
·ÓÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËË ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N, t). 

2. á‡‰‡˜‡ Ì‡ ·˚ÒÚÓ‰ÂÈÒÚ‚ËÂ ÔË Ó„‡ÌË˜ÂÌËË
Ì‡ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚ÂÏÂÌÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ. ëÙÓÏÛ-
ÎËÛÂÏ Á‡‰‡˜Û 1|di ≤ dj, di – ri – pi ≥ dj – rj – pj ;
Lmax ≤ y|Cmax: ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓ ‰Îfl ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ‰ÂÈÒÚ‚Ë-
ÚÂÎ¸ÌÓ„Ó ˜ËÒÎ‡ y Ì‡ÈÚË ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ θ Ò Cmax(θ) =
= min{Cmax(π): Lmax(π) ≤ y}. ÖÒÎË Lmax(π) > y ‰Îfl Î˛-
·Ó„Ó π ∈ Π (N), ÚÓ θ = . 

Ä Î „ Ó  Ë Ú Ï  2. èÓÎÓÊËÏ θ = ω(N, t). ÖÒÎË
Lmax(π) > y, ÚÓ θ =  Ë ‡Î„ÓËÚÏ Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚ ‡·Ó-
ÚÛ, ËÌ‡˜Â ÔÓ‰ÓÎÊËÏ ÔÓÒÚÓÂÌËÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl θ.
ç‡È‰ÂÏ N' = N\{θ} Ë t': = Cmax(θ). ÖÒÎË N' = , ÚÓ ‚˚-
ÔÓÎÌÂÌËÂ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ÔÂÍ‡˘‡ÂÚÒfl. àÌ‡˜Â: 

ÂÒÎË Lmax(ω1, t') ≤ y, „‰Â ω1 = ω1(N', t'), ÚÓ θ =
= (θ, ω1) Ë ÔÂÂıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ¯‡„Û; 

rsl 1+

rsl 1+

j )πl
πl

0/

0/

0/

ÂÒÎË Lmax(ω1, t') > y Ë Lmax(ω2, t') ≤ y, „‰Â ω2 =
= ω2(N', t'), ÚÓ θ = (θ, ω2) Ë ÔÂÂıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘Â-
ÏÛ ¯‡„Û; 

ÂÒÎË Lmax(ω1, t') > y Ë Lmax(ω2, t') > y, ÚÓ ÔÓÎ‡„‡ÂÏ
θ =  Ë ‡Î„ÓËÚÏ Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ. 

ã Â Ï Ï ‡  4. íÛ‰ÓÂÏÍÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 2 ÌÂ ÔÂ-
‚˚¯‡ÂÚ O(n2  ÓÔÂ‡ˆËÈ. 

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó . ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË
ÓÒÌÓ‚ÌÓ„Ó ¯‡„‡ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 2 Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËfl ω1 Ë ÔË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË ω2 Á‡ O(n ) ÓÔÂ‡-
ˆËÈ. í‡Í Í‡Í ω1 Ë ω2 ÒÓÒÚÓflÚ ÔÓ Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ËÁ
Ó‰ÌÓ„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl, ÚÓ Ì‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË ‡Î„Ó-
ËÚÏ‡ Í ‡ÒÔËÒ‡ÌË˛ θ ‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl Ó‰ÌÓ ËÎË ÌÂ-
ÒÍÓÎ¸ÍÓ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ËÎË ÔÓÎ‡„‡ÂÏ θ =  Ë Á‡‚Â-
¯‡ÂÏ ‡·ÓÚÛ. èÓ˝ÚÓÏÛ Ó·˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ¯‡„Ó‚ ‡Î„Ó-
ËÚÏ‡ ÌÂ ·ÓÎÂÂ n. í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡Î„ÓËÚÏ 2
‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Á‡ O(n2 ) ÓÔÂ‡ˆËÈ. 

ÅÛ‰ÂÏ Ó·ÓÁÌ‡˜‡Ú¸ ˜ÂÂÁ θ(N, t, y) ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ,
ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÂ ‡Î„ÓËÚÏÓÏ 2 Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË t ËÁ
ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N Ò Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸Ì˚Ï ‚Â-
ÏÂÌÌ˚Ï ÒÏÂ˘ÂÌËÂÏ ÌÂ ·ÓÎ¸¯Â y. ÖÒÎË N = , ÚÓ
θ( , t, y) =  ‰Îfl Î˛·Ó„Ó Ë y. 

í Â Ó  Â Ï ‡  4. èÛÒÚ¸ ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ N ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.3). ÖÒÎË Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Î„Ó-
ËÚÏ‡ 2 ·Û‰ÂÚ ÔÓÒÚÓÂÌÓ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ θ(N, t, y) = ,
ÚÓ Cmax(θ) = min{Cmax(π): Lmax(π) ≤ y, π ∈ Π (N)}. ÖÒ-
ÎË ÊÂ ‚ ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‡·ÓÚ˚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 2 ÌÂ ·Û‰ÂÚ
ÒÙÓÏËÓ‚‡ÌÓ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ, Ú. Â. θ(N, t, y) = , ÚÓ
Lmax(π) > y ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó π ∈ Π (N).

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. Ç ÒËÚÛ‡ˆËË, ÍÓ„‰‡ ‰Îfl
‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π ∈ Π (N) ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl Lmax(π) ≤ y, ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' ∈ Ω (N, t), ˜ÚÓ
Lmax(π') ≤ Lmax(π) ≤ y Ë Cmax(π') ≤ Cmax(π),– ÒÓ„Î‡ÒÌÓ
ÚÂÓÂÏÂ 2. èÓ˝ÚÓÏÛ ËÒÍÓÏÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ θ Ì‡ıÓ-
‰ËÚÒfl ÒÂ‰Ë ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N, t). 

èÓ ÎÂÏÏÂ 3, ‚ÒÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N, t)
Ì‡˜ËÌ‡˛ÚÒfl Ò ω(N, t). èËÏÂÏ θ0 = ω(N, t). 

èÓÒÎÂ k, k ≥ 0, ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ̄ ‡„Ó‚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 2 ÔÓ-
ÎÛ˜ËÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ θk Ë N' = N\{θk}, t' = Cmax(θk).
èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ ÔÓ
·˚ÒÚÓ‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ θ, Ì‡˜ËÌ‡˛˘ÂÂÒfl Ò
θk. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 2, ‚ÓÁÏÓÊÌÓ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ
ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl θk ÒÂ‰Ë ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ ËÁ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N', t'). 

èÛÒÚ¸ θk + 1 = (θk, ω1(N', t')), Ú. Â. Lmax(θk + 1) ≤ y.
èË ‡ÒÔËÒ‡ÌËË ω1, ω1 = ω1(N', t'), ÌÂÚ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌ-
Ì˚ı ÔÓÒÚÓÂ‚ ÔË·Ó‡ Ë ‚ÒÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ËÁ ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ Ω(N', t') Ì‡˜ËÌ‡˛ÚÒfl Ò ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
{ω1(N', t')},– ÔÓ ÚÂÓÂÏÂ 3. èÓ˝ÚÓÏÛ ω1(N', t') Ì‡Ë-
ÎÛ˜¯ÂÂ ÔÓ ·˚ÒÚÓ‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ (Cmax) ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı ‰ÓÔÛ-
ÒÚËÏ˚ı ÔÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ‚ÂÏÂÌÌÓÏÛ ÒÏÂ˘ÂÌË˛
(Lmax) ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÈ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl θk. 

ç‡ Ó˜ÂÂ‰ÌÓÏ ¯‡„Â θk + 1 = (θk, ω2(N', t')), Ú. Â.
Lmax(ω1, t') > y Ë Lmax(ω2 , t') ≤ y. ÇÒÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ÏÌÓ-
ÊÂÒÚ‚‡ Ω(N', t') Ì‡˜ËÌ‡˛ÚÒfl Ò ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl ω1(N', t')
ËÎË Ò ω2(N', t'). í‡Í Í‡Í Lmax(ω1, t') > y, ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ
ÚÓÎ¸ÍÓ Ó‰ÌÓ ÔÓ‰ıÓ‰fl˘ÂÂ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ – ω2(N', t'). 

0/
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ã‡Á‡Â‚

í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, Ì‡ Í‡Ê‰ÓÏ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ¯‡„Â ‡Î-
„ÓËÚÏ‡ ‚˚·Ë‡ÂÏ Ì‡ËÎÛ˜¯ÂÂ ÔÓ ·˚ÒÚÓ‰ÂÈ-
ÒÚ‚Ë˛ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ˜‡ÒÚË˜ÌÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl θk
ÒÂ‰Ë ‚ÒÂı ‰ÓÔÛÒÚËÏ˚ı ÔÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÏÛ ‚Â-
ÏÂÌÌÓÏÛ ÒÏÂ˘ÂÌË˛. èÓÒÎÂ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ n ÓÒÌÓ‚-
Ì˚ı ¯‡„Ó‚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ ·Û‰ÂÚ ÔÓÒÚÓÂÌÓ ËÒÍÓÏÓÂ
‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ. 

ÑÓÔÛÒÚËÏ, ˜ÚÓ ÔÓÒÎÂ k + 1-„Ó ¯‡„‡ ‡Î„ÓËÚÏ‡
Lmax(ω1, t') > y Ë Lmax(ω2, t') > y. ÖÒÎË ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ θ
ÒÛ˘ÂÒÚ‚Ó‚‡ÎÓ ·˚, Ú. Â. θ = , ÚÓ θ Ì‡˜ËÌ‡ÎÓÒ¸ ·˚ Ò
θk. íÓ„‰‡ ‰Îfl Î˛·Ó„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π ∈ Π (N', t') ÒÛ˘Â-
ÒÚ‚ÛÂÚ Ú‡ÍÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' ∈ Ω (N', t'), ˜ÚÓ Lmax(π,
t') ≥ Lmax(π', t') ≥ Lmax(ω1, t') > y ËÎË Lmax(π, t') ≥ Lmax(π',
t') ≥ Lmax(ω2, t') > y. èÓ˝ÚÓÏÛ θ = . 

èÓ‚ÚÓË‚ Ì‡¯Ë ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ÒÚÓÎ¸ÍÓ ‡Á,
ÒÍÓÎ¸ÍÓ ‚˚ÔÓÎÌflÎÒfl ÓÒÌÓ‚ÌÓÈ ¯‡„ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 2
(ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ n), ÔË‰ÂÏ Í ËÒÚËÌÌÓÒÚË ÛÚ‚ÂÊ‰Â-
ÌËfl ÚÂÓÂÏ˚. 

3. ÄÎ„ÓËÚÏ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ è‡ÂÚÓ-
‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ ÔÓ ÍËÚÂËflÏ Cmax Ë Lmax. çËÊÂ ÔË-
‚Ó‰ËÚÒfl ‡Î„ÓËÚÏ ÔÓÒÚÓÂÌËfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ è‡ÂÚÓ-
‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ Φ(N, t) = { , , …, } ÔÓ ÍËÚÂË-
flÏ Cmax Ë Lmax, Ú‡ÍËı, ˜ÚÓ 

ê‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ  ·Û‰ÂÚ Â¯ÂÌËÂÏ Á‡‰‡˜Ë 1|rj| Lmax
ÔË ÛÒÎÓ‚ËË, ˜ÚÓ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl (1.3). 

Ä Î „ Ó  Ë Ú Ï  3. èÓÎÓÊËÏ y = +∞, π* = ω(N, t),
Φ = , m = 0. 

ç‡È‰ÂÏ N' = N \{π*} Ë t' = Cmax(π*). ÖÒÎË N' = ,
ÚÓ Φ = Φ ∪ (π*), m = 1 Ë ‡Î„ÓËÚÏ Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚ ‡-
·ÓÚÛ. àÌ‡˜Â: 

ÂÒÎË Lmax(ω1, t') ≤ Lmax(π*), ÚÓ π* = (π*, ω1), „‰Â
ω1 = ω1(N', t') Ë ÔÂÂıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ¯‡„Û; 

‚ ÒÎÛ˜‡Â Lmax(ω1, t') > Lmax(π*) ‚ÓÁÏÓÊÌ˚ ‚‡Ë-
‡ÌÚ˚: 

1) Lmax(ω1, t') < y, ÚÓ„‰‡ Ì‡ıÓ‰ËÏ θ = θ(N', t', y') Ò
ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 2, „‰Â y' = Lmax(ω1, t'), Ë ÔÓ-
‚ÂflÂÏ: 

ÂÒÎË θ = , ÚÓ π* = (π*, ω1) Ë ÔÂÂıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ-
‰Û˛˘ÂÏÛ ¯‡„Û; 

ËÌ‡˜Â ÔÓÎ‡„‡ÂÏ π' = (π*, θ). ë‡‚ÌË‚‡ÂÏ
Cmax( ) < Cmax(π') Ë, Û·Â‰Ë‚¯ËÒ¸ ‚ ËÒÚËÌÌÓÒÚË

˝ÚÓ„Ó ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚‡ ‚˚ÔÓÎÌflÂÏ: m = m + 1,  = π',

Φ = Φ ∪ ( ), y = Lmax( ) ; ‚ ÔÓÚË‚ÌÓÏ ÒÎÛ˜‡Â

 = π' Ë ÔÂÂıÓ‰ËÏ Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ¯‡„Û; 

2) Lmax(π1, t')y; Ì‡ıÓ‰ËÏ ω2 = ω2(N', t') : 
ÂÒÎË Lmax(ω2, t') < y, ÚÓ π* = (π*, ω2) Ë ÔÂÂıÓ‰ËÏ

Í ÒÎÂ‰Û˛˘ÂÏÛ ¯‡„Û; 
ËÌ‡˜Â π* =  Ë ‡Î„ÓËÚÏ Á‡Í‡Ì˜Ë‚‡ÂÚ ‡·ÓÚÛ.

0/

0/

π1' π2' πm'

Cmax π1'( ) Cmax π2'( ) … Cmax πm'( ),< <<

Lmax π1'( ) Lmax π2'( ) … Lmax πm'( ).< <<

πm'

0/
0/

0/

πm'

πm'

πm' πm'

πm'

πm'

Ç ÂÁÛÎ¸Ú‡ÚÂ ‡·ÓÚ˚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 3 ‰Îfl ÏÌÓÊÂ-
ÒÚ‚‡ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ N Ò ÏÓÏÂÌÚ‡ ‚ÂÏÂÌË t ·Û‰ÂÚ ÔÓ-
ÒÚÓÂÌÓ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ Φ(N, t), ‰Îfl ÍÓÚÓ-
Ó„Ó ‚ÂÌÓ 1 ≤ |(N, t) | ≤ n. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó Φ(N, t) ÔË-
ÏÂ‡ (1.21) ·Û‰ÂÚ ÒÓÒÚÓflÚ¸ ÌÂ ·ÓÎÂÂ ˜ÂÏ ËÁ ‰‚Ûı
‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ. 

ã Â Ï Ï ‡  5. íÛ‰ÓÂÏÍÓÒÚ¸ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 3 ÌÂ ÔÂ-
‚˚¯‡ÂÚ O(n3 ) ÓÔÂ‡ˆËÈ. 

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. ç‡ Í‡Ê‰ÓÈ ËÚÂ‡ˆËË
ÓÔËÒ‡ÌÌÓ„Ó ¯‡„‡ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 3 Ì‡ıÓ‰flÚÒfl ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËfl ω1 Ë, ÔË ÌÂÓ·ıÓ‰ËÏÓÒÚË, ω2 Á‡ O(n ) ÓÔÂ‡-
ˆËÈ ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÎÂÏÏÂ 2, ‡ Ú‡ÍÊÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ θ Á‡
O(n2 ) ÓÔÂ‡ˆËÈ. í‡Í Í‡Í ω1 Ë ω2 ÒÓÒÚÓflÚ ÔÓ
Í‡ÈÌÂÈ ÏÂÂ ËÁ Ó‰ÌÓ„Ó ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl, ÚÓ Ì‡ Î˛·ÓÈ
ËÚÂ‡ˆËË ‡Î„ÓËÚÏ‡ Í ‡ÒÔËÒ‡ÌË˛ π* ‰Ó·‡‚ÎflÂÚ-
Òfl Ó‰ÌÓ ËÎË ·ÓÎ¸¯Â ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ËÎË ÔÓËÒıÓ‰ËÚ
ÓÒÚ‡ÌÓ‚Í‡ Ì‡ ÔÓÒÎÂ‰ÌÂÏ ̋ Ú‡ÎÓÌÌÓÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËË π'.
èÓ˝ÚÓÏÛ Ó·˘ÂÂ ˜ËÒÎÓ ËÚÂ‡ˆËÈ ÌÂ ·ÓÎÂÂ n. í‡-
ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‡Î„ÓËÚÏ 3 ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ ·ÓÎÂÂ
˜ÂÏ Á‡ O(n3 ) ÓÔÂ‡ˆËÈ. 

í Â Ó  Â Ï ‡  5. èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ‰Îfl ÚÂ·Ó‚‡-
ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó (1.3), ÚÓ„‰‡ ‡ÒÔËÒ‡-
ÌËÂ π*, ÔÓÒÚÓÂÌÌÓÂ ‡Î„ÓËÚÏÓÏ 3, fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÚË-
Ï‡Î¸Ì˚Ï ÔÓ ÍËÚÂË˛ Lmax. äÓÏÂ ÚÓ„Ó, ‰Îfl Î˛·Ó-
„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π ∈  Π(N) ËÏÂÂÚÒfl ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π' ∈
∈ Φ (N, t), ˜ÚÓ Lmax(π') ≤ Lmax(π) Ë Cmax(π') ≤ Cmax(π). 

Ñ Ó Í ‡ Á ‡ Ú Â Î ¸ Ò Ú ‚ Ó. ëÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 2 ÒÛ-
˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÂ (ÔÓ Lmax) ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ, ÔË-
Ì‡‰ÎÂÊ‡˘ÂÂ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Û Ω(N, t). ÇÒÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N, t) Ì‡˜ËÌ‡˛ÚÒfl c ˜‡ÒÚË˜ÌÓ„Ó ‡Ò-
ÔËÒ‡ÌËfl ω(N, t), – ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÎÂÏÏÂ 3. 

èÛÒÚ¸ π0 = ω(N, t). èÓÒÎÂ k, k ≥ 0, ÓÒÌÓ‚Ì˚ı ¯‡-
„Ó‚ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 3 ËÏÂÂÏ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ k.
ÑÓÔÛÒÚËÏ Ì‡ÎË˜ËÂ ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó (ÔÓ Lmax) ‡ÒÔË-
Ò‡ÌËfl, Ì‡˜ËÌ‡˛˘Â„ÓÒfl Ò k. é·ÓÁÌ‡˜ËÏ N' = N \{πk}
Ë t' = Cmax(πk). 

ÖÒÎË πk + 1 = (πk, ω1), „‰Â ω1 = ω1(N', t'), ÚÓ„‰‡ ËÎË
Lmax(ω1, t') ≤ Lmax(πk), ËÎË Lmax(πk) < Lmax(ω1, t') < y –
ÚÂÍÛ˘ÂÂ ÁÌ‡˜ÂÌËÂ ÍËÚÂËfl Ë Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓÂ ‚Â-
ÏÂÌÌÓÂ ÒÏÂ˘ÂÌËÂ ÔÓfl‚ËÚÒfl Ì‡ ÒÎÂ‰Û˛˘Ëı ¯‡„‡ı
‡Î„ÓËÚÏ‡ 3, Ú. Â. θ(N', t', y') ≠ , „‰Â y' = Lmax(ω1, t').
ÖÒÎË ÊÂ θ = θ(N', t', y') ≠ , ÚÓ ÛÎÛ˜¯‡ÂÏ ÚÂÍÛ˘ÂÂ
ÁÌ‡˜ÂÌËÂ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó ‚ÂÏÂÌÌÓ„Ó ÒÏÂ˘ÂÌËfl:
π' = (πk, θ) Ë y = Lmax(π') = Lmax(ω1, t'). ê‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π'
‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ Φ(N, t). ÅÓ-
ÎÂÂ ÚÓ„Ó, Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌËÂ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡
{ω1} ÔÂ‰¯ÂÒÚ‚Û˛Ú Ó·ÒÎÛÊË‚‡ÌË˛ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ
ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N' \{ω1},– ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÚÂÓÂÏÂ 3. í‡ÍËÏ
Ó·‡ÁÓÏ, ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ ω1 ·ÂÁ ËÒÍÛÒÒÚ‚ÂÌÌ˚ı ÔÓÒÚÓ-
Â‚ ÔË·Ó‡ ·Û‰ÂÚ ÎÛ˜¯ËÏ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂÏ ‰Îfl πk. 

ê‡ÒÒÏÓÚËÏ ÒÎÛ˜‡È πk + 1 = (πk, ω2), „‰Â ω2 =
= ω2(N', t'), Ú. Â. Lmax(ω2, t') < Lmax(π') ≤ Lmax(ω1, t'), ÒÓ-
„Î‡ÒÌÓ ‡Î„ÓËÚÏÛ 3. èÓ˝ÚÓÏÛ ÔÓ‰ÓÎÊÂÌËÂ ω2

“ÎÛ˜¯Â”, ˜ÂÏ ω1. éÚÒ˛‰‡ ˜‡ÒÚË˜ÌÓÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ
πk + 1 fl‚ÎflÂÚÒfl ˜‡ÒÚ¸˛ ÌÂÍÓÚÓÓ„Ó ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓ„Ó
‡ÒÔËÒ‡ÌËfl. 

èÓ‚ÚÓflfl ÔÓ‰Ó·Ì˚Â ‡ÒÒÛÊ‰ÂÌËfl ÌÂ ·ÓÎÂÂ n
‡Á, Ï˚ ÔËıÓ‰ËÏ Í ÓÔÚËÏ‡Î¸ÌÓÒÚË (ÔÓ Lmax) ‡Ò-
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ÔËÒ‡ÌËfl π*. åÌÓÊÂÒÚ‚Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ Φ(N, t) ·Û‰ÂÚ
ÒÓ‰ÂÊ‡Ú¸ ÌÂ ·ÓÎÂÂ n ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ, Ú‡Í Í‡Í Ì‡ Í‡Ê-
‰ÓÏ ÓÒÌÓ‚ÌÓÏ ¯‡„Â ‡Î„ÓËÚÏ‡ ‚ ÏÌÓÊÂÒÚ‚Ó Φ(N, t)
‰Ó·‡‚ÎflÂÚÒfl ÌÂ ·ÓÎÂÂ Ó‰ÌÓ„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl, ‡ ˝ÚÓÚ
¯‡„ ‚˚ÔÓÎÌflÂÚÒfl ÌÂ ·ÓÎÂÂ n ‡Á. 

èÂ‰ÔÓÎÓÊËÏ, ˜ÚÓ ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ
π ∈ Π (N), π ∉ Φ (N, t), Ú‡ÍÓÂ, ˜ÚÓ ÎË·Ó Cmax(π) ≤
≤ Cmax(π') Ë Lmax(π) ≥ Lmax(π'), ÎË·Ó Cmax(π) ≥ Cmax(π') Ë
Lmax(π) ≤ Lmax(π') ‰Îfl Í‡Ê‰Ó„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π' ∈ Φ (N,
t), ÔË˜ÂÏ ‚ Í‡Ê‰ÓÈ Ô‡Â ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ıÓÚfl ·˚ Ó‰ÌÓ
ËÁ ÌÂ‡‚ÂÌÒÚ‚ ÒÚÓ„ÓÂ. àÁ ÚÂÓÂÏ˚ 2 ÒÎÂ‰ÛÂÚ Ì‡ÎË-
˜ËÂ ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π'' ∈ Ω (N, t) Ú‡ÍÓ„Ó, ˜ÚÓ Lmax(π'') ≤
≤ Lmax(π) Ë Cmax(π'') ≤ Cmax(π). ÖÒÎË π'' ∈ Φ (N, t), ÚÓ
Ó˜Â‚Ë‰ÌÓ, ˜ÚÓ Ì‡¯Â ÔÂ‰ÔÓÎÓÊÂÌËÂ ÌÂ ‚ÂÌÓ.
èÛÒÚ¸ π'' ∈ Ω (N, t)\Φ(N, t). àÁ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 3 ‚Ë‰ÌÓ,
˜ÚÓ ÒÚÛÍÚÛÛ Í‡Ê‰Ó„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π' ∈ Φ (N, t)
ÏÓÊÌÓ ÔÂ‰ÒÚ‡‚ËÚ¸ Í‡Í ÔÓÒÎÂ‰Ó‚‡ÚÂÎ¸ÌÓÒÚ¸ ˜‡-
ÒÚË˜Ì˚ı ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ π' = ( , , , …, ), „‰Â

 = ω(N, t),  ‡‚ÌÓ ÎË·Ó ω1( , ), ÎË·Ó ω2( ,

), ‡  = N\{ , …, ,  = Cmax(( , …,

), t), i = 1, 2, …, k'. ê‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π'' ·Û‰ÂÚ Ó·Î‡-
‰‡Ú¸ ‡Ì‡ÎÓ„Ë˜ÌÓÈ ÒÚÛÍÚÛÓÈ, ÒÓ„Î‡ÒÌÓ ÓÔÂ‰ÂÎÂ-
ÌË˛ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Ω(N, t), Ú. Â. π = ( , , , …,

), ‚ÓÁÏÓÊÌÓ, k'' ≠ k', „‰Â  =  = ω(N, t), 

‡‚ÌÓ ÎË·Ó ω1( , ), ÎË·Ó ω2( , ), ‡  =

= N\{ , …, },  = Cmax(( , …, ), t), i =
= 1, 2, …, k''. 

èËÏÂÏ, ̃ ÚÓ ÔÂ‚˚Â k ̃ ‡ÒÚË˜Ì˚ı ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ π''
Ë π' ÒÓ‚Ô‡‰‡˛Ú, Ú. Â.  =  = ωi, i = 0, 1, …, k – 1,

 ≠ . èÛÒÚ¸ y = Lmax(ω0, … , ωk – 1), ÔÓÒÚÓËÏ ‡Ò-
ÔËÒ‡ÌËÂ θ Ò ÔÓÏÓ˘¸˛ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 2, θ = θ(Nk, Ck, y).
ÖÒÎË θ = , ÚÓ ‚ ÒÓÓÚ‚ÂÚÒÚ‚ËË Ò ‡Î„ÓËÚÏÓÏ 3,  =

= ω1(Nk, Ck), Ú‡Í Í‡Í  ≠ , ÚÓ  = ω2(Nk, Ck). áÌ‡-
˜ÂÌËÂ ˆÂÎÂ‚ÓÈ ÙÛÌÍˆËË (Lmax) ·Û‰ÂÚ ‰ÓÒÚË„‡Ú¸Òfl Ì‡
ÚÂ·Ó‚‡ÌËË ËÁ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ Nk, Ú‡Í Í‡Í θ = . ÇÒfl
ÒÚÛÍÚÛ‡ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 3 ÔÓÒÚÓÂÌ‡ Ú‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ,
˜ÚÓ·˚ ‰Ó “ÍËÚË˜ÂÒÍÓ„Ó” ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl (ÔÓ Lmax) ÛÔÓ-
fl‰Ó˜ËÚ¸ ÚÂ·Ó‚‡ÌËfl Í‡Í ÏÓÊÌÓ ·ÓÎÂÂ “ÔÎÓÚÌÓ”,
ÔÓ˝ÚÓÏÛ ‰ÓÒÚ‡Ë‚‡ÂÏ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ ω1, ÔÓÒÎÂ ˜Â„Ó
Cmax(π') ≤ Cmax(π'') Ë Lmax(π') ≤ Lmax(π''). ÖÒÎË θ ≠ ,
ÚÓ„‰‡ ‰Îfl ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ π' Ë π'' ÒÔ‡‚Â‰ÎË‚Ó Cmax(π') ≤
≤ Cmax(π'') Ë Lmax(π') = Lmax(π''). í‡ÍËÏ Ó·‡ÁÓÏ, ‰Îfl
Î˛·Ó„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π''  ∈  Ω(N, t)\Φ(N, t) ÒÛ˘ÂÒÚ‚Û-
ÂÚ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ π'  ∈ Φ (N, t), ˜ÚÓ Cmax(π') ≤ Cmax(π'') Ë
Lmax(π') ≤ Lmax(π''). àÁ ˝ÚÓ„Ó ÒÎÂ‰ÛÂÚ, ˜ÚÓ ‰Îfl Î˛·Ó-
„Ó ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl π  ∈ Π (N) ÒÛ˘ÂÒÚ‚ÛÂÚ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ
π' ∈ Φ (N, t), ˜ÚÓ Lmax(π') ≤ Lmax(π) Ë Cmax(π') ≤
≤ Cmax(π). ç‡ ËÒÛÌÍÂ ÒıÂÏ‡ÚË˜ÌÓ ÔÓÍ‡Á‡Ì˚ ‡Ò-
ÒÏÓÚÂÌÌ˚Â ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl.

ω0' ω1' ω2' ωk''

ω0' ωi' Ni
' Ci

' Ni
'

Ci
' Ni

' ω0' ωi 1–' Ci
' ω0'

ωi 1–'

ω0'' ω1'' ω2''

ωk''' ω0'' ω0' ωi''

Ni
'' Ci

'' Ni
'' Ci

'' Ni
''

ω0'' ωi 1–'' Ci
'' ω0'' ωi 1–''

ωi'' ωi'

ωk'' ωk'

0/ ωk'

ωk'' ωk' ωk''

0/

0/

ÑÎfl ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ ‡ÒÔËÒ‡ÌËÈ Φ(N, t) = { , , …,

} ËÏÂÂÏ 

ê‡ÒÔËÒ‡ÌËÂ  fl‚ÎflÂÚÒfl ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Ï ÔÓ

·˚ÒÚÓ‰ÂÈÒÚ‚Ë˛ (ÔÓ Cmax), ‡  – ÔÓ Ï‡ÍÒËÏ‡Î¸-
ÌÓÏÛ ‚ÂÏÂÌÌÓÏÛ ÒÏÂ˘ÂÌË˛ (ÔÓ Lmax), ÂÒÎË Ô‡‡-
ÏÂÚ˚ ÚÂ·Ó‚‡ÌËÈ ÏÌÓÊÂÒÚ‚‡ N Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛Ú
ÛÒÎÓ‚ËflÏ (1.3). 

ùÍÒÔÂËÏÂÌÚ‡Î¸ÌÓÂ ËÒÒÎÂ‰Ó‚‡ÌËÂ ‡Î„ÓËÚÏ‡ 3
ÔÓÍ‡Á‡ÎÓ, ̃ ÚÓ Ò Â„Ó ÔÓÏÓ˘¸˛ ÏÓÊÂÚ ·˚Ú¸ ÔÓÒÚÓ-
ÂÌ˚ ÓÔÚËÏ‡Î¸Ì˚Â ‡ÒÔËÒ‡ÌËfl (ÔÓ Lmax) Ë ‰Îfl ÔË-
ÏÂÓ‚, ÌÂ Û‰Ó‚ÎÂÚ‚Ófl˛˘Ëı ÛÒÎÓ‚ËflÏ (1.3).
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Pareto optimal set schedules for NP – hard minimizing maximum lateness 
problem. 
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We consider NP-hard in strong sense problem for single machine 1|rj |Lmax. New properties of optimum sched-
ules are found. It is allocated new polynomial case when rj (release times), pj (processing times and dj (due
dates) satisfy to restrictions d1 ≤ … ≤ dn ;d1 – r1 – p1 ≥ … ≥ dn – rn – pn. The algorithm with run times O(n3

) operations finds Pareto optimum set of schedules by criteria Lmax and Cmax, containing no more n sched-
ules.
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