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1. КУБИЧЕСКИЕ СПЛАЙНЫ





Кусочно-аналитическую интерполяционную функцию, непрерывную в узлах интерполяции и имеющую несколько непрерывных производных в точках неаналитичности, называют СПЛАЙНОМ. Обычно рассматривают ПОЛИНОМИАЛЬНЫЕ СПЛАЙНЫ (т.е. сплайны, составленные из "кусков" полиномов), в частности, широко распространены КУБИЧЕСКИЕ СПЛАЙНЫ. В случае кубических сплайнов точки неаналитичности совпадают с узлами интерполяции, причем в них требуется непрерывность первых и вторых производных.


Пусть интерполируемая функция f(x) задана на отрезке a(x(b, а x0=a<x1<..<xn-1<xn=b - узлы интерполяции. Обозначим hi=xi+1-xi, yi=f(xi), Mi=f"(xi). Тогда кубический сплайн запишется в виде





(1)                   � EMBED Equation.2  ���





где   xi-1<x<xi, i=0,1,2,..,n.


Величины Mi могут быть найдены из условия непрерывности первых и вторых производных в узлах интерполяции. Эти условия, записанные в узле i, приводят к следующим соотношениям:





(2)                                    BiMi-1+2Mi+LiMi+1=Di





где   Bi=hi-1/(hi+hi-1), Li=hi/(hi+hi-1), Di=6[(yi+1-yi)Bi-(yi-yi-1)Li]/(hi-1hi)





Условий (2) недостаточно для определения Mi во всех узлах i=0,1,..n (появляются два свободных параметра). Для определения этих свободных параметров на сплайн обычно накладывают два краевых условия, например,





а) S3'(a)=an, S3'(b)=bn - на концах заданы первые производные; 


б) S3"(a)=An, S3"(b)=Bn - на концах заданы вторые производные.





В случае a) уравнения (2), записанные для i=1,2,..n-1 дополняются условиями





(3)        2M0+M1=6[(y1-y0)/h0-an]/h0 ,     Mn-1+2Mn=6[(bn-(yn-yn-1)/hn-1]/hn-1





В случае б) уравнения (2), записанные для i=0,1,..n-1 дополняются условиями





(4)                                  M0=An,         Mn=Bn





Система уравнений (2),(3) или (2),(4) может быть решена методом прогонки. Для реализации описанной процедуры аппроксимации целесообразно иметь два программных элемента: процедуру, вычисляющую значения производных Mi, и функцию, вычисляющую по найденным значениям Mi кубический сплайн.


Отметим в заключение, что кубический сплайн минимизирует функционал � EMBED Equation.2  ��� в классе функций, принимающих заданные значения yi в точках xi и удовлетворяющих условиям а) или б). Тем не менее, в некоторых случаях при больших перепадах значений yi кубический сплайн может давать "волну" (сплайн оказывается немонотонной функцией, хотя значения yi образуют монотонную последовательность). Существуют приемы построения сплайнов, свободных от этого недостатка.





Л и т е р а т у р а





1. Г.И.Марчук. Методы вычислительной математики. М.,"Наука", 1977 (глава 3).


2. С.Б.Стечкин, Ю.Н.Субботин. Сплайны в вычислительной математике. М.,"Наука", 1976.








2. МЕТОД ГАУССА ДЛЯ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ ЛИНЕЙНЫХ 


УРАВНЕНИЙ





2.1. АЛГОРИТМ МЕТОДА ГАУССА





Рассмотрим линейную систему алгебраических уравнений


a11 x1+a12 x2+...+a1n xn=f1


a21 x1+a22 x2+...+a2n xn=f2


 . . . . . . . . . . . . . . . . . . .


an1 x1+an2 x2+...+ann xn=fn





(1)











или, в матричной форме,





(1')                                                  Ax=f 





ОБЫЧНЫЙ МЕТОД ГАУССА состоит в последовательном исключении неизвестных x1,...xn из этой системы. Выразив, например, из первого уравнения x1 и подставив его во все остальные уравнения, получим соотношение





(2)            x1+c12 x2+...+c1n xn=y1,       y1=f1/a11,        c1j=a1j/a11,   j=2,3,...n





и систему уравнений


a122 x2+a123 x3+...+a12n xn=f12 


a132 x2+a133 x3+...+a13n xn=f13


. . . . . . . . . . . . . . . . . .  . . . 


a1n2 x2+a1n3 x3+...+a1nn xn=f1n





 a1i j =ai j-c1j ai1,    f1i=fi-y1 ai1,


             i, j=2,3,...n.











(3)














Система (3) имеет ту же структуру, что и (1). Поэтому можно повторить процедуру исключения еще раз, потом еще раз и так до тех пор, пока мы не получим следующую систему уравнений типа (2), имеющую треугольную матрицу:





x1+c12 x2+...+c1n xn=y1


         x2+...+c2n xn=y2


. . . . . . . . . . . . . . . . .


                      xn=yn





(4)











Вычисление коэффициентов cij и yi системы (4) называется ПРЯМЫМ ХОДОМ метода Гаусса. ОБРАТНЫЙ ХОД заключается в нахождении неизвестных xi из (4). Количество операций, необходимое для реализации метода, составляет примерно Q = n3/3.


Заметим, что прямой ход метода Гаусса преобразует исходную систему уравнений (1') в эквивалентную ей систему (4), имеющую в матричной форме вид





(4')                                                Ux=y





где U - верхняя треугольная матрица с единичной главной диагональю. Рассматривая прямой ход, можно установить также связь между векторами f и y правых частей уравнений (1) и (4). Действительно, на первом этапе исключения f1=a11y1, на втором этапе f2=a21y1+a122y2, и вообще, fj=lj1y1+lj2y2+...+ljnyn,  j=1,2,...,n, где lji - соответствующие числовые коэффициенты. Таким образом,





(5)                                                 Ly=f





где L - нижняя треугольная матрица с ненулевыми элементами на главной диагонали.


Из (4'), (5) и (1) следует, что метод Гаусса можно трактовать следующим образом: вначале проводится разложение (декомпозиция, факторизация) исходной матрицы A в произведение двух треугольных матриц (A=LU), а затем последовательно решаются две системы уравнений (5) и (4') с треугольными матрицами. Разложение A=LU соответствует прямому ходу метода Гаусса, а решение (5) и (4') - обратному ходу.





Имеет место следующая  т е о р е м а .





Разложение матрицы A в произведение нижней треугольной матрицы с ненулевыми диагональными элементами и верхней треугольной матрицы с единичной главной диагональю возможно и единственно тогда и только тогда, когда все угловые миноры





� EMBED Equation.2  ���





матрицы A отличны от нуля.





Итак, обычный метод Гаусса может применяться только тогда, когда все угловые миноры матрицы A отличны от нуля. Это достаточно жесткое требование. Избежать его позволяет так называемый МЕТОД ГАУССА С ВЫБОРОМ ГЛАВНОГО ЭЛЕМЕНТА. Идея метода состоит в том, чтобы на очередном шаге исключать не следующее по номеру неизвестное, а то неизвестное, коэффициент при котором является наибольшим по модулю. Существуют различные варианты этого метода. Например, можно выбирать главный элемент в первой строке системы уравнений прямого хода, получающейся на очередном шаге. Такой способ исключения называется МЕТОДОМ ГАУССА С ВЫБОРОМ ГЛАВНОГО ЗЛЕМЕНТА ПО СТРОКЕ. Он эквивалентен применению обычного метода Гаусса к системе, в которой на каждом шаге исключения проводится соответствующая перенумерация неизвестных (т.е. перестановка столбцов в соответствующих матрицах). Применяется также МЕТОД ГАУССА С ВЫБОРОМ ГЛАВНОГО ЭЛЕМЕНТА ПО СТОЛБЦУ, эквивалентный применению обычного метода Гаусса к системе, в которой на каждом шаге исключения проводится соответствующая перенумерация уравнений (т.е. перестановка строк в соответствующих матрицах). Иногда применяется МЕТОД ГАУССА С ВЫБОРОМ ГЛАВНОГО ЭЛЕМЕНТА ПО ВСЕЙ МАТРИЦЕ, эквивалентный обычному методу Гаусса с соответствующими перестановками строк и столбцов в матрицах, возникающих при осуществлении прямого хода.





Единственным теоретическим требованием для возможности применения метода Гаусса с выбором главного элемента по всей матрице является требование невырожденности матрицы A:   detA(0.





При реализации метода Гаусса цесесообразно иметь два программных элемента: процедуру или функцию, осуществляющую разложение исходной матрицы A на две треугольные матрицы (прямой ход), и процедуру, реализующую решение системы уравнений (5), (4') (обратный ход).








2.2. ОБРАЩЕНИЕ МАТРИЦ МЕТОДОМ ГАУССА





Нахождение матрицы X, обратной матрице A, эквивалентно решению матричного уравнения AX=E, где E - единичная матрица. При размерностях матриц n(n, таким образом, необходимо решать систему из n2 линейных уравнений. Однако эта система распадается на n независимых линейных систем с одной и той же матрицей A, но с различными правыми частями:





(1)                                Axj=dj,      j=1,2,..,n





где вектор xj = (x1j, x2j,.., xnj), а у вектора dj равна единице только j-я компонента, а все остальные равны нулю. Для решения совокупности задач (1) с помощью метода Гаусса достаточно один раз совершить прямой ход, т.е. получить разложение A=LU, а затем с использованием этих матриц n раз совершить обратный ход (всего около n3 действий). Следует отметить, что, с учетом специфики вида правых частей dj, это количество операций может быть несколько уменьшено. Всего количество операций, необходимое для обращения матрицы с использованием обычного метода Гаусса, составляет примерно Q=n3.





Л и т е р а т у р а





1. А.А.Самарский, А.В.Гулин. Численные методы. М.,"Наука", 1989 


(часть 2, глава 1).








3. МЕТОД НЬЮТОНА ДЛЯ РЕШЕНИЯ СИСТЕМ НЕЛИНЕЙНЫХ


АЛГЕБРАИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ





3.1. АЛГОРИТМ МЕТОДА НЬЮТОНА





Рассмотрим систему нелинейных алгебраических уравнений





(1)                                     fi(x1, x2,.., xn)=0,   i=1,2,..,n





или в векторной записи





(1')                              f(x)=0,   f=(f1,f2,..,fn),   x=(x1, x2,.., xn)





Практически единственным апаратом для решения подобных задач являются итерационные методы. Так называемые одношаговые итерационные процедуры могут быть записаны в форме





Bk(x(k+1)-x(k))/t(k)+f(x(k))=0,     k=0,1,...,    x(0) - задано





Здесь и далее верхний индекс в круглых скобках - номер итерации, Bk - матрица, имеющая обратную (ее конкретный вид определяется выбранным итерационным методом), t(k) - итерационный параметр, который может меняться от итерации к итерации.


Метод Ньютона является одношаговым итерационным методом, который строится следующим образом.


Пусть x(k) - некоторое k-е приближение к искомому решению. Линеаризуя систему (1') в окрестности точки x(k) , получим вместо (1') систему линейных уравнений





(2)                                          f(x(k))+J(x(k))(x-x(k))=0





где J(x(k))=� EMBED Equation.2  ��� - Якобиан векторной функции f(x), вычисленный в точке x(k) . Решение системы (2) примем за (k+1)-е приближение. Тогда для вектора поправки P(k+1) =x(k+1) -x(k) имеем линейную задачу





(3)                                   J(x(k))P(k+1)=-H(k),     H(k)=f(x(k))





где H(k) - вектор невязки на k-ой итерации. Решить задачу (3) можно, например, методом Гаусса. Итерационную процедуру обычно прекращают, если выполняются два условия: ¦ P(k+1) |<(P  и/или  ¦ H(k+1) ¦ < (H, где (P и (H - заданные точности.


Из (3) следует, что метод Ньютона является одношаговой итерационной процедурой с Bk=J(x(k)) и t(k)=1.


Если метод Ньютона сходится, то, как правило, он сходится очень быстро (имеет квадратичную скорость сходимости). Для обеспечения сходимости, как обычно бывает в случае нелинейных задач, часто требуется выбор подходящего начального приближения.


Иногда изложенный метод не сходится ни при каком начальном приближении (простейшим примером такого рода является уравнение th(x)=0). В этом случае полезными оказываются попытки применения МЕТОДА НЬЮТОНА С ПАРАМЕТРОМ, который имеет вид





                                               J(x(k))P(k+1)/t(k)=-H(k)





Здесь параметр t(k)(1 должен выбираться на каждой итерации из условия уменьшения нормы невязки: ¦ f(x(k)+P(k+1)) ¦<¦ H(k) ¦ .


Для того, чтобы на каждой итерации не решать линейную систему (3), иногда применяют МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД НЬЮТОНА, имеющий вид





                                              J(x(0))P(k+1)/t(k)=-H(k) ,





и обладающий линейной сходимостью. В этом случае достаточно один раз обратить матрицу J(x(0)) и затем использовать эту обратную матрицу на каждой итерации. Распространено ЦИКЛИЧЕСКОЕ ПРИМЕНЕНИЕ МЕТОДА НЬЮТОНА, когда Якобиан J(x) обращается через определенное число итераций.





3.2. ПРИМЕР ПРИМЕНЕНИЯ МЕТОДА НЬЮТОНА ДЛЯ РЕШЕНИЯ СИСТЕМЫ НЕЛИНЕЙНЫХ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ УРАВНЕНИЙ ХИМИЧЕСКОЙ КИНЕТИКИ





Рассмотрим для примера модельную задачу. Пусть имеется два химических элемента A и B, образующих вещества A, B, B2 , AB и A2B . Рассмотрим следующую систему бинарных реакций образования вещества A2B :





A   + B2 � EMBED Equation.2  ��� AB  + B,


AB + A  � EMBED Equation.2  ��� A2B ,


B   + B  � EMBED Equation.2  ��� B2





(1)











Здесь k1, k2, k3 - константы скоростей соответствующих реакций. 


Введем следующие обозначения для концентраций:





(2)                           [A2B]=y1, [B2]=y2, [AB]=y3, [A]=y4, [B]=y5.





По определению константы скорости реакции скорость уменьшения концентраций веществ X и Y в реакции X+Y � EMBED Equation.2  ���U+V равна -k[X][Y], а скорость увеличения концентраций веществ U и V есть, соответственно, k[X][Y]. Таким образом, системе реакций (1) соответствует следующая система скоростных уравнений:


dy1 /dt = k2 y3 y4 


dy2 /dt = k3 y52- k1 y2 y4 


dy3 /dt = k1 y2 y4 - k2 y3 y4


dy4 /dt = -k1 y2 y4 - k2 y3 y4 


dy5 /dt = k1 y2 y4 - k3 y52








(3)














описывающая изменение концентраций yi (i=1,2..,5) с течением времени t.


Уравнения (3) линейно зависимы, поскольку при протекании химических реакций элементы не могут уничтожаться или появляться. Из (3) следует, что для любого момента времени





(4)                  2y1+y3+y4 = CA = const,     y1+2y2+y3+y5 = CB = const





(эти же соотношения можно получить непосредственно из определений (2)).


Исключая с помощью (4) из системы (3), например, концентрации y4 и y5, можно получить систему трех нелинейных дифференциальных уравнений для концентраций y1, y2, y3. Входящие в нее константы CA и CB следует определять по начальным значениям концентраций y1,..,y5, которые должны быть заданы.





Прежде чем перейти к рассмотрению численного алгоритма решения сформулированной задачи, заметим, что любое уравнение системы (3) может быть записано в виде





dyi /dt=Li (y1,..,y5)-yi Ni (y1,..,y5 )=[y0i (y1,..,y5 )-yi ]/ti (y1,..,y5 ),    i=1,..,5





где y0i (y1,..,y5)=Li (y1,..,y5 )/Ni (y1,..,y5 ) - так называемая условно-равновесная концентрация вещества yi, а ti (y1,..,y5 )=1/Ni (y1,..,y5 ) - условное время установления равновесной концентрации. Трудность расчета системы уравнений химической кинетики состоит в том, что характерные времена ti могут отличаться на порядки друг от друга (такие системы дифференциальных уравнений называются ЖЕСТКИМИ СИСТЕМАМИ), причем сами значения ti зависят от времени t и заранее неизвестны. В этом случае явные численные методы интегрирования систем обыкновенных дифференциальных уравнений (метод Эйлера, метод Рунге-Кутта и т.п.) оказываются практически неприменимыми. Поясним это утверждение на примере одного линейного дифференциального уравнения





(5)                                         dy/dt=[y0-y]/ti,      y0, ti=const





решение которого имеет вид





(6)                                            y=y0+[y(0)-y0] exp(-t/ti )





где y(0) - начальное значение y.


Обозначим через dt шаг интегрирования по времени. Пусть здесь и далее y=y(t), Y=y(t+dt). 


Рассмотрим явную разностную схему для уравнения (5)





(7)                                             (Y-y)/dt = [y0-y]/ti





Применим эту схему для интегрирования уравнения (5) на конечном интервале времени 0<t<T, где T=n dt. Тогда получим





(8)                                   y(T) = y0+[y(0)-y0] [1-(T/ti)/n]n





Учитывая, что [1-x/n]n ( exp(-x) при n ( (, видим, что решение (8) аппроксимирует (6). Однако при x>>1 (т.е. при T/ti>>1) сходимость оказывается крайне медленной. Максимальный шаг dt=T/n, при котором еще можно использовать схему (7), не превосходит ti (иначе в квадратных скобках в (8) будет отрицательное число). Последнее ограничение сохраняется даже тогда, когда y(0)=y0, и решение (5) очевидно: y(t)=y0 (концентрация y равновесна). Поэтому использование явных методов численного решения уравнений химической кинетики, которые, как правило, сопровождаются применением известной процедуры автоматического выбора шага интегрирования, приводит к чрезвычайно большим временам счета.


Рассмотрим теперь неявную схему





(9)                                            (Y-y)/dt=(y0-Y)/ti





Разрешая ее относительно Y, имеем





(10)                                   Y=y/(1+dt/ti)+y0 (dt/ti)/(1+dt/ti)





Аналогом формулы (8) теперь является выражение





y(T)=y0+[y(0)-y0]/[1+(T/ti)/n]n





также аппроксимирующее (6) при n ( (,, но свободное от каких-либо ограничений на шаг по времени dt. Более того, из (10) следует, что равновесное значение y может быть получено за один шаг, если dt>>ti. Таким образом, неявная схема позволяет численно интегрировать уравнения химической кинетики с произвольным шагом по времени (вопроссы аппроксимации мы здесь не обсуждаем).





Обратимся теперь к системе уравнений (3). После исключения неизвестных y4, y5 запишем ее в форме





dyi /dt=Fi (y1,y2,y3;CA,CB),   i=1,2,3





Используем неявную разностную схему





(Yi-yi )/dt=Fi (Y1,Y2,Y3;CA,CB),   i=1,2,3





Для нахождения Yi, таким образом, имеем систему нелинейных алгебраических уравнений





(11)                             Yi - dt Fi (Y1,Y2,Y3;CA,CB )-yi = 0,   i=1,2,3





которую можно решать методом Ньютона. Соответствующий Якобиан равен





J=E-dt ¦ dFi /dYj ¦





где E - единичная матрица. В качестве начального приближения при решении системы (11) целесообразно выбрать значения Yi(0)=yi . Следует иметь ввиду, что шаг интегрирования dt не может быть произвольно большим, так как при очень больших dt ньютоновы итерации перестают сходиться. Иногда целесообразно выбирать dt по формуле dt = C min{ti (y1,..,y5}, где C=const. Такой выбор dt позволяет, с одной стороны, "прописать" области резких изменений yi, а, с другой стороны, использование неявной схемы даже при этом условии обеспечивает возможность интегрирования уравнений с шагами dt, существенно большими, чем при использовании явной схемы. На каждом шаге интегрирования требуемое число итераций оказывается, как правило, небольшим и составляет 3-4 итерации. Большое число итераций часто свидетельствует о том, что соответствующий Якобиан выписан с ошибкой.
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4. БЫСТРОЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЕ ФУРЬЕ (БПФ) СЕТОЧНОЙ 


ФУНКЦИИ





4.1. АЛГОРИТМЫ БПФ





Имеют место следующие утверждения.





1. ПРЕОБРАЗОВАНИЕ КОМПЛЕКСНОЙ СЕТОЧНОЙ ФУНКЦИИ. Пусть fj - комплексная периодическая с периодом n сеточная функция (т.е. fj=fj+n). Тогда fj для 0(j(n-1 может быть представлена в виде





(1)                                  � EMBED Equation.2  ���


(обратное преобразование Фурье) 





где i - мнимая единица, а комплексные коэффициенты Fk определяются формулой





� EMBED Equation.2  ���


(прямое преобразование Фурье)





2. РАЗЛОЖЕНИЕ ПО СИНУСАМ. Пусть fj - действительная сеточная функция, заданная в точках j=1,2,..,n-1 (или fj задана для j= 0,1,..,n, причем f0=fn=0). Тогда fj может быть представлена в виде





(2)                               � EMBED Equation.2  ���


(обратное синус-преобразование Фурье) 





где действительные коэффициенты Fk определяются формулой





� EMBED Equation.2  ���


(прямое синус-преобразование Фурье)





3. РАЗЛОЖЕНИЕ ПО КОСИНУСАМ. Пусть fj - действительная сеточная функция, заданная для j=0,1,..,n. Тогда fj может быть представлена в виде





� EMBED Equation.2  ���


(обратное косинус-преобразование Фурье)





где Rk=1 при k=1,2..,n-1 и Rk=0.5 при k=0,n, а действительные коэффициенты Fk определяются формулой





� EMBED Equation.2  ���


(прямое косинус-преобразование Фурье)





Непосредственное использование приведенных выше формул требует около n2 арифметических операций и вычисления около n тригонометрических функций. Однако существуют алгоритмы, позволяющие реализовать сеточные преобразования Фурье с затратой порядка n(ln(n) арифметических действий. Идея таких методов БПФ состоит в том, что в соответствующих суммах, например в (1), члены с общим тригонометрическим множителем группируются прежде, чем выполняется умножение. Наиболее просто алгоритмы БПФ конструируются в случае, когда n есть степень 2 : n=2m, где m - целое положительное число.


Например, для реализации комплексного преобразования Фурье (1) необходимо вычислить сумму





(3)                       � EMBED Equation.2  ���





На первом этапе в (3) можно сгруппировать члены с индексами  k  и 2m-1+k  для k=0,1,..,2m-1-1. Учитывая, что exp (( j i)=(-1 ) j, имеем





(4)                         � EMBED Equation.2  ���





В сумме (4) примерно в два раза меньше членов, чем в (3). Поскольку (4) имеет вид, аналогичный (3), то можно еще раз повторить процедуру группировки и т.д. до тех пор пока сумма не будет исчерпана. Подсчет показывает, что для реализации комплексного преобразования Фурье требуется всего Q=4(m-1)n арифметических операций над действительными числами.


Аналогичным образом могут быть реализованы действительные синус- и косинус-преобразования Фурье. Требуемое число арифметических операций при этом составит величину Q=(m-1)n. Отметим, что если имеется реализованная процедура комплексного преобразования Фурье, то на ее основе, несколько пожертвовав быстродействием, можно очень просто построить процедуры действительных синус- и косинус-преобразований Фурье. Например, пусть действительная сеточная функция Fk определена для k=0,1,2,..,n, причем F0=Fn=0, и требуется найти ее Фурье-образ fj по формуле (2). Введем в рассмотрение расширенные комплексные сеточные функции F*k, f*j, k,j=0,1,.., 2n-1, связанные Фурье-преобразованием (1). Положим Re(F*k)=Fk для k=0,1,..,n, Re(F*k)=0 для k=n+1,n+2,..2n-1 и Im(F*k)=0  для  k=0,1,..,2n-1. Тогда, как нетрудно видеть из формул (1) и (2), образ fj, связанный с Fk синус-преобразованием Фурье (2), определится как fj=Im(f*j),  j=0,1,..,n. Аналогично может быть построено прямое синус-преобразование Фурье, прямое и обратное косинус-преобразование, а также не упоминавшееся выше общее Фурье-преобразование действительных периодических сеточных функций.








4.2. ПРИМЕНЕНИЕ БПФ ДЛЯ РЕШЕНИЯ НЕКОТОРЫХ ЗАДАЧ





4.2.1. Решение одномерного нестационарного уравнения теплопроводности





Рассмотрим вначале уравнение теплопроводности





� EMBED Equation.2  ���





в области 0(x(L с начальным условием f(0,x)=f0 (x) и однородными нулевыми краевыми условиями f(t,0)=f(t,L)=0. Введем разностную сетку xj=jh (j=0,1,..,n, h=L/n) и используем следующую разностную аппроксимацию





dfj /dt = (a/h2)(fj-1-2fj+fj+1 )+qj ,   j=1,2,..,n-1,


(1)                                                    f0=fn=0,    


fj=f0 j  при t=0  и  j=1,2,..,n-1





Так как при j=0 и j=n функция fj должна обращаться в ноль, а функцию qj необходимо определять только во внутренних узлах j=1,2,..,n-1, то можно воспользоваться синус-преобразованием Фурье, положив в (1)





(2)                           � EMBED Equation.2  ���,    � EMBED Equation.2  ���





Тогда из (1), используя формулу для синуса суммы и разности, можно получить, что для каждой Фурье-компоненты Fk должно выполняться уравнение





(3)                    dFk /dt =-Ak Fk +Qk ,    Ak = 2a(1-cos (( k/n))/h2,      k=1,2,..,n-1





Решение (3) имеет вид





(4)                        Fk = Qk /Ak +(F0k-Qk/Ak) exp(-Ak t)





Здесь сеточные функции F0k и Qk определяются с помощью прямых синус-преобразований Фурье:





(5)                          � EMBED Equation.2  ���,     � EMBED Equation.2  ���





Итак, для нахождения искомого решения в произвольный момент времени t необходимо провести два прямых преобразования Фурье (5), рассчитать значения гармоник (4) и совершить обратное преобразование по первой формуле в (2).


Рассмотрим теперь случай неоднородных краевых условий. Пусть, например, f(t,0)=f1, f(t,L)=f2, где f1, f2=const. Стандартным приемом является сведение этой задачи к предыдущей за счет модификации объемного источника q в уравнении. Так как при разностной аппроксимации f0=f1,  fn=f2, то непосредственно из (1) видно, что нужно заменить q на новую сеточную функцию q*, положив





q*1 = q1+(a/h2) f1, q*n-1 = qn-1+(a/h2) f2,


q*j = qj   при  j=2,3,..,n-2





После такой модификации опять можно воспользоваться синус-преобразованием Фурье.





4.2.2. Рещение задачи Дирихле для уравнения Пуассона в прямоугольнике





Рассмотрим решение уравнения Пуассона





� EMBED Equation.2  ���





с краевыми условиями Дирихле





(1)                     f(x,0)=A(x),     f(x,Ly )=B(x),      f(0,y)=C(y),     f(Lx,y)=D(y)





в прямоугольнике 0(x(Lx, 0(y(Ly.


Введем равномерную разностную сетку xjx=hx jx, yjy=hy jy, где jx=0,1,..,n, jy=0,1,..,m, hx=Lx /n, hy=Ly /m),  и используем аппроксимацию





(2)                 � EMBED Equation.2  ���





Сведем проблему к решению разностной задачи с однородными (нулевыми) краевыми условиями. Для этого модифицируем правую часть (2) в приграничных узлах, отнеся к ней значения f на границе. Именно, положим новое значение правой части (2) равным:





� EMBED Equation.2  ���





После такой замены решение (2) можно искать в классе сеточных функций, обращающихся в нуль на границе. Поэтому можно применить следующее двойное синус-преобразование Фурье:





(3)  � EMBED Equation.2  ���





Подставив (3) в (2), можно получить, что





(4)                           � EMBED Equation.2  ���





Входящие сюда Фурье-гармоники � EMBED Equation.2  ��� могут быть найдены с помощью следующего выражения:





(5)                        � EMBED Equation.2  ���





Таким образом, решение задачи состоит в вычислении гармоник (5), а затем в использовании формулы (4) и расчете искомой функции по формуле (3). Результат расчета может быть восполнен на границе с помощью краевых условий (1).





4.2.3. Параксиальное волновое уравнение





В оптике когеррентного излучения вводится понятие комплексной волновой функции u = A exp(iФ), где i - мнимая единица. Величина A - амплитуда световой волны, а Ф - ее фаза. Интенсивность излучения I при этом оказывается равной I=A2=uu* (здесь звездочка сверху, как обычно, знак комплексного сопряжения). Фаза Ф характеризует кривизну волнового фронта (для волн с плоским фронтом Ф=const, например Ф=0 ). Если световая волна распространяется в направлении оси z декартовой системы координат (x,y,z), то волновая функция в свободном пространстве удовлетворяет уравнению





(1)                                        � EMBED Equation.2  ���





где K=const - волновое число, обратно пропорциональное длине волны излучения. В качестве начального условия для (1) можно задать распределение волновой функции при z=0:





(2)                                       u(x,y,0) = u0 (x,y) - задано





Если световая волна является цилиндрической, т.е. ее свойства не меняются вдоль одной из поперечных координат, например, вдоль y, то (1) и (2) принимают вид





(3)                        � EMBED Equation.2  ��� - задано





Для примера рассмотрим дифракцию цилиндрической световой волны на дифракционной решетке, расположенной в плоскости z=0. В этом случае функцию u0(x), определенную на бесконечном интервале -(<x<+(, будем полагать периодической: u0 (x)=u0 (x+L), где L - период решетки. На отрезке 0(x(L введем равномерную пространственную сетку xj=h(j, j=0,1,..,n,  h=L/n и используем следующую аппроксимацию уравнения (3):





(4)                                  2 iK duj /dz +(uj+1 -2uj+uj-1 )/h2 = 0





Используем комплексное преобразование Фурье периодической сеточной функции:





(5)                            � EMBED Equation.2  ���





Из (4) нетрудно получить следующее уравнение для комплексных амплитуд Фурье-гармоник:





dUk /dz = -i Bk Uk,    Bk = [1-cos(2k (/n)]/(Kh2)





решение которого имеет вид





(6)                                         Uk = U0k exp(-i Bk z)





Здесь начальные значения гармоник U0k связаны с заданной сеточной функцией u0j прямым преобразованием Фурье





(7)                       � EMBED Equation.2  ���





Таким образом, для определения волновой функции uj на любом расстоянии z от решетки достаточно вычислить (7), затем воспользоваться соотношением (6), которое нетрудно переписать в виде двух равенств, определяющих действительную и мнимую части Uk, и, наконец, совершить преобразование (5). Распределение интенсивности излучения затем находится по формуле Ij = (Re(uj))2+(Im(uj))2.
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5. ФУНКЦИИ, РЕАЛИЗУЮЩИЕ АППРОКСИМАЦИЮ КУБИЧЕСКИМИ СПЛАЙНАМИ, МЕТОД ГАУССА, МЕТОД НЬЮТОНА И АЛГОРИТМ БЫСТРОГО ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ФУРЬЕ





Далее приведена библиотека стандартных функций (юнит), реализующй описанные выше алгоритмы (Турбо-Паскаль, v5.0 и выше). Назначение той или иной функции и способ ее использования понятен из комментариев, предпосланных каждой программной единице в разделе IMPLEMENTATION. Для простоты динамическое распределение памяти в юните не используется. Следует обратить внимание на описание типов данных (особенно на описание Recipr и Jacob двух внешних функций, определяющих невязку и Якобиан в методе Ньютона). Каждая функция юнита генерирует код завершения (при нормальном завершении - код 0). Функция Errors возвращает по аварийному коду завершения соответствующий комментарий.





UNIT Math2;  {* Кубический сплайн, метод Гаусса, метод Ньютона, *}


             {*        быстрое преобразование Фурье             *}


INTERFACE


  uses Crt;


  const nVect =400;  { Макс. размерность векторов          }


        nMatr =40;   { Макс. размерность квадратных матриц }


        nFVect=1024; { Макс. размерность Фурье-векторов    }


                     {     (желательно степень 2)          }


        { !! При недостатке памяти уменьшить эти константы }


  type RVector   = array [0..nVect] of real;


       Matrix    = array[1..nMatr,1..nMatr] of real;


       Recipr    = function(n: integer; var H,x: RVector): integer;


       Jacob     = function(n: integer; var J: Matrix;


                            var x: RVector): integer;


       RFVector  = array [0..nFVect] of real;


       R2FVector = array [0..2*nFVect] of real;





  function Pow2(n: integer): integer;


  function S3M(tp,n:integer; an,bn: real; var xi,yi,Mi: RVector): integer;


  function S3(n:integer; x:real; var xi,yi,Mi: RVector;


              var code: integer): real;


  function Decomp(n: integer; var A: Matrix; var detA: real): integer;


  function Gauss(n: integer; var A: Matrix; var b: RVector): integer;


  function Newton(n:integer; var x: RVector; Rec: Recipr; Jac: Jacob;


                  epsP,epsH: real; var Nit: integer; NitMax: integer;


                  ParamDiv: boolean; NPrn: integer; yScr: byte): integer;


  function Four_C(sgn,m:integer; var Ra,Ia,Sn,Cn: RFVector;


                  ClcSn:boolean): integer;


  function Four_R(sgn,tp,m:integer; var a: RFVector; var Ra,Ia: R2FVector;


                   var Sn,Cn: RFVector; ClcSn:boolean): integer;


  function Errors(code: integer): string;





var Iput: array[0..nVect] of integer;


 {Вектор номеров ведущих элементов (используется функциями Decomp и Gauss)}


var snVect, snMatr, snFVect: string;





IMPLEMENTATION





  function Pow2(n: integer): integer;


    {*             (0)             *}


    {*       Возвращает 2^n        *}


    var i,p: integer;


    begin


      p:=1; for i:=1 to n do p:=p*2; Pow2:=p;


    end; {Pow2}





  function S3M(tp,n:integer; an,bn: real; var xi,yi,Mi: RVector): integer;


    {*                              (1)                              *}


    {*       *   Процедура вычисления вторых производных   *         *}


    {*       *        для кубического сплайна              *         *}


    {*---------------------------------------------------------------*}


    {*   tp <=0 - на границах интервала аппроксимации заданы первые  *}


    {*            производные                                        *}


    {*      >=1 - заданы вторые производные                          *}


    {*   n > 1  - число узлов,уменьшенное на единицу ( i=0,1,2,..n ) *}


    {*   an,bn  - значения первых (tp<=0) или вторых (tp>=0)         *}


    {*            производных на концах интервала аппроксимации      *}


    {* xi,yi,Mi - массивы узлов, значений функции в узлах и искомых  *}


    {*            вторых производных ( i=0,1,...n )                  *}


    {*---------------------------------------------------------------*}


    {*   Возвращает 0 при нормальном завершении и 11, если n>nVect   *}


    var h,B,L,D,u,v: RVector; i: integer;


    begin


      if n>nVect then begin S3M:=11; Exit end else S3M:=0;


      for i:=0 to n-1 do h[i]:=xi[i+1]-xi[i];


      for i:=1 to n-1 do begin


        D[i]:=1/(h[i]+h[i-1]);B[i]:=h[i-1]*D[i];L[i]:=h[i]*D[i];


        D[i]:=6*((yi[i+1]-yi[i])*B[i]


              -(yi[i]-yi[i-1])*L[i])/(h[i]*h[i-1]) end;


      if tp>=1 then begin


        u[0]:=0;v[0]:=an end


      else begin


        u[0]:=-0.5;v[0]:=3*((yi[1]-yi[0])/h[0]-an)/h[0] end;


      for i:=1 to n-1 do begin


        v[i]:=1/(2+B[i]*u[i-1]);


        u[i]:=-L[i]*v[i];v[i]:=(D[i]-B[i]*v[i-1])*v[i] end;


      if tp>=1 then Mi[n]:=bn else


        Mi[n]:=(6*(bn-(yi[n]-yi[n-1])/h[n-1])/h[n-1]-v[n-1])/(2+u[n-1]);


      for i:=n-1 downto 0 do Mi[i]:=u[i]*Mi[i+1]+v[i];


    end; {S3M}





  function S3(n:integer; x:real; var xi,yi,Mi: RVector;


              var code: integer): real;


    {*                            (2)                           *}


    {* Функция вычисляет значение кубического сплайна в точке x *}


    {*  по координатам узлов xi,  значениям функции в узлах yi  *}


    {*  и вторым производным Mi, подготовленным процедурой S3M  *}


    {*        n       - число узлов, уменьшенное на единицу     *}


    {*        code=0  - при нормальном завершении               *}


    {*        code=21 - если n>nVect                            *}


    {*        code=22 - если x вне допустимого интервала        *}


    {*                 (x<xi[0] или x>xi[n])                    *}


    var i: integer; h,h2,a,a3,b,b3: real;


    begin


      code:=0;


      if n>nVect then begin code:=21; Exit end;


      if (x<xi[0]) or (x>xi[n]) then


        begin code:=22; Exit; end;


      i:=0; repeat i:=i+1 until (x>=xi[i-1]) and (x<=xi[i]);


      h:=xi[i]-xi[i-1];h2:=Sqr(h)/6;a:=xi[i]-x;


      a3:=a*a*a/6;b:=x-xi[i-1];b3:=b*b*b/6;


      S3:=(Mi[i-1]*a3+Mi[i]*b3+(yi[i-1]-Mi[i-1]*h2)*a+


          (yi[i]-Mi[i]*h2)*b)/h;


     end; {S3}





  function Decomp(n: integer; var A: Matrix; var detA: real): integer;


    {*                        (3)                                *}


    {* Вычисление разложения матрицы на треугольные сомножители  *}


    {*         посредством гауссова исключения                   *}


    {*   (может служить для вычисления определителя матрицы)     *}


    {*-----------------------------------------------------------*}


    {* n>1  - размерность матрицы                                *}


    {* A    - исходная матрица и результат                       *}


    {* detA - определитель A, полученый после работы Decomp      *}


    {*        по формуле: det|A|=Iput[n]*A[1,1]*A[2,2]*..*A[n,n] *}


    {*        (Iput - вектор номеров ведущих элементов -         *}


    {*         глобальная переменная юнита)                      *}


    {*-----------------------------------------------------------*}


    {* Возврашает 0 при нормальном завершении, 31, если n>nMatr, *}


    {*     и 32, если матрица почти вырождена (det|A|<1e-15)     *}


    label 1,2;


    var i,j,k,m: integer; t: real;


    begin


      if n>nMatr then begin Decomp:=31; Exit end;


      Decomp:=0; Iput[n]:=1;


      for k:=1 to n-1 do begin


        m:=k;


        for i:=k+1 to n do if abs(A[i,k])>abs(A[m,k]) then m:=i;


        Iput[k]:=m;if m<>k then Iput[n]:=-Iput[n];


        t:=A[m,k];A[m,k]:=A[k,k];A[k,k]:=t;


        if t=0 then goto 1;


        for i:=k+1 to n do A[i,k]:=-A[i,k]/t;


        for j:=k+1 to n do begin


          t:=A[m,j];A[m,j]:=A[k,j];A[k,j]:=t;


          if t=0 then goto 2;


          for i:=k+1 to n do A[i,j]:=A[i,j]+A[i,k]*t;


  2:    end;


  1:  end;


      t:=Iput[n];


      for i:=1 to n do t:=t*A[i,i]; detA:=t;


      if abs(t)<1e-15 then begin Decomp:=32; Exit end;


  end; {Decomp}





  function Gauss(n: integer; var A: Matrix; var b: RVector): integer;


    {*                          (4)                             *}


    {*    Решение системы линейных уравнений методом Гаусса     *}


    {*----------------------------------------------------------*}


    {*   n>1 - размерность матрицы                              *}


    {*   A - матрица системы, факторизованная функцией Decomp   *}


    {*   b - вектор правых частей (он же вектор решения)        *}


    {*----------------------------------------------------------*}


    {*  Использует глобальную переменную Iput,  инициированную  *}


    {*                    функцией Decomp                       *}


    {*----------------------------------------------------------*}


    {*     Возврашает 0 при нормальном завершении и 41,         *}


    {*                    если n>nMatr,                         *}


    var i,k,m,kb: integer; t: real;


    begin


      if n>nMatr then begin Gauss:=41; Exit end; Gauss:=0;


      for k:=1 to n-1 do begin


        m:=Iput[k];t:=b[m];b[m]:=b[k];b[k]:=t;


        for i:=k+1 to n do b[i]:=b[i]+A[i,k]*t;


      end;


      for kb:=1 to n-1 do begin


        k:=n-kb+1;b[k]:=b[k]/A[k,k];t:=-b[k];


        for i:=1 to n-kb do b[i]:=b[i]+A[i,k]*t;


      end;


      b[1]:=b[1]/A[1,1];


    end; {Gauss}





  function Newton(n:integer; var x: RVector; Rec: Recipr; Jac: Jacob;


                  epsP,epsH: real; var Nit: integer; NitMax: integer;


                  ParamDiv: boolean; NPrn: integer; yScr: byte): integer;


    {*                         (5)                             *}


    {*  Решение системы нелинейных уравнений методом  Ньютона  *}


    {*---------------------------------------------------------*}


    {* * Для решения системы линейных уравнений используются * *}


    {* *   внешняя функция Decomp и процедура Gauss;         * *}


    {*              Параметры функции Newton:                  *}


    {* n>1    - число уравнений                                *}


    {* x      - вектор неизвестных (и начальное приближение)   *}


    {* Rec    - функция для расчета невязки                    *}


    {* Jac    - функция для расчета якобиана                   *}


    {* epsP   - точность по поправке                           *}


    {* epsH   - точность по невязке                            *}


    {* Nit    - число итераций, которое потребовалось для      *}


    {*          достижения заданной точности                   *}


    {* NitMax - ограничение на максимальное кол-во итераций    *}


    {* ParamDiv = true - используется метод Ньютона            *}


    {*                   с параметром                          *}


    {*          = false - используется обычный метод Ньютона   *}


    {* NPrn > 0 - выводится информация о текущих значениях     *}


    {*            невязки и поправки на каждой итерации, а     *}


    {*            также текущее значение x[NPrn]               *}


    {*      < 0 - дополнительная информация выводится в режиме *}


    {*            прокрутки с выводом значения x[|NPrn|]       *}


    {*            (выход из режима - клавиша [q])              *}


    {*      = 0 - дополнительная информация не выводится       *}


    {* yScr   - позиуия на экране, начиная с которой выводится *}


    {*          информация                                     *}


    {*                                                         *}


    {*           * РЕЗУЛЬТАТ - В ПЕРЕМЕННОЙ x *                *}


    {*                                                         *}


    {*                ВОЗВРАЩАЕТ ЗНАЧЕНИЯ:                     *}


    {*  0 - при нормальном завершении                          *}


    {*-51 - расчет в режиме прокрутки прерван                  *}


    {* 51 - прерывание в функции Decomp (Якобиан вырожден)     *}


    {* 52 - невязка не может быть уменьшена за счет уменьшения *}


    {*      итерационного параметра                            *}


    {* 53 - итерации расходятся (Nit>NitMax или NormH>1e15)    *}


    {* 54 - прерывание при расчете невязки                     *}


    {* 55 - прерывание при расчете Якобиана                    *}


    label 1;


    var i: integer; st,ch: char; NormP,NormH,NormH1,t,detA: real;


        H,H1,x1: RVector; J: Matrix;


    function Norm(H: RVector): real;


      var i: integer; NH,mH: real;


      begin


        NH:=0;


        for i:=1 to n do


          begin mH:=abs(H[i]);if mH>NH then NH:=mH end;


        Norm:=NH;


      end;


    begin                        {Newton}


      Newton:=0; Nit:=0; t:=1;


      if Rec(n,H,x)<>0 then begin Newton:=54; Exit end;


      NormH:=Norm(H);


      repeat


        Nit:=Nit+1; st:=' ';


        if Jac(n,J,x)<>0 then begin Newton:=55; Exit end;


        if Decomp(n,J,detA)<>0 then begin Newton:=51; Exit end;


        Gauss(n,J,H); { в H - поправка с обратным знаком! }


        NormP:=Norm(H);


 1:     for i:=1 to n do x1[i]:=x[i]-t*H[i];


        if Rec(n,H1,x1)<>0 then begin Newton:=54; Exit end;


        NormH1:=Norm(H1);


          { Изменение итерационного параметра (если необходимо) }


          if ParamDiv and (NormH1>=NormH) then


            begin


              if t<1e-20 then begin Newton:=52; Exit end;


              t:=t/2; st:='*'; goto 1;


            end;


        x:=x1; H:=H1; NormH:=NormH1; NormP:=t*NormP;


        if t<=0.5 then t:=2*t else t:=1;


        if (Nit>NitMax) or (NormH1>1e15) then


          begin Newton:=53; Exit end;


        { Вывод дополнительной инфориации }


        if (NPrn<>0) and (abs(NPrn)<=n) then


          begin


            if NPrn>0 then


              begin


                gotoXY(1,yScr);


                write('Nit=',Nit:3,' ',st,'t=',t:10,',NrmH=',NormH:10,


                      ',NrmP=',NormP:10,',x[',NPrn,']=',x[NPrn]:10);


              end


            else


              begin


                writeln('Nit=',Nit:3,' ',st,'t=',t:10,',NrmH=',NormH:10,


                   ',NrmP=',NormP:10,',x[',abs(NPrn),']=',x[abs(NPrn)]:10,


                      '  P.K');


                ch:=Readkey;


                if ch='q' then begin Newton:=-1; Exit end;


              end;


          end;


      until (NormP<epsP) and (NormH<epsH);


    end; {Newton}





  function Four_C(sgn,m:integer; var Ra,Ia,Sn,Cn: RFVector;


                  ClcSn:boolean): integer;


    {*                            (6)                                 *}


    {*                Быстрое преобразование Фурье                    *}


    {*            периодической комплексной сеточной функции          *}


    {*----------------------------------------------------------------*}


    {* sgn = +1 - прямое преобразование                               *}


    {*     = -1 - обратное преобразование                             *}


    {* m - параметр, задающий число точек n (n=2^m)                   *}


    {* Ra,Ia - реальная и мнимая части преобразуемой комплексной      *}


    {*         сеточной функции                                       *}


    {* Sn,Cn - массивы sin(pi/(2^(i-1))), cos(pi/(2^(i-1))), i=1,..,m *}


    {* ClcSn = true - массивы Sn и Cn вычисляются в процедуре Four_C  *}


    {*       = false - Sn и Cn должны быть вычислены заранее          *}


    {*----------------------------------------------------------------*}


    {*       Результат преобразования - в массивах Ra и Ia            *}


    {* (амплитуды гармоник в прямом преобразовании нормируются на n)  *}


    {*----------------------------------------------------------------*}


    {*  Возврашает 0 при нормальном завершении и 61, если 2^m>nFVect  *}


    label 1,2;


    var n,n2,i,j,k,s,s2: integer; tx,ty,ux,uy,wx,wy: real;


    function Pow2(n: integer): integer;


      var i,p: integer;


      begin


        p:=1; for i:=1 to n do p:=p*2; Pow2:=p;


      end;


    begin {Four_C}


      if Pow2(m)>nFVect then begin Four_C:=61; Exit end; Four_C:=0;


      if ClcSn then for i:=1 to m do


        begin tx:=pi/Pow2(i-1); Sn[i]:=sin(tx); Cn[i]:=cos(tx) end;


      n2:=Pow2(m-1);n:=n2*2;j:=0;


      for i:=0 to n-2 do


        begin


          if i<j then


            begin


              tx:=Ra[j];ty:=Ia[j];Ra[j]:=Ra[i];


              Ia[j]:=Ia[i];Ra[i]:=tx;Ia[i]:=ty;


            end;


          k:=n2;


  1:      if k>=j+1 then goto 2; j:=j-k; k:=Round(k/2); goto 1;


  2:      j:=j+k;


        end;


      for s:=1 to m do


        begin


          n2:=Pow2(s-1);s2:=n2*2;ux:=1;uy:=0;wx:=Cn[s];wy:=-sgn*Sn[s];


          for j:=0 to n2-1 do


            begin


              i:=j;


              while i<=n-1 do


                begin


                  k:=i+n2;


                  tx:=Ra[k]*ux-Ia[k]*uy;ty:=Ra[k]*uy+Ia[k]*ux;


                  Ra[k]:=Ra[i]-tx;Ia[k]:=Ia[i]-ty;


                  Ra[i]:=Ra[i]+tx;Ia[i]:=Ia[i]+ty;


                  i:=i+s2;


                end;


              tx:=ux*wx-uy*wy;uy:=ux*wy+uy*wx;ux:=tx;


            end;


        end;


      if sgn=1 then


        for i:=0 to n-1 do begin Ra[i]:=Ra[i]/n;Ia[i]:=Ia[i]/n end;


    end; {Four_C}





  function Four_R(sgn,tp,m:integer; var a: RFVector; var Ra,Ia: R2FVector;


                   var Sn,Cn: RFVector; ClcSn:boolean): integer;


    {*                            (7)                                  *}


    {*             Синус- и косинус-преобразование Фурье               *}


    {*               действительной сеточной функции                   *}


    {*-----------------------------------------------------------------*}


    {* sgn = +1 - прямое преобразование                                *}


    {*     = -1 - обратное преобразование                              *}


    {* tp <= 0  - синус-преобразование                                 *}


    {*    >= 1  - косинус-преобразование                               *}


    {* m - параметр, задающий число точек n (n=2^m)                    *}


    {* a - реальная и мнимая части преобразуемой сеточной функции      *}


    {*     ( для синус преобразования необходимо пологать a[0]=a[n]=0) *}


    {* Ra,Ia - вспомогательные массивы                                 *}


    {* Sn,Cn - массивы sin(pi/(2^(i-1))), cos(pi/(2^(i-1))), i=1,.,m+1 *}


    {* ClcSn = true - массивы Sn и Cn вычисляются в процедуре Four_R   *}


    {*       = false - Sn и Cn должны быть вычислены заранее           *}


    {*-----------------------------------------------------------------*}


    {*          Результат преобразования - в массиве a[0..n]           *}


    {*               Не использует внешнюю процедуру                   *}


    {*              комплексного преобразования Фурье                  *}


    {*-----------------------------------------------------------------*}


    {*   Возврашает 0 при нормальном завершении и 71, если 2^m>nFVect  *}


    var i,n: integer;


    function Pow2(n: integer): integer;


      var i,p: integer;


      begin


        p:=1; for i:=1 to n do p:=p*2; Pow2:=p;


      end;


    procedure Four_C(sgn,m:integer; var Sn,Cn:RFVector; ClcSn:boolean);


      label 1,2;


      var n,n2,i,j,k,s,s2: integer; tx,ty,ux,uy,wx,wy: real;


      begin {Four_C}


        if ClcSn then for i:=1 to m do


          begin


            tx:=pi/Pow2(i-1); Sn[i]:=sin(tx); Cn[i]:=cos(tx)


          end;


        n2:=Pow2(m-1);n:=n2*2;j:=0;


        for i:=0 to n-2 do


          begin


            if i<j then


              begin


                tx:=Ra[j];ty:=Ia[j];Ra[j]:=Ra[i];


                Ia[j]:=Ia[i];Ra[i]:=tx;Ia[i]:=ty;


              end;


            k:=n2;


    1:      if k>=j+1 then goto 2; j:=j-k; k:=Round(k/2); goto 1;


    2:      j:=j+k;


          end;


          for s:=1 to m do


            begin


              n2:=Pow2(s-1);s2:=n2*2;ux:=1;uy:=0;wx:=Cn[s];wy:=-sgn*Sn[s];


              for j:=0 to n2-1 do


                begin


                  i:=j;


                  while i<=n-1 do


                    begin


                      k:=i+n2;


                      tx:=Ra[k]*ux-Ia[k]*uy;ty:=Ra[k]*uy+Ia[k]*ux;


                      Ra[k]:=Ra[i]-tx;Ia[k]:=Ia[i]-ty;


                      Ra[i]:=Ra[i]+tx;Ia[i]:=Ia[i]+ty;


                      i:=i+s2;


                    end;


                  tx:=ux*wx-uy*wy;uy:=ux*wy+uy*wx;ux:=tx;


                end;


            end;


      end; {Four_C}


    begin  {FourR}


      n:=Pow2(m);


      if n>nFVect then begin Four_R:=71; Exit end; Four_R:=0;


      for i:=0 to n do


        begin Ra[i]:=a[i];Ia[i]:=0 end;


      for i:=n+1 to 2*n-1 do


        begin Ra[i]:=0;Ia[i]:=0 end;


      Ra[0]:=Ra[0]/2;Ra[n]:=Ra[n]/2;


      Four_C(sgn,m+1,Sn,Cn,ClcSn);


      for i:=0 to n do if tp<=0 then a[i]:=-sgn*Ia[i] else a[i]:=Ra[i];


      if sgn=1 then for i:=0 to n do begin a[i]:=2*a[i]/n end;


    end; {Four_R}





  function Errors(code: integer): string;


    {*  По коду ошибки возвращает сообщение   *}


    {* Если кода нет в списке - возвращает '' *}


    const TxtErr: array[1..14] of string =


     ('S3M: Cлишком велика размерность вектора (n>nVect=',


      'S3: Cлишком велика размерность вектора (n>nVect=',


      'S3: Aргумент вне допустимого интервала (x<xi[0] или x>xi[n]) ',


      'Decomp: Cлишком велика размерность матрицы (n>nMatr=',


      'Decomp: Mатрица вырождена (det|A|<1e-15)',


      'Gauss: Cлишком велика размерность матрицы (n>nMatr=',


      'Newton: Расчет в режиме прокрутки прерван ',


      'Newton: Прерывание в функции Decomp (Якобиан вырожден)',


      'Newton: Невязка не может быть уменьшена за счет уменьшения параметра',


      'Newton: Итерации расходятся (Nit>NitMax или NormH>1e15)',


      'Newton: Прерывание при расчете невязки',


      'Newton: Прерывание при расчете Якобиана',


      'Four_C: Cлишком велика размерность вектора (2^m>nFVect=',


      'Four_R: Cлишком велика размерность вектора (2^m>nFVect=');


    begin


      case code of


  11:   Errors:=TxtErr[1]+snVect+')';


  21:   Errors:=TxtErr[2]+snVect+')';


  22:   Errors:=TxtErr[3];


  31:   Errors:=TxtErr[4]+snMatr+')';


  32:   Errors:=TxtErr[5];


  41:   Errors:=TxtErr[6]+snMatr+')';


 -51:   Errors:=TxtErr[7];


  51:   Errors:=TxtErr[8];


  52:   Errors:=TxtErr[9];


  53:   Errors:=TxtErr[10];


  54:   Errors:=TxtErr[11];


  55:   Errors:=TxtErr[12];


  61:   Errors:=TxtErr[13]+snFVect+')';


  71:   Errors:=TxtErr[14]+snFVect+')';


      else


        Errors:='';


      end;


    end; {Errors}





BEGIN


    Str(nVect,snVect); Str(nMatr,snMatr); Str(nFVect,snFVect);


END.
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