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Рассматриваются вопросы внутренней полиэдральной аппроксимации 
выпуклых компактных тел с дважды непрерывно дифференцируемыми 
границами и положительными главными кривизнами. Исследуется рост 
числа гиперграней в классе хаусдорфовых адаптивных методов внутренней 
полиэдральной аппроксимации, асимптотически оптимальных по порядку 
роста числа вершин аппроксимирующих многогранников. Показано, что 
порядок роста числа гиперграней наряду с порядком роста числа вершин 
является оптимальным. Получены явные выражения для констант в 
соответствующих оценках. Библ. 33. 
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1. Аппроксимация многогранниками является традиционным 
средством теории выпуклых множеств. Первые аппроксимационные теоремы 
восходят к Минковскому [1]. Эти утверждения широко использовались (см., 
например, [2]) для получения результатов, связанных с геометрией выпуклых 
поверхностей. Задача аппроксимации с точки зрения сложности 
аппроксимирующих многогранников в виде числа элементов гранной 
структуры, таких как вершины или гиперграни, также была исследована. 
Были получены асимптотические оценки минимального числа вершин или 
гиперграней, необходимых для получения заданной точности аппроксимации 
(см., например, обзоры в [3, 4]). Вместе с тем о полной мощности гранной 
структуры аппроксимирующих многогранников известно значительно 
меньше. Так в работах [5] получены для размерности пространства большей 
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или равной четырем оценки зависимости точности аппроксимации от 
ограничения на максимальное число граней произвольной размерности. 
Оценки получены для гладких тел с точностью до неопределенных констант. 
В [6] в трехмерном случае получена асимптотика для числа ребер (1-мерных 
граней). Из формулы Эйлера следуют в этом случае оценки, аналогичные, 
полученным в [5]. 

Наряду с задачей оценки минимального числа граней или вершин, 
необходимых для достижения заданной точности, стоит практически важная 
задача разработки оптимальных методов полиэдральной аппроксимации 
выпуклых компактных тел. Такая задача возникает во многих приложениях: 
в теории оптимального управления [7], кодировании изображений [8], 
математическом моделировании [9]. Важное практическое значение 
вычислительные алгоритмы полиэдральной аппроксимации имеют в задачах 
многокритериальной оптимизации и принятия решений [10], [11]. В рамках 
этих исследований был предложен [12] и разработан (см. [10], [11]) 
адаптивный метод «Уточнения Оценок», который показал себя практически 
пригодным для аппроксимации выпуклых ОМД большой размерности. В 
качестве обобщения и исследования этого метода было начато развитие 
теории оптимальных адаптивных методов полиэдральной аппроксимации: 
был предложен [13], [14], теоретически [15]-[18] и экспериментально [19]  
исследован и нашел практическое применение [10], [11] класс хаусдорфовых 
(или H-) методов полиэдральной аппроксимации (см. обзор результатов в 
[10], [11], [20]). 

В [13]-[15] было показано, что при аппроксимации гладких тел 
хаусдорфовы методы восполнения являются оптимальными по порядку 
числа вершин аппроксимирующих многогранников. В настоящей работе 
исследуется рост числа гиперграней в этом классе методов восполнения. 
Показано, что порядок роста числа гиперграней тот же, что и порядок роста 
числа вершин, и является оптимальным. Исследования проводятся для 
случая, когда аппроксимируемые тела имеют дважды непрерывно 
дифференцируемые границы и положительные главные кривизны. Получены 
явные выражения для констант в соответствующих оценках. 

 
2. Рассмотрим евклидово пространство Ed со скалярным произведением 

<⋅,⋅>, расстоянием ρ(⋅,⋅) и нормой ||⋅||. Обозначим через C класс выпуклых 
компактных множеств с непустой внутренностью, т.е. выпуклых компактных 
тел. Через ∂C обозначим границу тела С, через int C – множество его 
внутренних точек, через σ(C) – его поверхностный объем. Обозначим через 
C+

2 – класс выпуклых компактных тел с дважды непрерывно 
дифференцируемой границей и положительными главными кривизнами. 
Через R∂C и r∂C обозначим максимальный и минимальный радиусы кривизны 
∂C, C∈C+

2, соответственно. Пусть P, P⊂C, – класс выпуклых телесных 
многогранников (выпуклых оболочек конечного множества точек, не 
лежащих в одной гиперплоскости). Для P∈P  через Mt(P) обозначим 
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множество его вершин (граней нулевой размерности), а через mt(P) – число 
его вершин, через Mf(P) обозначим множество векторов единичных внешних 
нормалей к его гиперграням (граням размерности (d-1)), а через mf(P) − число 
его гиперграней. Обозначим через С(n, k) число сочетаний из n по k, через 
card T – мощность множества T, через ⎣⋅⎦ − ближайшее целое снизу.  
Обозначим через Bd(r, z) шар в Ed радиуса r с центром в z, а через Bd(r) шар 
радиуса r с центром в  начале координат, единичный шар обозначим через Bd,  
и пусть Sd-1 := ∂Bd. Обозначим через cl операцию замыкания и через  aff и 
conv − операции взятия аффинной и выпуклой оболочки, соответственно. 
Через proj (x, X) обозначим проекцию точки x на множество X. Конусом 
видимости K(p, C) тела C из точки p∉C назовем минимальный конус с 
вершиной в p, содержащий C. Для C∈C и u∈Ed\{0} введем обозначения 
опорной функции g(u, C) := max {<u, x>: x∈C} и опорной гиперплоскости l(u, 
C) := {x∈Ed: <u, x> = g(u, C)}. 

Для C∈C введем класс P i(C) внутренних многогранников, вершины 
которых принадлежат ∂C (вписанных многогранников). Определим также 
классы 

P i
m(C) := {P∈P i(C): mt(P) ≤ m}, 

P i
[m](C) := {P∈P i(C): mf(P) ≤ m}. 

Рассмотрим традиционную (см. [3], [4]) для рассматриваемой задачи метрику 
Хаусдорфа 

δ(C1, C2) := max {sup{ρ(x, C2): x∈C1}, sup{ρ(x, C1): x∈C2}}. 
Обозначим также величины минимально достижимого отклонения в 
заданных классах многогранников аппроксимации: 

δ(C, P i
m) := inf {δ(C, P): P∈P i

m(C)}, 
δ(C, P i

[m]) := inf {δ(C, P): P∈P i
[m](C)}. 

Известна следующая оценка на эти величины [21], [22], C∈C: 
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где здесь и далее через consta,b,... обозначаются положительные константы, 
зависящие только от параметров a,b, ... . При аппроксимации достаточно 
гладких тел известна точная асимптотика [23], C∈ C+

2: 
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где ϑl есть плотность покрытия пространства El шарами фиксированного 
радиуса (см. [24]), πd := πd/2/Γ((d/2)+1) – объем единичного шара, kC(x) – 
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кривизна Гаусса-Кронекера (произведение главных кривизн) в точке x∈∂C и 
σ(x) – элемент поверхностного объема в точке x. Заметим, что точно 
известны только величины ϑ1=1 и ϑ2= 27/2π . Оценки для остальных 
величин ϑl могут быть найдены, например, в [25]. История получения оценок 
(2), (3) рассмотрена в обзорах [3], [4]. Отметим, что члены следующего 
порядка малости по m в асимптотике вида  (2), (3) рассмотрены, например, в 
[26]. 

Пусть теперь 
P i

{m}(C) := P i
m(C) ∩ P i

[m](C) ≡ {P∈P i(C): mt(P) ≤ m, mf(P) ≤ m} 
– класс аппроксимирующих многогранников с ограничением сложности 
гранной структуры: числа вершин и гиперграней одновременно, т.е. первого 
и последнего компонентов вектора чисел граней (или f-вектора) [27]. 
Обозначим 

δ(C, P i
{m}) := inf {δ(C, P): P∈P i

{m}(C)}. 
Из [5] для C∈ C+

2 и d≥4 вытекают следующие оценки на эту величину: 
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Оценки (4), (5), в отличие от (2), (3) не являются асимптотически точными, 
причем верхняя оценка (5) содержит неопределенную явно константу. 
Заметим, что метод доказательства, использованный в [5], не позволяет для 
конкретного выпуклого тела явно конструировать аппроксимирующие 
многогранники, обладающие соответствующими свойствами. 

При d=2 число вершин и граней (т.е. ребер) многоугольника совпадают 
и поэтому для δ(C, P i

{m}(C)) могут быть использованы асимптотики (2) и (3). 
В [6] в случае d=3 получена асимптотика для ограничения по числу ребер (1-
мерных граней). Из формулы Эйлера, связывающей числа вершин, ребер и 
граней трехмерного выпуклого многогранника, следуют в этом случае 
утверждения, аналогичные (4) и (5) и для d=3. 

Таким образом, для C∈C+
2 при  d≥2 справедливы свойства 
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Верхняя оценка (1) справедлива для всего класса выпуклых тел C. 
Верхняя оценка (6) справедлива только для класса C+

2. Из гипотезы 
П.М.Грубера (см. в [5]) следует предположение о справедливости (6) для 
всего класса C. Это предположение остается открытым. 
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3. Рассмотрим теперь одну из общих аппроксимационных схем – схему 
восполнения [13], [14], [20]. 

СХЕМА ВОСПОЛНЕНИЯ 
Пусть построен Pn∈P i(C). Тогда (n+1)-я итерация состоит из двух 

шагов. 
Шаг 1. Выбираем pn∈∂C. 
Шаг 2. Кладем Pn+1 := conv {pn, Pn}. 

Конкретные методы, основанные на схеме восполнения, можно 
характеризовать способами решения двух задач:  способом выбора pn∈∂C и  
способом построения Pn+1 := conv {pn, Pn} в виде, требуемом для 
продолжения итераций. Такие методы мы будем называть методами 
восполнения. 

Если в некотором методе восполнения многогранник начального 
приближения P0 принадлежит P i(C), то и Pn∈P i(C) для любого n. В этом 
случае будем говорить, что последовательность многогранников {Pn}n=0,1,2,... 
является последовательностью восполнения для C или последовательностью 
многогранников, порождаемой данным методом восполнения для тела С и 
многогранника начального приближения P0∈P(C). 

Последовательность многогранников {Pn}n=1,2,..., порождаемую для С∈C 
и P0∈P i(C) некоторым методом восполнения, будем называть хаусдорфовой 
или H(γ, C)-последовательностью восполнения, если существует константа 
γ > 0 такая, что для любого n = 0, 1, ... справедливо 

δ(Pn, Pn+1) ≥ γ δ(Pn, C).                                       (8) 
Так как 

δ(Pn, Pn+1) = ρ(pn, Pn), 
то условие (6) может быть переформулировано как 

ρ(pn, Pn) ≥ γ δ(Pn, C). 
Методы, порождающие H-последовательности восполнения, будем называть 
хаусдорфовыми (или H-) методами восполнения. Имеет место свойство 
сходимости H-последовательностей к аппроксимируемым телам: если 
{Pn}n=0,1,..., есть Н-последовательность для С∈C, то 

0),(lim =
∞→

CPn
n

δ .                                            (9) 

Скорость сходимости и асимптотические свойства хаусдорфовых 
последовательностей и различных конкретных методов, порождающих эти 
последовательности, подробно изучены в [13]-[18], обзор в [20]. В частности 
в [18] доказано, что если {Pn}n=0,1,..., есть Н-последовательность восполнения 
для C∈ C+

2, то 
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Задачей настоящего исследования будет доказательство следующего 
результата, касающегося числа гиперграней в H-последовательностях 
восполнения. 

Теорема 1. Пусть C∈C+
2 и {Pn}n=0,1,... есть H(γ, С)-последовательность 

восполнения. Тогда 
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Сравнение верхних оценок (10) и (11) с нижней оценкой (7) 
показывает, что порядок роста числа вершин и гиперграней в H-
последовательностях восполнения является оптимальным в классе C+

2. 
 
4. Идея доказательства основана на оценке увеличения числа 

гиперграней аппроксимирующего многогранника на итерации схемы 
восполнения. Обозначим через Φ(P) множество всех граней многогранника 
P. Обозначим через Φd-1(P) множество (d-1)-мерных граней (гиперграней) 
многогранника P. Пусть F∈Φd-1(P). Аффинную оболочку aff F гиперграни F 
можно представить в виде пары (rF; uF), где uF∈M f(P) и  rF такое, что для 
любой точки q∈aff F выполняется <uF, q> = rF. 

Обозначим 
∂Pp

+ := {F∈Φd-1(P): <uF, p > > rF}, 
∂Pp

0 := {F∈Φd-1(P): <uF, p > = rF }, 
∂Pp

- := {F∈Φd-1(P): <uF, p > < rF }. 
Пусть 

Mt(p, P) := {t∈Mt(P), t∈F1∩F2: F1∈∂Pp
+,  F2∈∂Pp

-} 
и mt(p, P) := card Mt(p, P). Для дальнейшего изложения нам понадобится 
следующая лемма. 

Лемма 1. Пусть P∈P, p∉P, P' = conv {p, P}. Тогда 
mf(P') - mf(P)≤ С(mt(p, P), d-1). 

Доказательство. Согласно [28], для f∈Φ(P) справедливо f∈Φ(P') тогда 
и только тогда, когда существует F∈Φd-1(P) такая, что f⊂F и F∈∂Pp

-. Кроме 
того, если f∈Φ(P), то conv {p, f}∈Φ(P') тогда и только тогда, когда: 
а) либо существуют F1, F2 ∈ Φ(P) такие, что f ⊂ F1∩F2 и F1∈∂Pp

+, F2∈∂Pp
-; 

б) либо p∈aff (f). 
Случай б) число гиперграней не увеличивает. Поэтому  остальные 

новые гиперграни многогранника P' представляют собой выпуклые оболочки 
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точки p и (d-2)-мерных граней многогранника P, вершины которых все лежат 
во множестве Mt(p, P). Каждая (d-2)-мерная грань образуется из d-1 
различных вершин,  откуда вытекает утверждение леммы.  

 
5. Поскольку доказательство в общем случае достаточно громоздко, 

рассмотрим сначала для иллюстрации важный частный случай 
аппроксимации многомерного шара. Впервые он рассмотрен в [29]. Оценим 
рост числа гиперграней для H(1, Bd)-последовательностей восполнения. Этот 
случай можно изучить, используя более простые и наглядные конструкции. 

Теорема 2. Пусть {Pn}n=0,1,... есть H(1, Bd)-последовательность 
восполнения. Тогда существует N >0 такое, что для любого n≥N 
выполняется 

mf(Pn+1) - mf(Pn) ≤ C(5d-1, d-1). 
Сначала опишем кратко ход доказательства. Идея состоит в оценке на 

основе леммы 1 числа вершин многогранника Pn, которые могут участвовать 
в образовании новых граней. Множество таких вершин обозначим через 
T(n) := Mt(pn, Pn). Мы построим более широкое множество – сферический шар 
ΩB(n) на сфере Sd-1, который содержит множество T(n). Затем мы рассмотрим 
еще более широкое множество – шар ΩB*(n), который содержит все 
сферические шары с центрами из множества T(n) и одинаковым радиусом 
µ n+1, равным половине минимального сферического расстояния между 
вершинами P n+1. Далее мы покажем, что радиус νn* шара ΩB*(n) не более 
чем в 5 раз превосходит величину µn+1. Оценив число шаров с центрами из 
T(n), вложенных в шар ΩB*(n), получим искомую оценку. Число шаров 
оценивается просто из отношения поверхностного объема шара ΩB*(n) к 
объему сферического шара радиуса µn+1 на сфере Sd-1. 

Обозначим δ(n) := δ(B, Pn). Для δ(n) < 1 пусть 
ΩB(n) := cl (Sd-1 \ K(pn, Bd(1 - δ(n)))). 

Лемма 2 [14]. Пусть C∈C , r>0 и z такие, что Bd(r, z)⊂C. Тогда для 
любого C'∈C  такого, что  C'⊂C и δ(C', C) < r, имеем Bd(r - δ(C', C), z)⊂C'. 

Лемма 3. Пусть дана H(1, Bd)- последовательность восполнения. Тогда 

T(n) ⊂ ΩB(n). 
Доказательство. В силу леммы 2 выполняется включение 

B d(1 - δ(n))⊂Pn, так что 
K(p, B d(1 - δ(n))) ⊂ K(p, Pn).                                     (12) 

Рассмотрим множество Ω1(n) := cl (Sd-1 \ K(p, Pn)). Из определения T(n) 
следует, что T(n)⊂Ω1(n), а из (12) следует Ω1(n)⊂ΩB(n), что доказывает 
утверждение леммы.  

Пусть x,y∈Sd-1. Обозначим через µ(x, y) геодезическое расстояние 
между x и y на сфере Sd-1. Величина  µ(x, y) есть угол между векторами x, y. 
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Введем обозначение для метрического шара на Sd-1: 
DB

µ(p, ν) := {x∈Sd-1: µ(p, x)≤ν}, p∈Sd-1. Введем  также обозначения: 

µn := 
2
1 min{µ(p1, p2): p1, p2∈Mt(Pn), p1≠p2}, n≥0, 

µn*:= 
2
1 min{µ(pn, p): p∈Mt(Pn)}, n≥1. 

Заметим, что для любого N≥1 справедливо 
µN +1 = min{µ0, min{µn*, 1≤n≤N}}.                               (13) 

Далее, для любых n'>n≥ 1 выполняется µn'* ≤ µn*. Отсюда и из (13) 
следует, что 

µn+1 = min{µ0, µn*}.                                              (14) 
Лемма 4. Пусть дана H(1, Bd)- последовательность восполнения. Тогда 

существует N >0 такое, что для любого n≥N выполняется 
µn+1 = arccos (1 - δ(n)) / 2. 

Доказательство. Заметим, что в H(1, B d)-последовательности для 
любого n > 0 справедливо 

g(pn, Bd) - g(pn, Pn) = δ(n).                                     (15) 
Заметим, что g(pn, Pn) = max {<pn, p>: p∈Mt(Pn)}. Пусть p(n)∈Mt(Pn) такая, что 
<pn, p(n) > = max {<pn, p>: p∈Mt(Pn)}. Тогда из (15) следует, что  

<pn, p(n) > = 1 - δ(n).                                          (16) 
Поскольку cos (µ(pn, p(n))) = <pn, p(n)>, то из (16) следует 

µ(pn, p(n)) = arccos (1 - δ(n)) .                               (17) 
Пусть ln :=  l(pn, Pn). Гиперплоскость ln отделяет pn от Pn и проходит 

через p(n). Кроме того, легко видеть, что для любой точки x∈Bd∩ln 
справедливо 

µ(pn, x) = µ(pn, p(n)).                                       (18) 
Итак, не существует такой точки p∈Mt(Pn), что выполняется 
µ(pn, p)<µ(pn, p(n)). Отсюда и из (17) следует 

µn* = µ(pn, p(n))/2 = arccos (1 - δ(n))/2.                    (19) 
В силу (9) и (17) существует N >0 такое, что для любого n≥N 

выполняется µ0>µn* поэтому утверждение леммы непосредственно следует 
из (14) и (19).  

Найдем теперь радиус ν n* сферического шара ΩB*(n) := DB
µ(pn, νn* ), 

который содержит все сферические шары с центрами из множества T(n) и 
одинаковым радиусом µ n+1. 

Лемма 5. Пусть дана H(1, Bd)- последовательность восполнения. Тогда 
существует N, такое, что для любого n≥N выполняется: 

νn* ≤ 5µn+1. 
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Доказательство. Рассмотрим сечение шара Bd двумерной плоскостью, 
проходящей через начало координат и точку pn (см. рис. 1). Обозначим через 
отрезок [C, D] двумерное сечение гиперплоскости ln :=  l(pn, Pn), через [pn, 
B] – отрезок двумерного сечения поверхности конуса K(pn, Bd(1 - δ(n))), 
заключенный в  Bd, через [B, E] – соответствующий отрезок двумерного 
сечения гиперплоскости, проходящей через (Sd-1∩∂K(pn, Bd(1 - δ(n)))) \ {pn}. 

Из (18) и (19) следует, что для любой точки x∈B d∩ln справедливо 
µ(pn, x) = 2µn*. Итак, µ(pn, С) = 2µn*. Легко видеть, что µ(C, B) = µ(pn, С). По 
определению ΩB*(n) имеем νn* ≤ µ(pn, B) +  µn* = 5µn*.  

Доказательство теоремы 2. По лемме 1 справедлива оценка 
mf(Pn+1) - mf(Pn) ≤ C(card T(n), d-1). 

Найдем оценку для card T(n). Легко видеть, что для любых несовпадающих 
p1, p2 ∈ Mt(Pn+1), n≥0, справедливо 

int DB
µ(p1, µn+1) ∩ int DB

µ(p2, µn+1) = ∅.                          (20) 
С другой стороны 

∪{DB
µ(t, µn+1): t⊂[ΩB(n)∩Mt(Pn+1)]} ⊂ DB

µ(pn, νn*).              (21) 
Поэтому в силу (20), (21) справедливо неравенство 

card T(n) ≤ σ(DB
µ(pn, νn*)) / σ(DB

µ(pn, µn+1)).                                   (22) 
Объем сферического метрического шара DB

µ (p, µ) при 0≤µ≤π/2 можно 
оценить через объем его проекции на касательную гиперплоскость в точке p 
и объем боковой части, соединяющей проекцию с границей шара, как 

(sin µ)d-1πd-1 ≤ σ(DB
µ(p, µ)) ≤ [1 + (d-1) sin (µ/2)] (sin µ)d-1πd-1.          (23) 

Используя эту формулу, оценку для ν *n, полученную в лемме 5, и малость 
µn+1, следующую из леммы (4),  преобразуем (22) к следующему виду: 

card T(n) ≤ (sin (5µn+1) / sin µn+1)d-1 + ψ(n), 
где ψ(n)→0 при n→∞. Отсюда, учитывая целочисленность card T(n), 
получаем утверждение теоремы.  

 
6. Найдем теперь оценку изменения числа граней на итерации H-схемы 

восполнения, аналогичную полученной в теореме 2, но для случая 
произвольных выпуклых компактных тел с гладкой границей и 
произвольных хаусдорфовых схем. Ход доказательства в целом будет 
повторять доказательство теоремы 2, но усложняются конструкции и оценки. 

Теорема 3. Пусть C∈C+
2 и {Pn}n=0,1,... есть H(γ, С)-последовательность 

восполнения. Тогда существует N >0 такое, что для любого n≥N 
выполняется 

mf(Pn+1) - mf(Pn) ≤ C(φ(d, γ, C), d-1), 
где функция φ(⋅) определена в утверждении теоремы 1. 

Внутренним шаром качения  (внутренним шаром Бляшке, см. [30]-[33]) 
для тела C в точке p∈∂C называют шар Вi(p) := Bd(r∂C , oi(p)), такой что 
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Вi(p)⊂C и p∈Вi(p)∩∂C. При этом радиус r∂C является максимальным, при 
котором указанные включения выполняются для любого p∈ ∂C. Внешним 
шаром качения (внешним шаром Бляшке)  для тела C в точке p∈∂C называют 
шар Вe(p) := Вd(R∂C, oe(p)), такой что С⊂Вe(p) и p∈Вe(p)∩∂C. При этом радиус 
R∂C является минимальным, при котором указанные включения выполняются 
для любого p∈∂C. Обозначим через µe(⋅, ⋅) и µi(⋅, ⋅) геодезические метрики на 
Вe(p) и Вi(p), соответственно. Обозначим через Dµ

e(p, r) и Dµ
i(p, r) 

геодезические шары радиуса r с центром в p, соответственно на Вe(p) и Вi(p). 
Обозначим через µ(⋅, ⋅) геодезическое расстояние на ∂С. Введем обозначение 
для метрического шара на ∂C: Dµ(p, ν) := {x∈∂C: µ(p, x)≤ν}. Введем  также 
аналогично предыдущему пункту обозначения µn и µn*. Для этих величин 
также будут справедливы утверждения (13) и (14). 

Определим, как и при рассмотрении случая аппроксимации шара, 
множество T(n) := Mt(pn, Pn). Обозначим δ(n) :=  δ(C, Pn). Для δ <r∂C введем 
обозначение Вi,δ (p) := B d(r∂C  - δ, oi(p)). Для δ(n) < r∂C обозначим 

Ω(n) := cl (∂C \ K(pn, Вi,δ (n)(p))). 

Заметим, что в силу гладкости соответствующих множеств σ(Ω(n)) 
существует. 

 Лемма 6. Пусть δ(n) < r∂C. Тогда 
T(n) ⊂ Ω(n). 

Доказательство. В силу леммы 2 выполняется включение Вi,δ (n)(p)⊂Pn, 
так что 

K(p, Вi,δ (n)(p)) ⊂ K(p, Pn).                                     (24) 
Рассмотрим множество Ω1(n) := cl (∂C \ (K(p, Pn)). Из определения T(n) 

следует, что T(n)⊂Ω1(n), а из (24) следует Ω1(n)⊂Ω(n), что доказывает 
утверждение леммы.  

Рассмотрим вместо Ω(n) более широкое множество 

Ω*(n) := Ω(n) ∪ . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂∈
+U

)(
1),(

nΩx
nxD µµ

Заметим, что в силу построения σ(Ω*(n)) существует. Для любых 
несовпадающих p1, p2 ∈ Mt(Pn+1), n≥0, справедливо 

int Dµ(p1, µn+1) ∩ int Dµ(p2, µn+1) = ∅. 
С другой стороны, из леммы 6 следует 

∪{Dµ(t, µn+1): t∈ T(n) } ⊂ Ω*(n). 
Поэтому 

card T(n) ≤ σ(Ω*(n)) / σ(Dµ(pn, µn+1)).                                  (25) 
Оценим множество Ω*(n) сверху множеством, поверхностный объем 
которого можно легко рассчитать. 
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Пусть  
Ω1(n) := cl (∂Вe(pn) \ K (pn, Вi,δ (n)(pn))). 

Рассмотрим множество 

Ω2(n) := Ω1(n) ∪ . ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

∂∈
+U

)(
1

1

),(
nΩx

ne xD µµ

Множество Ω2(n) есть шар Dµ
e(pn, Rn) некоторого радиуса Rn, причем 

σ(Ω*(n)) < σ(Ω2(n)).                                                 (26) 
Оценим µn+1 и Rn. 

Лемма 7. Справедлива оценка 

[ ] ))(()(
2

2
11 non

r C δδγ +−− ∂  ≤ µn+1 ≤ ))(()(
2

2
non

R C δδ +∂  

Доказательство. Пусть p* := proj (pn, P n) и u* := (pn-p*)/||pn-p*||. Пусть 
l* := l(u*, Pn). Гиперплоскость l* отделяет pn от Pn.  Обозначим через π(u, v) 
двумерную плоскость определенную векторами u  и v (возможно 
неоднозначно при их совпадении) и проходящую через pn. Пусть π* := π(u*, 
pn-oi(pn)) (см. рис. 2). Тогда oi(pn)∈π*. Обозначим через A точку p* – 
основание проекции pn на Pn и через B – основание проекции oi(pn) на l*. 
Тогда A,B∈π*. Пусть {x1, x2} := ∂Вi(pn)∩l*∩π* и D := argmin {ρ(x1, pn), 
ρ(x2, pn)}. Тогда, по построению,  

µi(pn, D) ≤ µi(pn, x)                                                      (27) 
для любого x∈∂Вi(pn)∩l*. Так как радиус кривизны во всех точках ∂C 
превышает r∂C, то для любых x∈∂Вi(pn)∩l* и y∈∂C∩l*∩π(u*, x - oi(pn)), 
выполняется 

µi(pn, x) ≤ µ(pn, y).                                                     (28) 
Так как Mt(Pn)∩l*≠∅, то по определению µn* выполняется 

min{µ(pn, y): y∈∂С∩l*} ≤min{µ(pn, y): y∈Mt(Pn)∩l*} = 2µn*.                (29) 
Из (27), (28), (29) следует, что 

µn* ≥ µi(pn, D)/2 ≥ ρ(pn, D)/2 = (x2 + w2)1/2/2,                          (30) 
где x := ρ(A, D), w := ρ(pn, A). 

По построению 
w ≥ γδ(n).                                                 (31) 

Оценим x снизу: 
x = ρ(B, D) - ρ(A, B) = (r2 - h2)1/2 - (r2 - (h+w)2)1/2, 

где h := ρ(oi(pn), B), r := r∂C. В силу (31) имеем x ≥ x1(h), где 
x1(h) := (r2 - h2)1/2 - (r2 - (h+γδ(n))2)1/2, 

причем r-δ(n) ≤ h ≤ r-γδ(n). Найдем такое h0, что 
x1(h0) = min{x1(h): r-δ(n) ≤ h ≤ r-γδ(n)}. 
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Функция x1(h) убывающая на 0 ≤ h ≤ r-γδ(n), т.к. 

0
][]))(([

)(
2/1222/122

1 ≥
−

−
+−
+

=
hr
h

nhr
nh

dh
dx

γδ
γδ . 

Таким образом, h0 = r-δ(n). Итак,  
x ≥ x1(h0) = [r2 – (r-δ(n))2]1/2 – [r2 - (r-δ(n)+γδ(n))2]1/2 = 

 = (2rδ(n))1/2 [(1-δ1(n))1/2 - (1-γ)1/2(1-(1-γ)δ1(n))1/2], 
где δ1(n):=δ(n)/(4r). Отсюда 

 x ≥ (2rδ(n))1/2 [1- (1-γ)1/2 - γδ1(n) + o(δ1(n))].                         (32) 
Из (30), (31), (32) и (14) следует левое неравенство утверждения леммы. 
Рассмотрим нормальное направление un∈Sd-1 к ∂C в точке pn, и пусть 

ln := l(un, Pn). Пусть y1∈∂Вe(pn)∩ln∩π(un, pn-oe(pn)). 
Заметим, что для любого y∈∂Вe(pn)∩ln справедливо 

µe(pn, y) = µe(pn, y1).                                          (33) 
Кроме того, для любых x∈∂C∩ln∩π(un, y - oi(pn)) выполняется 

µ(pn, x) ≤ µe(pn, y).                                              (34) 
Гиперплоскость ln отделяет pn от Pn. Так как Mt(Pn)∩ln ≠∅, то по определению 
µn* из (34) следует 

µn* ≤ µe(pn, y)/2.                                              (35) 
Пусть E – основание проекции oe(pn) на ln (см. рис. 2). Заметим, что 
ρ(oe(pn), E) ≥ R∂C -δ(n), и из (33), (34), (35) вытекает 

µn*  ≤ µe(pn, y1)/2 = R∂C arccos (ρ(oe(pn), E)/R∂C)/2 ≤  
≤ R∂C arccos (1 - δ(n)/R∂C)/2 =  

=

2/12
)()(2arcsin

2
1

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂∂
∂

CC
C R

n
R

nR δδ  =  

= ))(()(
2

2
non

R C δδ +∂ . 

Правое неравенство в утверждения леммы доказано.  
Лемма 8. Справедлива оценка 

Rn ≤ ))(()(
2

25 non
r

R

C

C δδ +
∂

∂ . 

Доказательство. Для произвольных двух точек u и v через [u, v) 
обозначим луч, исходящий из u и проходящий через v. Пусть δ(n) < r∂C . 
Возьмем произвольную y′∈∂K(pn, Вi,δ(n)(pn))∩∂Be(pn), y′≠pn. Обозначим 

 x′ := [pn, y′)∩∂Вi(pn), z′ := [pn, y′)∩∂C, q := [pn, y′)∩∂Вi,δ(n)(p).  
В силу подобия треугольников с вершинами в pn, oe(pn), y′ и в pn, oi(pn), 

x′ (см. рис. 2), справедливо 
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µe(pn, y′) = 2R∂C arccos(1 - δ(n)/r∂C) = 

=

2/12
)()(2arcsin2

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

∂∂
∂

CC
C r

n
r

nR δδ  =  

= ))(()(22 non
r

R

C

C δδ +
∂

∂ . 

Тогда в силу последнего равенства и леммы 7 выполняется 
Rn = µe(pn, y′) + µn+1 ≤ 

≤ ))(()(
2

2
)(22 non

R
n

r
R C

C

C δδδ ++ ∂

∂

∂  ≤  

≤ ))(()(
2

25 non
r

R

C

C δδ +
∂

∂ .  

Доказательство теоремы 3. 
По лемме 1 справедлива оценка 

mf(Pn+1) - mf(Pn) ≤ C(card T(n), d-1). 
В силу (25), (26) справедливо неравенство 

card T(n) ≤ σ(Ω2(n)) / σ(Dµ
i(pn, µn+1)),                                   (36) 

где Ω2(n) есть шар Dµ
e(pn, Rn) радиуса Rn. 

Объем сферического метрического шара Dµ
e(pn, µ) при 0 ≤ µ/R∂C ≤ 

π/2 можно оценить через объем его проекции на касательную гиперплоскость 
в точке p и объем боковой части, соединяющей проекцию с границей шара, 
как 

σ(Dµ
e(pn, µ)) ≤ πd-1R∂C

d-1sind-1(µ/R∂C)[1 + (d-1) sin (µ/(2R∂C))].          (37) 
Объем сферического метрического шара Dµ

i(pn, µ) при 0≤µ/r∂C≤π/2 можно 
оценить как 

πd-1r∂C
d-1sind-1(µ/r∂C) ≤ σ(Dµ

i(pn, µ)).                                   (38) 
Используем (36), подставляя для µ в (37) оценку Rn из леммы 8, а в (38) 
нижнюю оценку µn+1 леммы 7, получаем, учитывая малость µn+1: 

card T(n) ≤ 
1

11
5

−

∂

∂
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

d

C

C
r
R

γ
  + ψ(n), 

где ψ(n)→0 при n→∞. Отсюда, учитывая целочисленность card T(n), 
получаем утверждение теоремы.  

 
7. Перейдем теперь к доказательству основного утверждения работы. 
Доказательство теоремы 1. Пусть f(n) := mf(Pn+1) - mf(Pn). В силу 

теоремы 2, существует N, такое, что при n≥N выполняется 
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f(n) ≤ θ(d, γ, C),                                             (39) 
где θ(d, γ, C) := C(φ(d, γ, C), d-1) и функция φ(d, γ, C) определена в 
утверждении теоремы. Для n>N перепишем mf(Pn) в виде 

∑∑
=

−

=
++=

n

Nk

N

k

fnf kfkfPmPm )()()()(
1

0

0 . 

В силу (39) выполняется 

),,()1()( CdNnkf
n

Nk
γθ+−≤∑

=
. 

Заметим далее, что для H(γ,C)-последовательностей и C∈C+
2 

выполняется ([18], (2.9); [20], лемма 2.4.4;) 
mt(Pn) = mt(P0) + n. 

Тогда для mf(Pn) получается оценка 

( )[ ] ),,( 1)()()()()( 01

0

0 CdNPmPmkfPmPm tntN

k

fnf γθ−+−+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +≤ ∑
−

=
. 

Откуда 

).,,()()()()(
1

0

0 CdPmkfPmPm ntN

k

fnf γθ+⎟
⎠

⎞
⎜
⎝

⎛ +≤ ∑
−

=
                (40) 

Легко видеть, что для любого d ≥ 2 и x, y ≥ 0 справедливо неравенство 
(x + y)2/(d-1) ≤ x2/(d-1) + y2/(d-1) +2(xy) 1/(d-1).                       (41) 

Поскольку в силу (10) справедливо 
0)(),(lim )1/(1 =−

∞→

dntn
n

PmPCδ , 

то из (40), (41) получим 

1
2

)1/(21
2

)(),(suplim),,()(),(suplim −

∞→

−−

∞→
≤ dntn

n

ddnfn

n
PmPCCdPmPC δγθδ , 

откуда, с учетом (10), получается утверждение теоремы.  
 
8. В настоящей работе был исследован рост числа гиперграней в классе 

хаусдорфовых методов восполнения.  Было показано, что порядок роста 
числа гиперграней тот же, что и порядок роста числа вершин, и является 
оптимальным. Полученные результаты могут быть использованы для 
исследования сложности конкретных методов из рассматриваемого класса с 
точки зрения числа вычислений опорной функции аппроксимируемого тела, 
в частности, широко используемого в приложениях метода «Уточнения 
Оценок». 
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