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Введение 
Аппроксимация многогранниками является традиционным сред-

ством теории выпуклых множеств. Первые аппроксимационные тео-
ремы восходят к Минковскому [1]. В частности, Минковским было 
доказано, что для каждого выпуклого тела можно найти сходящуюся 
последовательность выпуклых полиэдров, аппроксимирующих это 
тело. Эти утверждения широко использовались (см., например, [2]) 
для получения результатов, связанных с геометрией выпуклых по-
верхностей. Однако долгое время интерес к задаче был сугубо тео-
ретическим. В настоящее время задача аппроксимации выпуклых 
компактных тел многогранниками возникает во многих приложени-
ях: в математическом программировании [3], кодировании изобра-
жений [4] и др. На целесообразность использования аппроксимации 
выпуклых компактных тел в многокритериальных задачах принятия 
решений указывали Н.Н. Моисеев [5] и Г.С. Поспелов [6]. Важное 
практическое значение вычислительные алгоритмы полиэдральной 
аппроксимации выпуклых компактных тел имеют в задачах приня-
тия решений на основе использования математических моделей в 
методе Обобщенных Множеств Достижимости (ОМД), разрабаты-
ваемого в ВЦ РАН, начиная с 70-х годов (обзор этого направления 
дан в [7], [8], [9], [10]). 

Важным отличием адаптивных методов полиэдральной аппрок-
симации от методов приближенного описания с помощью отдельно 
взятых выпуклых тел (таких, как симплекс, параллелепипед, эллип-
соид, цилиндр: см., например, обзоры теории в [11], [12]) является 
возможность аппроксимации выпуклых компактных тел с любой 
степенью точности. За это преимущество, однако, приходится пла-
тить высокую цену: как показывают теоретические оценки ([13], 
[14], [15], [16] и др.), а также экспериментальные и прикладные ис-
следования ([17], [18], [19], [20], [21], [22], [23], [24]), сложность 
описания аппроксимирующего многогранника быстро растет с уве-
личением точности и ростом размерности аппроксимируемого тела. 

До 80-х годов прошлого столетия методы построения полиэд-
ральных аппроксимаций выпуклых тел размерности, большей двух, 
существовали, в основном, "на бумаге" и вытекали из конструкций, 
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использовавшихся при получении соответствующих оценок в тео-
рии оптимальной полиэдральной аппроксимации (см. [1], [25], [13], 
[14], [26] и более поздние работы этого направления [27], [28], [29], 
[30], [31], [32], [33]). В 80-х годах стандартный подход к построению 
многогранников, аппроксимирующих выпуклые множества, стал 
основываться на расчете значений опорной функции аппроксими-
руемого множества на некоторой заданной сетке направлений (см., 
например, [17], [34]). Было, однако, показано [4], [35], что использо-
вание заранее заданных (так называемых неадаптивных) сеток на-
правлений не позволяет эффективно аппроксимировать многомер-
ные множества, особенно в негладком случае. 

С 80-х годов в ВЦ РАН в рамках метода ОМД развивались тео-
рия и практика адаптивных итерационных методов полиэдральной 
аппроксимации. В частности, был разработан адаптивный метод 
«Уточнения Оценок» (см. историю его создания в [7]), который по-
казал себя практически пригодным для аппроксимации выпуклых 
ОМД большой размерности. С обобщения и исследования этого ме-
тода на основе теории оптимальной полиэдральной аппроксимации 
выпуклых тел и было начато развитие теории оптимальных адаптив-
ных методов полиэдральной аппроксимации, рассматриваемой в на-
стоящей работе. 

Далее во введении будет дан обзор существующих теории и ме-
тодов полиэдральной аппроксимации выпуклых компактных тел. 

0.1. Многогранники наилучшей аппроксимации 
Рассмотрим евклидово пространство Ed со скалярным произве-

дением <⋅,⋅>, расстоянием ρ(⋅,⋅), нормой ||⋅|| и Лебеговой мерой µ. 
Пусть Br(z) обозначает замкнутый шар радиуса r с центром в z, Bd – 
единичный шар с центром в начале координат, Sd-1 – сферу направ-
лений, т.е.  границу Bd, и пусть πd := µ(Bd). Для ε, 0 < ε, и X ⊂ Ed обо-
значим 

[X]ε := {x∈Ed: ρ(x, X) ≤ ε},   (X)ε := {x∈Ed: ρ(x, X) < ε}. 
Множество K⊂Ed называется конусом, если для любого x∈K и λ, 
0≤λ, справедливо λx∈K. Множество C⊂Ed называется выпуклым, 
если (1-λ)x+λy ∈ C для всех x, y∈C и 0<λ<1. Выпуклой оболочкой 



множества X⊂Ed называется множество conv X, являющееся пересе-
чением всех выпуклых множеств, содержащих X.  Выпуклой кони-
ческой оболочкой множества X⊂Ed называется множество cone X, 
являющееся пересечением всех выпуклых конусов, содержащих X. 
Для двух выпуклых множеств C1 и C2 введем обозначение выпукло-
го множества 

C1 + C2 := {z∈Ed: z=x+y, x∈C1, x∈C2} 
(сумма по Минковскому). Для λ∈R и выпуклого C обозначим 

λC := {z∈Ed: z= λx, x∈C}. 
Для λ≥0 введем внешнее и внутреннее параллельные множества как 

Сλ := C + Bλ(0) = ,   СU
Cx

xB
∈

)(λ -λ := {z∈Ed: Bλ(z)⊂C}. 

Ясно, что в нашем случае [С]λ = Сλ, λ≥0. Через proj (x, X) обозначим 
проекцию точки x на множество X, через card X – мощность множе-
ства X. 

Обозначим через C класс выпуклых компактных множеств с не-
пустой внутренностью, т.е. выпуклых компактных тел (ВКТ). В слу-
чае d = 2 говорят также о выпуклых дисках. Через ∂C обозначим 
границу тела С, через int C – множество его внутренних точек, через 
ω(C) – его асферичность (минимальное отношение радиусов концен-
трических внешнего R(C) и внутреннего r(C) шаров) и через σ(C) – 
его поверхностный объем (см. [48]). Обозначим через Cs класс ВКТ с 
s раз непрерывно дифференцируемой границей, и пусть C+

s – класс 
ВКТ с s раз непрерывно дифференцируемой границей положитель-
ными главными кривизнами, s ≥ 2. ВКТ из класса C+

2 называют ино-
гда «овалоидами». ВКТ из класса Cs мы будем иногда в тексте, для 
краткости, называть гладкими телами. Для s≥2 через rmin(C) и  rmax(C) 
обозначим минимальный и, соответственно, максимальный радиусы 
кривизны ∂C, C∈C s. 

Пусть P, P ⊂ C, – класс выпуклых телесных многогранников (вы-
пуклых оболочек конечного множества точек, не лежащих в одной 
гиперплоскости). Для P∈P  через Mt(P) обозначим множество его 
вершин, а через mt(P) – число его вершин, через Mf(P) обозначим 
множество векторов единичных внешних нормалей к его гипергра-
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ням (граней максимальной размерности), а через mf(P) - число его 
гиперграней. Для C∈C введем класс P i(C) внутренних многогранни-
ков, вершины которых принадлежат ∂C (вписанных многогранни-
ков), и класс P c(C) внешних многогранников, гиперграни которых 
касаются ∂C (описанных многогранников). Определим также классы 

P i
m(C) := {P∈ P i(C): mt(P) ≤ m},   P c

m(C) := {P∈ P c(C): mf(P) ≤ m}.1

Рассмотрим традиционные для рассматриваемой задачи метрики 
на C (см. [11], [12]): метрику Хаусдорфа (метрику Бляшке) 

δH(C1,C2) := max {sup{ρ(x, C2): x∈C1}, sup{ρ(x, C1): x∈C2}} 
и метрику объема симметрической разности (Никодимову метрику) 

δS(C1,C2) := µ (C1∆C2), 
где C1∆C2 := (C1\C2)∪(C2\C1) . 

В дальнейшем, где это возможно, будем опускать индексные 
обозначения. Так, через δ  будем обозначать δH и δS, через Pm(C) бу-
дем обозначать P i

m(C) и P c
m(C), через P(C) будем обозначать Pm(C) 

для любых m ≥ d+1, через M(P), m(P) будем обозначать Mt(P), mt(P) 
для P∈P i(C) и Mf(P), mf(P) для P∈P  c(C). Обозначим также 

δ(C, Pm(C)) := inf {δ(C, P): P∈ Pm(C)}. 
Пусть E0

d := Ed\{0}, 
C0:={C⊂C : {0} ∈ int C} 

– класс ВКТ, содержащих внутри себя начало координат, P0 := C0∩P, 
P0(C) := P0∩P(C), 

Для u ∈ E0
d введем обозначения опорной функции 

g(u, C) := max {<u, x>: x∈C}, 
опорного полупространства 

L(u, C) := {x∈Ed: <u, x> ≤ g(u, C)}, 
опорной гиперплоскости 

l(u,C) := {x∈Ed: <u, x> = g(u, C)}, 
множества точек касания 

T(u,C) := {p∈∂C: <u, p> = g(u, C)} 
и конуса внешних единичных нормалей в граничной точке p∈∂C 

 
1 В работах [11], [60] для класса P c

m(C) используется обозначение 
P c

(m)(C). 
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S(p,С) := {u∈Sd-1: <u, p> = g(u, C)}. 
Для произвольного p∈Ed нам будет удобно использовать обозначе-
ния 

g(u, p) := <u, p>,  
l(u, p) := {x∈Ed: <u, x> = <u, p>}, 
L(u, p) := {x∈Ed: <u, x> ≤ <u, p>}, 

что, очевидно, не противоречит введенным ранее определениям 
опорных функции, гиперплоскости и полупространства. 

Пусть C∈C0 и x∈Ed, через 
g*(x, C):=min {λ≥0: x∈λC} 

обозначим дистанционную [48] (калибровочную [49] или Минков-
ского) функцию для C. Из определения дистанционной функции сле-
дует, что 

g*(x, C)=||x||/||x0||, 
где x0=[o, x)∩∂C – точка пересечения луча, исходящего из начала 
координат и проходящего через x, и границы тела C (см. [48], заме-
чание 11.1). Эту точку x0 обозначим через 

t(x, C) := x/g*(x, C) ∈ ∂C, x∈E0
d. 

Пусть ω0(C) есть минимальное отношение радиусов R0(C) внеш-
него и r0(C) внутреннего шаров с центрами в начале координат. Яс-
но, что ω0(C)≥ω(C). 

Пусть C∈C. Точку z∈C будем называть экстремальной, если она 
не допускает представления в виде (1-λ)x+λy, где x, y ∈ C и 0 < λ < 
1. Множество экстремальных точек тела C обозначим через ext C. 
Точку z∈C будем называть экспонированной, если С∩l(u,C)={z} для 
некоторого u∈S(z,С). Множество экспонированных точек тела C 
обозначим через exp C.  Точку z∈C будем называть дальней, если 
существует шар, описанный вокруг  C и содержащий z на своей гра-
нице. Множество дальних точек тела C обозначим через exp* C.  

Через consta,b,... будем обозначать положительные константы, за-
висящие от параметров a,b, ... . 

Пусть задано некоторое C∈C. Классическим результатом теории 
выпуклых множеств (см. [11], [50]) является тот факт, что для мет-
рики δ (т.е. δH и δS) в классе Pm(C) (т.е. P i

m(C) и P c
m(C)) найдется 

многогранник Πm, не обязательно единственный, на котором дости-



гается δ(C,Pm(C)). Этот многогранник называется многогранником 
наилучшей аппроксимации (МНА) 2: 

δ(C, Πm) = δ(C, Pm(C)). 
Даже для двумерных тел задача нахождения МНА чрезвычайно 

сложна (за исключением простейших специальных случаев) ([27], 
[12]). Вместе с тем МНА могут служить эталоном полиэдральной 
аппроксимации ВКТ. Поэтому приведем необходимые нам извест-
ные оценки зависимости минимальной неточности аппроксимации 
δ(C, Pm(C)) от числа вершин (гиперграней) МНА m. Прочие сведения 
о МНА можно почерпнуть из обзоров[27], [12], [50]. 

Прежде всего, известно, что 

0),(lim =
∞→ mm

C Pδ .                                         (0.1.1) 

Впервые этот факт (для внутренних многогранников) доказан, по-
видимому, в [1]. Для классов  P im(C) и P cm(C) это свойство вытекает, 
например, из следующих верхних оценок, полученных независимо в 
[13] и [14]: 

)1/(2
,,const

),( −≤ d
dC

m m
C δδ P .                                           (0.1.2) 

 Нижние оценки скорости сходимости МНА рассмотрим сначала 
для достаточно гладких тел. Для C∈C+

2 справедлива следующая 
оценка, полученная в [15] и [16]: 

)1/(2
,,const

),( −≥ d
dC

m m
C δδ P .                                         (0.1.3) 

                                                      
2 Этот результат настолько «классический», что мы нигде не нашли его 

доказательства. Впрочем, существование МНА нетрудно доказать, перейдя 
в пространство Emd и рассмотрев, например, множество Cm⊂Emd, состоящее 
из точек с координатами m (d-мерных) точек тела C. Очевидно, что это 
множество компактно как декартово произведение компактов C. Пусть 
c∈Emd и tj: Emd → Ed есть проекция j-го d-мерного картежа координат. То-
гда 

inf{δ(C, P(c)): P(c)=conv {x1, … xm}, xi=tj(c), c∈ Cm} 

 8 

достигается, так как δ(C, P(c)) непрерывно зависит от с. При этом возмож-
ное совпадение точек не выводит из класса Pm(C). 



Более того, результаты исследований [26], [51] (метрика δH и 
C∈C+

3) [27], [28], [29], [30] (метрика δH и условие  C∈ C+
2, а также 

метрика δS), показывают, что для C∈ C+
2 справедливо более сильное 

утверждение: 

)1/(2
,,const

~),( −d
dC

m m
C δδ P .                                            (0.1.4) 

При этом из [26] следует, что (0.1.4) справедливо, если граница ∂C 
является кусочно-гладкой, т.е. состоит из конечного числа гиперпо-
верхностей класса C3 с положительными главными кривизнами (см. 
замечание в конце настоящего следующего пункта). 

Рассмотрим значения констант из (0.1.4) в асимптотике. 
Пусть рассматривается метрика δH и  C∈C2. Тогда, согласно [52] 

(d=2,3), [26], [51] (C+
3), [29] (C+

2) и [33] (C2), справедливо 
)1/(2

2/1

1

1)1/(2 )()(
2
1),(lim

−

∂
−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ∫

d

C C
d

dd
m

H

m
xdxkmC σ

π
ϑδ P ,          (0.1.5) 

где ϑl есть плотность покрытия пространства El шарами фиксиро-
ванного радиуса (см. [53]), πd := πd/2/Γ((d/2)+1) – объем единичного 
шара, kC(x) – кривизна Гаусса-Кронекера (произведение главных 
кривизн) в точке x∈∂C и σ(x) – элемент поверхностного объема в 
точке x. Заметим, что точно известны только величины ϑ1=1 и 
ϑ2= 27/2π . Оценки для остальных величин ϑl могут быть найдены, 
например, в [54]. Отметим, что члены следующего порядка малости 
по m в асимптотике вида  (0.1.5) рассмотрены для метрики Хаусдор-
фа, например, в [55]. 

Рассмотрим метрику δS, и пусть  C∈C2. Тогда, согласно [27], [28], 
[30] (C+

2) и [33] (C2), существуют константы deld-1 и divd-1 (триангу-
ляционные числа Делоне и Дирихле-Вороного, соответственно), за-
висящие только от d, что 

( ) )1/()1()1/(1
1

)1/(2 )()(del
2
1),(lim

−+

∂

+
−

−

∞→ ∫=
dd

C
d

Cd
d

m
iS

m
xdxkmC σδ P  ,   (0.1.6) 

( ) )1/()1()1/(1
1

)1/(2 )()(div
2
1),(lim

−+

∂

+
−

−

∞→ ∫=
dd

C
d

Cd
d

m
cS

m
xdxkmC σδ P .   (0.1.7) 

При этом точно известны только значения del1=1/6, del2=1/(2√3), 
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div1=1/12, div2=5/(18√3). Отметим, что члены следующего порядка 
малости по m в асимптотиках вида  (0.1.6)-(0.1.7) рассмотрены для 
метрики объема, например, в [56]. 

Таким образом, степень 2/(d-1) в оценках (0.1.2)-(0.1.4) для  C∈C2 
неулучшаема. Обратимся к нижним оценкам для тел с негладкой 
границей. Очевидно, что для любого P∈P справедливо 

δ(P, Pm(C)) = 0, m ≥ m(P).                                      (0.1.8) 
В случае, когда число экстремальных точек аппроксимируемого тела 
не является конечным, возможны скорости сходимости промежу-
точные между (0.1.4) и (0.1.8). Согласно [31], при d=2 для произ-
вольного C∈C справедливо 

( )33/12 )()(
12
1),(lim ∫∂∞→

=
C Cm

iS

m
xdxkmC σδ P ,         (0.1.9) 

где кривизна kC(x) определена почти везде на границе ∂C и интеграл 
рассматривается как Лебегов. Соответственно, при условии 

0)()( 3/1 =∫∂C C xdxk σ                                   (0.1.10) 

мы получаем скорость сходимости со степенью большей, чем 2/(d-
1). Однако результат [31] не дает определить эту степень. Сущест-
вующий аппарат, который позволяет оценивать скорость сходимо-
сти МНА в этом случае, вместе с необходимыми для дальнейшего 
изложения нашими добавлениями излагается в следующем пункте. 

0.2. Аппроксимируемость и аппроксимационное 
число выпуклых компактных тел (ВКТ) 

В этом разделе будет изучаться только метрика Хаусдорфа, так 
как для метрики симметричной разности содержательные результа-
ты в негладком случае отсутствуют. Для характеристики аппрокси-
мационных свойств негладких тел введем следующие понятия. 
Пусть C∈C. Пусть s>0. Обозначим 

[ ] ,),(inflim:)(
s

m
H

m

s CmCa Pδ
∞→

=  [ ] .),(suplim:)(
s

m
H

m

s
CmCa Pδ

∞→
=  

В [15] для характеристики нижней границы скорости сходимости 
МНА введена величина  

}0)( :0inf{:)( =>= CasC sα  
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и названа аппроксимационным числом тела C. Поскольку нас инте-
ресуют верхние границы скорости сходимости методов полиэдраль-
ной аппроксимации (а значит, как эталона и МНА), то назовем эту 
величину нижним аппроксимационным числом C. Введем верхнее 
аппроксимационное число тела C [57] как 

}0)( :0inf{:)( =>= CasC
s

α . 
Очевидно, что )()( CC αα ≤ , и в случае равенства этих величин 
можно говорить об аппроксимационном числе α(C). 

Из (0.1.2) следует, что 

2
1)( −

≤
dCα ,                                          (0.2.1) 

причем из (0.1.4) следует, что при C∈C+
2 справедливо  α(C) = (d-1)/2. 

  Для дальнейшего изложения нам понадобится дать ряд опреде-
лений из теории размерности Хаусдорфа (см., например, [58], [59]). 

Пусть R – пространство с метрикой ρ. Для U⊂R через D(U) обо-
значим диаметр множества 

D(U) := sup {ρ(x, y): x,y∈U} 
(примем, что D(∅)=0 и D(U)0=1). Пусть s  – произвольное действи-
тельное число, 0 ≤ s < ∞. Для A⊂R и ε > 0 обозначим 

⎩
⎨
⎧

⎭
⎬
⎫

≤∈⊂= ∑
∞

=

∞

=1 1
)(,,:)(inf:)(

i i
iii

s
is EDEEAEDA U εε Rm . 

Определим s-размерную меру Хаусдорфа как 
)(lim)(sup:)(

00
AAA sss

ε

ε

ε

ε
mmm

↓↓
== . 

Определим размерность Хаусдорфа как единственное число dim A, 
такое что ms(A)=∞ при 0 ≤ s < dim A и ms(A)=0 при dim A < s < ∞. 
Более формально, 

dim A := sup{s≥0: ms(A)>0}= sup{s≥0: ms(A)=∞} = 
= inf{s≥0: ms(A)<∞} = inf{s≥0: ms(A)=0}. 

В [15] получена нижняя оценка нижнего аппроксимационного 
числа α(C), равная половине хаусдорфовой размерности множества 
дальних точек C (экстремальных точек, в которых существует внеш-
няя касательная к телу окружность): 
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CC exp*dim
2
1)( ≥α .                                      (0.2.2) 

В работе [15] из (0.2.2), как более общего результата, следует 
(0.1.3): при C∈C+

2 имеем exp*C ≡ ∂C, откуда  α(C) = α(C) = (d-1)/2. 
При этом, как показано в [15], для любого s, 0 ≤ s ≤ 1/2, существует 
выпуклый диск C, такой что  α(C) = s. 

Поскольку для нас важны верхние границы скорости сходимости 
неточности в методах аппроксимации, то в настоящей работе нас 
будет интересовать верхняя оценка верхнего аппроксимационного 
числа )(Cα , для негладких тел более сильная, чем (0.2.1). Для полу-
чения верхних оценок использовать аппарат хаусдорфовых мер за-
труднительно по следующей, например, причине. Пусть имеется 
счетная совокупность множеств {Ai, i=1,2,...} из R. Тогда, согласно, 
например,  [59], 

...}2,1:sup{dimdim
1

==
∞

=

iAA i
i

iU .                            (0.2.3) 

Поэтому хаусдорфова размерность счетного множества точек равна 
нулю. Вместе с  тем, как мы увидим в нашей работе (см. § 4.7), су-
ществуют выпуклые диски со счетным числом дальних точек и не-
нулевым нижним аппроксимационным числом. 

Для получения верхних оценок сходимости методов полиэдраль-
ной аппроксимации нами будет использован аппарат метрической 
размерности, или размерности Минковского (см. гл. 4 или, напри-
мер, [36], [59]). 

В [57] показано (см. в настоящей работе теорему 4.5.1, а так-
же следствие 4.7.1), что, по крайней мере, в плоском случае верх-
нее аппроксимационное число  ВКТ в определенном смысле свя-
зано  с метрической размерностью его крайних точек. Более под-
робно этот вопрос обсуждается в главе 4. 

Аппроксимационное число недостаточно полно описывает ап-
проксимационные свойства выпуклого тела. Например, α(C)=0 при 
C∈P,  и существуют такие C∈C\P, причем строго выпуклые и регу-
лярные, что α(С)=0 [15]. Для характеристики различных способов 
сходимости величины δ(C, Pm) к нулю в [15] предлагается использо-

 12 



вать множество хаусдорфовых функций H. Элементами H являются 
неотрицательные возрастающие вещественные функции h, опреде-
ленные на [0, +∞), непрерывные справа и удовлетворяющие условию 
h(0) = 0. В этом классе определяется аппроксимируемость тела C∈C 
как множество функций 

 }0)(:{:)( >∈= CahC hHA , 
где 

( ).),( inflim:)( mmh CmhCa Pδ
∞→

=  

Чем меньше множество )(CA , тем лучше тело C может быть ап-
проксимировано многогранниками. Величину )(CA  мы будем на-
зывать нижней аппроксимируемостью тела C. Введем также верх-
нюю аппроксимируемость тела C как 

 }0)(:{:)( >∈= CahC hHA , 
где 

( ).),(  suplim:)( m
m

h CmhCa Pδ
∞→

=  

Очевидно, что )()( CC AA ⊆ , и в случае совпадения этих множеств 
можно говорить об аппроксимируемости A(C). 

В [15] дана нижняя оценка множества )(CA  для C∈C  (через 
обобщенную хаусдорфову размерность множества exp*C) и показа-
но, что C∈P  тогда и только тогда, когда )(CA  ≡ ∅. В настоящей 
работе нас будет интересовать верхняя оценка верхней аппроксими-
руемости )(CA , более сильная для негладких тел, чем (0.2.6), и, в 
частности, равная пустому множеству в классе P. 

В заключение пункта определим класс ВКТ, для которого поря-
док 2/(d-1) является неулучшаемым. Для 0 ≤ α ≤ (d-1)/2 обозначим 

C(α) := {C∈C: )(Cα =α}. 
Обозначим 

C# := C((d-1)/2). 
Из (0.1.3) следует, что C+

2⊂C#. Пусть также 
C* := {C∈C: dim exp* C = d-1}. 

Ясно, что C+
2⊂C*. Однако из  
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2

1
   ,: +

=

∈∈= CC i

n

i
i CCC I  

также следует, что C∈C*. Действительно, как нетрудно показать, все 
точки границы будут в этом случае дальними, т.к. в точке на границе 
пересечения конечного семейства шаров всегда существует внешний 
касающийся шар. Исходя из (0.2.2), можно показать также  [92], что 
к C* принадлежат также множества с точкой, в окрестности которой 
граница дважды-непрерывно дифференцируема, а главные кривизны 
– положительны. Такой случай часто встречается в приложениях. В 
любом случае, для класса C* из (0.2.1)-(0.2.2) следует, что 

*   ,
2

1)()()( C∈
−

=== CdCCC ααα .                       (0.2.7) 

Поэтому C*⊂C#. Таким образом, класс C# достаточно широк, чтобы 
охватить ВКТ, аппроксимация которых требуется в приложениях. 

Результаты (0.1.2)-(0.1.7) показывают, что относительно класса 
C# известно достаточно много. Гораздо меньше известно о классе 
C(α), когда α<(d-1)/2. Ясно, что поскольку P⊂C(0), то C(0)≠∅. Из 
нашей работы [57] (см. следствие 4.7.1) вытекает также, что в плос-
ком случае (d=2) справедливо C(α)≠∅ при любом  α, 0≤α≤(d-1)/2 
(следствие 4.7.2). Результат (0.1.9) работы [31] говорит о том, что в 
плоском случае в класс C((d-1)/2) не входят ВКТ с нулевым аффин-
ным периметром (см. условие (0.1.10)). Теория ВКТ из C(α) при 
α<(d-1)/2 требует своей разработки. Результаты работ [31] и [57] (см. 
гл. 4) являются только начальным вкладом в эту теорию. 

0.3. Методы полиэдральной аппроксимации и их 
эффективность  

Пусть для C∈C имеется некоторый метод полиэдральной ап-
проксимации (МПА), под которым мы будем понимать способ по-
строения последовательности многогранников {Pn}n=0,1,…, Pn∈P(C) 
(P im(C) или P cm(C)), сходящейся к телу C в заданной метрике (такую 
последовательность мы будем называть аппроксимирующей). При-
мером может служить гипотетический метод построения МНА с по-
следовательно растущим числом вершин (гиперграней). 
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Нас, прежде всего, будет интересовать качество аппроксимации с 
точки зрения числа вершин и/или гиперграней многогранников, по-
лучаемых с помощью данного метода. Надо сказать, что теория эф-
фективности МПА долгое время была развита недостаточно. Причи-
ной было отсутствие реальных МПА, порождающих многогранники, 
близкие по свойствам к МНА. Ниже приводится классификация 
МПА, развитая в наших работах по теоретическому [39], [40], [57] и 
экспериментальному [46], [18], [19], [20] исследованию адаптивных 
МПА. 

Пусть C∈C и P∈P (C). Величину 

),(
))(,(

:)( )(

PC
CC

P Pm

δ
δ

η
P

=  

назовем эффективностью аппроксимации тела C многогранником P 
(с точки зрения числа вершин или гиперграней соответственно). 

Пусть F:={Pn}n=1,2,... – сходящаяся к C∈C последовательность 
многогранников из P(C). Величины 

)(inflim:)F( n

n
Pηη

∞→
= ,    )(suplim:)F( n

n
Pηη

∞→
=  

назовем, соответственно, нижней и верхней асимптотической эф-
фективностью аппроксимации тела C последовательностью F. Ес-
ли нижняя и верхняя асимптотическая эффективность совпадают, 
можно говорить об эффективности аппроксимации тела C. Нако-
нец, под эффективностью метода полиэдральной аппроксимации 
тела C будем понимать эффективность порождаемой им последова-
тельности многогранников. 

Очевидно, что 1)()(0 ≤≤≤ FF ηη , причем для любого МНА Πm, 
m=d+1, d+2, ..., эффективность аппроксимации равна единице. По-
этому гипотетический метод построения МНА будем называть оп-
тимальным. МПА, порождающий для тела C последовательность c 
асимптотической эффективностью, равной 1, будем называть асим-
птотически оптимальным. 

МПА, порождающий для тела C последовательность c нижней 
асимптотической эффективностью, большей нуля, будем называть 
асимптотически эффективным. Из (0.1.2)-(0.1.3) следует, что для 
асимптотически эффективной последовательности {Pn}n=0,1,… спра-
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ведливо 

)1/(2
,,

)(
const

),( −≤ dn
dCn

Pm
PC δδ .                                     (0.3.1) 

Более того, если C∈C+
2, то 

)1/(2
,,

)(
const

),( −≥ dn
dCn

Pm
PC δδ .                                     (0.3.2) 

Пусть C∈C и 0)( >Cα . МПА назовем оптимальным по порядку 
числа вершин (гиперграней) для С, если он порождает последова-
тельность  многогранников с тем же порядком скорости сходимости, 
что и у МНА. Более формально, МПА назовем оптимальным по по-
рядку числа вершин (гиперграней) для С, если он порождает после-
довательность  {Pn}n=0,1,…, в которой для любого s>0 такого, что 

s
sdC

m m
C ,,,const

),( δδ ≤P ,                                   (0.3.3) 

справедливо 

sn
sdCn

Pm
PC

)(
const'

),( ,,, δδ ≤ .                                   (0.3.4) 

МПА будем называть асимптотически эффективным (оптималь-
ным по порядку) для класса C*⊂C, если он является асимптотически 
эффективным (оптимальным по порядку) для каждого C∈C*. 

Нетрудно видеть, что асимптотически эффективный МПА явля-
ется (при условии 0)( >Cα ) оптимальным по порядку. Вместе с тем 
заметим, что МПА может быть оптимальным по порядку и иметь, в 
то же время, асимптотическую эффективность, равную 0. Например, 

такой случай может иметь место, если 0)(
)(

=Ca
Cα

, т.е. 

[ ] ,0),(suplim
)(

=
∞→

C
m

H

m
Cm

α
δ P  

 в то время как 

[ ] 0),()(suplim
)(

>
∞→

CnHn

n
PCPm

α
δ . 

Для C∈C+
2 понятия асимптотической эффективности и оптимально-

сти по порядку совпадают. Совпадают они и для класса ВКТ с час-
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тично гладкой границей (см. замечание после неравенства (0.1.4)). 
Однако для класса C*, а, следовательно, и для класса C#, они могут 
уже не совпадать. Заметим, наконец, что для того, чтобы некоторый 
метод был оптимален по порядку в классе C#, необходимо и доста-
точно, чтобы для любого тела C∈C#  в порождаемой методом после-
довательности {Pn}n=0,1,… выполнялось 

)1/(2
,,

)(
const

),( −≤ dn
dCn

Pm
PC δδ .                                  (0.3.5) 

Мы рассмотрели МПА с точки зрения их эффективности. Рас-
смотрим их с точки зрения той информации, которая требуется в 
процессе их выполнения, прежде всего с точки зрения способа зада-
ния аппроксимируемого тела. 

ВКТ, полиэдральную аппроксимацию которого следует постро-
ить, может быть задано следующими основными способами: 

1) функцией принадлежности (в случае неявного способа зада-
ния аппроксимируемого тела задача ее вычисления сводится к зада-
че оптимизации с квадратичным функционалом): 

χ(x, C) := {1: x∈C; 0: x∉C}; 
2) аналитически; 
3) через опорную или дистанционную (калибровочную) функ-

ции, которые могут быть заданы также либо через алгоритм расчета 
для конкретного аргумента, либо аналитически (сводятся к задаче 
оптимизации с линейным функционалом); 

4) другими, более сложными способами, например, возможно-
стью построения проекции внешней точки на границу аппроксими-
руемого тела (сводится к задаче оптимизации с квадратичным функ-
ционалом). 

В задачах принятия решений основным можно считать способ 
неявного задания аппроксимируемого тела через алгоритм расчета 
значений его опорной или дистанционной функции. 

Наконец, рассмотрим различие между итерационными (step-by-
step [29], [30], [60]; sequential [4], [35]) и неитерационными метода-
ми.   В итерационных методах шаг за шагом осуществляется уточне-
ние аппроксимации, при этом конечная точность может быть как 
задана заранее, так и определяться в процессе итераций. Среди ите-
рационных методов выделяются методы адаптивные (active [4], 
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[35]), в которых, в отличие от методов неадаптивных (passive [4], 
[35]), строится последовательность многогранников, в которой по-
строение описания каждого следующего многогранника существен-
но зависит от информации об аппроксимируемом теле, полученной 
на предыдущих итерациях. Так, например, на каждой итерации ме-
тода множество вершин (гиперграней) аппроксимирующего много-
гранника может увеличиваться на одну вершину (гипергрань), при-
чем с учетом информации о близости текущего многогранника к ап-
проксимируемому телу. Заметим, однако, что гипотетические мето-
ды построения МНА не могут принадлежать к классу таких методов, 
так как множество M(Πm+1) существенно отличается от M(Πm) (все 
вершины и гиперграни «сдвинуты»). В этом легко убедиться на 
примере правильных n- и (n+1)-угольников, являющихся МНА для 
круга. 

Иногда ([4], [35]) различают бесконечно продолжимые и конеч-
ные итерационные методы. В последних в алгоритме метода суще-
ственно используется параметры, связанные с пороговой (конечной) 
аппроксимацией. 

Пусть аппроксимируемое тело задано через опорную или дис-
танционную (калибровочную) функции и аппроксимирующий мно-
гогранник P построен некоторым МПА. Обозначим через mg(P) и 
mg*(P) число вычислений опорной и дистанционной функции  тела 
C, необходимое для построения P. Ясно, что для построения одной 
вершины (гиперграни) требуется как минимум один расчет опорной 
(дистанционной) функции. Пусть теперь C∈C. По аналогии с опре-
делением оптимальности методов по порядку  числа вершин (гипер-
граней) МПА назовем оптимальным по порядку числа вычислений 
опорной (дистанционной) функции, если он порождает последова-
тельность  {Pn}n=0,1,…, в которой для любого s>0 такого, что выпол-
няется (0.3.3), справедливо и 
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,,,,,,
sng
sdCn

sng
sdCn

Pm
PC

Pm
PC δδ δδ ≤≤ .           (0.3.6) 

0.4. Обзор известных методов полиэдральной 
аппроксимации 

Приведем краткий обзор известных МПА. Значительная часть из 
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них не носит практического характера и содержится в доказательст-
вах различных утверждений, касающихся возможностей аппрокси-
мации ВКТ многогранниками. Мы приводим эти методы для полно-
ты картины. 

1) Классическим примером служит МПА, с помощью которого в 
[1] была доказана возможность аппроксимации ВКТ многогранни-
ками с любой степенью точности. В этом методе  аппроксимируемое 
тело задается своей характеристической функцией, рассматривается 
метрическая ε-сеть, и в качестве аппроксимации берется выпуклая 
оболочка тех ее узлов, которые принадлежат аппроксимируемому 
телу. Нетрудно видеть, что в этом случае для построения полиэд-
ральной аппроксимации с точностью ε в метрике Хаусдорфа требу-
ется O(ε-1/d) вычислений характеристической функции, при этом 
число вершин может оказаться не меньше O(ε--1/(d-1)). 

2) Примерами асимптотически оптимальных методов служат 
теоретические конструкции, использованные в [26], [51] и [27], [28], 
[29], [30] для получения асимптотических оценок, соответственно, 
(0.1.5) и (0.1.6)-(0.1.7). Для метрики Хаусдорфа они состоят в рас-
пределении вершин (точек касания) на поверхности тела, равномер-
ном в смысле минимального покрытия поверхности одинаковыми 
шарами в метрике II квадратичной формы. Для метрики объема они 
состоят в распределении вершин (точек касания) на поверхности 
тела, равномерном в смысле минимизации объема, соответствующе-
го триангуляции Делоне (разбиению Дирихле-Вороного) в метрике 
II квадратичной формы. Заметим, что конкретный вид таких мно-
жеств неизвестен даже для сферы S2. 

Единственным асимптотически оптимальным методом, который 
может использоваться на практике, является метод «баланса оши-
бок» из работы [25] для аппроксимации гладких выпуклых дисков с 
аналитически заданным вдоль границы интегралом от степенной 
функции кривизны (в этой работе получен первоначальный, двумер-
ный вариант асимптотических оценок (0.1.5) и (0.1.6)-(0.1.7)). 
Обобщением этого аналитического подхода в тех же рамках дву-
мерных гладких тел является работа [61], в которой рассматривают-
ся асимптотически эффективные методы. Для метрики объема в 
случае произвольных двумерных тел метод «баланса ошибок» ис-
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пользуется в [31], где получена оценка (0.1.9). Непонятно, однако, 
насколько эффективным является этот метод в случае выполнения 
условия (0.1.10)  (см. замечание после (0.1.9)). 

Для получения в этом «теоретическом» подходе конструктивных 
многомерных методов в [50], [60] предлагается метод проекции на 
тело точек, равномерно распределенных на гиперплоскостях, каса-
тельных к аппроксимируемому телу. Когда этих гиперплоскостей 
много и проектируемые точки расположены близко к аппроксими-
руемому телу, распределение их проекций будет «почти равномер-
ным». Естественно, что этот МПА может быть использован только 
для аппроксимации тел из класса C 2, причем ограниченность его 
применимости в реальных задачах очевидна. 

3) «Конструктивным (well-defined) в некоторых случаях и «поч-
ти» конструктивным в других» является, по словам авторов, метод 
[62], [63], требующий знания (аналитического задания) объема про-
извольных l-мерных, l≤d-1, сечений аппроксимируемого тела вдоль 
соответствующих осей координат. Такой метод сходится для произ-
вольных тел в метрике объема со скоростью O(m-2/(d-1)), где m – число 
вершин (гиперграней). При этом константа при m-2/(d-1) неизвестна, 
что затрудняет не только оценку эффективности метода, но и кон-
троль над точностью аппроксимации. В работе [21] этот метод при-
менен для аппроксимации эллипсоидов произвольной размерности 
(в этом случае объем требуемых сечений эллипсоидов задается про-
стой аналитической формулой).  К сожалению, по словам авторов, 
рассматриваемый подход «встретит большие препятствия в случае 
общих выпуклых тел». Таким образом, этот МПА не может приме-
няться в большинстве приложений. 

4) Не являются асимптотически эффективными также стохасти-
ческие методы аппроксимации (сходимость вида O(m--2/(d+1)) для мет-
рики объема и O(m-2/d(d+1)) – для метрики Хаусдорфа, см. [60]). В 
этом подходе вместо точности аппроксимации рассматривается ее 
математическое ожидание при аппроксимации выпуклой оболочкой 
случайных точек, распределенных внутри или на поверхности тела. 

3) Из работ [13], [14], в которых получена оценка (0.1.2),  можно 
вывести оптимальный по порядку в классе C# неадаптивный МПА. 
Этот метод основан на «равномерном» распределении точек на по-
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верхности описанного шара и дальнейшем проектировании их на 
поверхность тел. Он требует нахождения проекции точки на поверх-
ность ВКТ, что не всегда возможно в приложениях. Эффективность 
такого метода, как нетрудно видеть, зависит от асферичности ап-
проксимируемого тела3. 

4) В ряде работ рассматриваются неадаптивные МПА, основан-
ные на вычислении опорной функции аппроксимируемого тела в 
узлах сетки, априорно заданной на единичной сфере направлений. 
После нахождения опорных гиперплоскостей в направлении узлов 
сетки и соответствующих им точек касания в качестве аппроксима-
ции предлагается брать их пересечение или выпуклую оболочку 
этих точек. К числу таких работ принадлежат, например, [17] и [34]. 
При условии «равномерности» выбора узлов сетки направлений (см. 
сноску к предыдущему пункту) эти МПА являются асимптотически 
эффективными только в случае аппроксимации тел из класса C+

 2. 
Как показано в [4], [35], никакой неадаптивный метод аппрокси-

мации, основанный на вычислении опорной функции в узлах сетки 
направлений, не может быть оптимальным по порядку при аппрок-
симации негладких тел. Этим указанные методы отличаются от не-
адаптивных МПА, рассмотренных в предыдущем пункте, в которых 
вместо вычисления опорной функции использовалась операция про-
ектирования на аппроксимируемое тело. 

Если, однако, известно, что аппроксимируемое тело является 
сильно выпуклым или пересечением сильно выпуклых тел4, то, со-

 
3 Задача «равномерного» распределения точек на поверхности много-

мерной сферы близка к проблеме минимального покрытия пространства 
шарами и сводится к построению минимального покрытия сферы поверх-
ностными «кругами» равного диаметра. Эта задача изучается в рамках тео-
рии покрытий для сферических кодов (см. [54]). В настоящей работе мы не 
будем рассматривать эту сложную проблему. Заметим, что рассматривае-
мые нами АМПА дают, при аппроксимации шара, достаточно хорошее рас-
пределение вершин на его поверхности (см. [19], а также лемму 2.4.2). 

4 Пусть C∈C. Назовем C ν-выпуклым множеством, если для любых 
x,y∈C справедливо Bν⎥⎜x-y⎥⎜/2((x+y)/2)⊂C. Назовем C сильно выпуклым, если 
оно ν-выпукло при некотором ν>0. Множество сильно выпуклых компакт-
ных тел обозначим через C°. Согласно [34], сильно выпуклыми являются 
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гласно [34], неадаптивный МПА, основанный на вычислении опор-
ной функции в узлах сетки направлений, оказывается оптимальным 
по порядку. При этом для оценки точности аппроксимации требует-
ся знать параметр выпуклости, что возможно не во всех приложени-
ях. 

5) Промежуточное место между адаптивными и неадаптивными 
МПА занимает метод [4], в котором рассматривается способ по-
строения аппроксимирующих внешних многогранников. Каждый 
следующий многогранник образуется из предыдущего путем пере-
сечения его с некоторым опорным к аппроксимируемому телу полу-
пространством. В этом методе направление нормали, задающее это 
полупространство, выбирается из узлов априорно заданной регуляр-
ной сетки на поверхности сферы направлений с учетом теоретиче-
ской оценки локального отклонения уточняемого многогранника от 
аппроксимируемого тела. В [35] показано, что метод из [4] является 
субоптимальным по порядку числа гиперграней аппроксимирующе-
го многогранника и числа вычислений опорной функции аппрокси-
мируемого множества. Под субоптимальностью понимается при 
этом оптимальность с точностью до неустранимого логарифмиче-
ского мультипликативного фактора, т. е. сходимость в метрике Ха-
усдорфа вида O(m-2/(d-1) log m), где m – число гиперграней. Как нам 
представляется, появление этого фактора обусловлено априорным 
выбором сетки направлений, используемой, однако, адаптивно. Су-
боптимальные свойства метода из [4], [35] справедливы для плоских 
и трехмерных тел с гладкими и негладкими границами. При размер-
ности пространства большей, чем три, субоптимальность сохраняет-
ся только при аппроксимации тел класса C+

2. 
6) Рассмотрим теперь адаптивные методы полиэдральной ап-

проксимации (АМПА), обобщением которых явился класс  методов, 
рассматриваемый в настоящей работе. В этих методах тело прибли-
жается последовательностью внутренних многогранников. В качест-
ве нового аппроксимирующего многогранника выбирается выпуклая 
оболочка прежнего и не принадлежащей ему точки тела, выбранной 
из определенных соображений. В [64], [65], [66], [67] построенный 

 
выпуклые тела вида {x∈Ed: F(x)≤0}, F∈C2(Ed), а также пересечения конеч-
ного числа тел этого вида. 
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многогранник уточняется в направлении той его гиперграни, где 
достигается наибольшее его отклонение от аппроксимируемого тела. 
Отметим, что эта идея впервые предложена, по-видимому, в [68], где 
рассматриваются несколько отличная двумерная задача – построе-
ние эффективной границы для выбора решения при двух критериях 
качества. Подход [68] получил также развитие для трехмерных задач 
(см. [69]), хотя способ решения не позволяет распространить его на 
большие размерности. Метод [64], [65], [66], [67] получил в даль-
нейшем развитии название метода «Уточнения Оценок» (УО) (см. 
историю этого вопроса в [7]). 

В работе [70], вышедшей значительно позже указанных работ, 
предложено несколько методов, являющихся двумерными вариан-
тами метода УО и метода из [4] и названных автором «сэндвичевы-
ми» (sandwich) алгоритмами. Следует отметить, однако, что в работе  
[70] рассматриваются и некоторые другие принципы адаптации 
(чем, например, присоединение дальней точки). Однако эти принци-
пы не могут быть распространены на многомерный случай. Анало-
гичные «сендвичевым» идеи рассматриваются и в работе [71]. Даль-
нейшего распространения на аппроксимацию более чем двумерных 
тел «сэндвичевы» алгоритмы не получили. 

7) Метод УО был исследован  и обобщен в наших работах [46], 
[18], [40]. В [37], [38] был введен класс АМПА, характеризуемых 
через H-схемы. Теория АМПА из этого класса был развита в работах 
[37], [38], [39], [42], [57], [43], [44], [45].  Для Н-методов полиэдраль-
ной аппроксимации были получены верхние оценки скорости схо-
димости для произвольных ВКТ, была доказана оптимальность по 
порядку в классе C#, были получены независящие от тела (в т.ч. от 
его асферичности) оценки асимптотической эффективности в классе 
C+

2. В рамках указанного подхода в [38], [41], [57], [43], [44], [45] 
были предложены новые методы аппроксимации, в том числе – оп-
тимальные по числу вычислений опорной и дистанционной функций 
аппроксимируемого тела. Изложению этой теории и посвящена, в 
основном, настоящая работа. 



Глава 1. Адаптивные методы полиэдральной 
аппроксимации (АМПА) 

В первой главе будут введены классы адаптивных методов поли-
эдральной аппроксимации, которые будут исследоваться в диссерта-
ции, а также приведены примеры конкретных методов из этих клас-
сов. 

1.1. Итерационные методы и общие 
аппроксимационные схемы 

Введем наиболее широким образом понятие итерационного (ша-
гового, step-by-step, sequential) метода полиэдральной аппроксима-
ции (с последовательно растущим числом вершин или гиперграней). 

Определение 1.1.1. Итерационным методом аппроксимации 
ВКТ C∈C вписанными (описанными) многогранниками (с последова-
тельно растущим числом вершин (гиперграней)) назовем совокуп-
ность из N отображений вида 

NnCC nPm
n

nPm ,...,2,1),()()( )(1)( 00 =→×
+−+

PP Ω ,          (1.1.1) 

где P0 – многогранник начального приближения, P0∈P(C), Ω –
«информационное пространство» (см. [72]), состоящее из сведений 
об аппроксимируемом теле, которые могут быть получены на итера-
циях метода, а (⋅)n есть n-кратное декартово произведение. Напри-
мер, Ω  может иметь вид 

{(u, g(u, C), p): u∈U, p∈T(u, C)}, 
где U – конечное или бесконечное подмножество сферы направле-
ний Sd-1. 

Заметим, что введенное определение итерационного метода не 
предполагает обязательного увеличения на каждой итерации числа 
вершин (гиперграней) аппроксимирующих многогранников. Воз-
можно даже уменьшение их фактического числа (см. определение 
класса многогранников P 

m(C) в п. 0.1.1). Не требуется также частич-
ного совпадения множества вершин на ближайших итерациях (т.е. 
множество вершин может полностью меняться от итерации к итера-
ции). В определении речь идет о последовательном расширении 
класса аппроксимирующих многогранников (т.е. возможностей ап-
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проксимации) за счет увеличения возможного числа вершин (гипер-
граней). С одной стороны, такое широкое определение итерационно-
го метода позволяет включить в них (хотя бы условно) даже неадап-
тивные методы (например, переход от сетки направлений с n узлами 
к сетке с n+1 узлом) и методы построения МНА (задача перехода от 
многогранника Πn к построению Πn+1). С другой стороны, это опре-
деление позволяет дать общие оценки сложности рассматриваемых 
методов на основе теории оптимальной полиэдральной аппроксима-
ции ВКТ (см. § 0.2). 

В настоящей работе мы, как правило, будем рассматривать вы-
пуклые тела, заданные своей опорной или дистанционной (калибро-
вочной) функциями. Обозначим через mg(P) и mg*(P) число вычисле-
ний опорной и дистанционной функции  тела C, соответственно, не-
обходимое для построения некоторым методом аппроксимирующего 
многогранника P. Для определенности, будем считать, что при вы-
числении опорной функции тела g(u, C) находится одновременно 
некоторая точка касания из множества T(u, C). Будем также считать, 
что при вычислении дистанционной функции тела g*(u, C) (факти-
чески – граничной точки u/g*(u, C)) находится некоторая внешняя 
нормаль в этой точке из множества S(u/g*(u, C), C)). Число задач 
выпуклой оптимизации на множестве C, необходимое для построе-
ния аппроксимирующего многогранника P, обозначим через mopt(P). 
Ясно, что в нашей постановке 

mopt(P) = mg(P) + mg*(P). 
Ограничимся рассмотрением только случая, когда отображения 

(1.1.1) не зависят от N, т.е. случая бесконечно-продолжимых итера-
ционных алгоритмов ([4]). 

Конкретный алгоритм полиэдральной аппроксимации определя-
ется способом выбора многогранника начальной аппроксимации P0 
и реализацией отображений (1.1.1) на итерациях, снимающей воз-
можную неоднозначность порождаемой методом последовательно-
сти многогранников. В настоящей работе мы, как правило, будем 
употреблять термины метод и алгоритм как синонимы. 

Из определения непосредственно следует, что, чем меньше ите-
раций требует данный метод для достижения некоторой точности, 
тем меньшее число экспериментов с объектом аппроксимации, оп-
ределяемых пространством Ω, он потребует и тем меньшее макси-
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мально возможное число вершин (гиперграней) будет иметь аппрок-
симирующий многогранник. Поэтому представляет также интерес 
изучение способов конструирования методов, оптимальных по чис-
лу итераций, вне зависимости от конкретного вида отображений 
(1.1.1). В случае, когда получение информации об аппроксимируе-
мом теле требует значительных затрат времени и/или ресурсов, по-
мимо эффективности с точки зрения числа вершин или гиперграней 
можно рассматривать эффективность с точки зрения числа итераций 
(шагов). Как и для задачи выпуклого программирования, в „интер-
претации «шаг есть эксперимент с реальным объектом» такой под-
ход, как правило, естествен, если сам объект сложен и трудности, 
связанные с обработкой данных эксперимента, малы по сравнению с 
проведением самого эксперимента" [72]. 

Определим теперь общие аппроксимационные схемы – схему 
восполнения [46], [18], [38] и схему отсечения [73]. 

СХЕМА ВОСПОЛНЕНИЯ 
Пусть построен Pn∈P i(C). Тогда (n+1)-я итерация состоит из 

двух шагов. 
Шаг 1. Выбираем pn∈∂C. 
Шаг 2. Кладем Pn+1 := conv {pn, Pn}. 

Двумерная иллюстрация работы схемы восполнения приведена 
на рис. 1.1.1. 

Конкретные методы, основанные на схеме восполнения, можно 
характеризовать способами решения двух задач: 

1)  способом выбора pn∈∂C; 
2)  способом построения Pn+1 := conv {pn, Pn} в требуемом виде. 



 

Pn 

C 

Pn+1 
 pn 

 
Рис. 1.1.1. Схема восполнения 

СХЕМА ОТСЕЧЕНИЯ 
Пусть построен Pn∈P c(C). Тогда (n+1)-я итерация состоит из 

двух шагов. 
Шаг 1. Выбирается направление un∈Sd-1; 
Шаг 2. Кладется Pn+1 := Pn∩L(un, C). 

 

 un 

 C 

 Pn 

 Pn+1 

 
Рис. 1.1.2. Схема отсечения 

Двумерная иллюстрация работы схемы отсечения приведена на 
рис. 1.1.2. Конкретные МПА, основанные на схеме отсечения, мож-
но характеризовать способами решения задач: 
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1)  способом выбора un∈Sd-1; 
2)  способом построения Pn+1 := Pn∩L(un, C) в требуемом виде. 
Очевидно, что если в схеме восполнения (или отсечения) 

Pn∈P i(C) (или Pn∈P c(C)), то Pn+1∈P i(C) (или Pn+1∈P c(C)). Если в не-
которой реализации схемы восполнения многогранник начального 
приближения P0 принадлежит P i(C) (P c(C)), то и Pn∈ P i(C) 
(Pn∈P c(C)) для любого n. В этом случае будем говорить, что после-
довательность многогранников {Pn}n=0,1,2,... является последователь-
ностью восполнения (отсечения) для C или последовательностью 
многогранников, порождаемой данной схемой для тела С и много-
гранника начального приближения P0∈P(C). 

Ясно, что для последовательности восполнения справедливо не-
равенство 

m t(Pn) ≤ m t(P0) + n,                                       (1.1.2) 
а для последовательности отсечения  – неравенство 

m f(Pn) ≤ m f(P0) + n.                                      (1.1.3) 
Из этих свойств сразу следует, что при n≥N>0, m(PN)>m(P0), 

справедливо неравенство 

)
)(
)(1)((

0

N
n

Pm
PmPmn −≥ .                                            (1.1.4) 

Будем говорить, что итерационный метод аппроксимации C∈C 
использует или реализует некоторую итерационную схему, если он 
определяется набором отображений, удовлетворяющих свойствам 
рассматриваемой схемы. Если для любого C∈C схема восполнения 
или отсечения порождает последовательность многогранников, схо-
дящуюся к С в метрике δ, то схему и порождаемую ею последова-
тельность будем называть аппроксимирующими. 

1.2. Хаусдорфовы (H-) схемы и 
последовательности 
1.2.1. H-схемы 

Приведем определения классов последовательностей вписанных 
и описанных многогранников, неявно характеризующих классы 
адаптивных методов полиэдральной аппроксимации (АМПА), поро-
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ждающих их. 

Определение 1.2.1. Последовательность многогранников 
{Pn}n=1,2,..., порождаемую для С∈C и P0∈P i(C) некоторой реализацией 
схемы восполнения, будем называть хаусдорфовой или 
H(γ, C)-последовательностью восполнения, если существует кон-
станта γ > 0 такая, что для любого n = 0, 1, ... справедливо 

δ H(Pn, Pn+1) ≥ γ δ H(Pn, C).                                (1.2.1) 

Pn

C

Pn+1
 pn

 
Рис. 1.2.1. H-схема восполнения 

Двумерная иллюстрация работы H-схемы восполнения приведе-
на на рис. 1.2.1. Так как 

δH(Pn, Pn+1) = ρ(pn, Pn), 
то условие (1.2.1) может быть переформулировано как 

ρ(pn, Pn) ≥ γ δ H(Pn, C).                                (1.2.2) 

Определение 1.2.2. Последовательность многогранников 
{Pn}n=1,2,..., порождаемую для С∈C и P0∈P i(C) некоторой реализацией 
схемы восполнения, будем называть H1(γ, C)-последовательностью 
восполнения, если существует константа γ > 0 такая, что для любого 
n = 0, 1, ... для некоторого un∈S(pn, С) справедливо 

g(un, C) - g(un, Pn) ≥ γ δ H(Pn, C).                              (1.2.3) 
Двумерная иллюстрация работы H1-схемы восполнения приведе-

на на рис. 1.2.2. Так как un∈S(pn, С), то pn∈T(un, С), поэтому 
g(un, pn) - g(un, Pn) = g(un, C) - g(un, Pn), 

и условие (1.2.3) может быть переформулировано как 
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g(un, pn) - g(un, Pn) ≥ γ δ H(Pn, C).                     (1.2.4) 
Так как 

ρ(pn, Pn) ≥ g(un, pn) - g(un, Pn), 
то H1(γ, C)-последовательность восполнения есть H(γ, C)-последова-
тельность. 

Pn

C

Pn+1
 pn

 u

 
Рис. 1.2.2. H1-схема восполнения 

Определение 1.2.3. Последовательность многогранников 
{Pn}n=1,2,..., порождаемую для С∈C и P0∈P c(C) схемой отсечения, бу-
дем называть H(γ,C)-последовательностью отсечения, если сущест-
вует константа γ >0 такая, что для любого n = 0, 1, ... справедливо 
(1.2.1). 

Двумерная иллюстрация работы H-схемы отсечения приведена 
на рис. 1.2.3. Так как 

δ H(Pn+1, Pn) ≥ g(un, Pn) - g(un, Pn+1) = g(un, Pn) - g(un, C), 
то из 

g(un, Pn) - g(un, C) ≥ γ δ H(Pn, C)                    (1.2.5) 
следует условие (1.2.1). 

Определение 1.2.4. Последовательность многогранников 
{Pn}n=1,2,..., порождаемую для С∈C0 и P0∈P0

c(C) схемой отсечения, 
будем называть H1(γ, C)-последовательностью отсечения, если су-
ществует константа γ > 0 такая, что для любого n = 0, 1, ... для неко-
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торого pn∈T(un, С) справедливо 
g(un, t(pn, Pn)) - g(un, C) ≥ γδ(Pn, C).                        (1.2.6) 

 un

 C

 Pn

 Pn+1

 
Рис. 1.2.3. H-схема отсечения 

Двумерная иллюстрация H1-схемы отсечения приведена на рис. 
1.2.4. Так как 

g(un, Pn) ≥ g(un, t(pn, Pn)) 
и 

δ(Pn+1, Pn) ≥ g(un, Pn) - g(un, C), 
то очевидно, что H1(γ, C)-последовательность отсечения, есть, в то 
же время, H(γ, C)-последовательность отсечения. 

Определение 1.2.5. Последовательность многогранников 
{Pn}n=0,1,2,..., порождаемую для С∈C схемой восполнения (отсечения), 
будем называть асимптотической H(γ,C)-последовательностью 
(H1(γ,C)-последовательностью) восполнения (отсечения), если для 
любого ε, 0<ε<γ, существует номер N такой, что последовательность 
{PN+n}n=1,2,... является H(γ-ε,C)-последовательностью (H1(γ-ε,C)-
последовательностью) восполнения (отсечения). 

Итерационную схему аппроксимации будем называть (асим-
птотической) H- (H1-) схемой для класса тел C*⊂C  (с константой 
γ), если для каждого C∈C* она является (асимптотической)  H- (H1-) 
схемой с одной и той же константой γ. Очевидно, что (асимптотиче-
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ская)  H- (H1-) схема для класса тел C*  с константой γ1 является H- 
(H1-) схемой для класса тел C*  с константой γ2, где γ1>γ2. 

 un

 C

 Pn

 P+1

 p/g*(p, Pn)
 p  o

 
Рис. 1.2.4 H1-схема отсечения 

1.2.2. Базовые методы 
Покажем, что H-схемы для любого класса тел C*⊂C существуют 

(вопрос о существовании  H1-схем будет рассмотрен в следующем 
разделе, где будут приведены конкретные примеры). Для доказа-
тельства нам понадобятся следующие, «базовые» адаптивные мето-
ды [46] [18], [38]: 

БАЗОВЫЙ МЕТОД ВОСПОЛНЕНИЯ (БВ) 
Пусть для С∈C и P0∈P i(C) построен Pn∈P i(C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
ШАГ 1. Найти pn∈∂C: ρ(pn, Pn) = δ H(Pn,C). 
Шаг 2. Положить Pn+1 := conv {pn, Pn}. 

БАЗОВЫЙ МЕТОД ОТСЕЧЕНИЯ (БО) 
Пусть для С∈C и P0∈P c(C) построен Pn∈P c(C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
ШАГ 1. Найти un := arg max {g(u, Pn) - g(u, C): u∈Sd-1}. 
Шаг 2. Положить Pn+1 := Pn∩L(un, C). 
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Метод БВ обозначим через MБВ, а метод БО обозначим через 
МБО. 

Теорема 1.2.1. Для любого C∈C и P0∈P (C) метод MБВ (MБО) по-
рождает H(1, C)-последовательность восполнения (отсечения). 

Доказательство. Утверждение теоремы для алгоритма БВ оче-
видно, а для алгоритма БО следует из (1.2.5) и того, что, согласно 
[48] (247), для любых C1,C2∈C справедливо 

δ H(C1, C2) = max {| g(u, C1) - g(u, C2) |: u∈ Sd-1}.                (1.2.7) 
Теорема 1.2.1 доказана. 

Покажем, что H- (а, следовательно, и H1-) схемы являются ап-
проксимирующими, т.е. для любого ВКТ порождают в рассматри-
ваемых метриках сходящиеся последовательности многогранников. 

Теорема 1.2.2. Пусть {Pn}n=0,1,..., есть Н-последовательность для 
С∈C.  Тогда 

0),(lim =
∞→

CPn

n
δ . 

Доказательство. Рассмотрим сначала метрику Хаусдорфа. Для 
схем восполнения утверждение теоремы следует из компактности C, 
а для схемы отсечения – из компактности P0. Действительно, для 
схемы восполнения рассмотрим последовательность точек {pn}n=1,2,..., 
присоединяемых к внутренним многогранникам на итерациях схемы 
восполнения, а для схемы отсечения – последовательность точек pn,  
pn∈Pn: ρ(pn, Pn+1)=δ H(Pn+1, Pn). В силу компактности соответствую-
щих множеств справедливо 

0)}{,(lim 1,...,1 =−=∞→ niinn
ppρ . 

Но ρ(pn, {pi}i=1,2,...n-1)≥δ H(Pn+1, Pn), откуда, с учетом (1.2.1), получаем 
. 0),(lim =

∞→
CPnH

n
δ

Из сходимости в метрике Хаусдорфа следует сходимость в мет-
рике объема симметрической разности. Действительно, согласно 
[48] (341), для любого C ∈C справедливо 

λ
µµ

σ λ

λ

)()(
lim)(

0

CC
C

−
=

+→

.                              (1.2.8) 
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Но  для схем восполнения Pn⊂С⊂[Pn]λ=Pn
λ, где λ=δ H(C, Pn). Поэтому 

δ S(Pn, С) = µ(С) - µ(Pn) ≤ µ(Pn
λ) - µ(Pn) и сходимость в метрике объе-

ма симметрической разности следует из конечности предела (1.2.8). 
Совершенно аналогично для схем отсечения С⊂Pn⊂[С]λ=Сλ и δ S(Pn, 
С) = µ(Pn) - µ(С) ≤ µ(Сλ) - µ(С), откуда вытекает сходимость по объ-
ему. 

Теорема 1.2.2 полностью доказана. 

1.3. Хаусдорфовы АМПА 
1.3.1. Хаусдорфовы методы 

Методы, реализующие H-схемы, будем называть хаусдорфовыми 
(или H-) методами. Класс методов, использующих H-схему воспол-
нения или отсечения (т.е. порождающих H-последовательности вос-
полнения или отсечения с константой γ для C∈C), будем обозначать 
через H(γ, C). Если необходимо, будем различать класс H-методов 
восполнения Hi(γ, C) и – отсечения Hc(γ, C). Очевидно, что при γ1≥γ2 
справедливо 

H(γ1, C)⊂H(γ2, C). 
Если для некоторой константы γ, некоторого класса C*⊂C и некото-
рого метода M справедливо M∈H(γ, С) для любого C∈C*, то будем 
писать M∈H(γ, C*). 

Из теоремы 1.2.1 сразу вытекают 

Следствие 1.3.1. MБВ∈Hi(1, C), MБО∈Hc(1, C). 

Следствие 1.3.2. H(1, C)≠∅. 

Класс методов, использующих H1-схемы восполнения или отсе-
чения (т.е. порождающих H1-последовательности восполнения или 
отсечения с константой γ для тела C∈C), будем обозначать через 
H1(γ, C). Если необходимо, будем различать класс H1-методов вос-
полнения Hi

1(γ, С) и – отсечения Hc
1(γ, С). Если для некоторой кон-

станты γ, некоторого класса C*⊂C и некоторого метода M справед-
ливо M∈H1(γ, С) для любого C∈C*, то будем писать M∈H1(γ, C*). 

Если величина константы γ в некотором утверждении значения 
не имеет, класс H- (H1-) методов будем обозначать через H(C*) 
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(H1(C*)). 
Класс методов, использующих асимптотические H-схемы вос-

полнения или отсечения (т.е. порождающих асимптотические H-
последовательности восполнения или отсечения с константой γ для 
тела C∈C), будем обозначать через aH(γ, C). Если необходимо, будем 
различать класс асимптотических H-методов восполнения aHi(γ, С) 
и отсечения aHc

1(γ, С). Если для некоторой константы γ, некоторого 
класса C*⊂C и некоторого метода M справедливо M∈aH(γ, С) для 
любого C∈C*, то будем писать M∈aH(γ, C*). Совершенно аналогич-
но определим класс асимптотических H1-методов aH1(γ, С) и обо-
значение M∈aH1(γ, C*). Ясно, что для любых C∈C и γ справедливо 
H(γ, C)⊂aH(γ, C). 

Если величина константы γ в некотором утверждении значения 
не имеет, класс асимптотических H- (H1-) методов будем обозначать 
через aH(C*) (aH1(C*)). 

В настоящем разделе будут рассмотрены конкретные методы, 
реализующие H- и H1- схемы восполнения и отсечения. 

Заметим, прежде всего, что приведенные выше (раздел 2 на-
стоящей главы) базовые методы допускают и другую формулировку. 

БАЗОВЫЙ1 МЕТОД ВОСПОЛНЕНИЯ (БВ1) 
Пусть для С∈C и P0∈P i(C) построен Pn∈P i(C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
ШАГ 1. a). Найти un := arg max {g(u, C) - g(u, Pn): u∈ Sd-1}. 
             b). Найти pn∈T(un, C). 
Шаг 2. Положить Pn+1 := conv {pn, Pn}. 

Действительно, из (1.2.7) следует, что в этом случае ρ(pn,Pn) = 
δ H(Pn,C). Наоборот, пусть ρ(pn, Pn) = δ H(Pn,C) и p* := proj (pn, Pn). 
Тогда для un:=(pn - p*)/|| pn - p*|| справедливо g(un, C) - g(un, Pn) = 
δ H(Pn,C) и, кроме того, pn∈T(un, C), что доказывает эквивалентность 
двух формулировок метода БВ. 

БАЗОВЫЙ1 МЕТОД ОТСЕЧЕНИЯ (БО1) 
Пусть для С∈C и P0∈P c(C) построен Pn∈P c(C). Для построения 
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Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
ШАГ 1. a). Найти pn∈∂Pn: ρ(pn, С) = δ H(Pn,C). 
             b). Положить un=(pn - proj (pn,С))/|| pn - proj (pn,С)||. 
Шаг 2. Положить Pn+1 := Pn∩L(un, C). 

Действительно, если 

un := arg max {g(u, Pn) - g(u, С): u∈ Sd-1} 
и pn∈T(un, Pn), то ρ(pn,С) = δ H(Pn,C). Наоборот, пусть ρ(pn, C) = 
δ H(Pn,C) и p* := proj (pn,С). Тогда для un:=(pn - p*)/|| pn - p*|| справед-
ливо g(un, C) - g(un, Pn) = δ H(Pn,C), что доказывает эквивалентность 
двух формулировок метода БО. 

Из описания метода БВ1 и определения H1-последовательности 
восполнения (1.2.3) непосредственно вытекают следующие теорема 
и следствия. 

Теорема 1.3.1. Для любого C∈C и P0∈P i(C) метод MБВ порож-
дает H1(1, C)-последовательность восполнения. 

Следствие 1.3.3. MБВ∈Hi
1(1, C). 

Следствие 1.3.4. Hi
1(1, C)≠∅. 

Базовый метод восполнения (БВ) требует нахождения хаусдор-
фова расстояния между двумя выпуклыми вложенными компактами. 
Как это видно из его второго описания (БВ1), эта задача требует ин-
формации о значении опорной функции на всей сфере направлений. 
Т.е. в этом случае информационное множество Ω  принимает вид 
{(u, g(u, C), p): u∈Sd-1, p∈T(u, C)}. Задача нахождения хаусдорфова 
расстояния между двумя выпуклыми компактами в общем случае 
слишком сложна, чтобы использоваться в приложениях. 
1.3.2. Метод «Уточнения Оценок» 

Следующий метод «Уточнения Оценок» (УО) (см. историю его 
создания в [7] и § 0.4) требует на каждой итерации метода конечного 
числа вычислений опорной функции и является в настоящее время 
основным АМПА, используемым на практике. Первоначально метод 
УО был сформулирован для аппроксимации проекций выпуклых 
множеств. Мы приводим упрощенное описание этого метода, рас-



считанное на аппроксимацию произвольных ВКТ и исследование 
его скорости сходимости, предложенное в [46], [18], [40]. 

МЕТОД УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК (УО) 
Пусть для С∈C и P0∈P i(C) построен Pn∈P i(C) в виде системы 

линейных неравенств, характеризующих множество M f(Pn). Для по-
строения Pn+1 выполняются следующие процедуры: 

Шаг 1. a). Найти un := arg max {g(u, C) - g(u, Pn): u∈M f(Pn)}. 
             b). Найти pn∈T(un, C). 
Шаг 2. Построить описание Pn+1 := conv {pn, Pn} в виде системы 

линейных неравенств, характеризующих множество M f(Pn+1). 

Метод УО обозначим через MУО. Двумерная иллюстрация рабо-
ты метода УО приведена на рис. 1.3.2.1. 

 

Pn 

C 

Pn+1 
 pn 

 
Рис. 1.3.2.1. Метод Уточнения Оценок 

На шаге 1а) метода УО требуется рассчитать значения опорной 
функции аппроксимируемого тела на множестве M f(Pn). Т.е. в этом 
случае информационное множество Ω имеет вид {(u, g(u, C), p): 
u∈U, p∈T(u, C)}, где U – конечное подмножество сферы направле-
ний Sd-1. Ясно, что при конкретной реализации метода достаточно 
вычислять значения опорной функции на множестве 

. Кроме того, необходимо найти множество 
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 f(conv {pn, Pn}). Эта задача может быть решена, например, метода-
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ми свертывания систем линейных неравенств (см. [8], [7]). 
Далее, на каждой итерации метода УО, помимо внутренней 

оценки множества C многогранником Pn, имеется информация о 
многограннике внешней аппроксимации: 

)}(),,(,:{: nfdn PMuCugxuxP ∈>≤<∈= E . 
Используя идею предварительной оценки значений опорной функ-
ции g(u,C) для u∈M f(Pn) на многограннике 1−nP , g(u, C) ≤ g(u, 1−nP ), 
можно еще больше сократить число вычислений опорной функции 
аппроксимируемого множества [46]. Существуют и другие способы 
предварительной оценки значений g(u,C) (см., например, метод 
О.Л.Черных в  [8] и [7]). Тем не менее, как показывает практика (см., 
например, [18], [22], а также п. 5.4.2), число вычислений опорной 
функции аппроксимируемого тела в методе УО остается значитель-
ным. 

В настоящей работе мы не рассматриваем технические подроб-
ности способов выбора многогранника начальной аппроксимации 
Р0, а также методов поддержания выпуклой оболочки многогранни-
ка при последовательном присоединении к нему вершин (об этих 
способах и методах см., например, [74], [75], [76], [8], [7], [9], [10]). 

Дальнейшая часть пункта будет посвящена доказательству при-
надлежности метода УО к классу хаусдорфовых АМПА. В частно-
сти, покажем, что при достаточной точности аппроксимации метод 
УО можно считать реализацией H1-схемы с константой  γ = 1/ω(C), а 
при C∈C 2  – H1-схемы с константой γ = 1. 

Пусть C1,C2∈C  и P∈P. Для исследования метода УО введем и 
изучим некоторые свойства функции 

δ 
P(C1, C2) = max {| g(u, C1) - g(u, C2) |: u∈ Mf(P)}. 

Прежде всего, отметим, что для последовательности {Pn}n=1,2,..., 
порождаемой для C∈C  методом УО, при n=0,1,… справедливо  

g(un, C) - g(un, Pn) = .                   (1.3.1) ),(),( 1 CPPP n
P

nn
P nn δδ =+

Кроме того, функция δ 
P(⋅,⋅) является псевдометрикой на C (т.е. ее 

значения всегда неотрицательны, δ 
P(C, C) = 0 для любого C∈C и вы-

полняется неравенство треугольника). С учетом (1.2.7) получаем  
δP (C1, C2) ≤ δ H(C1, C2).                                           (1.3.2) 
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Теорема 1.3.2. Пусть C∈C, P∈P. Тогда 
δ H(P, C)/ω(P) ≤ δP (P, C) ≤ δ H(P, C).                         (1.3.3) 

Пусть, кроме того, C∈C+
2, P∈P i(C) и δ H(P, C) < rmin(C), тогда 

δ H(P, C) - δ H(P, C)2/rmin(C)≤ δP(P, C) ≤ δ H(P, C).                (1.3.4) 
Доказательство теоремы основано на следующих ниже леммах. 

Пусть x∈∂P. Обозначим 
Mf(x, P) := {u∈Mf(P): x∈T(x, P)}, 

ξ(x, P) := min {||u||: u∈conv Mf(x, P)}, 
ξ(P) := min {ξ(x, P) : x∈∂P}. 

Пусть K⊂Ed – конус. Через K* := {x∈Ed: <x, y>≤1, y∈K} обозначим 
сопряженный конус для K. Пусть X∈C  и x∈Ed, x∉X, тогда конусом 
видимости X из точки х назовем пересечение всех гиперпространств, 
опорных одновременно к X и х. 

Лемма 1.3.1. Пусть Br(z)⊂P и x∈∂P. Тогда 
ξ(x, P) ≥ r/ρ(x, z).                                             (1.3.5) 

Доказательство. Пусть R – конус видимости Br(z) из точки х. 
Так как ) , то conv M,(

),(
PuLR

PxMu f∈
⊂ I f(x, P)⊂(R-x)*, где (R-x)* – со-

пряженный конус для конуса K := R-x, т.е. для R, сдвинутого верши-
ной в начало координат. Поэтому ξ(x, P) не меньше высоты «круго-
вой» пирамиды с конусом K* при вершине и образующей единичной 
длины. 

Рассмотрим сечение указанной пирамиды двумерной плоско-
стью, проходящей через прямую (0, z-x). Из подобия треугольников 
получаем утверждение леммы. 

Лемма 1.3.1 доказана. 

Лемма 1.3.2. Пусть C∈C  и P∈P. Тогда 
ξ(P)δ H(P, C) ≤ δP (P, C).                                        (1.3.6) 

Доказательство. Пусть u∈Sd-1, x∈T(u, P). По теореме Фаркаша 
(см., например, [77], теорема 2.7) u∈cone Mf(x, P), т.е. допускает 
представление 0 . Поэтому u=v/||v||, где  v ∈ conv 

M

 ,
),(

≥= ∑
∈

λλ
PxMw f

wu

f(x, P). Далее 
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g(u, C) - g(u, P) = [g(v, C) - g(v, P)] / ||v|| ≤ [g(v, C) - g(v, P)] / ξ(x, P). 
Пусть Mf(x, P) := {u1, … , uN}. Тогда существует разложение v в вы-
пуклую комбинацию 

1 ,0 ,
11

=≥= ∑∑
==

N

i
i

N

i

i
iuv λλλ . 

Так как x∈T(v, P), то 

∑∑
==

=><>==<
N

i

i
i

N

i

i
i PugxuxvPvg

11
),(,,),( λλ . 

В силу выпуклости опорной функции 

∑
=

≤
N

i

i
i CugPvg

1
),(),( λ . 

Поэтому 
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Последняя оценка не зависит от и. Беря максимум по u∈Sd-1 и 
учитывая (1.2.7), получаем утверждение леммы. 

Лемма 1.3.2 доказана. 

 Лемма 1.3.3. Пусть P∈P. Тогда 

ξ(P) ≥ 1/ω(P).                                         (1.3.7) 
Утверждение леммы непосредственно вытекает из леммы 

1.3.1. 
Теорема Бляшке о качении ([78], [79], [80], [81], [82]). Пусть 

C∈C+
2 и x∈∂C. Тогда для любого r ≤ rmin(C) существует z∈C такая, 

что Br(z)⊂C и x∈Br(z). Кроме того, для любого r ≥ rmax(C) существу-
ет z∈Ed такая, что C⊂Br(z) и x∈Br(z). 

Лемма 1.3.4. Пусть C∈C, z∈C и r, r>0, такие, что Br(z)⊂C. То-
гда для любого C′∈C  такого, что C′⊂ C и r′ := δ H(C′, C) < r, имеем 
Br-r′ (z)⊂C′. 
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Доказательство. Для ε >0 обозначим (C)-ε := {x∈Ed: Bε(x)⊂C}. 
Докажем, что Br-r′(z)⊂(C)-r′⊂C′. Тем самым утверждение леммы бу-
дет доказано. 

Пусть x∈Br-r′(z), но x∉(C)-r′. Тогда Br′(x)⊂Br(z)⊂C, получили про-
тиворечие. Значит, Br-r′(z)⊂(C)-r′. 

Пусть x∈(C)-r′, но x∉C′. По определению x, Br′(x)⊂C. Пусть х' := 
proj (x, C′) и l – луч с началом в х', проходящий через х. Обозначим 
через х" точку пересечения l с ∂Br′(x) такую, что x∈[х', х"]. Ясно, что 
х"∈C. Тогда δ H(C′, C) ≥ ρ(х'', C') = ρ(х', х") > r′, получили противо-
речие. Значит, (C)-r′⊂C′. 

Лемма 1.3.4 доказана. 

Лемма 1.3.5. Пусть C∈C+
2, P∈P i(C). Тогда для любого ε, 

δ H(P,C) ≤ ε < rmin(C), выполняется 
ξ(P) ≥ (rmin(C) - ε) / rmin(C).                                 (1.3.8) 

Доказательство. Пусть x∈∂P и у – ближайшая к х точка дС. 
Обозначим  rmin(C) через r и ρ(х, у) через ρ. Согласно теореме о ка-
чении Бляшке  существует z∈C такая, что Br(z)⊂C и y∈Br(z). Пусть 
u∈Sd-1 такая, что  y∈T(u, C). Тогда Br(z) и Bρ(x) имеют в точке у об-
щую касательную гиперплоскость l(u, C). Поэтому х и z лежат на 
одном луче, выходящем из точки у. Согласно лемме 1.3.4 справед-
ливо Br-ε (z)⊂P. Но x∈∂P, поэтому x∈[y, z]. Подставляя в (1.3.5) ра-
диус шара r-ε и r ≥ ρ(х, z), получаем ξ(x, P)≥(r-ε)/r. Последняя оценка 
не зависит от х, что доказывает (1.3.8). 

Лемма 1.3.5 доказана. 

Доказательство теоремы 1.3.2. Утверждение (1.3.3) следует не-
посредственно из (1.3.6) и (1.3.7), а утверждение (1.3.4) следует из 
(1.3.6) и (1.3.8). 

Теорема 1.3.2 доказана. 

Теорема 1.3.3. Для любых C∈C и P0∈P i(C) метод MУО порожда-
ет H1(r/R, C)-последовательность восполнения, где γ(P0, C) := r/R, и 
Br(z)⊂P0⊂С⊂BR(z), z∈int P0, таким образом 

MУО∈Hi
1(γ(P0, C), C). 

Доказательство. Из (1.3.1) и (1.3.3) следует, что для п = 0,1,... 



справедливо 
)(/),(),(),(),( 11 nnHn

P
nn

P
nnH PCPCPPPPP nn ωδδδδ ≥=≥ ++ . 

Но ω(Pn) ≤ γ = R/r, где R и r определены в утверждении теоремы. По-
этому δ H(Pn, Pn+1) ≥ γδ H(Pn, C). Это означает, что MУО порождает 
H(r/R, C)-последовательность восполнения. Кроме того, для pn и un, 
выбираемых на шаге 1 итерации метода УО, справедливо pn∈T(un, 
C), а значит, un∈S(pn, C) и, по (1.3.1), g(un, C) - g(un, Pn) ≥ γδ H(Pn, C). 
Это означает, что MУО порождает H1(r/R, C)-последовательность 
восполнения. 

Теорема 1.3.3 доказана. 

Следствие 1.3.5. Пусть {Pn}n=1,2... – последовательность много-
гранников, порождаемая для С∈C и любого P0∈P i(C) методом MУО.  
Тогда 

0),(lim =
∞→

CPn

n
δ .                                               (1.3.9) 

Утверждение этого следствия непосредственно вытекает из тео-
рем 1.2.2 и 1.3.3. 

Теорема 1.3.4. Пусть {Pn}n=1,2... – последовательность много-
гранников, порождаемая для С∈C и любого P0∈P i(C) методом MУО. 
Тогда для любого ε, 0 < ε  < 1, существует номер N такой, что 
{Pn}n=N,N+1... есть H1((1 - ε)/ω(C), C)-последовательность восполне-
ния. 

Доказательство.   Пусть z∈C, r, R таковы, что Br(z)⊂С⊂BR(z) и 
ω(C) = R/r. Из (1.3.9) следует, что для любого ε′, 0<ε′, существует N 
такой, что δ H(Pn, C)≤ε′. Выберем ε′ :=rε < r. По лемме 1.3.4 справед-
ливо Br-ε′ (z)⊂PN. По теореме 1.3.3 получаем, что {Pn}n=N,N+1... есть Н1-
последовательность восполнения с константой (r-ε′)/R=(1-ε)ω(C). 

Теорема 1.3.4 доказана. 

Следствие 1.3.6. Для любого C∈C и любого P0∈P i(C) выполняет-
ся 

MУО∈aHi
1(1/ω(C), C). 

Утверждение этого следствия непосредственно вытекает из тео-
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ремы 1.3.4. 

Теорема 1.3.5. Пусть {Pn}n=1,2... – последовательность много-
гранников, порождаемая для С∈C+

2 и любого P0∈P i(C) методом 
MУО. Тогда для любого ε, 0 < ε  < 1, существует номер N такой, что 
{Pn}n=N,N+1... есть H1(1 - ε, C)-последовательность восполнения. 

Доказательство. Пусть ε′ :=rmin(C)ε < rmin(C). Из (1.3.9) следует, 
что существует N такой, что δ H(PN, C)≤ε′. Из (1.3.1) и (1.3.4) следует, 
что для п = N, N + 1, … справедливо 
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Теорема 1.3.5 доказана. 

Следствие 1.3.7. MУО∈aHi
1(1, C+

2). 

Утверждение этого следствия непосредственно вытекает из тео-
ремы 1.3.5. 
1.3.3. Методы «Уточнения Внешних Оценок» 

Приведем теперь аналоги  метода УО, сформулированные в  [57] 
на основе теории двойственности АМПА (см. гл. 3), которые позво-
ляют строить H1-последовательности отсечения. 

ПЕРВЫЙ МЕТОД УТОЧНЕНИЯ ВНЕШНИХ ОЦЕНОК  (УВО1) 
Пусть для С∈C0 и P0∈P0

 c(C) построен Pn∈P0
 c(C) в виде множест-

ва M t(Pn). Для построения Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
ШАГ 1. a). Найти pn := arg max {ρ(p, p/g*(p,C)): p∈M t(Pn)}. 
             b). Найти un∈S(pn /g*(pn, C), C). 
Шаг 2. Построить описание Pn+1 := Pn∩L(un, C) в виде множества 

M t(Pn+1). 

Метод УВО1 обозначим через MУВО1. Двумерная иллюстрация 
работы метода УВО1 приведена на рис. 1.3.3.1. 
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Рис. 1.3.3.1. Первый метод Уточнения Внешних Оценок 

Таким образом, в этом методе сначала находится вершина внеш-
него многогранника, наиболее отстоящая (вдоль луча из начала ко-
ординат) от аппроксимируемого тела, и в качестве отсекающей 
плоскости выбирается опорная в точке пересечения соответствую-
щего луча с телом. 

ВТОРОЙ МЕТОД УТОЧНЕНИЯ ВНЕШНИХ ОЦЕНОК (УВО2). 
Пусть для С∈C0 и P0∈P0

 c(C) построен Pn∈P0
 c(C) в виде множест-

ва M t(Pn). Для построения Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
ШАГ 1. a). Найти 

pn := arg max {g(u(p), p) - g(u(p), C): p∈M t(Pn), 
где u(p)∈S(p/g*(p, C), C)}. 

             b). Положить un := u(pn)∈S(pn /g*(pn, C), C). 
Шаг 2. Построить описание Pn+1 := Pn∩L(un, C) в виде множества 

M t(Pn+1). 

Метод УВО2 обозначим через MУВО2. Двумерная иллюстрация 
работы метода УВО2 приведена на рис. 1.3.3.2. 
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Рис. 1.3.3.2. Второй метод Уточнения Внешних Оценок 

Таким образом, в этом методе для каждой вершины внешнего 
многогранника сначала находится некоторая опорная гиперпло-
скость в точке пересечение луча, соединяющего начало координат с 
данной вершиной. Среди них в качестве отсекающей выбирается 
опорная гиперплоскость, от которой соответствующая ей вершина 
лежит на наибольшем расстоянии. 

На шаге 1а) методов УВО1 и УВО2 требуется для нахождения 
точки t(pn, C) = pn/g*(pn, C) найти значение дистанционной функции 
аппроксимируемого тела на множестве M t(Pn), т.е. решить конечное 
число задач выпуклой оптимизации. Из определения дистанционной 
функции следует, что в этом случае информационное множество Ω 
имеет вид {(p, g*(u, C), u): p∈U, u∈S(p/g*(p,C), C)}, где U – конечное 
подмножество сферы направлений Sd-1. Ясно, что при конкретной 
реализации методов достаточно вычислять значения дистанционной 

функции на множестве . Кроме того, необходимо 

найти множество M

U
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 t(Pn∩L(un, C)). Эта задача может быть решена, 
например, методами свертывания систем линейных неравенств (см. 
[8], [7], [9], [10]). 

Лемма 1.3.6. Пусть C∈C0, p∉C, u∈S(p/g*(p,C), C). Тогда 
g(u, p) - g(u, C) ≥ ρ(p, t(p, C))/ω0(C).                          (1.3.10) 
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Доказательство. Пусть p' := t(p, C) = p/g*(p, C). Тогда u∈S(p', C). 
Поэтому из подобия треугольников получаем 

ρ(p, t(p, C))/||p'|| = ρ(p, l(u, C))/ρ(0, l(u, C)). 
Но ρ(p, l(u, C)) = g(u, p) - g(u, C), ρ(0, l(u, C)) = g(u, C) ≥ r0(C), ||p'|| ≤ 
R0(C). 
 Лемма 1.3.6 доказана. 

Теорема 1.3.6. Для любых C∈C0 и P0∈P0
 c(C) методы MУВО1 и 

MУВО2 порождают H1(1/ω0(C), C)-последовательности отсечения, 
т.е. 

MУВО1, MУВО2∈Hc
1(1/ω0(C), C). 

Доказательство. Пусть {Pn}n=0,1,... есть рассматриваемая последо-
вательность многогранников. Для pn и un, определенных в формули-
ровках методов УВО1 и УВО2, по лемме 1.3.6 справедливо 
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Таким образом, {Pn}n=0,1,... есть H(1/ω0(C), C)-последовательность. 
Пусть qn := t(pn, C). Тогда pn = t(qn, Pn) и un∈S(qn, C), откуда 

g(un, t(qn, Pn)) - g(un, C) ≥ γδ(Pn, C) 
при γ =1/ω0(C), что характеризует {Pn}n=0,1,... как H1-
последовательность. 

Теорема 1.3.6 доказана. 

Следствие 1.3.8. Для любого C∈C0

Hc
1(1/ω0(C), C) ≠∅. 

Лемма 1.3.7. Пусть C∈C0∩C+
2, p∉C, u∈S(p/g*(p,C), C) и h := g(u, 

p) - g(u, C) и r:=rmin(C). Тогда 
ρ(p, C) ≤ [(r + h)2 + h2 (ω0(C) 2 – 1)]1/2 – r.               (1.3.11) 

Доказательство. Пусть p' := t(p, C) = p/g*(p, C). Тогда u∈S(p', C).  
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Пусть Br(z) такой, что Br(z)⊂С, p'∈ Br(z) (по теореме о качении 
Бляшке такой шар всегда существует). Ясно, что Br(z) касается l(u, 
C) в точке p'. Тогда 

ρ(p, С) ≤ ρ(p, z) - r = [(r + h)2 + ρ(p, p') 2 - h2]1/2 – r. 
Но, по лемме 1.3.6, ρ(p, p') ≤ ω0(C) h, откуда получаем утверждение 
леммы. 

Лемма 1.3.7 доказана. 

Теорема 1.3.7. Пусть {Pn}n=1,2,... последовательность многогран-
ников, порождаемая методом MУВО2 для C∈C0∩C+

2, P0∈P0. Тогда 
для любого ε, 0<ε<1, существует N такое, что {Pn}n=N,N+1,...  являет-
ся H1(1-ε, C)-последовательностью отсечения. 

Доказательство. Пусть {Pn}n=0,1,... есть рассматриваемая последо-
вательность многогранников. Прежде всего докажем, что для любо-
го ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что при n≥N для любых  p∈M t(Pn) 
и u∈S(p', C), p' := t(p, C) = p/g*(p, C) справедливо 

ρ(p, C) ≤ (1+ε)[g(u, p) - g(u, C)]. 
Обозначим h := g(u, p) - g(u, C). В силу сходимости {Pn}n=0,1,... ве-

личина h может быть сделана сколь угодно малой для всех p∈M t(Pn), 
и u∈S(p', C). По лемме 1.3.7 имеем 

ρ(p, C) ≤ [(r + h)2 + h2 (ω0(C) 2 – 1)]1/2 – r ≤ (1 + ε) h 
при достаточно малом h. 

Далее, пусть ε задано в условии теоремы и N такое, что при n≥N 
для любых  p∈M t(Pn) и u∈S(p', C), p' := t(p, C) = p/g*(p, C), справед-
ливо 

ρ(p, C) ≤ (1-ε)-1[g(u, p) - g(u, C)]. 
Тогда 

δ(Pn, C) = max {ρ(p, C): p∈M t(Pn)} ≤ 
≤ (1-ε)-1 max {g(u(p), p) - g(u(p), C): p∈M t(Pn), u(p)∈S(p/g*(p, C), C)}, 
откуда (1-ε) δ(Pn, C) ≤ g(un, pn) - g(un, C), где pn и un, определены в 
формулировке метода УВО2. 

Теорема 1.3.7 доказана. 

Итак, метод отсечения УВО2 в гладком случае асимптотически 
порождает H1(1, C)-последовательность отсечения. Таким образом, 
метод УВО2 обладает свойствами, аналогичными свойствам метода 
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«Уточнения Оценок» (УО). Из доказанной теоремы непосредственно 
вытекают 

Следствие 1.3.9. MУВО2∈aHc
1(1, C0∩C+

2). 

Следствие 1.3.10. aHc
1(1, C0∩C+

2)≠∅. 

1.4. Нехаусдорфовы АМПА 
В предыдущем параграфе был рассмотрен ряд АМПА, относя-

щихся к классу хаусдорфовых или  H-методов. Во всех этих методах 
число вычислений опорной или дистанционной функции на каждой 
из итераций (т.е. при увеличении на единицу числа вершин или ги-
перграней аппроксимирующего многогранника) оставалось значи-
тельным. Каждая такая задача требует решения задачи выпуклой 
оптимизации линейного функционала на аппроксимируемом множе-
стве. В то же время во многих приложениях (в том числе и в задачах 
принятия решений) большое значение имеет проблема построения 
аппроксимации с минимально возможным числом решений таких 
задач. Для решения этой проблемы в [46], [41] был предложен метод 
«Сближающихся Многогранников» (СМ). В этом методе аппрокси-
мируемое тело приближается парой из вписанного и описанного 
многогранников. На каждой итерации к множеству вершин вписан-
ного многогранника добавляется одна вершина и к множеству ги-
перграней описанного многогранника добавляется одна гипергрань. 
В методе СМ вместо расчета значений опорной функции аппрокси-
мируемого тела существенно используются значения опорных 
функций аппроксимирующих многогранников.   Поэтому на каждой 
итерации вычисляется только одно значение опорной функции ап-
проксимируемого тела.  Благодаря такой особенности, метод СМ в 
гладком случае оказывается оптимальным не только по числу вер-
шин внутреннего и числу гиперграней внешнего многогранников, но 
и по числу вычислений опорной функции аппроксимируемого тела. 
К сожалению, для негладких тел оптимальной по порядку скорости 
сходимости по указанным параметрам получить не удается. 

МЕТОД СБЛИЖАЮЩИХСЯ МНОГОГРАННИКОВ (СМ) 
Пусть для С∈C и P0∈P i(C), Q0∈P c(C) построены Pn∈P i(C) и 



Qn∈P e(C). Для построения Pn+1 и Qn+1 выполняются следующие про-
цедуры: 

ШАГ 1. a). Найти un := arg max {g(u, Qn) - g(u, Pn): u∈M f(Pn)}. 
             b). Найти pn∈T(un, C). 
Шаг 2. Построить Pn+1 := conv {pn, Pn} и Qn+1 := Qn∩L(un, C). 

Метод СМ обозначим через MСМ. Двумерная иллюстрация рабо-
ты метода СМ приведена на рис. 1.4.1. 

   
 un  C 
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 Pn 
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Рис. 1.4.1. Метод Сближающихся Многогранников 

Таким образом, в этом методе сначала в множестве нормалей к 
гиперграням внутреннего многогранника находится направление 
(нормаль), на котором достигается максимальное отклонение между 
внешним и внутренним многогранниками.  Далее, в этом направле-
нии находится опорная гиперплоскость к аппроксимируемому телу 
и точка касания, которая присоединяется к множеству вершин внут-
реннего многогранника, причем внешний многогранник усекается 
опорной гиперплоскостью тела с этой нормалью. Ясно, что для по-
следовательности восполнения {Pn}n=1,2,..., генерируемой методом 
СМ, справедливо неравенство 

m t(Pn) ≤ m t(P0) + n,                                       (1.4.1) 
а для последовательности отсечения  {Qn}n=1,2,..., генерируемой мето-
дом СМ, – неравенство 

m f(Qn) ≤ m f(Q0) + n.                                      (1.4.2) 
Заметим далее, что в случае метода СМ информационное множе-
 49 
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ство Ω имеет вид {(g(un, C), p), p∈T(un, C)}, где un, – единственная 
точка на сфере направлений Sd-1. Поэтому на каждой итерации вы-
числяется только одно значение опорной функции аппроксимируе-
мого тела, и для последовательности пар многогранников {(Pn, 
Qn)}n=1,2,..., генерируемой методом СМ, справедливо 

mg(Pn) ≤ mg(P0) + n,   mg(Qn) ≤ mg(Q0) + n.                   (1.4.3) 
Благодаря такой особенности, метод СМ, как будет показано ни-

же (см. п. 2.6.4), в гладком случае оказывается оптимальным не 
только по числу вершин внутреннего и числу гиперграней внешнего 
многогранников, но и по числу вычислений опорной функции ап-
проксимируемого тела. К сожалению, для негладких тел оптималь-
ной по порядку скорости сходимости по указанным параметрам по-
лучить не удается. 

Метод СМ, как и хаусдорфовы методы, основан на общих адап-
тивных схемах восполнения и отсечения. Вместе с тем, как нетрудно 
видеть, он не принадлежит к классу H-методов. Действительно, ка-
ково бы ни было отклонение внешнего аппроксимирующего много-
гранника от внутреннего в выбранном на шаге 1а направлении, ве-
личина δ(Pn, C) (либо δ(Qn, C)) может быть сколь угодно малой.  

В главе 3 будут рассмотрены методы отсечения, двойственные к 
методу СМ (методы СМ* и ДСМ). Эти методы основаны на вычис-
лении дистанционной функции аппроксимируемого множества и 
обладают достоинствами и недостатками, аналогичными методу 
СМ. В частности, в гладком случае они оказываются оптимальными 
не только по числу вершин внутреннего и числу гиперграней внеш-
него многогранников, но и по числу вычислений опорной функции 
аппроксимируемого тела. 

Чтобы предотвратить включение в описание аппроксимирующих 
многогранников неэффективных вершин или гиперграней в [46] и 
[83] был предложен ряд модификаций метода СМ, основанных на 
идее [46] порогового условия включения вершин и гиперграней в 
описание аппроксимирующих многогранников. Опишем одну из 
таких модификаций. 

Ниже приводится «Модифицированный метод Сближающихся 
Многогранников» (метод МСМ), предложенный Л.В.Бурмистровой 
в [83], в несколько видоизмененной формулировке. 
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Пусть задан пороговый параметр алгоритма λ, 0 < λ < 1. 

МОДИФИЦИРОВАННЫЙ МЕТОД СБЛИЖАЮЩИХСЯ МНОГОГРАННИ-
КОВ (МСМ) 
Пусть для С∈C и P0∈P i(C), Q0∈P  c(C) построены Pn∈P i(C) и 

Qn∈P c(C). Для построения Pn+1 и Qn+1 выполняются следующие про-
цедуры: 

a). Найти un := arg max {g(u, Qn) - g(u, Pn): u∈M f(Pn)}. 
b). Найти pn∈T(un, C). 
c). Если 

g(un, pn) - g(un, Pn) ≥ λ [g(un, Qn) - g(un, Pn)], 
     то 

построить Pn+1 := conv {pn, Pn}, 
положить Qn+1 := Qn

     иначе 
построить Qn+1 := Qn∩L(un, C), 

положить Pn+1 := Pn. 

Метод МСМ обозначим через MМСМ. 
Таким образом, в этом методе сначала в множестве нормалей к 

гиперграням внутреннего многогранника находится направление un, 
на котором достигается максимальное отклонение между внешним и 
внутренним многогранниками.  Далее, в направлении un находятся 
опорная гиперплоскость к аппроксимируемому телу и точка касания 
pn. Если эта точка находится на достаточно большом, сравнительно с 
отклонением многогранников, расстоянии от внутреннего много-
гранника (определяется параметром λ), то pn присоединяется к мно-
жеству вершин внутреннего многогранника. В противном случае 
внешний многогранник усекается опорной гиперплоскостью тела с 
этой нормалью. 

Для метода МСМ удалось в негладком случае доказать опти-
мальность по порядку числа вершин внутреннего многогранника. 
Однако оптимальной по порядку скорости сходимости по числу ги-
перграней и числу вычислений опорной функции для этой модифи-
кации, как и для метода СМ, в негладком случае получить не удает-
ся. Поэтому указанные модификации метода СМ не решают про-
блему построения методов, оптимальных по порядку числа решений 
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задач оптимизации на аппроксимируемом теле, и далее подробно 
рассматриваться не будут. Методы, действительно решающие эту 
задачу, будут рассмотрены в главе 3 в рамках теории двойственно-
сти АМПА. Эти методы, однако, потребуют задания аппроксими-
руемого тела одновременно через опорную и дистанционную функ-
ции. Метод же СМ требует вычисления только опорной функции 
аппроксимируемого тела, а двойственные к нему – только дистанци-
онной функции. 

 
Итак, в настоящей главе был введен класс итерационных МПА с 

растущим числом вершин и гиперграней, основанный на общих ап-
проксимационных схемах восполнения и отсечения. Затем были 
введены классы H и H1-схем (последовательностей), характеризую-
щие соответствующие классы хаусдорфовых методов полиэдраль-
ной аппроксимации. Был сформулирован ряд методов восполнения и 
отсечения, для которых было доказано, что они являются хаусдор-
фовыми. Был приведен также пример нехаусдорфового АМПА, ос-
нованного одновременно на схеме восполнения и отсечения. В сле-
дующей главе будет произведено исследование скорости сходимо-
сти рассмотренных методов, а также изучена их эффективность. 

Глава 2. Теория сходимости АМПА 
Вторая глава посвящена исследованию скорости сходимости, до-

казательству оптимальности и расчету эффективности (т.е. сравне-
нию со скоростью сходимости МНА) хаусдорфовых АМПА. 

2.1. Теоретические основы исследования АМПА 
В первых четырех параграфах настоящей главы рассматри-

ваются методы исследования скорости сходимости АМПА. В каж-
дом случае (при исследовании скорости сходимости конкретного 
класса алгоритмов при аппроксимации конкретного класса ВКТ) 
наиболее сильные оценки удается получить одним из следующих 
методов: 
− метод изменения объема на итерациях является хронологически 

первым и наиболее общим методом исследования МПА и дает 
наиболее сильные оценки при исследовании скорости сходимо-



сти H-схем, при исследовании скорости сходимости на началь-
ном этапе аппроксимации, а также нехаусдорфовых АМПА; 

− метод упаковок нормалей на внешне-параллельном множестве 
дает наиболее сильные оценки при исследовании скорости схо-
димости H1-схем при аппроксимации негладких тел; 

− метод Глубоких Ям позволяет получить наиболее сильные ре-
зультаты  для скорости сходимости хаусдорфовых алгоритмов в 
гладком случае; 

− комбинация метода Глубоких Ям с методом упаковок нормалей 
позволяет получить новые оценки скорости сходимости МНА 
при аппроксимации негладких дисков (этот вопрос будет рас-
смотрен в главе 4). 
Рассмотрим сначала последовательно аппарат каждого из ука-

занных методов, а затем применим эти методы для исследования 
целых классов АМПА и конкретных алгоритмов. 

2.2. Метод изменения объема на итерациях АМПА 
В настоящем разделе излагается метод изменения объема на ите-

рациях АМПА, разработанный в работах [46], [37], [38]. Основной 
задачей раздела является доказательство следующих двух теорем о 
сходимости H-последовательностей многогранников. 

Теорема 2.2.1. Пусть {Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-
последовательность восполнения (отсечения) для С∈C. Тогда для 
любого ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что при n≥N справедливо 

δ S(Pn, C) ≤ (1+ε)λ1(γ, C) k(n)1/(1-d), 
δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ2(γ, C) k(n)1/(1-d), 

где  k(n) есть n или mt(Pn) (mf(Pn)) и 
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Теорема 2.2.2. Пусть {Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-
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последовательность восполнения (отсечения) для С∈C 
+

2. Тогда для 
любого ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что при n≥N справедливо 

δ S(Pn, C) ≤ (1+ε)λ3(γ, C) k(n)2/(1-d), 
δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ4(γ, C) k(n)2/(1-d), 

где k(n) есть n или mt(Pn) (mf(Pn)) и 
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Метод изменения объема состоит в оценке изменения объема ап-
проксимирующего многогранника на каждой итерации и получении 
на этой основе скорости уменьшения отклонения многогранника от 
аппроксимируемого тела. Для оценки изменения объема использует-
ся шар, вписанный в многогранник, вернее, часть конуса его види-
мости, присоединяемая или отсекаемая на итерации. Раньше всего 
такая техника применялась, насколько нам известно, в работе [73] 
при исследовании общей схемы отсечения, а также в работе [3] при 
доказательстве сходимости одного метода оптимизации. В гладком 
случае применение теоремы Бляшке о качении (см. пункт 1.3.2) по-
зволяет использовать факт расширения конуса видимости внутрен-
него шара при уменьшении отклонения по Хаусдорфу многогранни-
ка от аппроксимируемого тела для существенного улучшения оцен-
ки скорости сходимости [46], [18], [37], [38]. 

Лемма 2.2.1. Пусть дан шар Br(z), точка y вне его и гиперпло-
скость L, разделяющая их и находящаяся от y на расстоянии h. То-
гда L отсекает от конуса видимости  из точки y пирамиду с объе-
мом, не меньшим 
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Доказательство. Пусть начало координат совпадает с точкой у и 
ось xd направлена к точке z. Обозначим α = r[ρ(y, z)2-r2]-1/2. Тогда 
уравнение конуса будет 
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22 0) (
d

i
di xx α . 

Выберем оси координат x1, … , xd-1   так, чтобы уравнение L име-
ло вид 

xd-1 sinβ  + xd cosβ  = h, 0 ≤ β < π/2. 
 Так как L отделяет у от Br(z), то в сечении конуса гиперплоско-

стью всегда будет эллипсоид. Обозначим его Е. Тогда отсекаемый 
объем hσ(E)/d. Найдем минимум σ(E) при допустимых β. В проек-
ции Е на подпространство переменных x1, … , xd-1 будет эллипсоид 
E~ . Ясно, что )()~( EE σσ ≤ , причем при β=0 имеет место равенство. 
Описание E~  можно получить, выразив xd из уравнения для L и под-
ставив в неравенство, описывающее конус. Нетрудно показать, что 
E~  может быть описан каноническим образом: 
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Минимум )~(Eσ  достигается при β=0, совпадает с σ(E) и равен 

dπ

 схемой п , 0  < 1, справедливо 
δ S(Pn, Pn+1) ≥ λ5(ε)[δ H(Pn, Pn+1)]d, 

где 

11
1

−− ddh α . −

 Лемма 2.2.1 доказана. 

Лемма 2.2.2. Пусть {Pn}n=0,1,2... – аппроксимирующая последова-
тельность многогранников, порождаемая для С∈C некоторой 

. Тогда  ри δ H(Pn, C) < ε r  < εадаптивной

1
1

5 )1(:)( −
⎥⎦⎢⎣

−= d

Rd
εελ , 

и r и R – радиусы концентрических внутреннего

−
⎤⎡

drπ

 и внешнего шаров 
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для C. Кроме того, 
δ S(Pn, Pn+1) ≥ λ′5[δ H(Pn, Pn+1)]d, 

где 

при любом n ≥ 0 справедливо 

1
1 '

−
− ⎤⎡

d
d rπ

05 :' ⎥⎢=λ , 

Доказательство. Пусть z∈C такая, что Br(z)⊂C⊂BR(z). Рас-
смотрим сначала последовательность, порождаемую аппроксими-
рующей схемой отсечения (см. иллюстрацию на рис. 2.2.1). 

),(' ⎦⎣ + H PCRd δ
r′ и R′ – радиусы концентрических шаров, внутреннего для P0 и C и 
внешнего для C. 

 un 

 C 
 Pn 

 Pn+1 

 Br(z)

 y 
 

Рис. 2.2.1. Метод изменения объема для схемы отсечения (C) 
Пусть P

 y’ 

ра Br(z) из точки у, отсекаемой 
опорной к P  гиперплоскостью :=L((y-y′)/||y-y′||, Pn+1).  По  по-

n+1 = Pn∩L(un, C),  y∈Pn такая, что ρ(y, Pn+1) = δ H(Pn, Pn+1), 
и y′ := proj (y, Pn+1) – проекция у на Pn+1. Тогда δ S(Pn, Pn+1) больше, 
чем объем части конуса видимости ша

n+1  L
строению,  ρ(y, L) = δ H(Pn, Pn+1) и, по условию, ρ(y, z) ≤ R + δ H(Pn, C). 
Поэтому из леммы 2.2.1 следует, что 
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При 0 ≤ ε < 1 имеем (1-ε)-1≥1+ε, поэтому (R+ε r)/r ≤ R/[r(1-ε)], что и 
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м теперь случай схемы восполнения (см. иллюстрацию 
на рис. 2.2.2). Пусть Pn+1 = conv {pn, Pn}, p′ := proj (pn, Pn) – проекция 
pn на Pn и L:=L((pn -p′)/|| pn -p′||, Pn). Тогда ρ(pn, L) = δ H(Pn, P 1). По 
условию и лемме 1.3.4 имеем Br(1-ε)(z)⊂Pn, поэтому δ S(Pn, Pn+1) боль-
ше, ε)(z) из точки pn, отсекае-
мой гиперплоскостью L,

доказывает первое утверждение леммы для схем отсечения. 
Рассмотри

n+

 чем объем части конуса видимости Br(1-

 причем n, z) ≤ R. Из леммы 2.2.1 тогда 
сле

ρ(p
дует, что 
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Первое утверждение леммы доказано. 
 

Pn 

Pn+1 
 pn 

 p’ 
 Br(z)

C 
 

Рис. 2.2.2. Метод изменения объема для схемы восполнения (C) 
Для доказательства второго ут ерждения достаточно заметить, 

что ю-
бог

в
 в случае схемы отсечения имеем ρ(y, z) ≤ R′ + δ H(P0, C) для л
о n≥0, а в случае схемы восполнения из точки рn шар радиуса r′ 

виден при любом n≥0. Далее рассуждаем, как при доказательстве 
первого утверждения. 

Лемма 2.2.2 полностью доказана. 

Лемма 2.2.3. Пусть {Pn}n=0,1,2... – H(γ, C)-последовательность для 
С∈C 2. Тогда  при δ H(Pn, C) < ε rmin(C), 0 < ε < 1, справедливо 

δ S(Pn, Pn+1) ≥ λ6(ε)[δ H(Pn, Pn+1)](d+1)/2, 
где 
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Доказательство. Обозначим r:=rmin(C). Так, С∈C 2, то, п теоре-
ме Бляшке о качении (см. п. 1.3.2), для любой точки x∈∂C существу-

о 

ет z∈C такая, что  Br(z)⊂C и x∈Br(z). 
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 y 
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 x 

 
Рис. 2.2.3. Метод изменения объема для схемы отсечения (C 2) 
Рассмотрим схему отсечения (см. иллюстрацию на рис. 2.2.3). 

Пусть Pn+1 = Pn∩L(un, C),  y∈Pn такая, что ρ(y, Pn+1) = δ H(Pn, Pn+1), 
y′ := proj (y, Pn+1) – проекция у на Pn+1, x:= proj (y, C) – проекция у на 
С и z∈C такая, что Br(z)⊂C, x∈Br(z). Тогда δ S(Pn, Pn+1) больше, чем 
объем части конуса видимости шара Br(z) из точки , отсекаемой 
оп -
строению -
дел лед тей  δ о п

 у
орной к Pn+1 гиперплоскостью L:=L((y-y′)/||y-y′||, Pn+1).  По  по

,  ρ(y, L) = δ H(Pn, Pn+1). Обозначим r′:=δ H(Pn, C). По опре
ению H-пос овательнос  (1.2.1) r′ ≤ H(Pn, Pn+1)/γ. П о-

строению ρ(y, z) ≤ r + r′.  Поэтому из леммы 2.2.1 следует, что 
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Учитывая, что  (r + r′)2/r2 - 1 = r′(2r + r′)/r2, имеем 

 58 



2/)1(1
2/)1(2

11 ([
'2

),( ++
−

−+
⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

+
≥ dnnH

d
dnnS P

rr
rPP δγπδ )],

⎠⎝
P . 

п
 Br(z)⊂C, p ∈B (z). Име-

ем

d

Рассмотрим схему восполнения (см. иллюстрацию на рис. 2.2.4). 
Пусть Pn+1 = conv {pn, Pn}, p′ := proj (pn, Pn) – роекция pn на Pn, 
L:=L((p  -p′)/|| p  -p′||, Pn n n r

 ρ(p

n) и z∈C такая, что
n, L) = δ H(Pn, Pn+1). 

 

Pn 
C 

Pn+1  pn 
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 Br(z)

 p’ 

 
Р

C). По определению H-
последовательностей По условию и лемме 

ис. 2.2.4. Метод изменения объема для схемы восполнения (C 2) 

Обозначим r′:=δ H(Pn, 
(1.2.1) r′ ≤ δ H(Pn, Pn+1)/γ. 

1.3.4 имеем Br-r′(z)⊂Pn, поэтому δ S(Pn, Pn+1) больше, чем объем части 
конуса видимости  этого шара из точки pn, отсекаемой гиперплоско-
стью L, причем ρ(pn, z) ≤ r. Из леммы 2.2.1 тогда следует, что 
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При r′ < r непосредственно проверяется, что r2/(2r + r′) ≥ (r - r′)2/(2r - 
r′). 2 2  ут-

[11− ⎥⎢ −⎟
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d
π

Так как r′ < ε r, то (r - r′) /(2r - r′) ≥ r(1-ε) /2, откуда получаем
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ия. 
Лемма 2.2.3 до

чения оценок скорости 
схо  отклонений многогранников в 
метриках объема {an} и Хаусдорфа {bn}. 

Лемма 2.2.4. Пусть {an}n=0,1,2... и {bn}n=0,1,2 – невозрастающие 

an  [ 7 n + a0 ] . 

 от ε, β,    
(β-1)

верждение леммы для последовательностей, порождаемых как схе-
мами восполнения, так и схемами отсечен

казана. 
Следующая лемма необходима для полу
димости последовательностей

... 
последовательности положительных чисел, и пусть существуют 
константы c1, c2 > 0 и β > 1 такие, что an - an+1 ≥ c1bn

β  и c2bn ≥ an  
при n=0,1,2.... Тогда для любого n ≥ 0 справедливо 

≤ λ (β-1) (1-β) 1/(1-β) 

Кроме того, для любого ε > 0  существует номер n0, зависящий 
только c1, c2 и a0, для которого при n ≥ n0 справедливо

1 + ε) / [λ  n1/(β-1)      b  ≤ (1 + ε) / [λ  n1/an ≤ ( 7 ], n 8 ], 
где 
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оказательство.5 По условию, a  - an+1 ≥ ca β, где c := c /c β > 0. 

ние βcaa −=& . При 1>
Д n

Рассмотрим дифференциальное уравне
n 1 2

β  его 
общее решение будет иметь вид 

a(t) = [(β – 1)ct + c0]1/(1-β), 
где c0 – произвольная константа. При β > 1 функция a строго вы-
пукла и ее график лежит выше касательной к любой своей точке. 
Для интегральной кривой, проходящей через точку  (n, an), касатель-
ная к ней в этой точке будет определяться уравнением 

Точ о условию леммы, не выше касательной, а 
зна

(t) 

ak(t) = an – can
β(t - n). 

ка (n + 1, an+1) лежит, п
чит, ниже кривой. Рассматриваемое дифференциальное уравне-

ние 1-го порядка, поэтому его интегральные кривые не пересекают-
ся. Следовательно, интегральная кривая, проходящая через точку (0, 

                                                      
5 Идея доказательства этой леммы предложена И.Г. Поспеловым. 
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a0), лежи я этой 
кри

ч  леммы. 
Выберем теперь n  т

т выше точек  (n, a ) при любых номерах n ≥ 0. Длn

вой a(0) = a0
 = c0

1/(1-β). Таким образом, 
an ≤ a(n) = [(β – 1)cn + a0

1-β]1/(1-β), 
то доказывает первое утверждение

ак, чтобы 0

ε
β

ββ

≤−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
−−

1
)1(

1
)1/(1

0

1
0

cn
a . 

Получаем an ≤ (1+ε)[(β–1)cn]1/(1-β), т.е. второе утверждение леммы, 
для любого n ≥ n0. 

Пусть теперь n ≥ n0. Для любого  m<n имеем, по условию, 

∑
−

=

−≥≥−
1

11 )(
n

mi
ninm bcmnbcaa ββ  

в силу невозрастания  b  утверждению леммы, 

 am

чшую оценку, найдем максимум величины m1/(β-

1)(n - m). Он приходится на m=n/β. Положим

n. Согласно второму
имеем 

(1 + ε) / [λ7 m1/(β-1)] ≥  ≥ (n - m) c1bn
β. 

Чтобы получить лу
 ]/[~ βnm =  (ближайшее 

целое слева). Тогда 

.)1()1(

)]~(~)[1( 1
1

)1/(1
7

−−

⎡ −

≤−+≤ ββ

β

λε mncmbn
1

)1/(
−

−
⎥
⎦

⎤ββ
 

≤

1)1/(1
7

−
⎢
⎣

+≤ β

β
βλε nc

 
 ε)1/β [λ  n1/(β-1)  -1Поэтому bn  (1 + 8 ] ,  где 

.
2

1
⎥
⎦

⎢
⎣

=
βc

Остается заметить, что (1 + ε)

)1(
)1/(1 −

⎤⎡ −
β

β c

)1()1( 1)1/(1

2

1
8

− =
⎪⎭

⎪
⎬

⎪⎩

⎪
⎨

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ −
=

β

β
β β

βββλ c
c

c

 

доказана. 

/1)1/(1 − ⎫⎧ β

1/β ≤ 1 + ε , так как β>1. 
Лемма 2.2.4 
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Доказательство теоремы 2.2.1 Пусть F:={Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-
сть z∈C такая, что Br(z)⊂C⊂BR(z) и R/r = 

ω(C дится к C в метрике Хаусдорфа. Поэто-
му 

Обозначим ) n

n C) + 2 n ≥ n2 Кроме
члены  ,1,2... положительны и 
не 

. 
последовательность. Пу

). По теореме 1.2.2 F схо
для любого ε1, 0<ε1<1, существует номер n1 такой, что при n ≥ n1 

имеем δ H(Pn, C)<ε1r. Согласно лемме 2.2.2, при этих условиях 
δ S(Pn, Pn+1) ≥ λ5(ε1)[δ H(Pn, Pn+1)]d ≥ λ5(ε1)[γδ H(Pn, C)]d. 

Из монотонности по включению последовательности F вытекает, 
что δ S(Pn, Pn+1) = δ S(Pn, C) - δ S(C, Pn+1).  δ S(Pn, C через a , 
δ H(Pn, C) через bn. Тогда 

an - an+1 ≥ λ5(ε1)[γbn]d. 
Согласно свойствам σ(C) (см. (1.2.8)), для любого ε2 > 0 сущест-

вует номер n2, при котором a ≤ [σ(  ε ]b , где n .  этого, 
 последовательностей {an}n=0,1,2... и {bn}n=0

возрастают. Поэтому для n ≥ n3 := max{n1, n2} справедливы усло-
вия леммы 2.2.4 с константами c1 = λ5(ε1)γ d, c2 = σ(C) + ε2 и β = d. 
Таким образом, для любого ε3 > 0 существует номер n4 ≥ n3, для ко-
торого 
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1
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при n ≥ n4. Выберем  ε1, ε2 и ε3 так, чтобы 

(1 + ε3)[1 + ε2/σ(C)]d/(d-1)(1 - ε1)-1 ≤ 1 + ε. 
Тогда, обозначая 

)1/(11
1)1()

ddd
d rd
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−
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γπ , 1(γλ
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⎝ σR ⎠

получаем δ S(Pn, C) ≤ (1+ε)λ1(γ)n1/(1-d) при n ≥ n0:=n4. Первое утвер-
ждение теоремы для k(n):=n доказано. 

Согласно лемме 2.2.4, при n ≥ n0 имеем 
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Поскольку 
[1 + ε2/σ(C)]1/(d-1)≤[1 + ε2/σ(C)]d/(d-1) , 

0 имеем δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ (γ)n1/(1-d), где  то при n ≥ n 2

r
Rd d 1

2
)1()( −

⎥
⎤

⎢
⎡ −

=
γπγλ , 

Cdd )⎦⎣ σ
что доказывает второ  утверждени ля k(n

dd )1/(1

(

−

е  д ):=n. 
едователь-

е теоремы
Утверждения теоремы для k(n):=mt(Pn) в случае посл

нос f nти восполнения (k(n):=m (P ) в случае последовательности отсе-
чения) следует далее из свойства (1.1.4) при выборе n0, таком что 
величина  

1
)](/)(1[

1
)1/(10 0

−
− −dnPmPm

 

будет достаточно мала. 
а. 

ы 2.2.2. Пусть F:={Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-
е 1.2.2 F сходится к C в 

мет
1 min

Теорема 2.2.1 доказан

Доказательство теорем
последовательность для C∈C 2. По теорем

рике Хаусдорфа. Поэтому для любого ε1, 0<ε1<1, существует но-
мер n1 такой, что при n ≥ n1 имеем δ H(Pn, C)<ε r (C). Согласно 
лемме 2.2.3, при этих условиях 

δ S(Pn, Pn+1) ≥ λ6(ε1)[δ H(Pn, Pn+1)](d+1)/2 ≥ λ5(ε1) [γδ H(Pn, C)](d+1)/2. 
Из монотонности по включению последовательности F вытекает, 

что δ S(Pn, Pn+1) = δ S(Pn, C) - δ S(C, Pn+1). Обозначим δ S(Pn, C) через an, 
δ H(Pn, C) через bn. Тогда 

an - an+1 ≥ λ6(ε1)[γbn](d+1)/2. 
Согласно свойствам σ(C) (см. (1.2.8)), для любого ε2 > 0 сущест-

вует номер n2, при котором an ≤ [σ(C) + ε2]bn, где n ≥ n2. Кроме этого, 
члены последовательностей {an}n=0,1,2... и {bn}n=0,1,2... положительны и 
не возрастают. Поэтому для n ≥ n3 := max{n1, n2} справедливы усло-
вия леммы 2.2.4 с константами c1 = λ6(ε1)γ(d+1)/2, c2 = σ(C) + ε2 и β = 
(d+1)/2. Таким образом, для любого ε3 > 0 существует номер n4 ≥ n3, 
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для которого 
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(1 + ε3)[1 + ε2/σ(C)](d+1)/(d-1)(1 - ε1)-2 ≤ 1 + 
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и n ≥ n0:=n4. Первое утвер-
ждение теоремы д

Согласно лемме

11 dd −⎡ − π

 S(Pn, C) ≤ (1+ε)λ3(γ)n2/(1-d) пр
ля k(n):=n доказано. 

 2.2.4, при n ≥ n  имеем 0
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Поскольку 

[1 + ε2/σ(C)]2/(d-1)≤[1 + ε2/σ(C)](d+1)/(d-1) , 

то при n ≥ n0 имеем δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ2(γ)n2/(1-d), где  

)(
21)(

12
1d

dd
d

−

−
⎥
⎤⎡ −

=
γπγλ , 

) min

)/(

Cr⎦
что рждение теоремы для k(n):=n. 

t( n

) при выборе n0, таком что 
величина 

(14 Cdd⎢
⎣ + σ

 доказывает второе утве
Утверждения теоремы для k(n):=m P ) в случае последователь-

ности восполнения (k(n):=mf(Pn) в случае последовательности отсе-
чения) следует далее из свойства (1.1.4
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1
)](/)(

1
1[ − m )1/(20 0

−−dnPmP
 

буд

 излагается метод упаковок нормалей, раз-
раб

 одинаковой длины внешние нормали к аппроксими-
руе к такого набора совпадает с числом вер-
шин ющего вписанного (описанного) 
мно
р

енным множеством – шары с 
центрам
нальным квадратному . Это по-
зволяет, п и, получить оценку 
сверху 
пергран

Впервы
тод был использован  [13] для получения верхних оценок на 
число верш ельство этих оценок в указанной работе 
сод

y,z∈∂C, S(y, 
C):

торые 
обобщения леммы Dudley-Gruber. 

ет достаточно мала. 
Теорема 2.2.2 доказана. 

2.3. Метод упаковок нормалей 
В настоящем разделе
отанный в работах [84], [42], [43]. 
Метод упаковок нормалей состоит в том, что рассматривается 

набор точек на внешне-параллельном к аппроксимируемому телу 
множестве, соответствующий аппроксимирующему многограннику. 
Для вписанного многогранника, например, – это его вершины, про-
долженные на

мому телу. Число точе
 (гиперграней) аппроксимиру
гогранника. Далее оказывается, что такой набор в случае, когда 

ассматриваются МНА или хаусдорфовые последовательности, ока-
зывается достаточно хорошо распредел

и в этих точках образуют упаковку с радиусом, пропорцио-
 корню от точности аппроксимации

ри заданной точности аппроксимаци
на число точек такого набора, а значит, на число вершин (ги-
ей) аппроксимирующего многогранника. 

е, насколько нам известно, близкий к такому подходу ме-
 в работе

ин МНА. Доказат
ержало внутри себя утверждение, которое мы процитируем по 

работе [12], стр. 324. 
Лемма Dudley-Gruber. Пусть C∈C 1, 0 < ε < √3/2, 

={ny}, S(z, C):={nz}, ||y+ny-z-nz|| ≤ ε. Тогда расстояние от y вдоль 
ny до опорной гиперплоскости к C в z  не больше 2ε2. 

В наших доказательствах мы будем использовать неко

Лемма 2.3.1. Пусть x,y∈Ed и β>0. Тогда для любых u,v ∈ Sd-1, <u, 
v> > 0, y∈L(u, x), x∈L(v, y),  справедливо 
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u) - (y+βv)||2 /β . 

Доказательство. Обозначим ∆ := ||(x+βu) - (y+βv)||. В силу 
∈L ∈ x-y> ≥ 0, <v, y-x> ≥ 0 и ∆2 ≥ ||x-

ax{||x-y||, β||u-v||}. Пусть α – угол 
меж

ρ(x, l(v, y)) ≤ ||(x+β

y (u, x) и x L(v, y), имеем <u, 
y||2+β 2||u-v||2. Следовательно, ∆ ≥ m

ду u и v. Так как sin α ≤ ||u - v||, то sin α ≤ ∆/β. 
   

 x  y 

 m
 z 

 ∆ 

 βv
 βu  α

 
 упаковок нормалей, лемма 3.3.1. 

 иллюстрацию на рис. 2.3.1). 
Поэтом

∆  sin α ≥ β ρ(x, l(v, y)) / ∆, 
откуда сле

Лем

Лемма
C) и v∈S(q  справедливо 

2

Рис. 2.3.1. Метод
Пусть z – проекция x на l := l(u, x)∩l(v, y) и m – проекция x на l(v, 

y). Проекция m на l есть z (иначе бы z не была проекцией x), и вели-
чина угла ∠xzm равна α (см. двумерную

у  
≥ ρ(x, y) ≥ ρ(x, z) = ρ(x, m) /
дует утверждение леммы. 

ма 2.3.1 доказана. 

 2.3.2. Пусть C∈C, p,q∈∂C и β>0.  Тогда для любых u∈S(p, 
, C),  <u, v> > 0

ρ(p, l(v, C)) ≤ ||(p+βu) - (q+βv)||  /β . 
Доказательство. Достаточно заметить, что в силу выпуклости C 

справедливо q∈L(u, p), p∈L(v, q). Поэтому утверждение леммы сле-
дует из утверждения леммы 2.3.1. 

Лемма 2.3.2 доказана. 

Лемма 2.3.3. Пусть C∈C0, p∉C, p':= t(p, C) и β>0.  Тогда для лю-
бых u∈S(p', C) и v∈Sd-1, p∈L(v, C), q∈T(v, C),  справедливо 
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'+ βu) - (q+βv)|| ≥ min {β√2, √(βh)-ω0(C)h}, 
где h := g(u, p) - g(u, C). 

то  ||(p'+βu) - (q+βv)|| ≥ β√2. 

 

 Поставим ей в соответствие последовательность множеств то-
чек

0 для некоторого набора на-

n

ределения H1(γ, C) – последовательно-

δH(Pn-1, C)>0  
имеем card Zn = mt(P0) + n. Последовательность {Zn}n=0,1,... назовем 
сопровождающей последовательностью для {Pn}n=0,1,... . 

Множество Z назовем базой ε-упаковки, если для любых x,y∈Z 
спр

ма 2.3.4. Пусть ∈C n
,... есть H1(γ, C)-

пос

||(p

Доказательство. Если <u, v> ≤ 0, 
Пусть <u, v> > 0. Так как u∈S(p', C), то q∈L(u, С), откуда q∈L(u, 

p). Тогда по лемме 3.1 имеем  ||(p+βu) - (q+βv)||2 / β ≥  ρ(q, l(u, p)) ≥ h. 
Далее, ||(p+βu) - (p'+βu)|| =  ρ(p, p') ≤  ω0(C) [g(u, p) - g(u, p')] = ω0(C)h. 
Наконец, ||(p'+ βu) - (q+βv)|| ≥ ||(p+βu) - (q+βv)|| - ||(p+βu) - (p'+βu)|| ≥
√(βh)-ω0(C)h. 

Лемма 2.3.3 доказана. 

Пусть {Pn}  есть H (γ, C)-последовательность восполнения и 
β>0.

n=0,1,... 1

 {Zn}n=0,1,... по следующему правилу: 
1) Z0 := {p + βu(p): p∈Mt(P )}  

правлений {u(p)∈S(p, C): p∈Mt(P0)}; 

2) Zn+1 := {pn + βun}∪Zn, n=0,1,2,... , где точка p  и направле-

ние un взяты из оп

сти восполнения. 

Очевидно, что Zn⊂∂(C+βB). Кроме того, в случае 

аведливо ρ(x, y) ≥ 2ε (в этом случае множество открытых шаров 
радиуса ε с центрами в Z будет упаковкой в пространстве Ed). 

Лем  β>0, C , {P }n=0,1

 { nледовательность восполнения и Z }n=0,1,... – сопровождающая 
последовательность для нее. Тогда для любого n=0,1, …  множест-
во Zn есть база  εn(γ)-упаковки, где 

{ }),(,22min
2
1:)( 1

0 CP, nH
n

−= βγδεβγε  

и ε  := min {ρ0 (x, y): x, x≠

Доказательство. Для n=0 утверждение леммы, очевидно, спра-

y∈Z0, y}/2. 
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ведливо. Пусть жению индук-
ции аковки. Но δ (P , C) ≤ δ (Pn-2, C), поэто-
му 

ния. Так как 
Z  = {zn-1}∪Z , то осталось доказать, что ρ(zn-1, z) ≥ 2εn(γ) для любо-
го z

ельность отсечения и 
β

у

{p(u)

ние un взяты из определения H (γ, C) – последовательно-

Очевидно, что чае δ (P -1, C)>0 
име

Лемма 2.3.5. ,1 есть H1(γ, C)-
тельность отсечения и {Zn}  – сопровождающая по-

следовате ществу-
е, что при n≥N множество Zn есть база  εn

N(γ, ε)-
упаковки, где 

 оно справедливо для n-1. По предполо
H n-1 H Zn-1 есть база εn-1(γ)-уп

Zn-1 есть база εn(γ)-упаковки. Пусть zn-1 := pn-1 + βun-1, где pn-1 и un-1 
взяты из определения H1-последовательности восполне

n n-1

∈Zn-1. Пусть z = p + βv, где p∈ ∂Pn-1, v∈S(p, C). 
Если <un-1, v> ≤ 0, то ρ(zn-1, z) ≥ β√2. Пусть <un-1, v> > 0. Тогда по 

лемме 2.3.2 имеем 
|| zn-1 - z||2 ≥ βρ(p, l(un-1, C)) ≥ β (g(un-1, C) - g(un-1, Pn-1)) ≥ βγ δ H(Pn-1, C), 
что и доказывает утверждение ρ(zn-1, z) ≥ 2εn(γ). 

Лемма 2.3.4 доказана. 

Пусть {Pn}  есть H (γ, C)-последоватn=0,1,... 1

>0. Поставим ей в соответствие последовательность множеств то-
чек {Zn}n=0,1,... по след ющему правилу: 

1) Z0 := {p(u) + βu: u∈Mf(P0)} для некоторого набора точек 

∈T(u, C): u∈Mf(P0)}; 

2) Zn+1 := {pn + βun}∪Zn, n=0,1,2,... , где точка pn и направле-

1

сти отсечения. 
H n Zn⊂∂(C+βB). Кроме того, в слу

ем card Zn = mf(P0) + n. Последовательность {Zn}n=0,1,... назовем 
сопровождающей последовательностью для {Pn}n=0,1,... . 

Пусть β>0, C∈C, {Pn}n=0 ,... 
последова n=0,1,...

льность для нее. Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, су
ет N тако

}),()1( ,2 2,{min 
2

 := min {ρ(x, y): x,y∈ZN

1( 1nHN
n

−γε :), CPN −= βγδεεβε , 

и εN , x≠y}/2. 

очевидноДоказательство. Для n=N утверждение леммы, , спра-
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(P , C), по-
этому Z  есть база n-1 + βun-1, где pn-

следовательности отсечения. Так 
как Z  = {zn-1}∪Z , то осталось доказать, что ρ(zn-1, z) ≥ 2εn

N(γ, ε) для 
любого z∈Zn-1. Пусть z = p + βv, где p∈∂Pn-1∩∂C v∈S(p, C) и p∈T(v, 
C). 

то ρ  
P

(un-1,  H n  H n-1

Лемма 2.3.6. Пусть C∈C. Тогда база ε-упаковки на ∂C, 0 < ε < 

ведливо. Пусть оно справедливо для n-1. По предположению индук-
ции Zn-1 есть база εn-1

N  H n-1  H n-2

n-1
(γ, ε)-упаковки. Но δ (P , C) ≤ δ

 εn
N(γ, ε)-упаковки. Пусть zn-1 := p

1 и un-1 взяты из определения H1-по
n n-1

, 

Если <un-1, v> ≤ 0,  (zn-1, z) ≥ β√2. Пусть <un-1, v> > 0 и p' := t(pn-

1, n-1). Тогда по лемме 2.3.3 имеем 
|| zn-1 - z|| ≥ min {β√2, √(hβ)-ω0(C)h}, 

где h := g(un-1, p') - g C), δ (P C) ≥ h ≥ γδ (P , C) по опреде-
лению H

-1, 
1-последовательности отсечения. Осталось выбрать N так, 

чтобы δ H(Pn-1, C)2 ≤ ε /ω (C0 ). 
Лемма 2.3.5 доказана. 

R(C), содержит не более, чем [N1(ε, C)]- элементов, где 
2/)1(21

1
1 )(2

1)(:),(
dd

d

d

CR
CRdCN

−
−

− ⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=

ε
επ

πε . 

Доказательство. Пусть C⊂BR(C)(z) и Z – база ε-упаковки на ∂C. 
Пусть i(q) – луч с вершиной в q∈∂С в направлении из S(q, C). Опре-
делим 

Z* := {i(q)∩∂B (z): q∈Z}. R(C)

Тогда Z есть про на границу ВКТ не 

). Для q*∈Z* (d-1)-шар Bx(q*), x:=ε[1-(ε/(2R(C)) ] / , есть про-
екция ∂BR(C)(z)∩Bε(q*) на плоскос касательную к BR(C)(z) в точке 

и 

екция Z* на ∂С. Проекция 
увеличивает расстояний [2], поэтому Z* есть база ε-упаковки на 
∂BR(C)(z 2 1 2

ть, 
q*. Поэтому 

σ(∂BR(C)(z)∩Bε(q*)) ≥ πd-1xd-1

card Z = card Z* ≤ σ(∂BR(C)(z)) /(πd-1xd-1). 
Лемма 2.3.6 доказана. 
Лемма 2.3.7. Пусть C∈C. Тогда база ε-упаковки на ∂C, 0 < ε < 

r(C), содержит не более, чем [N2(ε, C)]- элементов, где 



2
1

1
2 )(:),( −

−

= d
d

CCN ω
επ

ε . 

Доказательство. Пусть z∈int C: B

)( dCσ −

ществует 
ВКТ С′ с аналитичес C′)≤β. Пусть i(q) – 

(q′(q), q) ≤ β. Пусть Z′ := {q′(q): q∈Z}. Очевидно, что при β<ε  
множество Z′ есть база (ε-β)-упаковки на ∂C′. 

Так как ∂С′ аналитическая, то при любых x, x>0 и q′∈ ′ для мно-
C

∂Bx(q′)))/(d-1). 
меем B (z)⊂C′ и q′∉B (z). 

Пу

∩∂ ′   сферы ∂Bx(q′), то 
λ(∂K∩∂Bx(q′))). 

x

λ(∂K∩∂B (q′))) ≥  (d-1)π (r′)d-2. 
По

C′∩Bx(q′)) ≥ πd-1xd-1{(r-2β)/(R+β)}d-2 =: σ(x, β). 
Поскольку 

card Z = card Z′ ≤ σ(∂C) / σ(ε - β), 
то, переходя к пределу при β→0 и условии ε<r, получаем утвержде-
ние

мма 2.3.7 доказана. 

9

r(z)⊂C⊂BR(z), ω(C)=R/r. Пусть 
Z – база ε-упаковки на ∂C. Согласно [1] для любого β >0 су

кой границей такое, что δ(C, 
луч с вершиной в q∈∂С в направлении из S(q, C). Для q∈Z опреде-
лим q′(q) как i(q)∩∂С′ при q∈C′ или как  проекцию q на C′ при q∉C′. 
Тогда ρ

Z
жества ∂ ′∩Bx(q′) определены его «поверхностный» объем 
σ(∂C′∩Bx(q′)) и «линейный» объем λ(⋅) его границы λ(∂C′∩∂Bx(q′))). 
Оценим σ(∂C′∩Bx(q′)). Имеем 

σ(∂C′∩Bx(q′)) ≥ xλ(∂C′∩
Пусть β<r/2, тогда по лемме 1.3.4 и r-2β r-2β

сть K – конус видимости Br-2β(z) из точки q′. Для любого x<r-2β 
имеем 

C′∩∂Bx(q′) ⊃ K∩∂Bx(q′). 
поверхностиТак как K Bx(q ) есть (d-1)-шар на

λ(∂C′∩∂Bx(q′))) ≥ 
Граница ∂K∩∂Bx(q′)) лежит в E  в одной гиперплоскости. Радиус 

r′ шара conv ∂K∩∂B (q′) не меньше x(r-2β)/(R+β).  Поэтому 

d

x d-1
этому 

σ(∂

β, 

 леммы. 
Ле

Теорема 2.3.1. Пусть C∈C и {P }n
n=0,1,2,... есть H1(γ, C)-последова-

тельность восполнения (отсечения). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, 
существует номер N такой, что при n≥N справедливо 

δH(Pn, C) ≤ (1+ε)λ (γ, C) k(n)2/(1-d), 
 70 



где k(n) есть n или mt(Pn) (mf(Pn)) и 

1
2

)(16(
−⎤⎡ ddCR πλ

1

:),
−

⎥
⎦

⎢
⎣

=
d

dC
πγ

γ . 

CPnHδ . 

9

Доказательство. Поскольку H1(γ, C)-последовательность есть 
H(γ, C) - последовательность, то по теореме 1.2.2 имеем 

0),(lim =
∞→n

Пусть β>0 и {Zn}n=0,1,2,... – сопровождающая последовательность 
множеств для {Pn}n=0,1,2,.... 

Рассмотрим с   начала схему восполнения. Пусть N:
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⎭
⎬
⎫

⎨
⎧

≤− 2
0

1 ,min4),( εβδ CPNH , 
2

⎩ 2γβ
 для множества Z0. По где  ε0 – максимальный радиус базы упаковки

лем nме 2.3.4 множество Z  есть база εn(γ)-упаковки, а при n≥N – база 
τn -упаковки на ∂(C+βB), где τn := (βγδH(Pn, C))1/2/2. Так как 
Zn⊂∂(C+ βB), то согласно лемме 2.3.6 имеем Zn ≤ N1(τn, C+βB). 

В случае С∈P  утверждение теоремы, очевидно, выполняется. 
Пусть С∉P. Тогда δH(Pn, C)>0 для любого n, и из определения H-
последовательности восполнения вытекает card Zn = m t(P0) + n. По-
этому 

n < card Zn, mt(Pn) < card Zn. 
Итак,  в обозначениях теоремы, при достаточно малых τn (n≥N*>N) 
имеем 

22

1 ),(
))((4)1()(

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡ +
+< nH

d

d

CP
CRdnk

βγδ
βε

π
π . 

Минимум правой части неравенства достигается при β =

1−d

R(C), откуда 
оремы для схемы восполнения. 

*

ов и n *)( то

получаем утверждения те
Рассмотрим схему отсечения. По лемме 2.3.5 для любого ε*, 0 

< ε* < 1, существует N* такое, что при n≥N* множество Zn есть база  
εn

N*(γ, ε*)-упаковки. Пусть N**≥ N* такое, что (1-ε*)(βγδ H(PN**-1, 
C))1/2/2 ≤ εN

N*(γ, ε*). Тогда при n≥N** множество Zn есть база τn-
упак к , где τ  := (1-ε βγδH(Pn, C))1/2/2. Так как Zn⊂∂(C+βB), , 
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, 

Ита

согласно лемме 2.3.6,  card Zn ≤ N (τ , C+βB). 
В случае С∈P  утверждение теоремы, очевидно, выполняется. 

Пусть С∉P. Тогда δ(P

1 n

n, C) > 0 для любого n, и из определения H-
последовательности вытекает card Zn = m f(P0) + n. Поэтому 

n < card Zn m f(Pn) < card Zn. 

к,  в обозначениях теоремы, при достаточно малых τn (n≥N***) 
имеем 

2
1

2

2

1 ),(*)1(
))((4*)*1()(

−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
−

+
+<

d

nH
d

d

CP
CRdnk
βγδε

βε
π

π . 

Минимум правой части неравенства достигается при β =R(C). При 
соответствующем выборе выборе ε* и ε** получим утверждения 
теоремы для схемы отсечения. 

Теорема 2.3.1 полностью доказана. 

Замечание. Используя в доказательстве теоремы 2.3.1 вместо 
леммы 2.3.6 лемму 2.3.7, получим оценку 

δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ′ (γ, C) k(n)2/(1-d), 9

где k(n) есть n или mt(Pn) (mf(Pn)) и 

1
2

1

)(
2

)(
9

)()(
)(

4:),('
−

−

−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡ ++
=

d

d

CR
d

CR BCBC
CR

C
π
ωσ

γ
γλ , 

близкую к результату теоремы 2.3.1, однако, значительно менее на-
глядную. 

Лемма 2.3.8. Пусть {Pn}  - H(γ, C)-последовательность для n=0,1,..

C∈C . Тогда 

)(
),(
),(suplim C

PC
PC

nH

nS

n
σ

δ
δ

≤
∞→

. 

Доказательство. Согласно [48] (341), для любого C ∈C справед-
ливо 

λ
µµσ λ )()(

lim)( CCC −
= . 

λ 0+→
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ечения С⊂Pn⊂[С]λ=С  и δ S(Pn, С) = µ(Pn) - µ(С) ≤ 
µ(С ) - µ(С), о ля последова-
тел

2.4
бо-

тан альный адаптивный итерационный метод 
апп н

строении близких к 
оптимальным
п

мально возможного. Далее будет 
проксимации гладких выпук-

лых

-
ные о  ВКТ. 
2.4 Я 

U

Но  для схем восполнения Pn⊂С⊂[Pn]λ=Pn
λ, где λ=δ H(C, Pn). Поэтому 

δ S(Pn, С) = µ(С) - µ(Pn) ≤ µ(Pn
λ) - µ(Pn), откуда вытекает утверждение 

леммы для последовательностей восполнения. Совершенно анало-
гично для схем отс λ

ткуда вытекает утверждение леммы дλ
ьностей отсечения. 
Лемма 2.3.8 доказана. 

Непосредственно из теоремы 2.3.1 и леммы 2.3.8 вытекает сле-
дующая скорость сходимости в метрике объема симметрической 
разности. 

Следствие 2.3.1. Пусть C∈C и {P }n
n=0,1,2,... есть H1(γ, C)-последо-

вательность восполнения (отсечения). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, 
существует номер N такой, что при n≥N справедливо 

δS(Pn, C) ≤ (1+ε)λ9(γ, C)σ(C) k(n)2/(1-d), 
где k(n) есть n или mt(Pn) (mf(Pn)) и параметрλ9(γ, C) определен в ут-
верждении теоремы 2.3.1. 

. Метод «Глубоких Ям» (МГЯ) 
В настоящем разделе излагается метод «Глубоких Ям», разра
ный в  [47], – универс
роксимации вполне ограниченных множеств в произволь ых 

метрических пространствах, основанный на  по
 метрических ε-сетей и ε-различимых подмножеств 

( остроения эффективных покрытий  и упаковок шаров). Будет по-
казано, что при заданной мощности метрической ε-сети МГЯ позво-
ляет строить аппроксимацию c радиусом покрывающих шаров не 
более чем вдвое большим мини
рассмотрена реализация МГЯ при ап

 тел многогранниками. 
В настоящей главе для цельности изложения мы напомним неко-

тор и -сетями, приведеные определения, связанные с метрическим  ε
 в пункте 0.1.2 и редко используемые в те рии

.1. Описание МГ
Пусть A и  – непустые подмножества метрического простран-
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к  ρ. Множество U называется метрической ε-сетью 
для

грани-
чен я любого положительного ε существует конечная ε-
сеть для A. Будем считать оптимальными ε-сет  минимально воз-

-

ом ее аспекте традиционно рассматривается в 
двух направлениях:  для аппроксимации определенных классов 
фун

ения покрытий (ε-сетей) и упаковок ( различимых подмно-
жеств), учитывающие специфику аппроксимируемых множеств. 

ю грань величин ε таких, что U является ε-сетью для A. Опре-
дел мости ρp(U) как верхнюю грань величин 
ε т

 для A при 
любой заданной мощности более чем вдвое 
мен

сти. 
Для вполне ограниченного A означим через NR(ε, A) мини-

мал

(ε, A) – максимальное число точек ε-различимого подмно-

ства R с метри ой
 A, если любая точка A расположена на расстоянии не большем, 

чем ε, от некоторой точки U. Множество U называется ε-
различимым, если любые две его различные точки находятся на рас-
стоянии, большем, чем ε. Множество A называется вполне о

ным, если дл
ь с

можным числом элементов и ε-различимое подмножество с макси
мальным числом элементов. 

Задача построения метрических ε-сетей  и ε-различимых  под-
множеств в прикладн

кций (см., например, классические работы [36] и [85]), а также 
для построения экономных покрытий и плотных упаковок шаров в 
евклидовых или простейших неевклидовых пространствах (см. об-
зор в [54]). Вместе с тем, методы эффективной аппроксимации про-
извольного множества в метрическом пространстве изучены недос-
таточно. Рассматриваемый в настоящем параграфе метод может 
быть использован при аппроксимации в пространствах со сложными 
метриками, а также в тех случаях, когда отсутствуют способы по-
стро ε-

Для заданных  U и A определим радиус покрытия ρc(A, U) как 
нижню

им также радиус различи
аких, что U является ε-различимым. Далее будет показано, что 

МГЯ позволяет строить подмножество A c не более чем вдвое боль-
шим радиусом пок сетямирытия, по сравнению с другими 

 конечной сети, и не 
ьшим радиусом различимости, чем другие подмножества A той 

же мощно
об

ьное число точек ε-сети A, через N(ε, A) – минимальное число 
множеств диаметра не более чем 2ε, покрывающих множество A, и 
через M
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жества A. (Величины Hε(A) := log N(ε, A), HR
ε(A) := log NR(ε, A) и 

Eε( ся, соответственно, ε-энтропией, от-
нос

ε,  ε являются невозрас-
таю
щи

ну-
тых

 
 x∈ стр. 5) называются глубокими ямами 

(ГЯ). Множество DH1(T) назовем множеством ГЯ, а множество 
DH

Опишем класс итерационных алгоритмов построения  ε-сетей и 
ε-различимых подмножеств для вполне ограниченных множеств. 

Пусть t ∈A и T :={t }. Пусть ножество Tn построено и ρ(A, 

ГЯ состоит в уточнении способа выбора 
t1∈A и tn+1∈ DHγ(Tn). Последовательность множеств {Tn}n=1,2…, поро-
ждаемую МГЯ для множества A с константой γ, будем называть 
DH(γ, A)-последовательностью. 

евид е свойства последовательности 
мой МГЯ. Пусть ρn := ρ(tn+1, Tn).  
/γ, ρp(T ) ≥ γρ . 

A) := log M(ε, A) называют
ительной ε-энтропией и ε-емкостью A, где под log здесь и далее 

понимается log2). Отметим некоторые свойства введенных функций 
[36]: N(ε, A), NR(ε, A), M(  A) как функции

щими и непрерывными справа; при этом имеют место следую-
е неравенства: 

M(2ε, A) ≤ N(ε, A) ≤ NR(ε, A) ≤ M(ε, A). 
Пусть T – конечное подмножество A (база покрытия) и card(T) – 

его мощность. Для x∈A обозначим ρ(x, T) := min {ρ(x, t): t∈T} и 
пусть ρ(A, T) := sup {ρ(x, T): x∈A}. Для ε, 0 < ε,  пусть [T]ε := 
{x∈R: ρ(x,T) ≤ ε}, и (T)ε := {x∈R: ρ(x,T) < ε}. Для заданного γ , 
0 < γ  ≤ 1, обозначим 

DHγ(T) := {x∈A: ρ(x, T) ≥ γ ρ(A, T)}. 
Очевидно, что при γ  = 1 это определение имеет смысл для замк

 вполне ограниченных множеств, т.е., в силу ограниченности 
вполне ограниченных множеств [86] (стр. 96)  – для любых компакт-
ных A. Точки DH1(T) в [54] (

 
γ(T) – множеством ГЯ уровня γ. 

МЕТОД ГЛУБОКИХ ЯМ 
1 1 1

T
 м

n) > 0. Тогда  Tn+1:= Tn∪{tn+1}, где tn+1∈DHγ(Tn). 

Конкретный алгоритм М

2.4.2. Скорость сходимости МГЯ 
Перечислим некоторые оч ны

множеств {Tn}n = 1, 2, ... , порождае
СВОЙСТВО 2.4.1. ρc(A, Tn) ≤ ρn n n-1



СВОЙСТВО 2.4.2. 2
1

)(
),(

γρ
ρ

≤
n

p
n

c

T
TA . 

СВОЙСТВО 2.4.3. Пусть для любого n ≥ 1 справедливо ρ(A, 
Tn) > 0. Тогда 0),(lim =

∞→ nn
TAρ . 

Итак, из свойства 2.4.3 следует сходимость Tn к множеству A при 
n→∞. Поэтому итерации МГЯ могут быть прекращены при дости-
жении заданного радиуса 
ного ограничения на мощность

ε-покрытия, либо при достижении задан-
 ε-различимого подмножества. 

Обозначим 
AA νεε −= MM . ),(suplim:),(~

0ν +→

Скорость сходимости МГЯ определяется следующей теоремой. 

Теорема 2.4.1. Пусть {Tn}n = 1, 2, ... – DH(γ, A)-последовательность 
и ρc(A, Tn) > 0. Тогда 

)),,((~)),,(( 2 ATAnATA n
c

nρ
Доказательство. По опр

cR ργM≤≤ . 
еделению величины ρc(A, Tn) для любо-

го 

и того, что card Tn = n, получаем первое утверждение теоре-

м

N

ν > 0 множество Tn есть (ρc(A, Tn)+ν)-сеть для A. Поэтому card Tn ≥ 
NR(ρc(A, Tn)+ν, A). Отсюда, в силу непрерывности справа функции 
NR(ε, ⋅) 
мы. 

Далее, для любого малого ν > 0 ножество Tn есть (ρp(A, Tn)-ν)-
различимое подмножество A, откуда card Tn ≤ M(ρp(Tn)-ν, A). Поэто-
му 

)),((~ card ATT n
p

n ρM≤ . 
Теперь, учитывая свойство 2.4.2, получаем второе утверждение тео-
ремы. 

Теорема 2.4.1 доказана. 

Пу оследовательность множеств, порож-
дае

ρc(A, Tn) ≤ ε}. 

сть F := {T }n n = 1,  ...

мая МГЯ для множества A. Для ε > 0 обозначим  
n

 2,  – п

F(ε, A) := min {n: 

Следствие 2.4.1. Пусть F – DH(γ, A)-последовательность и ε > 
0. Тогда 
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2 +≤ AA εγε M . 
Доказательство. Обозначим n* := nF(ε, A) и усть F := {Tn}n = 1, 2, 

.... По определению ρc(A, Tn*-1) > ε и по теореме в этом случае 
име

(nF 1),(),
 п
 2.4.1 

ем 
),(),,(( )~1* 2

1*
2 AATAn n

c εγργ MM ≤≤− − . 
Следствие 2.4.1 доказано. 

змерность вполне ограниченного мно-
жес

Нижняя метрическая ра
тва A определяется как 

dm A := .1
)(inf lim1log

)(inf lim
0

εε
ε

AA EH

→
=  

log0

εε
ε →

Аналогично определяется верхняя метрическая размерность 
A dm , а при равенстве верхней и нижней размерности – метрическая 

размерность dm A. Для вполне ограниченного множества A в евкли-
довом d

тике скорость 
схо раведливо следующее утверждение. 

 пространстве E , имеющего внутреннюю точку, справедливо 
[36] равенство dm A = d. Вместе с тем, существуют подмножества Ed 
с метрической размерностью, меньшей d или равной нулю.  В слу-
чае, когда верхняя метрическая размерность аппроксимируемого 
множества не равна нулю, ею определяется в асимпто 

димости МГЯ. Точнее, сп

Следствие 2.4.2. Пусть {Tn}n=1,2,... – последовательность мно-
жеств, порождаемая МГЯ для множества A, и A dm  > 0. Тогда для
любого α >

 
A dm   справедливо 

0),(suplim /1 =
∞→

n
c

n
TAn ρα . 

Доказательство. По теореме 2.4.1 имеем 

 )),,(
2

()),,((~ 2
2 ATAATAn n

c
n

c ργργ MM ≤≤ . 

ε γ2ρcОбозначим n := (A, T )/2. Достаточно показать, что  
. 

По определению верхней размерности существует номер N такой, 
что при n ≥ N справедливо 

n

0),(suplim =
∞→

αεε nn
n

AM



.
2

 dm dm1log

),(log AAA

n

n −
+≤

α

ε

εM  

Поэтому, обозначая exp (x) := 2x, получаем 2

.

1lo
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⎥
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n
n

n
n

A α
εαε

Следствие 2.4.2 до

g
⎥⎦

⎤

⎣

⎡

⎟
⎠nε  

казано. 
2.4.3. Эффективность МГЯ 

 эффективность метода при
ытия и ε-различимого подмножества. Сравним радиус покрытия 
с различимости), который ет МГЯ, с радиусом покрытия 

Теорема 2.4.2. Пусть Tn – множество, порожденное МГЯ для 
множества A и некоторого n = 1, 2, ..., и Sn ⊂ R, card Sn = card Tn. 
Пусть ρc(A, Tn) > 0. Тогда 

Рассмотрим задачу оценки эффективности МГЯ. Сначала рас-
смотрим  фиксированных мощностях ε-
покр
(радиу да
(различимости), который может быть получен любым другим мето-
дом. 

2),(
),( γ

ρ
 

ρ
≥

n
c

n
c

TA
SA . 

  

тву треугольник ρ(t1, t2) ≤ ρ(t1, s) + ρ(s, t2) ≤ 2ε. 

n
Теорема 2.4.2 доказана. 

Доказательство. Пусть Sn ⊂ R есть ε-сеть для A, card Sn = card Tn

= n. Тогда существуют s ∈ Sn, {t1, t2} ⊂ Tn+1 такие, что {t1, t2} ⊂ [s]ε. 
Согласно неравенс а 
Но по свойству 2.4.1 имеем ρ(t1, t2) ≥ ρ(tn+1, Tn) ≥ γρc(A, Tn). Отсюда 
γρc(A, T ) ≤ 2ε. 

Теорема 2.4.3. Пусть Tn – множество, порожденное МГЯ для 
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множества A и некоторого n = 1, 2, ..., и S  ⊂ A, card S  = card T . 
Тогда 

n n n

2)(
)( 2γ

ρ
ρ

≥
n

p
n

p

S
T . 

Доказательство. Пусть S  есть ε-различимое подмножество A, 
card S  = card T  = n. Согла

n

n n сно свойству 2.4.1 множество Tn-1 есть ε*-
сеть для A, где ε* := ρn-1/γ + ν, где ν – произвольное малое число. То-
гда существуют t∈Tn-1, {s1, s2}⊂Sn такие, что {s1, s2}⊂ [t]ε∗. Согласно 
неравенству треугольника ε ≤ ρ(s1, s2) ≤ ρ(s1, t) + ρ(t, s2) ≤ 2ε∗ = 2(ρn-

1/γ + ν). Учитывая произвольность ν  и то, что по свойству 2.4.1 име-
ем ρp(Tn) ≥ γρn-1, получаем утверждение теоремы. 

Теорема 2.4.3 доказана. 

Рассмотрим теперь эффективность 
рад

метода при фиксированных 

, T ). Тогда 

иусах покрытия и различимости. 

Теорема 2.4.4. Пусть Tn – множество, порожденное МГЯ для 
множества A и некоторого n = 1, 2, ..., и Sn, Sn ⊂ R, есть ε-сеть для 
A, 0 < ε ≤ ρc(A n

)),,((~
)),,((

 card
 card

2 ATA
ATA

T
S

n
c

n
cR

n

n

ργ
ρ

M

N
≥ . 

Доказательство. Пусть Sn есть ε-сеть для A. Тогда card Sn ≥ NR(ε, 
A) ≥ NR(ρc(A, Tn), A). По теореме 2.4.1, )),,((~ card 2 ATAT n

c
n ργM≤ , 

откуда следует утверждение теоремы. 
Теорема 2.4.4 доказана. 

Теорема 2.4.5. Пусть Tn – множество, порожденное МГЯ для 
множества A и некоторого n = 1,2,..., и Sn есть ε-различимое под-
множество A, ε ≥ ρp(T ). Тогда n

)),((

),(

 card
 card 2

AT

AT

S
T

n
p

n

n

n

ρ
γ

M

N ⎟
⎠

⎜
⎝≥ . 

ε

1 pR ρ ⎟
⎞

⎜
⎛

Доказательство. Пусть Sn есть -различимое подмножество A. 
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Тогда card Sn ≤ M(ε, A) ≤ M(ρp(Tn), A). По теореме 2.4.1 card T  ≥ 
NR(ρc(A, Tn), A). Поэтому из свойства 2.4.2 вытекает, ч

R ρp γ2

D Q Q

вбл

n

то card Tn ≥ 
N ( (Tn)/ , A), откуда следует утверждение теоремы. 

Теорема 2.4.5 доказана. 

Пусть Q – выпуклое, компактное центрально-симметричное тело 
в d-мерном линейном пространстве Dd. Определим норму, соответ-
ствующую телу Q через функцию Минковского как 

||x||Q := inf {λ: x/λ ∈ Q, λ > 0}. 
Рассмотрим пространство d  с метрикой ρ(x, y) := ||x-y|| . Для по-
ложительных функций f и g, определенных на некотором интервале 

изи нуля, обозначим f ∼ g, если 1)](/)([lim
0

=
+→

εε
ε

gf . По теореме 9 

го м Л
из [36] существуют константы ϑ(d, Q) и δ(d, Q) такие, что для любо-

ножества A ⊂ Dd
Q  с объемом ( ебеговой мерой)  µd(A) > 0 спра-

ливо вед

d

d Q
AQdA ⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛∼

εµ
µδε 1

)(
)(),(),2(M

d

Q ⎠⎝ εµ )(
. 

Вел

n n = 1, 2, ...

 для A⊂Dd
Q, µd(A) > 0, и Sn, Sn ⊂ Dd

Q, есть εn-
сети для A, 0 < εn ≤ ρc(A, Tn). Тогд
и δ(d, Q)  такие, что 

d

d

d AQdA ⎟
⎞

⎜
⎛∼

µϑε ,1)(),(),(N

ичину ϑ(d, Q) принято называть минимальной плотностью по-
крытия пространства Dd телом Q,  а величину δ(d, Q) – максималь-
ной плотностью укладки тела Q в пространстве Dd

Q.6

Следствие 2.4.3. Пусть {T }  – DH(γ, A)-
последовательность

а существуют константы ϑ(d, Q) 

d
n

n
n QdT 2),( card

inflim
δ

≥
∞→

. 

       

dQdS ),( card 2γϑ

                                               
 Согласно [29], такие же утверждения справедливы и для произволь-

ного измеримого подмножества риманова многообразия с соответствую-
щей метрикой (см. п.4.6). 

6



Доказательство. Прежде всего, заметим, что из определения ве-
личины ),(suplim:),(~

0
AA νεε

ν
−=

+→
MM  и теоремы 9 из [36] следует, 

что 
d

d

d

Q
AQdA ⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛∼

εµ
µδε 1

)(
)(),(),2(~

M . 

Далее, так как NR(ε, A) ≥ N(ε, A), то из теоремы 4 и теоремы 9 из [36] 
следует 

.
2),(
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Следствие 2.4.3 доказано. 

В общем случае для плотностей покры
ливы 36] оценки 

тия и упаковки справед-
 [  

d

Qd
Qd 2

),(
),(1 ≤≤

δ
ϑ , 

поэтому асимптотическая эффективность метода не может быть ни-

Q – сфера (т.е. для евклидова пространства d ), 

к  
ства. Вместе с тем, порядок скорости сходимости остается опти-
мальным (теорема 2.4.1) и определяется (следствие 2.4.2) метриче-
ской размерностью аппроксимируемого множества. 

же, чем (γ2/2)d. В случае, когда нормирующее тело Q – куб (т.е. для 
пространства Dd

∞), справедливо ϑ(d, S) = δ(d, S) = 1. В случае, когда 
нормирующее тело D 2

справедливо M(2ε, A) ≤ (d+1) N([2d/(d+1)]1/2ε, A), что при больших d 
приводит к асимптотической эффективности по порядку размерно-
сти не ниже, чем (γ2/√2)d. 

В любом случае, как показывает следствие 2.4.3, эффективность 
МГЯ быстро снижается с ростом размерности и существенно зави-
сит от параметра γ, характеризующего близость присоединяемой на 
текущей итерации точки глубокой яме  уже построенного множе-
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2.4.4. АМПА, основанные на МГЯ 
В качестве примера использования МГЯ в  со 

сложными метриками рассмотрим проблему построения многогран-
ников, близких к МНА, для гладких выпуклых компактных много-
мерных тел. 

9 р

дкого выпуклого тела в метрике второй основной квадратич-
ной формы, т.е. построению ε-сет в этой метрике. В этих работах 
показано, что расстояние от выпуклой оболочки ε-сети до выпукло-
го тела асимптотически имеет порядок ε2. Если для построения ε-
сети использовать МГЯ, то, как показано выше, при том же числе 
точ

шать минималь-
но 

более

-

kn yyxd
1

)(::0inf:}{ τρRR .         (2.4.1) 

Из определения радиуса покрытия (см. пункт 4.1) следует, что 
dn({xk})=ρc(R, {xk}).                                            (2.4.2) 

Определим теперь (по [29]) класс ВКТ с границей, являющейся 
рим

d-мерное (риманово) многообразие класса C  с мет-
рик

 U, h (карта), где U – окрест-
изм U на открытый шар в Ed; 

b) 

 пространствах

Согласно [26], [2 ] задача построения МНА для мет ики Хаус-
дорфа в асимптотике сводится к оптимальному покрытию поверхно-
сти гла

и 

ек сети, радиус покрытия будет не более чем в два раза превы-
шать  минимально возможный. Поэтому расстояние от выпуклой 
обо ого тела будет превылочки такой сети до выпукл

возможное не более чем в четыре раза. 
ормальное описание примененияДадим  ф  МГЯ для созда-

ния эффективных АМПА аппроксимации гладких ВКТ. 
Пусть 〈R, ρ〉 –  произвольное компактное метрическое простран

ль мноство и {xk}k=1,2,… – последовате ность точек из R. Дисперсией -
жества {xk: k=1,2,…n}, n=1,2,…, назовем величину  

( ) { }
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

≤∈=>=
=
U
n

j
jx ,τ

ановым многообразием. 
Пусть M – 2

ой класса C0, т.е. топологическое пространство со следующими 
свойствами: 
a) для любого p∈M существует пара

ность p и h – гомеоморф
для заданных p,q∈M  с соответствующими U, h и V, k такими, 
что U∩V≠∅,  отображение k°h-1: h(U∩V) → k(U∩V) есть диффе-



оморфизм класса C2; 
c) для заданного p∈M, и соответствующей карты U, h для любой 

u∈h(U) определена положительно определенная квадратичная 
форма 
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ji
ijupu sssssugsqsq E∈=== ∑ ),,(,)(:)(:)( 1

, K , 
i,j

где функции gij(·) на h(U) удовлетворяют условиям gij = gji и 
принадлежат классу C0. 
Кривую K в M  назовем принадлежащей классу C1, если сущест-

вует параметризация этой кривой x: [α, β] → M, такая что для любой 
карты U, h и любого интервала [a, b]⊂[α, β] с x([a, b] )⊂U функция u 
= h°x: [a, b] → h(U) принадлежит классу C1. Если K⊂U, то длину K 

еделим как 

∫
β

α

 

 декартову прямоуголь-
ную
п

 на l(-nC(p), C). Пусть U – окрестность p на 
∂C, такая что hp есть гомеоморфизм U на hp(U) и hp(U) есть откры-
тый евклидов шар размерности d-1 на l(-nC(p), C). ли представить 
U в виде x=(u, f(u)), где u=hp(x) для любого x∈U, то f – строго выпук-

ττ duq tu
2/1

)( ))(( & ,                                               (2.4.3) 

иначе K разобьем на подходящие кривые и их длины сложим. 
Для x,y∈M через µ(x, y) обозначим геодезическую метрику на M, 

т.е. точную нижнюю грань длин кривых класса C1 из M, соединяю-
щих x и y. 

Множество J⊂M назовем измеримым (по Жордану), если его 
замыкание cl J компактно, и для любого p∈M, и любой соответст-
вующей карты U, h и любой окрестности V точки p, такой что cl V 
компактно, cl V ⊂ U и h(V)  измеримо (по Жордану) в Ed, справедли-
во, что h(J∩V) также измеримо. Заметим, что если M компактно, то 
оно измеримо по Жордану. 

Пусть C∈C2. Определим структуру многообразия на ∂C. Пусть 
p∈∂C. Через nC(p) обозначим единичную нормаль к ∂C в точке p, на-
правленную внутрь C. В l(-nC(p), C) выберем

 систему координат. Вместе с -nC(p) она образует декартову 
рямоугольную систему координат всего Ed. Через hp обозначим ор-
тогональную проекцию

Ес
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лая функция из класса C2 на hp(U). Для u∈hp(U) введем вторую ос-
новную квадратичную форму (в.о.к.ф.): 

− −1 1d d

∑∑
= =

=
1 1

, )(:)(
i

ji
j

ijup ssubsq ,                                  (2.4.4) 

где s∈Ed-1 и b (u) – коэффициенты в.о.к.ф.: ij

1,1     ,
)(1

)(
:)(

1

1

2

−≤≤

+

=

∑
−

=

где чер k, fij обозначены первая и вторая частные производные f. 
Так как  главные кривизны положительны, то в.о.к.ф. – положи-
тельно определена. 

Таким образом введенная структура н ∂C удовлетворяет [29] 
условиям a), b) и c) определения (d-1)-мерного (риманова) многооб-
разия M

 2

dji
uf

uf
ub

d

k
k

ij
ij , 

ез f
 все

а 

:=∂C класса C2 с метрикой µII в.о.к.ф. класса C0. 

Теорема Gruber ([29], стр. 285). Пусть С∈C  и пусть ∂C снаб-
жена метрикой µII в.о.к.ф. Тогда для любой последовательности 
множеств {xk}k=1,…,n,  xk∈∂C, такой что dn({xk}) → 0 при n → ∞, 
справедливо 

( )
1

2
}{2∞→

kn
n xd

}),...,lim =
n , 1conv{,( =H kxCδ :k

( )
1

2
}{2∞→

kn
n xd

Теорема 2.4.6. Пусть C∈C

))),((,(
lim 1 =

−
=

n

k
kC

H CxnLC Iδ
. 

пос

 2 и {Tn}n=1,2,... – DH(γ, ∂C)-
ледовательность для многообразия ∂C с метрикой µII в.о.к.ф. 

Тогда 

4)conv,(
inflim

δ
≥

∞→ n
Hn TC

, ),( γδ i
nC P 2H



4))),((,(
),(inflim

2γ
δ

δ
≥

−
∈

∞→ I
nTx

C
H

c
n

H

n CxnLC
C P . 

Доказательство. Пусть n≥d+1 и Πn – вписанный многогранник 
наилучшей аппроксимации: δ(C, Πn) = δ(C, P i

n(C)). 
Рассмотрим множество Sn: 

Mt(Πn)⊂Sn⊂∂C, card Sn = card Tn. 
Очевидно, ρc(∂С, Mt(Πn))≥ρc(∂С, Sn). С учетом (2.4.2) из теоремы 
2.4.2 следует, что 

dn(Mt(Πn))=ρc(∂С, Mt(Πn))≥ρc(∂С, Sn)≥(γ/2)ρc(∂С, Tn)= (γ/2) dn(Tn). 
Но по теореме Gruber для Mt(Πn) и Tn, в силу сходимости dn(Tn)→0 
по свойству 2.4.3, имеем 
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1

2
))(( Πnn

n Md
),

=
i

nP(lim 2∞→ t

H Cδ , 1

2
)( nn

n Td

Поэтому 

)conv,(lim 2 =
∞→

n
H TCδ . 

),( 2γδ iH C P

4)conv,(δ∞→ n
Hn TC

что доказывает утверждение теоремы для вписанных мно-
гогранников. 

inflim ≥n , 

Второе утверждение теоремы (для описанных многогранников) 
доказывается совершенно аналогично с заменой ножества  Mt(Πn) 

Итак, МГЯ позволяет в этом с чае строить многогранники, от-
ие которых от аппроксимируемого е 
чем  в четыре раза больше, ем отклонение  
шей аппроксимации с тем  числом вершин  
будет показано, что хаусдорфовы АМП

фовыми МПА и 

 
м

на множество {p∈T(u,C): u∈Mf(Πn)}. 
Теорема 2.4.6 доказана. 

лу
клонен  тела асимптотически н
более  многогранников ч

женаилуч . В следующем
пункте А могут быть исполь-
зованы для реализации МГЯ на поверхностях гладких ВКТ. 
2.4.5. Исследование хаусдорфовых АМПА методом «Глубо-
ких Ям» 

Прежде всего, установим связь между хаусдор
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покрытием поверхности гладких ВКТ в метрике в.о.к.ф. методом 
Глубоких ям. В настоящей работе мы ограничимся  

нения рассмотрен в работе [87], а H-
пос ния рассмотрены в работе [88]. 

любой p C че-
рез ю 

ординат всего Ed. Через hp обозначим ортого-
ую проекцию на l(-nC(p), C) усть U – окрестность p на ∂C, 
 что hp есть гомеоморфизм U на hp(U) и hp(U) есть открытый 

евклидов шар размерности d-1 на l(-nC(p), C . Представим U в виде 
x=(u, f(u)), где u=hp(x) для любого x∈U. Тогда f – строго выпуклая 

с помощью (2.4.4) вве-

Для x,y C через II(x, y) обозначим геодезическую метрику в.о.к.ф. 
на ∂C, т.е. точ  (в й метрике) 

 

 

рассмотрением
H1-последовательностей восполнения. Случай H-последо-
вательностей воспол

ледовательности отсече
Пусть С∈C 

+
2, и пусть ∂C снабжена метрикой в.о.к.ф. µII. Как и в 

предыдущем пункте, это означает следующее. Для ∈∂
nC(p) обозначим единичну нормаль к ∂C в точке p, направлен-

ную внутрь C. В l(-nC(p), C) выберем декартову прямоугольную сис-
тему координат. Вместе с -nC(p) она образует декартову прямо-
угольную систему ко
нальн
такая

. П

)

функция из класса C2 на hp(U). Для u∈hp(U) 
дем вторую основную квадратичную форму (в.о.к.ф.) qp,u(s), где 
s∈Ed-1 и bij(u) – коэффициенты в.о.к.ф. Длину кривой класса C1 на ∂C 
определим с помощью соответствующего разбиения через (2.4.3). 

∈∂ µ
ную нижнюю грань длин  соответствующе

1кривых класса C  из ∂C, соединяющих x и y. 
Лемма G [29]. Пусть C∈C 

+
2 и λ>1. Тогда существует такое 

ν:= , ν (λ С) > 0 (h:=h(λ, С) > 0), что для любых p,x∈∂C, x∈Bν(p) (ρ(x, 
hp(x))<h), справедливо

2
),())(x ,(

2
),( 2

II
2
II xphxxp

p
λµρ

λ
µ

≤≤ . 

Лемма G содержится в [29] в разб
 приведем ее доказательство из явно сформу-
ий этой работы, следуя изложению [29]. 

мини-

росанном по доказательствам 
теорем виде, поэтому
лированных утвержден

Обозначим через δ II(A, B) := inf {µII(x, y): x ∈ A, y ∈ B} 
мальное расстояние между множествами A и B в метрике µ . II

 2Лемма G1 ([29], стр. 287). Пусть C∈C  и λ>1. Пусть 
J⊂M:=∂C и J – измеримо. Тогда существуют точки pl∈∂C, соот-
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 что для u,v∈ выполняется 
ветствующие им карты Ul, hl, окрестности Il точек pl  и числа δl > 
0, l=1, …, m, такие )( lp Ih

l
 

а) 

λ
λ

≤⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

2/1

,

,

)(
)(1

sq
sq

vp

up , 

б) Il ⊂ Ul , Il  - измеримые, I1 ∪ … ∪ Im  = J, Ik ∩ Il = ∅ , k ≠ l, δ 

II(Il, ∂Ul) > δl. 
Лемма G2 ([29], стр. 294). Пусть C∈

в.о.к.ф. в виде (2.4.4) и выполняются условия а) леммы G1. 
Пусть x,y∈U, µ (x, y) < δ (x, ∂U). Тогда  

C 
+

2 и λ>1. Пусть p∈∂C и U 
– ее окрестность, такая, что для любых u,v∈hp(U) и s∈Ed-1\{0} оп-
ределена 

II II

2
),())( ,(

2 xλ
Замечание. Из леммы G2 сразу следует, что для любых соответ-

ствующих p и U и любого x∈U, µ

),( 2
II

2
II yxyhyyx λµρµ

≤≤ . 

II(p, x)<δII(p, ∂U), выполняется 

2
),())( ,(

2
),( 22 xpxp λµµ IIII xhx pρ

λ
≤≤ . 

Лемма G3 ([29], стр. 295). Пусть числа δl > 0, l=1, …, m, опреде-
лены, как в лемме G1. Тогда существует h > 0, такое, что  лю-
бых x,y∈∂С, ρ(y, hx(y)) ≤ h, справедливо µII(x, y) ≤ min{δi: i=1, …, m}. 

Доказательство леммы G. Докажем сначала существование та-

актно. Поэтому оно измеримо (по Жорда-
ну). 

ем, в I1. В силу б) спра-
вед

II(p, x)<δII(p, ∂U1). Кроме того, выполнены свойства а) леммы 

 для

кого ν > 0, что для любых p ∈ ∂C  и x∈Bν(p) выполнено утверждение 
леммы.   

Множество ∂C  – комп
Значит, к ∂C применима лемма G1. В силу леммы G1 найдется 

такое натуральное m и разбиение ∂C = I1 ∪ … ∪ Im, что выполнены 
свойства а) и б) из утверждения леммы G1. Пусть p∈∂C. Тогда p ле-
жит в одном из множеств Ij, 1 ≤ j ≤ m, скаж

ливо δII(p, ∂U1) > δ1. Пусть  ν:=min {δl: =1, …, m}. Тогда для лю-
бого x∈∂C из метрического шара Bν(p)={x∈∂C: µII(p,x)≤ν} справед-
ливо µ
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G1, т.е. для произвольного p выполнены условия леммы G2, и, в си-
лу 

(x))<h, вытекает непосредственно из 
лем оказанного утверждения о существовании 
ν. 

 2  сходящаяся последо-
ват  i

менить без потери общности 
на ние 

есть непрерывное и монотонно возрастающее отображение полуин-
тервала [0,∞) на компакт. Пусть теперь y ∈∂C, кая что 

))(()}(:),(min{ ntnt PMdPMppy =∈µ . 

n{ CPPMpphp nnt
yn

δρ ≤∈ . 

едовательности многогранников 
найдется N, такое что для любого n>N, а также для yn n

δ, выпол-
нится утверждение леммы G, т.е. 

замечания к лемме G2, утверждение леммы G о существовании ν  
доказано. 

Существование h > 0, такого, что утверждение леммы G выпол-
нено для любых p ∈ ∂C  и ρ(x, hp

мы G3 и  только что д

Лемма G доказана. 

Лемма 2.4.1. Пусть для C∈C +  построена
n nельность многогранников {P }n=0,1,.., P ∈P (C). Тогда для много-

образия ∂C с метрикой µII в.о.к.ф. справедливо 
0))((lim )( =

∞→

nt
Pmn

PMd nt . 

Доказательство. Для начала заметим, что нижнюю грань в оп-
ределении дисперсии (2.4.1) можно за

минимум, т.к. отображе

( ) U
j

j yxCy
1

II }),(:{:
=

≤∂∈=Λ τµτ  
n

таn

)(II Pmn nt

Пусть )}(:),(min{arg: II
nt

nn PMppyp ∈= µµ . Дальше очевидно, что 
mi ),(})(:))( ,(

Пусть })(:))( ,(min{arg: nt
yn PMpphpp

n
∈= ρδ . Возьмем произволь-

ное λ>1. В силу сходимости посл
и p

))( ,(2),( δδδ λρµ nynnn phpyp
n

≤ . 

Тогда, в силу двух последних неравенств, получим 
),(2),(),())(( IIII)( CPypypPMd nH

nnnn
nt

Pm nt λδµµ δµ ≤≤= . 

Из последнего неравенства с учетом сходимости δH(Pn,C)→0 следует 
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утверждение леммы. 
Лемма 2.4.1 доказана. 

Лемма 2.4.2. Пусть {Pn}  - H (γ, C)-п
пол

Связь между H1(γ, C)-последовательностью многогранников и 
глубокими ямами устанавливает следующая лемма. 

оследовательность вос-n=0,1,.. 1

нения для C∈C 
+

2. Тогда для любого λ>1 найдется такое N, что 
при n≥N справедливо 

)}(,:),(min{))(( 1
II)(

+∈≤ ntnt µλ
Pm PMqpqpPMd nt

γ
, 

т.е. 
))((DH nt

n PMp γ∈  
λ

для многообразия ∂C с метрикой µ .о.к.ф. 

до доказать, что для точки pn, присое-
дин осполнения, справедливо 

II в
Доказательство. Согласно определению ГЯ уровня γ для много-

образия ∂C с метрикой µII, на
яемой на шаге 2 схемы в

))((DH nt
n PMp

λ
γ∈ = {x∈∂C: µII(x, Mt(Pn)) ≥ 

λ
γ

µII(∂C, Mt(Pn))}. 

Поэтому, учитывая равенство (2.4.2), из первого утверждения леммы 
сле

осполнения pn:= Mt(Pn+1) \ Mt(Pn), и 
пусть 

. 

0
n

nCnCp PpngCpngphp −−−=≥ ρ

последовательности получаем 

дует второе. Докажем первое утверждение. 
По определению схемы в

)}(:),(min{arg: II0
nt

n PMpppp ∈= µ
Очевидно, что 

))((),( )(0II
nt

Pmn PMdpp nt≤µ                                         (2.4.5) 

Очевидно также, что  
(,( 0 p phpρ )),(()),(())}(,({min))

)(PMp nntn ∈

, 
откуда по определению H1(γ,C) 

),())(,( 00 CPphp pn
γδρ ≥ .                                      (2.4.6) n
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извольное λ>1. В силу леммы 2.4.1 к последователь-
нос

Возьмем про
ти {Pn}n=1,2,.. применима теорема Gruber (см. п. 2.4.4). Из этой 

теоремы следует, что найдется N1>0, такое что для любого n≥N1 
справедливо 

2
),( n CP

λ
δ ≥ .                                  (2.4.7) 

Из (2.4.6) и (2.4.7) следует 

))((1
2

)(
nt

Pm PMd nt

λ

γ
ρ

2

))((
))(,(

2
)(

00

nt
Pm

p

PMd
php

nt

n
≥ .                               (2.4.8) 

С другой стороны, из (2.4.5) и  2.4.1 следует, что для вы-
бранного λ найдется такое N*>0, N1, что для любого n≥N* для 
соо

 леммы
N*>

тветствующих p0 и pn выполняется утверждение леммы G, т.е. 

2
),())(,( 0

2
II

00
n

p
ppphp

n

λµρ ≤ .                                   (2.4.9) 

Из неравенств (2.4.8) и (2.4.9) следует, что для любого n≥N* спра-
ведливо 

γ
µλµλ ))(,(),())(( II0II

)(

nt
nnnt

Pm
PMpppPMd nt =≤ .             (2.4.10) 

γ

Обозначим )}('',':)'','(min{:* *
II

Nt PMppppd ∈= µλ , и пусть 
γ

N≥N* такое, что  (по лемме 2.4.1 такое N все-

гда существу  невозрастания величин 

 *))(()( dPMd Nt
Pm Nt ≤

ет). Тогда, в силу
))(()(

nt
Pm PMnt  с ростом n, для любого n>N справедливо d

)).((},...,:))((min{

}*,...,:))(,(min{*,min

)}('')'','(min{ II PMppp

⎧

≥∈µ
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II
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PMdnNkPMd
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+

µ
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λ

λ

M  

В силу произвольности выбора λ>1  последнего неравенства полу-
чаем утверждение леммы. 

 из
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Лемма 2.4.2 доказана. 

Далее из леммы 2.4.2 и теоремы 2.4.6 непосредственно след т 
утверждение теоремы 2.4.7. Однако для полноты изложения дадим 
нез

уе

ависимое доказательство этой теоремы. 

Лемма 2.4.3. Пусть 〈R, ρ〉 – компактное метрическое про-
странство и {xk}k=1,2,…,N  и {yk}k=1,2,…,n – множества точек из R, n>N. 
Тогда 

( )}{2),(min kNji xdyy
,1 nji

≤
≤≤

ρ . 

 N 
чит, в 

х шаров входят сразу, по крайней мере, две точки из {yk} 

k=1,2

C +

 

. Тогда 

Доказательство. По определению дисперсии совокупность
шаров {z∈R: ρ(xi,z)≤dN({xk})}, i=1,2, ..., N, покрывает R. Зна
один из эти

,…n, что и доказывает лемму. 
Лемма 2.4.3 доказана. 

Лемма 2.4.4. Пусть {P }n
n=0,1,.. – H(γ, C)-последовательность вос-

полнения для C∈  2. Тогда 
m t(Pn) = m t(P0) + n. 

Доказательство. Из свойства (0.1.3) следует, что для любого
n = 0, 1, ... справедливо δ H(Pn, C)>0, откуда δ(Pn, Pn+1), и поэтому 
pn∉Mt(Pn), pn∈∂C. Но поверхность ∂C – строго выпуклая, поэтому 
никакая вершина из множества {pn, Mt(Pn)} не выражается через ли-
нейную комбинацию других вершин. 

Лемма 2.4.4 доказана. 

Теорема 2.4.7. Пусть {Pn}n=0,1,.. – H1(γ, C)-последовательность 
восполнения для C∈C 

+
2

4),(
inflim ≥
∞→ nH PC

. 
),( )( γδ i

Pm
H C ntP

δn

Доказательство. Пусть m≥d+1  Πm – МНА, т.е. такой, что δ 
(Πm, C) = δH(P 

i
m, C). Ясно, что mt(Πm)≤m. Поэтому, с учетом леммы 

2.4.4, получаем 
. 

 и

)()( 1
)(

+<Π nt
Pm

t Pmm nt
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Пр

Pm

 любого λ > 1 
найдется такое N

именяя лемму 2.4.3 к множествам вершин соответствующих мно-
гогранников, получим неравенство 

))((2),(min )()(II
)(, 1 nt

nt
tnt Pm

t
mPMqp

Mdqp Π≤
Π∈ +

µ . 

В силу леммы 
)(

2.4.2 и последнего неравенства, для
1, что для любого n≥N1 справедливо 

))((2))((nt
nt dPMd ≤

λ
)())(

)(
nt

nPtm
Pm

t
Pm M Π

Πγ
. 

сперсий к нулю по лемме 
2.4

(tm

Из сходимости последовательности ди
.1 для последовательности {Mt(Pn)} выполняется утверждение 

теоремы Gruber (п. 2.4.4): 

2))((2
)(

∞→ nt
Pm

n PMd nt

что с учетом последнего неравенства дает существование такого N

1),(lim =
nPCδ , 

H

2, 
N2>N1, что для любого n>N2 справедливо 

( )[ ]
( (2

)(⎢
⎡ Π≤

Π nt
t

t
m Md

γ
λ )

2
⎤

             
.))(

3

2

)( ⎥⎦⎣
nt

Pm
Pm

tλ

                (2.4.11) 

Поскольку для последовательности {Πm}m=d+1, d+2,… справедлива 
лемма 2.4.1, то из теоремы Gruber (п. 2.4.4) следует, что найдется 
такое m*, что для любого m≥m* выполнено  

,( n CPδ )(
2

) )( ≤≤ nt
n

Pm PMd

( )[ ]2)( )(
2
1),(),( m

t
mm

Hi
m

H MdСС
m

t Π≥Π=
Πλ

δδ P .                   (2.4.12) 

Положим в последнем неравенстве m=тt(Pn), и пусть 
N3:=arg min {n>N : mt

2 )
 получим: 

(Pn ≥m*}. 
Тогда из (2.4.11) и (2.4.12) при n≥N3

4
)(

4
 

(
 

λδ
≥

CPn
Pm n

. 
),( γδ Π Ct

),
лизкого к 1, λ > 1, получаем при 

n→∞ утверждение теоремы. 
Теорема 2.4.7 доказана. 

В силу произвольности выбора λ, б
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ти H1-
последовательностей многогранников по числу вершин. 

Следствие 2.4.4. Пусть {Pn}n=0,1,.. - H1(γ, C)-последовательность 
восполнения для C∈C 

+
2. Тогда 

Непосредственно из теоремы 2.4.7 и свойства (0.1.5) сразу выте-
кает асимптотическая оценка на скорость сходимос

)1/(2
2/1

1
∂

−
∞→ ⎟

⎠
⎜
⎝ C C

dπγ
Из теоремы 2.4.7 и леммы 2.4.4 сра

1)1/(2 )()(2)]
−

−− ⎟
⎞

⎜
⎛

≤ ∫
d

dd

n
xdxk σϑ . 

зу вытекает асиптотическая 
оценка на скорость сходимости H последовательностей восполне-
ния по числу итераций алгоритма, порождающего эту последова-
тельность. 

Следствие 2.4.5. Пусть {Pn}n=0,1,.. - H1(γ, C)-последовательность 
гда 

()[,(  suplim ntnH PmPCδ

1-

восполнения для C∈C 
+

2. То

 
)1/(2

2/11)1/(2 2
−

−− ⎞⎛
d

ddnH ϑ

1
)()(),(  suplim

∂
−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

≤ ∫ C C
dn

xdxknPC σ
πγ

δ . 

Получим также оценки для сходимости в метрике симметриче-
ской разности. 

Непосредственно из следствий 2.4.4, 2.4.5 и леммы 2.3.8 сразу 
 оцен  на скорость сходимости H1-

ностей многогранников в метрике симметрической 
разности. 

Следствие 2.4.6. Пусть {Pn}n=0,1,.. - H1(γ, C)-последовательность 
∈  2

вытекают асимптотические
последователь

ки

восполнения для C C + . Тогда 
)1/(2

2/1

1

1)1/(2 )()()(2)]()[,(  suplim
−

∂
−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫

d

C C
d

ddntnS

n
xdxkCPmPC σ

π
ϑ

γ
σδ

, 
)1/(2

/(2 )(2),(  suplim
−

∞→

⎞⎛
d

dnS

n

CnPC ϑσδ 2/1

1

1)1 )()(
∂

−

−−
⎟⎟
⎠

⎜⎜≤ ∫ C C
d

d xdxk σ
πγ

. 

ия, полученны Р.В. Ефремовым в работах [87] (последова-

⎝
В заключение параграфа отметим, что в настоящее время асим-

птотические результаты для H-последовательностей восполнения и 
отсечен
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тел

лая чита-
теля к работам [87] и [88]). Тем не менее, для полноты описания 
при

ьности восполнения) и [88] (последовательности отсечения). До-
казательство этих результатов аналогично доказательству теоремы 
2.4.7, однако слишком громоздко, и мы его опускаем (отсы

ведем эти результаты. 

Теорема 2.4.8. Пусть {Pn}n=0,1,.. – H(γ, C)-последовательность 
для C∈C 

+
2. Тогда 

4),(δ∞→ nHn PC
. 

Из этой теоремы анало

)11(),(
inflim

2
)( γδ −−

≥Pm
H C nP i

гично следствиям 2.4.4-2.4.6 вытекают 
с

следовательность 

ледующие результаты. 

Следствие 2.4.7 n. Пусть {P }n=0,1,.. - H(γ, C)-по
для C∈C 

+
2. Тогда 

1
2/1
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1
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1
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∂
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ddnH
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⎞

⎜⎜
⎛

≤ ∫
d

C C
ddnnS
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xdxkCPmPC σϑσδ
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1
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2 )(2 −⎞⎛ dC ϑσ 2/1

1
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1 )()(
)11(

),(  suplim
−

−−
∞→ ⎟⎟

⎠
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⎝−−

≤ C
d

ddnS

n
xdxknPC σ

πγ
δ . 

едовательностей восполне-
, пока не получены. 

∂∫ C

Заметим, что для H-последовательностей восполнения и отсече-
ния асимптотические результаты теоремы 2.4.8 и следствия 2.4.7 
совпадают. В то же время асимптотические результаты для H1-
последовательностей отсечения, аналогичные результатам теоремы 
2.4.7 и следствий 2.4.4-2.4.6, для H -посл1
ния
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2.5. Асимптотические оценки скорости 
сходимости, оптимальность и эффективность 

2.5 п и

укажем метод, которым были 
пол

 
C  Н(γ, C)-последовательность восполнения (от-

где f(Pn)) и 

АМПА 
В настоящем разделе будет дана сводка результатов исследова-

ния скорости сходимости хаусдорфовых АМПА, полученных раз-
личными методами, будут выделены наилучшие оценки, рассмотрен 
вопрос об оптимальности и эффективности рассматриваемых АМ-
ПА. 

.1. Аппроксимация ро звольных ВКТ 
 Напомним основные результаты, касающиеся скорости сходи-

мости хаусдорфовых АМПА при аппроксимации произвольных (в 
том числе и негладких) тел. В  скобках

учены соответствующие результаты. 

Теорема 2.2.1 (метод изменения объема на итерациях). Пусть
С∈  и {Pn}  естьn=0,1,...

сечения). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что 
при n≥N справедливо 

δ S(Pn, C) ≤ (1+ε)λ1(γ,C)k(n)1/(1-d), 
 H n  ≤ (1+ε)λ2(γ,C)k(n)1/(1-d), δ (P , C)

  k(n) есть n или mt(Pn) (m

)()(
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dC d
d

ω
γ
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π

γ
⎭
⎬

⎩
⎨ −

= . 

еорема 2.3.1 и следствие 2.3.1 (метод упаковок нормалей). 
Пусть C∈C и {Pn}n=0,1,2,... есть H1(γ, C)-последовательность воспол-
нения (отсечения). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, существует номер 
N такой, что при n≥N справедливо 

(P , C)  (1+ ) 9( C) (C) k(n) , 
 или mt(Pn) (mf(Pn)) и

Т

δΗ(Pn, C) ≤ (1+ε)λ9(γ, C) k(n)2/(1-d), 
δS n ≤ ε λ γ, σ 2/(1-d)

где k(n) есть n  
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⎤
⎢
⎣

⎡
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d
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ddCRC
π

π
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γλ . 

2.5.2. Аппроксимация гладких ВКТ 
Приводимые ниже результаты для  гладких тел включают (в ка-

честве частного случая) некоторые результаты для произвольных 
тел. 

раведливо 
 S n 2/(1-d)

n f(Pn)) и 

Теорема 2.2.2 (метод изменения объема на итерациях). Пусть 
C∈C 

+
2 и {Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-последовательность восполнения 

(отсечения). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что 
при n≥N сп

δ (P , C) ≤ (1+ε)λ3(γ, C) k(n) , 
δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ4(γ, C) k(n)2/(1-d), 

где k t(n) есть n или m (P ) (m

)(
2)(
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2),(
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γπ
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min

)1

Crd
⎭
⎬

σ

ема 2.3.1 и следствие 2.3.1 (метод упаковок нормалей). 
∈C и {Pn}n=0,1,2,... есть H1(γ, C)-последовательность воспол-

нения (отсечения). Тогда для
N т  

n)2/(1- , 
δS(P , C) ≤ (1+ε)λ9( C)σ(C) k(n)2/(1-d), 

где n)) и 

1d −

Теор
Пусть C

 любого ε, 0 < ε < 1, существует номер 
акой, что при n≥N справедливо

δΗ(Pn, C) ≤ (1+ε)λ9(γ, C) k( d)

n γ, 

 k(n) есть n или mt(Pn) (mf(P

1
2

1
9

)(16:),(
−

−
⎥
⎦

⎤
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=

d

d

ddCRC
π

π
γ

γλ . 

Следствия 2.4.4-2.4.6 (метод Глубоких Ям). Пусть {Pn}n=0,1,.. - 
H1(γ, C)-последовательность восполнения для C∈C 

+
2. Тогда 
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где k(n) есть n или mt(Pn). 

{Pn}n=0,1,.. - H(γ, C)-Следствие 2.4.7 (метод Глубоких Ям). Пусть 
последовательность для C∈C 

+
2. Тогда 
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где k(n) есть n или m(Pn). 
2.5.3 Оптимальность по порядку хаусдорфовых АМПА. 

Пусть C*⊂C. Напомним (см. п. 0.1.3), что МПА называется опти-
мал

 

,… 
ьным по порядку числа вершин (гиперграней) для класса C*, ес-

ли для любого C∈C* он порождает последовательность  {Pn}n=0,1

такую, что для любого s>0 такого, что 

s
sdC ,,,const δ

m m
C ),(δ ≤P , 

справедливо 

sn
sdCn

Pm
PC

)(
const'

),( ,,, δδ ≤ . 

 
Напомним, что в п. 0.1.3 был определен класс ВКТ C# := C((d-1)/2), 
для  

даемой методом последовательности 
{Pn}n=0,1,… выполнялось 

 которого порядок 2/(d-1) является неулучшаемым (см. также
[92]). Согласно (0.1.22), для того, чтобы некоторый метод был опти-
мален по порядку в классе C#, необходимо и достаточно, чтобы для 
любого тела C∈C#  в порож
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)1/(2
,,

)(
const

),( −≤ dn
dCn

Pm
PC δδ . 

лученные оценки на скорость сходимости хаусдорфовых АМПА 
позволяют сделать следующие выводы об их оптимальности по по-

. 

рфа и объема симметрической разно-
сти по порядку числа вершин (гиперграней) для класса C*. 

Доказательство. Пусть {Pn}n=0 ,2,... есть H1(γ, C)-последователь-
ность восполнения (отсечения). Тогда по теореме 2.3.1 и следствию 

та λ(γ, C, δ) определена в утверждении теоремы 2.3.1 и 
следствия 2.3.1. Обозначим 
Λ(C, d, δ):= max{(1+ε) λ(γ, C, d, δ), δ(Pn, C) m(Pn)2/(d-1): n=0,1,2,. }. 

справедливо

 2 Hi(C с

гиперграней) для класса C*. 

Доказательство. Доказательство полностью повторяет доказа-
тел

Теорема 2.5.2 доказана. 
2.5.4. Эффективность хаусдорфовых АМПА при аппрокси-
мации гладких тел 

По

рядку

Теорема 2.5.1. Путь C*⊂C# и M∈Hi
1(C*) (M∈Hс1(C*)). Тогда M  

оптимален в метриках Хаусдо

,1

2.3.1 для любого ε, 0 < ε < 1, существует номер N такой, что при n≥N 
справедливо 

δ(Pn, C) ≤ (1+ε)λ(γ, C, d, δ) m(Pn)2/(1-d)

и констан

..,N
Тогда для всех n=0,1,2,...  

δ(Pn, C) ≤ Λ(C, d, δ) m(Pn)2/(1-d). 
Теорема 2.5.1 доказана. 

Теорема 2.5.2. Путь C*⊂C +  и M∈ *) (M∈H (C*)). Тогда M 
оптимален в метриках Хаусдорфа и объема симметрической разно-
сти по порядку числа вершин (

ьство теоремы 2.5.1 с заменой ссылки на теорему 2.3.1 и следст-
вие 2.3.1 на ссылку на теорему 2.2.2. 

Напомним (см. параграф 0.3), что для C∈C и P∈P (C) величину 

),(
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))(,(
:)( )( CC

P Pm

PCδ
δ

η
P

=  

мы называем эффективностью аппроксимации тела C многогранни-
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ки зрения числа вершин или гиперграней соответствен-
но). Для F:={Pn}n=1,2,... – сх оследовательности мно-
ком P (с точ

одящейся к C∈C п
гогранников из P(C) мы ввели величины 

)(inflim)F(η = n

n
Pη

∞→
 

и 

)(suplim)F( ηη = n

n
P

∞→
, 

которые назвали, соответственно, нижней и верхней асимптотиче-
ской эффективностью аппроксимации тела C последовательностью 
F. Под эффективностью метода полиэдральной аппроксимации тела 
C м

ой эффективностью, 
большей нуля, был назван в п. 0.1.3 асимптотически эффективным. 

Полученные оценки на скорость сходимости усдорфовых 
АМПА позволяют сделать следую  выводы об асимптотической 
эффективности хаусдорфовых АМПА. 

Доказательство. Пусть F:={Pn}n=0,1,2,... есть H(γ, C)-
последователь-ность, порождаемая алгоритмом A для тела . Необ-
ходимо доказать, что в указанных метриках η

ы понимаем эффективность порождаемой им последовательно-
сти многогранников. При этом МПА, порождающий для тела C по-
следовательность c нижней асимптотическ

ха
щие

Теорема 2.5.3. Путь C∈C 
+

2 и M∈H(C). Тогда M асимптотиче-
ски эффективен для С в метриках Хаусдорфа и объема симметри-
ческой разности. 

 С
(F)>0. Но этот факт 

енно вытекает из теоремы 2.2.2 и свойства (0.1.3). 
 2.5.3 доказана. 

Рассмотрим некоторы ективность хаусдорфовых 

={P }n=0,1,.. - H(γ, C)-последовательность 
для

непосредств
Теорема

е оценки на эфф
последовательностей.  

nТеорема 2.5.4. Пусть F:
 C∈C 

+
2. Тогда 
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Доказательство. Согласно [26], [51] и [29] (см. 0.1.5), для C∈C 
+

2 
справедливо 
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где ϑ

1)1/(2 1
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⎞

⎜
⎛

=
d

ddH σϑδ

max )1-d, то

l есть плотность покрытия пространства El шарами фиксиро-
ванного радиуса (см. [53]), πd := πd/2/Γ((d/2)+1) – объем единичного 
шара, kC(x) – кривизна Гаусса-Кронекера (произведение главных 
кривизн) в точке x∈∂C и σ(x) – элемент поверхностного объема в 
точке x. Так как k
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C(x) ≥ r (C  
)12

1

1

max

)1/(2 )(
)(2

1),(lim
−

−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

d

d

dd
m

H

m
C

Cr
mC σ

π
ϑδ P . 

/(

Но, обозначая m(n):=mt(Pn) для последовательности восполнения и 
m(n):=mf(Pn) для последовательности отсечения, для произвольно 

т  m(n)≥N получаем, согласно теореме 

 

малого ε и неко орого N при
2.2.2, что 

)1/(2

1min )1()(
)(),(

−
⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝ −

≤ d
ddCr

nmPC
γπ

δ . 

В с

)1/(2 )()1(1(2
−

− ⎞⎛ ++
d

dnH Cdd σ

 последних двух неравенств получаем 
утв

)ε

илу произвольности ε, из
ерждение теоремы. 
Теорема 2.5.4 доказана. 
Поясним смысл константы ηd

H и качество оценки теоремы 2.5.4. 
Обозначим через B класс шаров в Ed. 

Следствие 2.5.1. Пусть F:={Pn}n=0,1,.. – H(γ, C)-
последовательность для C∈B. Тогда 

ηH (F) ≥ γ2d/(d-1)ηd
H , 



 причем 

4
1lim =

∞→

H
dd

η .                                                       (2.5.1) 

Доказательство. Достаточно заметить, что для C∈B имеем  
rmin(C)= rmax(C) и ϑd ≥ τd, где, согласно [53], 

3lim −

∞→
= eddd

τ . 

Следствие 2.5.1 доказано. 

ае не может приводить к 
значениям нижней асимптотической эффективности, близким к еди-
нице. 

Пример. Пусть d=2 и C∈B. Применим схему восполнения с кон-
стантой γ=1 к правильному вписанному треугольнику, взятому в ка-
честве Р0. В полученной последовательности F* при n=3 k=1, 2, … 
будут возникать правильные многоугольники с числом вершин 3⋅2k, 

-
 в 

 

Следующий пример иллюстрирует причину, по которой приме-
нение адаптивных алгоритмов в общем случ

k, 

являющиеся МНА для С. При этом нетрудно видеть, что много
угольник с числом вершин 3⋅2(k+1) -1 будет иметь ту же точность
метрике Хаусдорфа, что и правильный многоугольник с числом
вершин 3⋅2k. Согласно (0.1.5), при d=2 величина δ H(Pm, C) пропор-
циональна 1/m2. Поэтому 

4
1})123/()23{(lim*)( 2)1(2 =−⋅⋅= +

∞→

k

k

H Fη .                    (2. .2) k 5  

Так

 величины η

им образом, несмотря на то что в последовательности F* все 
время появляются МНА и, таким образом, верхняя асимптотическая 
эффективность алгоритма равна 1, адаптивный характер алгоритма 
приводит к нижней асимптотической эффективности, равной 1/4. 
Заметим, что сравнение H (F*)  со значениями следствия 
2.5.1, которое дает ηH (F) ≥ η2

H =0.007 и (2.5.1), показывает, что при 
небольших d оценка теоремы 2.5.4 сильно занижена. Вместе с тем, 
согласно оценке теоремы 2.4.7, справедливой для H1-
последовательностей, в рассматриваемом случае ηH (F*) ≥ ¼, что 
совпадает с (2.5.2). 

Для метрики объема симметрической разности справедливы сле-
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дующие результ .6)-(0.1.7)). 

,.. сл овательность 

аты (о константах deld-1 и divd-1 см. (0.1

Теорема 2.5 5 уст
для C∈C

. . П ь F:={Pn}n=0,1  - H(γ, C)-по ед
 
+

2. Тогда 

)(
)()(

max

min)1/(2

Cr
CrF ddS

d
S −≥ γηη , 

где 
)1/(2 d −

1el
24 d-d ⎠⎝

1 d11 dS
d

i d − ⎟
⎞

⎜
⎛ −

=
πη , 

1

)1/(2
111 d

dSc d −
− ⎞⎛ − π divd-d ⎟⎜=η . 

24 d ⎠⎝
Доказательство. Согласно [27], [28], [30], существуют констан-

ты deld-1 и divd-1, зависящие только от d, такие что (см. 0.1.6 и 0.1.7) 
для C∈C 

+
2 справедливо 

( ) )1/()1()1/(1
1

)1/(2 )()(del
2
1),(lim

−+

∂

+
−

−

∞→ ∫=
dd

C
d

Cd
d

m
iS

m
xdxkmC σδ P  

и 

( ) )1/()1()1/(1
1

)1/(2 )()(div
2
1),(lim

−+

∂

+
−

−

∞→ ∫=
dd

C
d

Cd
d

m
cS

m
xdxkmC σδ P , 

 
где kC(x) – кривизна Гаусса-Кронекера (произведение главных кри-
визн) в точке x∈∂C и σ(x) – элемент поверхностного объема в точке 
x. Так как kC(x) ≥ rmax(C)1-d, то 

1
1

max

1)1/(2

)(2
del),(lim

+
−−

∞→
≥

d
dd

m
iS

m Cr
mCδ P )( −dCσ , 

1
1

2),(lim
+d

m
cS mCδ P

max

1)1/( )(
)(2

div −−−

∞→
ddd

m
C

Cr
σ . 

Но, обозначая m(n):=mt(Pn) для последовательности восполнения  
m(n):=mf(Pn) для последовательности отсечения, для произволь  

≥

и
но

малого ε и некоторого N при m(n)≥N получаем, согласно теореме 
2.2.2, что 



)1/(22/)1(

min

)1/(2 )(
)1(

2
)(
)1(2)(),(

−+
−

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
−

+
≤

d

d

d
dnS C

d
d

Cr
nmPC

γ
σ

π
εδ . 

1− ⎠d

В силу произвольности ε, из последних двух неравенств получаем 
утверждение теоремы. 

Теорема 2.5.5 доказана. 

Теорема 2.5.6. Пусть F:={Pn}n=0,1,.. – H1(γ, C)-последова-
тельность для C∈C 

+
2. Тогда 

γϑη min1)( ⎜⎜
⎛

≥ − rF dH
2)1/(2 )( ⎞− Cd

max )(32 ⎟
⎠⎝ Cr

Доказательство. Из [26], [51] и [29] (см. доказательство те
2.5.4) следует, что для C∈C

⎟ . 

оремы 
 справедливо  

+
2

)1/(2

1

1

max

)1/(2 )(
)(2

1),(lim
−

−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

d

d

dd
m

H

m
C

Cr
mC σ

π
ϑδ P . 

Но, обозначая m(n):=mt(Pn) для последовательности восполнения и 
m(n):=mf(Pn) для последовательности отсечения, для произвольно 
малого ε и некоторого N при m(n)≥N получаем, согласно теореме 
2.3.1, что 

γ
π

πεδ
1

2

)1/(2 )(16 −
− ⎤⎡

+≤
d

ddnH dCR
γ

)1()(),( ⎥
⎦

⎢
⎣

nmPC . 

σ(C)≥dπd(rmin(C))d-1

роизвольности ε, из последних неравенств 
полу . 

H1(γ, C)-
последовательность

1−d

Учтем, что 

и R(C) ≤ rmax(C). В силу п
чаем утверждение теоремы
Теорема 2.5.6 доказана. 

Теорема 2.5.7. Пусть F:={Pn}n=0,1,.. - 
∈  2 для C C + . Тогда 
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γπ min
1

1
1

)(del)( ⎟
⎞

⎜⎜
⎛

≥
−

−
−

CrF
d

d
d

iS , η
max )(32 ⎟

⎠⎝ Cr

2)/(2



γπη
2

max

min
)1/(2

1
1 )(

)(
32

div)( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−

− Cr
CrF

d
d

d
cS . 

Доказательство. Из [27], [28], [30] следует (см. доказательств
тео уют константы del  и div , 

о 
d-1 d-1 зависящие 

только  2 справедливо
ремы 2.5.5), что существ

 от d, такие что для C∈C +  

1
1

1)1/(2 )(
)(2

del),(lim −
+

−−

∞→
≥ d

d
dd

m
iS

m
C

Cr
mC σδ P , 

max

1
1

max

1)1/(2 )(div),( −− ≥ dd
m

cS CmC σδ P
)(2

lim −
+

d
d

Cr
. 

Но, обозначая m(n):=mt(Pn) для последовательности сполнения и 
m(n):=mf(Pn) для последовательности отсечения, дл произвольно 
малого ε и некоторого N при m(n)  получаем, согласно следствию 
2.3

∞→m

 во
я 

≥N
.1, что 

γσ
π

π
γ

εδ )()(16)1()(),(
1

2

1

)1/(2 CdCRnmPC
d

d

ddnS
−

−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+≤ . 

Учтем, что 

σ(C)≥dπ (r

Теорема 2.5.7 д

 2.5.4 и 2.5.6, а 
азличные оценки эффективности 

для метрик Хаусдорфа и объема симметрической разности: оценки 
теорем 2.5.6 и 2.5.7 лучше с точки зрения константы в то время 
как оценки теорем 2.5.4 и 2.5.5 меньше зависят от асферичности (от 
отношения

d min(C))d-1

и R(C) ≤ rmax(C). В силу произвольности ε, из последних неравенств 
получаем утверждение теоремы. 

оказана. 

H -последовательностей теоремыЗаметим, что для 1
также теоремы 2.5.5 и 2.5.7 дают р

γ, 

 минимального и максимального радиусов кривизны).  

Теорема 2.5.8. Пусть F:={Pn}n=0,1,.. – H1(γ, C)-
последовательность восполнения для C∈C 

+
2. Тогда 
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4
)( γη ≥FiH , 

)(
)(del

4
)(

max

min
)1/(2

1

1
1 r

CrF
d

d

d
d

iS
−

−

−
− ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

ϑ
πγη . 

C

Доказательство. Утверждение теоремы 2.5.8 для метрики с-
дорфа непосредственно вытекает  теоремы 2.4.7 и определения 

 многогранни-

Хау
из

асимптотической эффективности последовательности
ков. Рассмотрим метрику объема симметрической разности. 

Из [26], [51] и [30] (см. доказательство теоремы 2.5.4) следует, 
что для C∈C 

+
2 справедливо 

1
1

1)1/(2 )(
2

del),(lim −
+

−−

∞→
≥ d

d
dd

m
iS

m
C

r
mC σδ P . 

max )(C
Но, обозначая m(n):=mt(Pn), для произвольно малого ε и некоторого 
N при m(n)≥N получаем, согласно следствию 2.4.6, что 

)1/(2
2/11)1/(2 )()()(2)1()(),( 

−

∂
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⎟⎟
⎞
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⎛

+≤ ∫
d

C C
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1− ⎠⎝ d

то  Так как kC(x) ≤ rmin(C)1-d, 

)(
)(2)1()(),( 

1
1

)1/(2
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CnmPC

d
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d
ddnS

−
+

−

−−
⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

+≤
σ

π
ϑ

γ
εδ . 

min

е теоремы. 

 

ельно, оценка асимптотической эффективности в метрике Ха-
усд

1d − ⎠⎝

В силу произвольности ε, из последних неравенств получаем утвер-
ждени

Теорема 2.5.8 доказана. 

Заметим, что для H1-последовательностей восполнения оценки 
асимптотической эффективности в теореме 2.5.8 выше, чем оценки 
для H-последовательностей, полученные в теоремах 2.5.4-2.5.7. Дей-
ствит

орфа не зависит от аппроксимируемого тела (в том числе от его 
асферичности) и прямо пропорциональна константе γ. Далее, оценка 
асимптотической эффективности в метрике объема симметрической 
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раз кже, как и по теореме 2.5.5, прямо про-
порциональна отношению минимального и максимального радиусов 
кри

ведем оценки асимптотической эффективности для 
H-п

 теоремы 2.5.8. 

={Pn}n=0,1,.. - H(γ, C)-последовательность 
вос 2. Тог

ности по теореме 2.5.8 та

визны и прямо пропорциональна константе γ, как и оценка по 
теореме 2.5.7, т.е. сочетает достоинства предыдущих двух оценок. В 
заключение при

оследовательностей, следующие для метрики Хаусдорфа непо-
средственно из теоремы 2.4.8, а для метрики объема, как и при дока-
зательстве

Теорема 2.5.9. Пусть F:
полнения (отсечения) для C∈C 

+ да 

4
)11(

)(
2γ

η
−−

≥FH , 

)(
)(del
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)(
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2
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−
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⎞
⎜⎜
⎝

⎛−−
≥

ϑ
πγ

η . 

2.5.5. Асимптотические оценки скорости  и эф-
фективность асимптотичес етодов 

Изложенные в настоящем параграфе результаты о скорости схо-
димости, оптимальности по порядку и эффективности для H-
последовательностей носят асимптотический характер. Они естест-
вен

й 2.4.7, 2.5.1 (теорем 2.3.1, 2.5.1, 2.5.6, 
2.5 , 2.4.4-2.4.6) справедливы для асимпто-
ти

Доказательство. Докажем, вначале, например, утверждение 
теоремы, касающееся теоремы 2.2.1.  

Согласно определению, для любого ε , 0<ε <γ, уществует номер 
N1 такой, что последовательность ,...1, 11

}{ += NNn
nP является H(γ-ε1,C)-

 сходимости
ких H-м

но распространяются  и на случай асимптотических H-
последовательностей и порождающих их АМПА. 

Теорема 2.5.10. Утверждения теорем 2.2.1, 2.2.2, 2.5.2, 2.5.3, 
2.5.4, 2.5.5, 2.5.9 и следстви

.7, 2.5.8 и следствий 2.3.1
ческих H(γ, C)-последовательностей (H1(γ, C)-последова-

тельностей). 

с1 1
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пос

≤ (1+ε2)λ2(γ-ε1,C)k(n- N1)1/(1-d), 
где

ледовательностью. Поэтому по теореме 2.2.1 для любого ε2, 0 
< ε2 < 1, существует номер N2>N1 такой, что при n≥N2 справедливо 

δ S(Pn, C) ≤ (1+ε2)λ1(γ-ε1,C)k(n- N1)1/(1-d), 
δ H(Pn, C) 

  k(n) есть n или m(Pn), и 

)()(),(

)1/(1

1 CCdC

dd

ωσγλ

−

⎪
⎬
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⎨
⎧

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

= , 
)1( 1d dπ − ⎪⎭⎪⎩ ⎠⎝− γ

)()(
)1/(1

Cd
d

σ
−

⎫⎧
)1(

),(
1

2 C
d

C d
d

ω
γπ

γλ
− ⎭

⎬
⎩
⎨ −

= . 

Поэтому для любого N≥N2 при n≥N справедливо
δΗ(Pn, C) ≤ (1+ε2) (1 - ε1/γ)d/(1-d)(1-N1/N)1/(1-d  λ1(γ,C)n1/(1-d), 
δS(Pn, C) ≤ (1+ε2)(1 - ε1/ /N)1/(1-d) λ2(γ,C)n1/(1-d). 

Ост

 для k(n):=m(P ) следуют далее из свойства 
(1.1

(P ) тем более выполняется). 
сающееся теоремы 2.2.1 доказано. 

тся утверждения теоремы, 
твия 2.3.1. Поскольку из них 

выт

 
2.4.4-2.4.6. Так как <ε<γ, существу-

вате  P является 
H1(γ-ε,C)-последовательностью, то по следствиям 4.6-4.8 при соот-
ветствующих условиях имеем 

 
)

γ)d/(1-d)(1-N1

алось выбрать ε1, ε2 настолько малыми и N настолько большим, 
чтобы 

ε ≥ (1+ε2) (1 - ε1/γ)d/(1-d)(1-N1/N)1/(1-d)-1. 
Утверждения теоремы n

.4) при выборе N, таком что величина (1-m(P0)/m(PN))1/(1-d)-1 бу-
дет достаточно мала (если для аппроксимирующей последователь-
ности величина m(PN) остается ограниченной, то утверждение тео-
ремы для m n

Утверждение теоремы, ка
Совершенно аналогично доказываю

касающиеся теорем  2.2.2, 2.3.1 и следс
екают теоремы 2.5.1, 2.5.2, 2.5.3, 2.5.4, 2.5.5, 2.5.6, 2.5.7 и следст-

вие 2.5.1, то утверждения теоремы, касающиеся них, также оказы-
ваются доказанными.  

Докажем теперь щееся следствий утверждение теоремы, касаю
, по определению, для любого ε, 0

следо льность nет номер N такой, что по ,...1,}{ += NNn
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≤− ∫
d

C C
d

ddnS

n
xdxkCNnkPC σ

π
ϑ

εγ
σδ , 

t nгде о

дока-
зан ает теорема 2.5.8, то утверждение тео-
рем

касающееся следст-
вия 2.4.7. Посколь , то утверждение 
теоремы, касающе ными.  

ю

2.6. Асимптотические оценки скорости 
сходимости, оптимальность и эффективность 
конкретных АМПА 

результатов по конкретным методам, рассматриваемые 
сле  виде теорем. Для удобства пользова-
ния полностью  

Рассмотрим сначала конкретные методы, относящиеся к классу 
хаусдорфовых методов. 

 k(n) есть n или m (P ). Поэтому для k(n) := n при n≥N справедлив  
k(n-N)=n(1-N/n), откуда в силу произвольной малости ε вытекает ут-
верждение теоремы. Утверждения теоремы для k(n):=mt(Pn) следуют 
далее из свойства (1.1.4) при выборе N, таком что величина (1-mt(P0)/ 
m(PN))2/(1-d) будет сколь угодно близка к 1. 

асающееся следствий 2.4.4-2.4.6, Утверждение теоремы, к
о. Поскольку из них вытек
ы, касающееся её, также оказывается доказанными.  
Совершенно аналогично утверждению, касающемуся следствий 

2.4.4-2.4.6, доказывается утверждение теоремы, 
ку из него вытекает теорема 2.5.9
еся её, также оказываются доказан

 доказана. Теорема 2.5.10 полность

В этом параграфе будут сформулированы основные результаты 
по скорости сходимости, оптимальности и эффективности ранее 
введенных АМПА. Значительная часть приводимых теорем являют-
ся простыми следствиями утверждений, полученных выше. Тем не 
менее, так как развитая до этого теория предназначена именно для 
получения 

дствия сформулированы в
 в случае каждого метода  приводим необходимые

константы. 
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2.6.1 Базовые методы 

 109 

k(n)2/(1-d), 

где

Теорема 2.6.1. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, по-
рождаемая для C∈C методом БВ. Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, су-
ществует номер N такой, что при n≥N справедливо 

δΗ(Pn, C) ≤ (1+ε)λБВ(C) k(n)2/(1-d), 
S n ε)λБВσ(C) δ (P , C) ≤ (1+

t n k(n) есть n или m (P ) и 

1
2
−⎤⎡ d

dБВ dπ

1

)(16:)(
−

⎥
⎦

⎢
⎣ d

CRC
π

. 

Доказательство. Согласно теореме 1.3.1, для любого C∈C мето

=λ

д 
MБВ едовательность восполнения. Поэтому 
утв

а 2.6.1 доказана. 

≥N справедливо 
 (1+ε)λБО1(C)k(n)1/(1-d), 

 порождает H1(1, C)-посл
ерждение теоремы вытекает непосредственно из теоремы 2.3.1 и 

следствия 2.3.1 с подстановкой параметра γ=1 в константу λ9(γ, C). 
Теорем

Теорема 2.6.2. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, по-
рождаемая для C∈C методом БО. Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, су-
ществует N такое, что при n

δ S(Pn, C) ≤
δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λБО2(C)k(n)1/(1-d), 

где  k(n) есть n или mf(Pn) и 

)()(
)1(

)(
)1/(1

1
1 CC

d
dС

d
d

d

БО ωσ
π

λ
−

− ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
= , 

)()(
)1(

)(
)1/(1

1
2 CC

d
dС

d

d

БО ωσ
π

λ
−

− ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
= . 

Доказательство. Согласно теореме 1.2.1, для любого C∈C метод 
MБО порождает H(1, C)-последовательность отсечения. Поэтому ут-
верждение теоремы вытекает непосредственно из теоремы 2.2.1 с 
подстановкой параметра γ=1 в константы λ1(γ, C) и λ2(γ, C). 

Теорема 2.6.2 доказана. 
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о-
рож ом БВ (БО). Тогда для любого ε, 0 < ε < 
1, с спр

, 2
(1-d), 

где k(n) есть n или mt(Pn) (mf(Pn)) и 

Теорема 2.6.3. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, п
даемая для C∈C 

+
2 метод

уществует N такое, что при n≥N аведливо 
δ S(Pn, C) ≤ (1+ε)λБ1(C) k(n)2/(1-d), 
δ H(Pn C) ≤ (1+ε)λБ (C) k(n)2/

)(
2)(

)1(
2)(

)

min1 Crd d − ⎭⎩

1/(2
2/)1(

1
dC

d
dБ

−
+

⎬
⎫

⎨
⎧

−
= σ

π
λ , C

)(
2)(

)1(
)1()(

min

)1/(2

1
2 Cr

C
d

ddС
d

d

Б
−

− ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
+

= σ
π

λ . 

Доказательство. Согласно теореме 1.2.1, для любого C∈C мето-
ды MБВ (MБО) порождают H(1, C)-последовательность восполнения 
(от

 =1 
3

n=0,1,2,... есть , по-
рождаемая для C∈C 

+
2 методом БВ (БО  Тогда 

сечения). Поэтому утверждение теоремы вытекает непосредст-
венно из теоремы 2.2.2 с подстановкой параметра γ в константы 
λ (γ, C) и λ4(γ, C). 

Теорема 2.6.3 доказана. 

Теорема 2.6.4. Пусть {Pn}   последовательность
).

)1/(2
2/1

1
))(2)(,(  suplim

∂
−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎜
⎝

∫ C C
dn

dxknkPC σ
π

δ , 1)1/(2 ()
−

−− ⎞
≤

d
ddnH xϑ⎜

⎛

)1/(2
2/1

1

1)1/(2 )()()(2)(),(  suplim
−

∂
−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫

d

C C
d

ddnS

n
xdxkCnkPC σ

π
ϑσδ , 

где Pn)). 
ого C∈C метод 

MБ  

бого C∈C метод MБО  порождает 
H(1, C)-последова верждение тео-
ремы для метода  2.4.7 с 

 k(n) есть n или mt(Pn) (mf(
Доказательство. Согласно теореме 1.3.1, для люб
В  порождает H1(1, C)-последовательность восполнения. Поэтому

утверждение теоремы для метода БВ вытекает непосредственно из 
следствий 2.4.4-2.4.6 с подстановкой параметра γ=1 в правые части 
неравенств в утверждениях следствий. 

Согласно теореме 1.2.1, для лю
тельность отсечения. Поэтому ут
БО вытекает непосредственно из следствия
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подстановкой параметра γ=1 в правые части неравенств в утвержде-
ниях следствия. 
Теорема 2.6.4 доказана. 

н в метриках Хаусдорфа и объема 
симметрической р  для класса C#. 

Доказательств БВ∈Hi
1(1, C). По-

 вытекает непосредственно из теоремы 

2

 2. Тогда M  и M  асимптотически 
эфф

БВ,MБО∈Hc(1, C). 
Поэтому утвержд венно из теоре-
мы 2.5.3. 

Теорема 2.6.8. Пусть F:={Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C 

+
2 методом БВ (БО). Тогда 

Теорема 2.6.5. MБВ оптимале
азности по порядку числа вершин

о. Согласно следствию 1.3.3, M
этому утверждение теоремы
2.5.1. 

Теорема 2.6.5 доказана. 

Теорема 2.6.6. MБО оптимален в метриках Хаусдорфа и объема 
симметрической разности по порядку числа гиперграней для класса  
C + . 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.1, MБО∈Hc(1, C). По-
этому утверждение теоремы вытекает непосредственно из теоремы 
2.5.2. 

Теорема 2.6.6 доказана. 

Теорема 2.6.7. Путь C∈C + БВ БО

ективны для С в метриках Хаусдорфа и объема симметриче-
ской разности. 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.1, M
ение теоремы вытекает непосредст

Теорема 2.6.7 доказана. 

)(
)()(

max

min

Cr
CrF H

d
H ηη ≥ , 

)(
)()(

max

min

Cr
CrF S

d
S ηη ≥ , 
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где 
)1/(2

111 −
− ⎞⎛ −

=
d

dH d ϑη
14

⎟
⎠

⎜
⎝ +d dd

, 

1

)1/(211 d
dd −

⎞π
24

S
d

i ⎜
⎝
⎛ −

=η 1 deld-d
− ⎟

⎠
      (БВ), 

1

)1/(2
1 div

2
1

4
1

d-

d
dS

d
c

d
d −

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
πη      (БО). 

Согла вию 1

n}

Доказательство. сно следст .3.1, MБВ,MБО∈Hc(1, C). 
Поэтому утверждение теоремы вытекает непосредственно из теоре-
мы 2.5.4 с подстановкой параметра γ=1 в правые части неравенств в 
утверждениях теорем. 

Теорема 2.6.8 доказана. 

Теорема 2.6.9. Пусть F:={P n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C 

+
2 методом БВ. Тогда 

2)1/(2 −d

max

min1

)(
)(

32
)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥ −

Cr
CrF dH ϑη , 

2

max

min
)1/(2

1
1 )(

)(
32

del)( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−

− Cr
CrF

d
d

d
iS πη . 

асно следствию 1.3.3, MБВ∈Hi
1(1, C). По-

это

, чем 
в

n

 

Доказательство. Согл
му утверждение теоремы вытекает непосредственно из теорем 

2.5.6-2.5.7 с подстановкой параметра γ=1 в правые части неравенств 
в утверждениях теорем. 

Теорема 2.6.9 доказана. 
Следующая оценка эффективности является более сильной

 те а для обоих методов БВ и БО. ореме 2.6.9, и справедлив

Теорема 2.6.10. Пусть F:={P }n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C 

+
2 методом БВ (БО). Тогда

4
1)( ≥FHη , 
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)(4 max1
1 Crd −

− ⎜
⎝ ϑ

)(min
)1

1 Cr
d

d
−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎛ π       (БВ), 

/(2

del1)(F d
iS ≥η

)(
)(div

4
1)(

max

min
)1/(2

1

1
1 Cr

CrF
d

d

d
d

cS
−

−

−
− ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

ϑ
πη       (БО). 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.3, M i
БВ∈H 1(1, C). По-

это вытекает непосредственно из теоремы 
2.5 γ=1

 непосредственно из теоремы 2.5.9 с под-
ста

ана. 
2.6 » 

му утверждение теоремы 
.8 с подстановкой параметра  в правые части неравенств в ут-

верждениях теоремы. 
Далее, согласно следствию 1.3.1, MБО∈Hc(1, C). Поэтому утвер-

ждение теоремы вытекает
новкой параметра γ=1 в правые части неравенств в утверждениях 

теоремы. 
Теорема 2.6.10 доказ
.2. Метод «Уточнения Оценок

Теорема 2.6.11. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, по-
рождаемая для C∈C (C∈C 

+
2) методом УО. Тогда для любого ε, 0 < ε 

< 1, существует номер N такой, что при n≥N справедливо 
δΗ(Pn, C) ≤ (1+ε)λУО(C) k(n)2/(1-d), 
δS(Pn, C) ≤ (1+ε)λУОσ(C) k(n)2/(1-d), 

где t nk(n) есть n или m (P ) и 

1

1

)()(16:)(
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

d

d

dУО dCCRC
π

πωλ  

2

(
1

2

1

)(16:)(
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

d

d

dУО dCRC
π

πλ ). 

оказательство. Прежде всего, согласно следствию 1.3.6, для 
любого C∈C метод MУО порождает асимптотическую H1(1/ω(C), C)-
последовательность восполнения. Поэтому верждение теоремы 
вытекает (вследствие утверждения теоремы 2.5.10) непосредственно 
из теоремы 2.3.1 и следствия 2.3.1 с подстановкой параметра 
γ=1/ω(C) в константу λ9(γ, C). 

Д

ут
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 2.3.1 и следствия 
2.3 ра γ=1 в константу λ9(γ, C). 

ательность, по-
рождаемая для C∈C +  методом УО. Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, 
существует N такое, что при n≥N справедливо 

δ S(Pn, C) ≤ (1+ε) УО(C) k(n)2/(1-d), 
δ H(Pn, C) ≤ (1+ε) 2

УО(C) k(n)2/(1-d), 
(n) есть n или mt(Pn) и 

Далее, согласно следствию 1.3.7, для любого C∈ C 
+

2 метод MУО 
порождает асимптотическую H1(1, C)-последовательность восполне-
ния. Поэтому утверждение теоремы вытекает (вследствие утвержде-
ния теоремы 2.5.10) непосредственно из теоремы

.1 с подстановкой парамет
Теорема 2.6.11 доказана. 

Теорема 6.12. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последов
 2

λ1

λ
где k

)(
2)(

)1(
2)(

min

)1/(2
2/)1(

1
1 Cr

C
d

dC
d

d

d

УО
−

+

− ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
= σ

π
λ , 

)(
2(

)1(
)1)(

min1
2 Cr

CdС
d

УО

− ⎭⎩ −
σ

π
λ . 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.7, для любого C∈ C

)(
)1/(2

d
d

d −

⎬
⎫

⎨
⎧ +

=

вытекает непосредственно 
из теоремы

Теорема 2.6.13. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, по-
рождаемая для C∈C 

+
2 методом УО. Тогда 

 
+

2 
метод MУО порождает асимптотическую H1(1, C)-
последовательность восполнения. Поэтому утверждение теоремы 
(вс ремы 2.5.10) ледствие утверждения тео

 2.2.2 с подстановкой параметра γ=1 в константы λ3(γ, C) 
и λ4(γ, C). 

Теорема 2.6.12 доказана. 

)1/(2
2/1

1

1)1/(2 )()(2)(),(  suplim
∂

−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

≤ ∫ C C
d

ddnH

n
xdxknkPC σ

π
ϑδ , 

−
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d
⎛

)1/(2
2/1

1

1)1/(2 )()()(2)(),(  suplim
−

∂
−

−−

∞→
⎟
⎞

⎜⎜
⎝

⎛
≤ ∫

d

C C
d

ddnS

n
xdxkCnkPC σ

π
ϑσδ , ⎟

⎠
где k(n) есть n или mt(Pn). 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.7, для любого C∈ C 
+

2 
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ую H1(1, C)-
последовательность восполнения. Поэтому утверждение теоремы 
(вследствие утверждения теоремы 2.5.10) вытекает непосредственно 
из следствий 2.4.4-2.4.6 с подстановкой параметра γ=1 в правые час-
ти неравенств в утверждениях следствий. 

Теорема 2.6.12 доказана. 

текает непосредственно из теоремы 2.5.1. 

симметрической 
разности. 

Доказательство. Согласно теореме 1.3.3, M ∈Hi
1(C)⊂Hi(C). По-

этому утверждение теоремы вытекает непосредственно из теоремы 
2.5.3. 

метод MУО порождает асимптотическ

Теорема 2.6.14. MУО оптимален в метриках Хаусдорфа и объема 
симметрической разности по порядку числа вершин для класса C#. 

Доказательство. Согласно теореме 1.3.3, MУО∈Hi
1(C). Поэтому 

утверждение теоремы вы
Теорема 2.6.14 доказана. 

Теорема 2.6.15. Путь C∈C 
+

2. Тогда AУО асимптотически эф-
фективен для С в метриках Хаусдорфа и объема 

УО

Теорема 2.6.15 доказана. 

Теорема 2.6.16. Пусть F:={Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C 

+
2 методом УО. Тогда 

)(
)() min CrHiiH η≥ , (Fη

max Cr
d

)(
)()(

max

min

Cr
CrF

S
d

iiS ηη ≥ , 

где 
)1/(2

11
14 ⎝ + dd

1 −
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⎠
⎞

⎜
⎛ −

=
d

dH
d

i d ϑη , 

1

)1/(2
1 del

2
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4
1

d-

d
dS

d
i

d
d −

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −

=
πη . 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.7, MУО∈aHi
1(1, C+

2). 
Поэтому утверждение теоремы (вследствие утверждения теоремы 
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2.5 енно из теоремы 2.5.4 с подстановкой 
 теорем. 

ь, 

.10) вытекает непосредств
параметра γ=1 в правые части неравенств в утверждениях

Теорема 2.6.16 доказана. 

Теорема 2.6.17. Пусть F:={Pn}n=0,1,2,... есть последовательност
порождаемая для C∈  2 методом УО. C + Тогда 
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max
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)(
)(

32
)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−

Cr
CrF

d
diH ϑη , 

2

max

min
)1/(2

1
1 )(

)(
32

del)( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

−
−

− Cr
CrF

d
d

d
iS πη . 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.7, MУО∈aHi
1(1, C+

2). 
Поэтому утверждение теоремы (вследствие утверждения теоремы 
2.5.10) вытекает непосредственно из теорем 2.5.6-2.5.7 с подстанов-
кой параметра γ=1 в правые части неравенств в утверждениях тео-
рем. 

Теорема 2.6.17 доказана. 
Следующая оценка эффективности  УО является более 
ьной, чем в теореме 6.17. 

Теорема 2.6.18. Пусть F:={P

 метода
сил

ждаемая для C∈C 2 методом УО. Тогда 

n}n=0,1,2,... есть последовательность, 
поро

4
1)( ≥FiHη , 

)(
)(del

4
1)(

max

min

1

1
1 Cr

CrF
d

d
d

iS

−

−
− ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

ϑ
πη . 

Доказате ∈a i 1 2

)1/(2 d −

льство. Согласно следствию 1.3.7, MУО H 1( , C+ ). 
Поэтому утверждение ждения теоремы 
2.5.10) вытекает непосредственно с подстановкой 
параметра γ=1 в п рж ниях теоремы. 

2.6.3. Методы «Уточнения Внешних Оценок» 

Теорема 2.6.19. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательност по-
рождаемая для C методом УВО1 , УВО2. Тогда для любого ε, 0 < ε < 

 теоремы (вследствие утвер
 из теоремы 2.5.8 

равые части неравенств в утве де
Теорема 2.6.18 доказана. 

ь, 



 117 

1, существует номер N такой, что при n≥N справедливо 

a) для C∈C0 и метода УВО1, УВО2

δ (P , C) ≤ (1+ε λ (C) k(n) , 
S n λУВО1 2/(1-d)

Η n ) УВО1 2/(1-d)

δ (P , C) ≤ (1+ε) σ(C) k(n) , 

1
2

1
−⎤⎡

=
d

dУВО dCRC πλ
1

0 )((16:)(
−

⎥
⎦

⎢
⎣ d

C
π

, 

б) для C∈C0∩C+
2 и метода УВО2

Η n УВО2 2/(1-d)

)ω

δ (P , C) ≤ (1+ε)λ (C) k(n) , 
δS(Pn, C) ≤ (1+ε)λУВО2σ(C) k(n)2/(1-d), 

1
2

2 ⎡УВО

1− ⎦⎣ d

где k(n) есть n или m

)(16:)( ⎥⎢= dCRC
π

λ , 
−⎤ ddπ

ельство. С для любого C∈C0  
О2 H 1 0 Поэтому утверждение 

.1 и следствия 

C+  
ь от-

 

едствия 2.3.1 с подстановкой параметра γ=1 в кон-
станту λ9(γ, C). 

Теорема 2.6.19 доказана. 

ь, по-
рождаемая для C я любого ε, 0 < ε 
< 1, существует 

δ S(P -d), 

f(Pn) и 
Доказат огласно следствию 1.3.6, 

∈ c (1/ω (C), C)). справедливо MУВО1, MУВ
теоремы вытекает непосредственно из теоремы 2.3
2.3.1 с подстановкой параметра γ=1/ω0(C) в константу λ9(γ, C). 

Далее, с 2 методогласно следствию 1.3.9, для любого C∈ C0∩
MУВО1 порождает асимптотическую H1(1, C)-последовательност
сечения C∈ ∩ 2 вытекает. Поэтому утверждение теоремы для  C0 C+  
(вследствие утверждения теоремы 2.5.10) непосредственно из тео-
ремы 2.3.1 и сл

Теорема 2.6.20. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательност
∈C0∩C+

2 методом УВО1. Тогда дл
N такое, что при n≥N справедливо 

n, C) ≤ (1+ε)λ1
УВО1(C) k(n)2/(1

δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ2
УВО1(C) k(n)2/(1-d), 

где k(n) есть n или mf(Pn) и 



)(
2)()(

)1(
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2)(1
1 d

dCУВО
⎨ −

=
π

λ
min1d − ⎭⎩

)1/(2
2/)1(

0 Cr
CC

d
dd

−
+

⎬
⎫

σω , 
⎧

)(
2)()(

)1(
)1()(

min

)1/(2

0
1

1
2 Cr

CC
d

ddС
d

d

d

УВО
−

− ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
+

= σω
π

λ . 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.6, для любого C∈C0  
справедливо теоремы 

 й пара-
ω0(C) в константы λ1(γ, C и λ2(γ, C). 

рождаем ε, 0 < ε 
< 1,  N такое, что при n≥N справедливо 

δ S(P (1-d), 
δ H(Pn, C) ≤ (1+ε)λ2 (C) k(n) d), 

где k(n) есть n или m

 MУВО 1 0 ение 
непосредственно из теоремы 2.2.1 с подстановко

1∈Hc (1/ω (C), C)). Поэтому утвержд
вытекает
метра γ=1/ ) 

Теорема 2.6.20 доказана. 

Теорема 2.6.21. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, по-
ая для C∈ C0∩C+

2 методом УВО2. Тогда для любого 
 существует

n, C) ≤ (1+ε)λ1
УВО2(C) k(n)2/

УВО2 2/(1-

f(Pn) и 

)(
2)(

)1(
2) 2/)1(

r
C

d
d d +

⎬
⎫

⎨= σ
π

(
min

)1/(2

1
1 C

C
d

d

−

− ⎭⎩ −
λ , 2УВО ⎧

)(
)(

)1(
)(

min1
2 Cr

C
d

С
d − ⎭

⎬
⎩
⎨ −

= σ
π

λ  

Доказательство. Согласно следствию 1.3.7, 
M

2)1(
)/(2

2 ddУВО ⎫⎧ + .

 вытекает непосредственно из теоремы 
тановкой параметра γ=1  константы λ3(γ, C) и λ4(γ, C). 
 2.6.21 доказана. 

Теорема 2.6.22. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, по-
рож

1d −

УВО2∈aHc
1(1, C0∩C+

2). Поэтому утверждение теоремы (вследствие 
утверждения теоремы 2.5.10)

 в2.2.2 с подс
Теорема

даемая для C∈ C0∩C+
2 методом УВО1. Тогда 

1
2/1

1

1
2

0

1
2

)()(

)(
111

)(),(  suplim
−

∂
−

−−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

≤ ∫
d

C C
d

ddnH xdxk

C

nkPC σ
π
ϑ

ω

δ

2

2
∞→n



1
2

2/1

1
2

111
∂

−
∞ ⎠⎝

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

−−
C C

dπ
11

2

)()(

)(

)(2)(),(  suplim
−

−−
→ ⎟⎟

⎞
⎜⎜
⎛

⎠⎝

≤ ∫
d

ddnS

n
xdxk

C

CnkPC σϑσδ  

где
∈C0  

справедливо MУВО )). Поэтому ут-
вер

0  части неравенств в утверждении следствия. 
Теорема 2.6.22 доказана. 

0ω
 k(n) есть n или mf(Pn). 
Доказательство. Согласно следствию 1.3.6, для любого C

1∈Hc
1(1/ω0(C), C))⊂H (1/ωc

0(C), C
ждение теоремы (вследствие утверждения теоремы 2.5.10) выте-

кает непосредственно из следствия 2.4.7 с подстановкой параметра 
γ=1/ω (C) в правые

Теорема 2.6.23. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, по-
рождаемая для C∈C0∩C+

2 методом УВО2. Тогда 
)1/(2 −d
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2/1

1

1)1/(2 )()(2)(),(  suplim
∂

−

−−
⎟⎟
⎠

⎞⎛
≤ ∫ C C

d

ddnH xdxknkPC σ
π
ϑδ , ⎜⎜

⎝∞→n

)1/(2
2/1

1

11/(2 )()())(),(  supim
∂

−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

≤ ∫ C C
d

ddnS

n
xdxCnkPC σ

π
δ , 

где k(n) есть n или m

) (2l
−

⎞⎛
d

kϑσ

0 + 1 Поэтому утвер-
ждение теоремы (вследст  2.5.10) вытекает 

становкой параметра γ=1 в 

Тео

Теорема 2.6.24. MУВО льны в метриках Хаус-
а и объема симметрической разности по порядку числа гипер-

граней для класса C0∩C#. 

, 
c ).  вытекает непосредст-

f(Pn). 
Доказательство. Согласно следствию 1.3.6, для любого 

C∈C ∩C 2 справедливо M ∈УВО2

вие утверждения теоремы

aHc (1, C)⊂Hc(1, C)). 

непосредственно из следствия 2.4.7 с под
правые части неравенств в утверждении следствия. 

рема 2.6.23 доказана. 

1 и MУВО2 оптима
дорф

Доказательство. Согласно следствию 1.3.6, справедливо MУВО1

MУВО2∈H 1(C0 Поэтому утверждение теоремы
венно из теоремы 2.5.1. 

Теорема 2.6.24 доказана. 



 120 

 сим-
метрической разности. 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.6, справедливо M 1, 
 П -

посредственно из теоремы 2.5.3. 
Теорема 2.6.25 доказана. 

а 2.6.26. n=0,1,2,... о ельность, 
порождаемая для C∈C0∩C+

2 методом УВО1. Тогда 

Теорема 2.6.25. Путь C∈C0∩C+
2. Тогда MУВО1 и MУВО2 асимпто-

тически эффективны для С в метриках Хаусдорфа и объема

УВО

MУВО2∈Hc
1(C0)⊂Hc(C0). оэтому утверждение теоремы вытекает не

Теорем Пусть F:={Pn}  есть п следоват

)(
)()()(

max

min)1/(2
0 Cr

CrCF ddH
d

ccH −≥ ωηη , 

)(max Cr
)()()( min)1/(2

0
CrCF ddS

d
ccS −≥ ωηη , 

где 
)1/(2

1

14
⎟
⎠

⎜
⎝ +

=d
c

dd
η , 

11 −
− ⎞⎛ − d

dH d ϑ

1

)1/(2
1 div11

d-

d
dS

d
c d −

− ⎟
⎞

⎜
⎛ −

=
πη . 

24 d ⎠⎝
Доказательство. , для любого C∈C0  

c дение теоремы 
выт ра γ=1/ω0(C) в 
правые части неравенс м. 

рема 2.6.26 доказана. 

Теорема 2.6.27. Пу  последовательность, 

Согласно следствию 1.3.6
справедливо MУВО1∈H 1(1/ω0(C), C). Поэтому утверж

екает из теорем 2.5.4, 2.5.5 с подстановкой парамет
тв в утверждениях теоре

Тео

сть F:={Pn}  естьn=0,1,2,...

порождаемая для C∈C0∩C+
2 методом УВО2. Тогда 

)(
)()(

max

min

Cr
CrF

H
d

ccH ηη ≥ , 

)(
)()(

max

min

Cr
CrF d

ccS ηη ≥ , 
S

где 



)1/(2
1

1
1

4
1 −

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=
d

dH
d

c

dd
d ϑη , 

124 d-d
d

⎟
⎠

⎜
⎝

Доказательство. Согласно сл
a c

)1/(2
1 div11 d

dSc d −
− ⎞⎛ −

=
πη . 

едствию 1.3.9, 
MУВО2∈ H 1(1, C0∩C+

2)⊂ у утверждение теоре- aHc(1, C ∩C0 +
2). Поэтом

мы (вследствие утверждения теоремы 2.5.10) вытекает непосредст-
венно из теорем 2.5.4, 2.5.5 с подстановкой параметра γ=1 в правые 
части неравенств в утверждениях теорем. 

Теорема 2.6.26 доказана. 

Теорема 2.6.27. Пусть F:={Pn}  ест последовательностьn=0,1,2,... ь , 
порождаемая для C∈C ∩C0 +

2 методом УВО . Тогда 1
2)1/(2 ⎞⎛−d

max
0 )(

(
32

( ⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

≥
Cr

CF ω min11 )()) −− CrdcH ϑη , 

2)1/(2 )( ⎞⎛− Crdπ
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max (32 ⎝ Cr
min1

0
1

1 )
)( ⎟⎟

⎠
⎜⎜

−−
− Cd

d ω . 

Доказательс  любого C∈C0  

орем 2.5.6, 2.5.7 с подстановкой параметра γ=1/ω0(C) в 
пра верждениях теорем. 

div)( ≥FcSη

тво. Согласно следствию 1.3.6, для
справедливо MУВО1∈Hc

1(1/ω0(C), C). Поэтому утверждение теоремы 
вытекает из те

вые части неравенств в ут
Теорема 2.6.27 доказана. 

Теорема 2.6.28. Пусть F:={Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C0∩C+

2 методом УВО2. Тогда 
2

max

min
)1/(2

1 )()( ⎟
⎞

⎜⎜
⎛

≥
−

− CrF
d

dcH ϑη , 
)(32 ⎟

⎠⎝ Cr
2

max

min1
1 )(

)(
32

div)( ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥ −

− Cr
CrF d

d
cS πη . 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.9, 
M

)1/(2 −d

УВО2∈aHc
1(1, C0∩C+

2). Поэтому утверждение теоремы (вследствие 
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Теорема 2.6.28 доказана. 

ма 2.6.29. Пусть F:={Pn}n=0,1,.. есть последовательность, 
порождаемая для C∈C0∩C+

2 методом УВО1. Тогд

утверждения теоремы 2.5.10) вытекает непосредственно из теорем 
2.5.6, 2.5.7 с подстановкой параметра γ=1 в правые части неравенств 
в утверждениях теорем. 

Теоре
а 

( )
4

)(11
)( 0−−

≥
C

FH ω
η , 

2
1−

( )
)(
)(div

4
)(

max

min

1

1
1

0

Cr
CrC

d

d
d

−

−
− ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ϑ
πω

. 

Доказательство. Согласно следствию 1.3.6, для любого ∈C0  
справедливо c ω0(C), C)⊂Hc(1/ω0(C), C). Поэтому утвер-
жде из теоремы 2.5.9 с подстановкой парамет-
ра 

11
)(

)1/(22
1

F
d

cS
−−−−

≥η

C
 MУВО1∈H 1(1/

ние теоремы вытекает 
γ=1/ω0(C) в правые части неравенств в утверждениях теоремы. 
Теорема 2.6.29 доказана. 

Теорема 2.6.30. Пусть F:={Pn}n=0,1,.. есть последовательность, 
порождаемая для C∈C0∩C+

2 методом УВО2. Тогда 

4
1)( ≥FHη , 

)(4 max1
1 Crd

d
−

− ⎟
⎠

⎜
⎝ ϑ

Доказательство. Согласно следствию 1.3.9, 
M

)(div1)( min1 CrF dcS − ⎟
⎞

⎜
⎛

≥
π

)1/(2 d −

η . 

у
 правые части неравенств в ут-

верждениях теоремы. 
Теорема 2.6.30 доказана. 

2.6.4. Метод «Сближающихся Многогранников» 

2.6.4.1. Асимптотические оценки скорости сходимости метода 

УВО2∈aHc
1(1, C0∩C+

2). Поэтому утверждение теоремы (вследствие 
тверждения теоремы 2.5.10) вытекает непосредственно из теоремы 

2.5.9 с подстановкой параметра γ=1 в
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«Сближающихся Многогранников» 
В настоящем разделе рассматривается сходимость метода СМ по 

числу итераций, по числу вершин внутренних и числу гиперграней 
внешних аппроксимирующих многогранников, а также по числу вы-
числений опорной функции аппроксимируемого множества. Метод 
СМ, как и хаусдорфовы методы, основан на общих адаптивных схе-
мах восполнения и отсечения. Однако, как уже отмечалось, он не 
при тмов. Поэтому для исследования 
нельзя воспо  для этого 
кла

терациях, развитым в пара-
графе 2 настоящей г

Приведем сначала основные результаты по скорости сходимости 
в порядке их усилен

тельность 

 – последовательность 
пар

 (1+ε)λ СМ(C)k( )1/(1-d)

где  k(n) есть n, mt(Pn), mf(Qn), mg(Pn) или mg(Qn) и 

надлежит к классу H-алгори
льзоваться непосредственно результатами

сса методов. Воспользуемся для исследования метода СМ аппа-
ратом изучения изменения объема на и

лавы. 

ия. 
Теорема 2.6.31. Пусть )},{( nn QP  – последова...1,0=n

пар многогранников, порождаемая методом  СМ для для С∈C. То-
гда 

0),(lim =
∞→

nn

n
QPδ , 0),(lim =

∞→
CPn

n
δ , 0),(lim =

∞→
CQn

n
δ . 

...1,0)},{( =n
nn QPТеорема 2.6.32. Пусть 

 многогранников, порождаемая методом СМ для С∈C, ω(C)≠1. 
Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что при n≥N 
справедливо 

δ S(Pn, Qn) ≤ 1 n , 
δ (P , Q ) ≤ (1+ε)λ H n n

2
СМ (C)k(n) , 1/(1-d)

)1/(2/12

1
1 )(]1)([)(

)1(
2)( −

−

−
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
= ddd

d

СМ CCC
d

dC ωωσ
π

λ , 
)1/(1 −d

)1/(2/12
)1/(1

1
2 )(]1)([)(

⎭
⎬
⎫

CC ωσ
)1(⎩ − dd π

2)( −
−

−

−⎨
⎧

= dd
d

СМ CdC ωλ . 

Теорема 2.6.33. Пусть Pn
0,1,… – последовательность Qn {( , )}n=
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пар я методом СМ для С∈C+
2. Тогда 

для любого ε, 0<ε <1, существует N такое, что при n≥N справедливо 
δ S(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ3

СМ(C) k(n)2/(1-d), 

 многогранников, порождаема

δ H(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ4
СМ(C) k(n)2/(1-d), 

где  k(n) есть n, mt(Pn), mf(Qn), mg(Pn) или mg(Qn), и 

)(
8)(

)1(
2)(

min

)1/(2
2/)1(

1
3 Cr

C
d

dC
d

d

d

СМ
−

+

− ⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

−
= σ

π
λ , 

)(
)(

)1(
)(

min1
4 Cr

C
d

С
d − ⎭

⎬
⎩
⎨ −

=
π

λ . 

Для доказательства приведенных утверждений нам понадобится 
псевдометрика δ

8СМ

Тогда
 , C2) := ma ) |: u∈ Mf(P)}. 

Зам  так, 

Сог  1.3.2, 
δ H(P, C)/ω(P) ≤ δP (P, C) ≤ δ H(P, C). 

Кроме того, при C∈ C+
2, P∈P i(C) и δ H(P, C) < rmin(C) справедливо 

δ H(P, C) - δ H(P, C)2/rmin(C)≤ δP(P, C) ≤ δ H(P, C). 
 Нам понадобится некоторое уточнение последнего результата. 

Лемма 2.6.1. Пусть C∈C+
2, P∈P i(C), C’∈C , P∈P i(C’) и δ H(P, C) 

< rmin(C). Тогда 

)1(
)1/(2

dd
d −

⎫⎧ + σ

P(⋅,⋅) (см. п. 1.3.2) и некоторые её дополнительные 
свойства. Пусть C1,C2∈C  и P∈P.  

x {| g(u, Cδ P(C1
етим, что на

1) - g(u, C2
правление un на шаге 1,а) метода СМ выбирается

чтобы 
g( n n nnδ  un, Q ) - g(un, P ) = ),(P QPn .

ласно теореме

).,(
)(
),(1),(

min
CP

C
CPCP H

H

p ′⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−≥′ δ

ρ
δδ  

Доказательство. Пусть x∈∂P. Обозначим, как и в п. 1.3.2, 
Mf(x, P) := {u∈M ): x∈T(x, P)}, 

in {||u||: u∈conv Mf(x, P)}, 
 min {ξ(x, P) : x∈∂P}. 

H   

f(P
ξ(x, P) := m

ξ(P) :=
Согласно лемме 1.3.2, δP(P, C’) ≥ ξ(P)δ (P, C’). Кроме того, для

C∈C+
2, P∈P i(C) и δ H(P, C) < rmin(C), согласно лемме 1.3.5 справедли-



во 
ξ(P) ≥ [rmin(C) - δ H(P, C)] / rmin(C), 

что и доказывает лемму. 
 Лемма 2.6.1. доказана. 
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Лемма 2.6.2. Пусть n, n)}  пар 
многогранников, порож  С для С∈C, un∈Mf(Pn) и 

 шаге 1 метода 
СМ

r

2 , p)/r: z∈C, r>0, Br(z)⊂Pn,  p∈T(u*,Qn)}. 
Тогда  

 {(P Q n=0,1,… – последовательность
даемая методом М 

pn∈T(un, C) – направление и точка, выбираемые на
, ζ := max{ζ1, ζ2}, где 

ζ1 := inf {ρ(z, p*)/r: z∈C, r>0, B (z)⊂Pn}, 
ζ  := inf {ρ(z

.)],([)1(),(),( 2/)1(2
1

111 dnn
P

d
d

dnnSnnS QP
d

QPQP nδζπδδ −
−2

−

, Q ). 

hP = g(un, Pn+1) - g(un, Pn) 
и 

hQ = g(un, Qn+1) - g(un, Qn+1). 
Из схемы алгоритма следует, что 

g(un, Qn+1) = < un, pn > = g(un, Pn+1), 
поэтому 

δ=+ . 
 Br(z)⊂Pn. Величина δ S(Pn, Pn+1) не 

меньше, чем о  шара Br(z) из 

++ −≥−  

Доказательство. Прежде всего заметим, что, согласно методу 
СМ, Pn+1 := conv {pn, Pn} и Qn+1 := Qn∩L(un, C). Поэтому 

δ S(Pn, Qn) - δ S(Pn+1, Qn+1) = δ S(Pn, Pn+1) + δ S(Qn n+1

Обозначим 

),( nn
PQP QPhh n

Пусть z∈C  и r>0 таковы, что
бъем, отсекаемый от конуса видимости

точки pn гиперплоскостью с нормалью un, опорной к Pn. Поэтому, 
согласно лемме 2.2.1, имеем 

d
P

d

ndn zp
1(2

11 ),(
−

−+
⎞

⎜
⎛

−⎞⎛≥
ρπnS hPP

2/)

1),( ⎟
⎟

⎜ ⎟⎜δ , 
rd ⎠⎝ ⎠⎝

и поэтому 

.)1(),( 2/)1(2
1

11 d
P

ddnnS h
d

PP −−+ −≥ ζπδ  



 Аналогично, пусть p∈T(un, Qn), z∈C  и r>0 таковы, что Br(z)⊂Pn. 
Тогда 

d
Q

d

d hpz
2/)1(2

1 1),(
−

−
⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

−⎟
⎞

⎜
⎛ ρ , nnS QQ 1),( + ≥

πδ
rd ⎠⎝ ⎠⎝

и поэтому 

.)1(),( 2/)1(2
2

11 d
Q

ddnnS h
d

QQ −−+ −≥ ζπδ  

Так как для любых t,s,a ≥ 0, t + s = a, имеем td + sd ≥ ad /2d-1, то 
11 2/),(2/)( −− =+≥+ ddnn

P
dd

QP
d
Q

d
P QPhhhh nδ . 

Лемма 2.6.2 доказана. 

Лемма 2.6.3. Пусть С∈C, R и  z  таковы, что C⊂BR(z). Тогда 
µ([C]ε) - µ(C) ≤ πd [(R + ε)d d]. 

ельство  
- R

Доказат . Так как [C]ε = Cε, то для С∈C имеем, согласно
[48], теорема 16.1, 

,)()()([
1

∑
=

⎞⎛d d
] ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝

=− CWCC
ν

ν
νε ε

ν
µµ  

где Wν(C) есть ν-я основная мера Минковского для С. Поскольку 
меры Минковского монотонны по включению ([48], теорема 16.2), 
то 

].)[()()()]([
1

dd
d

d

R RRBW
d

CC −+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≤− ∑

=

Лемма 2.6.4.  
последовательнос ь существуют 

п

где па

επε
ν

µµ
ν

ν
νε  

Лемма 2.6.3 доказана. 

Пусть {an}n=0,1,2... и {bn}n=0,1,2... – невозрастающие
ти положительных чисел, и пуст

константы c1, c2 > 0 и β > 1 такие, что an - an+1 ≥ c1bn
β  и c2bn ≥ an  

ри n=0,1,2.... Тогда для любого n ≥ 0 справедливо 
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an 7 ≤ 1 / [λ  n ], 1/(β-1)

раметр λ7 определен в лемме 2.2.4. 
Кроме того, для любого номера n0 > β при n ≥ n0 выполняет-

ся 
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где 
bn ≤ 1 / [λb n1/(β-1)], 

)1(
1

0
8 1: ⎥

⎦
⎢
⎣

−= λλ
nb  

и параметр λ  определен в лемме 2.2.4. 

−⎤⎡ βββ

8

Доказательство. По лемме 2.2.4 для n≥0 справедливо 

an ≤ [λ7
(β-1) n + a0

(1-β)]1/(1-β). 

Отсюда непосредственно получаем первое утверждение леммы. Да-
лее, пусть теперь n ≥ n0. Для любого m < n  имеем, по условию, 

∑
−

−≥≥−
1

11 )(
n

=
nnm bcmnbc ββ  

m bcmnam −≥≥−−  

Положим

mi
i

в силу невозрастания nb . Согласно первому утверждению леммы, 

aa

.)()( 1
1)1/(1

7
ββλ n

 ]/[~ βnm =  (ближайшее целое слева) и mn ~)/( −= βτ . То-
гда 

.)1(/1

)]~(~[
1

)1/(1
)1/(1

7

1
1

)1/(1
7

−

−
−

−−

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ +−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −≤

≤−≤

ββ
β

ββ

β
τββββτλ

λ

nc
n

mncmbn

 

Учитывая, что 1>τ≥0  и n ≥ n , получаем b  ≤ 1 / [λ  n1/(β-1)], где  0 n b

.1)1(

)1(/1)1( 1
)1/(1

1
−

=⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧ −

⎟
⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

−⎥
⎤

⎢
⎡ −

=
β

β
ββββλ cc

b

)1/(1/1
1

/1)1/(1

02

−

−

⎥
⎤

⎢
⎡

⎟⎟
⎞

⎜⎜
⎛

−
−

=

⎪⎭⎠⎝ ⎠⎝⎦⎣
ββ

ββ

ββ

β

c

nc
 

02 ⎥⎦⎢⎣ ⎠⎝β nc

Лемма 2.6.4 доказана. 
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R огда при n ≥ d+1 справедливо 
δ S(Pn, Qn) ≤ 1 / [λ10 n1/(d-1)], 
δ H(Pn, Qn) ≤ 1 / [λ  n1/(d-1)], 

C и r, R > 0 такие, что 
Br(z) ⊂ P0 ⊂ Q0 ⊂ BR(z). 

Тогда 
Br(z) ⊂ Pn ⊂ n ⊂ BR(z) 

Сле

видеть, что R/r ≥ ζ, где ζ определена, как в условии 
леммы 2.6.2. Получаем, что, согласно этой лемме, 

δ S(Pn, Qn) - δ S(Pn+1, Qn+1) ≥ c1δ H(Pn, Qn)d, 
 

Лемма 2.6.5. Пусть {(Pn, Qn)}n=0,1,… – последовательность пар 
многогранников, порождаемая методом СМ для С∈C, z∈C и r, R > 0 
такие, что Br(z) ⊂ P0 ⊂ Q0 ⊂ B (z). Т

11

где параметры λ10 и λ11 зависят только от d, R и r. 
Доказательство. Пусть z∈

 Q
для любого n ≥ 0. Учтем теперь, что, согласно теореме 1.3.2, 

)(/),(),( nnnHnn
P PQPQPn ωδδ ≥ . 

довательно, 
),()/(),( nnHnn

P QPRrQPn δδ ≥ . 
Нетрудно 

где

.1
2 1

1
1 d

d

rrd
c ⎟

⎠
⎜
⎝⎥

⎥
⎦⎢

⎢
⎣

−⎟
⎠

⎜
⎝

= −  

Положим β := d. Обозначим δ

2/)1( dd
RR ⎞⎛⎤⎡ ⎞⎛

−

−π

n

yn. Поскольку PQ ]  и Qn ⊂ BR(z), то, по лемме 6.3, 
xn ≤ πd [(R + yn)d - Rd]. 

Отсюда, так как yn < R, то xn ≤ с2yn, е с2 := πd (2d - 1)Rd-1. Кроме это-

 
 n ≥ 1 справедливо 

xn = δ S(Pn, Qn) ≤ 1 / [λ10 n1/(d-1)], 
где λ10 зависит только от β, c1 и c2, а значит, только от d, R и r. Кроме 
того, пусть n0 = β + 1. Тогда, по то  лемме, при n ≥ n0  справедли-

2

 S(Pn, Qn) через x   и δ H(Pn, Qn) через 
nn [⊂ 

ny

гд
го, члены последовательностей {xn}n=0,1,2... и {yn}n=0,1,2... положительны 
и не возрастают. Поэтому для них справедливы условия леммы 2.6.4 
и, следовательно, для любого

й же
во 

yn = δ H(Pn, Qn) ≤ 1 / [λ11 n1/(d-1)], 
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 зависит только от β, c1, c2 и n0, а значит, только от d, R и r. 

пар 
1. Тогда 

0 при n≥n0 

где λ11
Лемма 2.6.5 доказана. 

Доказательство теоремы 2.6.31. Поскольку 
δ (Pn, Qn) ≥ max {δ (Pn, C), δ (C, Qn)}, 

то утверждения теоремы вытекают непосредственно из утверждений 
леммы 2.6.5. 

Теорема 2.6.31 доказана. 

Лемма 2.6.6. Пусть {(Pn, Qn)}n=0,1,… – последовательность 
многогранников, порождаемая методом СМ для С∈C, ω(C)≠
для любого ε, 0<ε<1, существует такой номер n , что 
справедливо 

δ S(Pn, Qn) - δ S(Pn+1, Qn+1) ≥ ξ1(ε) [δ H(Pn, Qn)]d, 

[ ] ( ) .1)(
2

)1(:)(
2/)1(2

1
1

1
dd

d
d CC

d
−−

−
− −−= ωωπεεξ  

Доказательство. Пусть r’ и R’ – радиусы концентрических 
внутреннего и внешнего шаров для С, ω(C)=R’/r’. Так как, по теоре-
ме 2.6.31, последовательности {Pn}n=0,1,… и {Qn}n=0,1,… сходятся к С, 
то для любого ε’, 0<ε’<1, можно найти такой n0, что δ H(Pn, Qn) < ε’r’ 
при n≥n0. Обозначим r:=(1-ε’)r’ и R:=(1+ε’)R’. Пусть z∈C такова, что 
Br’(z)⊂C⊂BR’(z). По лемме 1.3.4 имеем Br(z)⊂Pn. Включение Qn⊂BR(z) 
очевидно (иначе δ H(C, Qn) > ε’R’). Согласно теореме 1.3.2, 

)(/),(),( nnnHnn
P PQPQPn ωδδ ≥ , 

поэтому 
),()/(),( nnHnn

P QPRrQPn ≥ . 
Кроме того, R/r ≥ ζ, где ζ определена в утверждении леммы 2.6.2. 

Отсюда 

δδ

),(),( 11 nnSnnS QPQP δδ ++ ≥−

,)]n,([1
2

2/)1(2

1
1 dnH

dd

d
d QP
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⎞

⎜
⎝
⎛

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
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⎡
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⎜
⎝
⎛≥

 

при
тобы 

 n≥n0. Учтем, что R/r = ω(C)(1+ε’)/(1-ε’) и ω(C)≠1. Выберем ε’ 
настолько малым, ч



( ) .]1)()[1(
1
11

1
1 2/)1(2

2/)1(2
d

dd

CC −
−−

−−≥⎟
⎞

⎜
⎛
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⎬
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⎨
⎧

−⎥
⎤

⎢
⎡

′−
′+ ωε

ε
ε

ε
εω  

⎠⎝⎪⎭⎪⎩ ⎦⎣

Лемма 2.6.6 доказана. 

Доказательство теоремы 2.6.32. Пусть {(Pn, Qn)}n=0,1,… – осле-
довательность пар многогранников, порождаемая методом СМ для 
С∈C, ω(C)≠1. Обозначим δ S(Pn, Qn) через xn и δ H(Pn, Qn) через yn. То-
гда  для любогоε1, 0<ε1<1, существует такой 
ном 1 1 ем 

 ≥

п

, согласно лемме 2.6.5,
ер n , что при n≥n  име

xn - xn+1  ξ1(ε1) yn
d. 

Согласно свойствам σ(⋅) (1.2.8), для любого ε2>0 существует но-
мер n2, для которого при n≥n  имеем 2

xn ≤ [σ(Pn) + ε2] y  [σ(C) + ε2] yn. 
 этого, члены последовательностей {xn}n=0,1,2... и {yn}n=0,1,2... 

 и не возрастают. Поэтому для n ≥ n3 := max{n1, n2} 
справедливы условия леммы 2.6.4 с константами c1 = ξ1(ε1), c2 =   
σ(C) + ε  и β=d. Поэтому для любого ε >0 существует номер n4 ≥ n , 
для

n ≤
Кроме

положительны

2 3 3

 которого при n ≥ n3 справедливо 

)(
1

2
n

C
)()1(

)1/(1

11
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nnS d
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⎨
⎧

⎢
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εσ
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Выберем ε1, ε2 и ε3 так, чтобы 
(1 + ε3)(1 - ε1)1/(1-d)[1 + ε2/σ(C)]d/(d-1) ≤ 1 + ε. 

Тогда, вводя константы λ1
СМ и λ2

СМ, определенные в формули-

⎨
⎧

−−−+= ωωπεε
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ровке доказываемой теоремы, получаем 
δ S(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ1

СМ(C)n1/(1-d), 
и 

δ H(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ2
СМ (C)n1/(1-d)

при n≥N:=n4. Утверждения теоремы для k(n)=n доказаны. 
f

1/(1-d) - 1, соответ-
нно, будет достаточно

 2.6.32 доказана. 

ует величина λ(ε), 0<λ(ε)<1, что при δ H(Pn, 
Qn) ≤ λ(ε)r (C) справедл

n+1, Qn+1) ≥ ξ (ε) [δ H(Pn, Qn)](d+1)/2, 

Утверждения теоремы для k(n), равном mt(Pn) (m (Qn), mg(Pn) и 
mg(Qn)), следуют далее из свойств (1.4.1)- (1.4.3) при выборе N, та-
ком что величина (1 - mt(P0) / mt(PN))1/(1-d) - 1, (1 - mf(Q0) / mf(QN))1/(1-d) 
- 1, (1 - mg(P0) / mg(P 1 1-N)) /( d) - 1, (1 - mg(Q0) / mg(QN))

 мала. стве
Теорема

Лемма 2.6.7. Пусть {(Pn, Qn)}n=0,1,… – последовательность пар 
многогранников, порождаемая методом СМ для С∈C 

+
2. Тогда для 

любого ε, 0<ε<1, существ
иво min

δ S(Pn, Qn) - δ S(P 2

.
2

)(⎡ Crπ
2

)1(:)(
2/)1(

min
1

1
2

−

−
−

⎥⎦
⎤

⎢⎣
−=

d

d
d

d
εεξ  

Доказательство. Так как, по теореме 2.6.1, {Pn}n=0,1,… и 
n  λ λ  {Q }n=0,1,… сходятся  к С, то для любого , 0< <1, можно найти такой

n0, что 
δ (P , Q ) ≤ λr H n n

min(C), 
при n≥ n . По лемм0 е 2.6.2, 

dnndnnSnnS 2/)1(211 π −++
pd QP

d
QPQP n )],([)1(

2
),(),( δζδδ −=− , 

, no лемме 2.6.1, 
. 

Оценим

d
1

1
−

−

где ζ определена в утверждении леммы. 
имеем  Далее

),()1(),( nnHnn
P QPQPn δλδ −≥

 ζ . 
Пусть u* и p* -  направление и точка, выбираемые для (P , Q ) на 

шаге 1 (n+1)-й итерации метода СМ. Обозначим r
n n

ме 1.3.4, отсюда следует, что Br’(z)⊂Pn, 
где  

min(C) через r. По 
теореме о качении Бляшке (см. п. 1.3.2), существует z∈C такая, что 
Br(z)⊂C и p*∈Br(z). По лем

 r’ := r-δ H(Pn, C). Поэтому
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 0 ≤ x ≤ λ < 1 имеем 1+x≤1/(1-x)≤1+x/(1-λ), то в итоге 
1 + Qn λ)]

ζ1 ≤ r/r’ ≤ [1-δ H(Pn, C)]-1. 
Пусть теперь p∈T(u*, Qn) и p’ есть проекция p на С. По теореме о 

качении Бляшке (см. п. 1.3.2), существует z∈C  такая, что Br(z)⊂C и 
p’∈ Br(z). Поскольку в p’ внешняя нормаль единственна, то p’∈[z, p]. 
Ho ρ(p’, p) ≤ δ H(Qn, C), поэтому 

ζ2 ≤ 1 + δ H(Qn, C)/r. 
Поскольку 

δ H(Pn, Qn) ≥ max {δ H(Pn, C), δ H(Qn, C)} 
и при

ζ ≤  δ H(Pn, )/[rmin(C)(1- . 
Итак, 

.)],([
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1
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1
1
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Выберем  λ*  так, чт
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⎤
⎢
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⎜⎜
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обы 
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d  

и положим λ(ε) := λ*. 
Лемма 2.6.7 доказана. 

Доказательство теоре ь {(P , Q )}мы 2.6.33. Пуст n n
=0,1,… – после-
дом СМ для 

С∈  2. Обозначим δ S(Pn, Qn) и δ H(Pn, Qn) через yn. Тогда, 
ранников  к ап-

про

n
довательность пар многогранников, порождаемая мето

через x  C + n

согласно лемме 2.6.7 и в силу сходимости многог
ксимируемому телу по теореме 2.6.31, для любого ε1, 0<ε1<1, 

существует n1 такой, что при n≥n1 имеем  

xn - x  ≥ ξ2(ε1)yn
(d+1)/2, n+1
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2 ет но-
мер 2

C)

е
 любого ε3>0 сущест-

 

где параметр ξ2(⋅) определен в утверждении леммы. 

 (1.2.8), для любого ε >0 существуСогласно свойствам σ(⋅)
 n , при котором 

xn ≤ (σ(  + ε2)yn, 

где n≥n2. Кроме этого, члены последовательностей {xn}n=0,1,… и 
{yn}n=0,1,… положительны и не возрастают. Поэтому для 
n≥n3:=max{n1,n2}  справедливы условия л ммы 2.6.4 с константами 
c1=ξ2(ε1), c2=σ(C)+ε2 и β Поэтому=(d+1)/2.  для

рого при n≥nвует номер n4≥n3, для кото 4 справедливо

,
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Выберем ε

)(
)(

1
)1(),(:

2
123

nnH
n n

Cd
QPy =

⎭
⎬

⎩
⎨ ++

+≤=
εσ

εξεδ 11
)1/(2 d

d
−

⎫⎧ −

/(

и

4 n
t n f n g n

mg(Qn))
что величи (Q0) / mf(QN))2/(1-d) - 1, 
(1 - mg(P0) / m (P ))  - 1, (1 - m (Q0) / mg(Q ))2/(1-d) - 1, соответст-

1, ε2 и ε3 так, чтобы 
(1+ε3)(1-ε1)2/(1-d)[ 1+ε2/σ(C)]2d d-1) ≤ 1+ε . 

Тогда, вводя константы λ3
СМ и λ4

СМ, определенные в формулировке 
доказываемой теоремы, получаем 

δ S(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ3
СМ(C)n2/(1-d)

 
δ H(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ4

СМ(C) n2/(1-d)

при n≥N:=n . Утверждения теоремы для k(n)=  доказаны. 
Утверждения теоремы для k(n), равном m (P ) (m (Q ), m (P ) и 

, следуют далее из свойств (1.4.1)-(1.4.3) при выборе N, таком 
на (1 - mt(P0) / mt(PN))2/(1-d) - 1, (1 - mf

g N 2/(1-d) g N



 134 

венно, 
Теорема 2.6.33 доказана. 

2.6.4.2. Эффективно по
«Сближаю гранников» 

редел

лен по по-
рядку в классе C#, необходим и достаточно, чтобы для любого тела 
C∈C#  в порождаемой методом последовательности {Pn}n=0,1,… вы-

будет достаточно мала. 

сть и оптимальность  порядку метода 
щихся Много

Напомним, что в п. 0.1.3 был оп ен класс ВКТ C# := C((d-
1)/2), для которого порядок 2/(d-1) является неулучшаемым. Соглас-
но (0.1.22), для того, чтобы некоторый метод был оптима

о 

полнялось 

)1/(2)( −dnPm
P ,,nst

),( ≤ dCnC δδ . 

По

ках Хаусдорфа и объе-
ма симметрической разности по порядку числа вершин внутренних, 
гиперграней внешних многогранников и по числу задач числения 
опорной функции аппроксимируемого множества для класса C +

2. 

P , Q )}n=0,1,2,... есть последовательность 
пар даемых методом СМ для C∈C +

2. Тогда 
по 

λ3
СМ(C) k(n)2/(1-d), 

 H n, Qn ε) СМ C) k( )2/(1-d)

g n

n, C) k( n)2/(d-1): n=0,1,2,...,N} 
для  k(n), равного mf(Qn  всех n=0,1,2,... спра-

co

скольку C +
2⊂C#, то это требование сохраняется и для оптимально-

сти метода в классе C +
2.  

Теорема 2.6.34. MСМ оптимален в метри

вы

n nДоказательство. Пусть {(
 многогранников, порож
теореме 2.6.33 для любого ε, 0 < ε < 1, существует номер N такой, 

что при n≥N справедливо 
δ S(Pn, Qn) ≤ (1+ε)
δ (P ) ≤ (1+ λ4 ( n , 

где  k(n) есть n, mt(Pn), mf(Qn), m (Pn) или mg(Q ), и константа λ(γ, C, 
δ) определена в утверждении теоремы 2.6.33. Обозначим 

Λi(C):= max{(1+ε) λСМ(C), δ(Pn, C) k(Pn)2/(d-1): n=0,1,2,...,N} 
для  k(n), равного mt(Pn) или mg(Pn), и 

Λc(C):= max{(1+ε) λСМ(C), δ(Q P
) или mg(Qn). Тогда для

ведливо 
δ(Pn, C) ≤ Λi(C) k(Pn)2/(1-d), 
δ(Qn, C) ≤ Λc(C) k(Qn)2/(1-d). 
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а 2.6.34 доказана. 

 
разности. 

Доказательство. Пусть {(Pn, Qn)}n  есть последовательность 

F1:= ,1,2,.... Необходимо доказать, что в указан-
ных

Теорем

Теорема 2.6.35. Путь C∈C 
+

2. M а Тогда СМ симптотически эф-
фективен для С в метрике Хаусдорфа и объема симметрической 

=0,1,2,...

пар многогранников, порождаемых методом СМ для C∈C +
2. Пусть 

{Pn}n=0,1,2,... и F2:={Qn}n=0

 метриках ηi(F1)>0 и ηс(F2)>0. Но этот факт непосредственно вы-
текает из теоремы 2.6.33 и свойства (0.1.3). 

Теорема 2.6.35 доказана. 

Теорема 2.6.36. Пусть F1:={Pn}n=0,1,2,... есть последовательность 
внутренних и F2:={Qn}n=0,1,2,...– внешних многогранников, порождае-
мая для C∈C 

+
2 методом СМ. Тогда 

)(
)(

4
1)(

max

min
1 Cr

CrF H
d

iH ηη ≥ , 
)(
)(

4
1)( min

2 r
CrF H

d
cH ηη ≥ , 

max C

)(
)(1)( min

1
CrF

S
d

iiS ηη ≥ , 
)(
)(1)( min

2
CrF

S
d

ccS ηη ≥ , 
4 max Cr 4 max Cr

где 
)1/(2

1

1
1

4
1 −

− ⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

+
−

=
d

dH
d dd

d ϑη , 

1del
24 d-d

d
⎟
⎠

⎜
⎝

=η , 
)1/(2

111 d
dSi d −

− ⎞⎛ − π

1div
24 d-d

c

d ⎠
⎜
⎝

=η . 

Доказательство. Согласно [26], [51] и [29] (см. 0.1.5) для C∈C

)1/(2
11 d

d
−

− ⎟
⎞π1S d⎛ −

 
+

2 
справедливо 

)1/(2
2/11)1/(2 1),(lim

−

−−

∞→

⎞⎛
=

d
dd

m
H

m
mC ϑδ P

1
)()(

2 ∂
−

⎟⎟⎜⎜ ∫ C C
d

xdxk σ
π

, 
⎠⎝

где ϑl есть плотность покрытия пространства El шарами фиксиро-
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((  
ш изведение главных 
кри

ванного радиуса (см. [53]), πd := πd/2/Γ d/2)+1) – объем единичного 
ара, kC(x) – кривизна Гаусса-Кронекера (про
визн) в точке x∈∂C и σ(x) – элемент поверхностного объема в 

точке x. Так как kC(x) ≥ rmax(C)1-d, то 
)1/(2

1

1

max

)1/(2 )(
)(2

1),(lim
−

−

−−

∞→ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
≥

d

d

dd
m

H

m
C

Cr
mC σ

π
ϑδ P . 

Для произвольно малого ε и некоторого N при n≥N получаем, 
согласно теореме 2.6.33, что 

)1/(2
)1/(2
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d
dntnH
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)(

)1()(
)(),(
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⎟⎟
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PmPC σ
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δ , )1()1(8 ⎞⎛ ++ ddε
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⎛ ++

≤
d

dnfnH CddQmQC σεδ . 
1min )1()( −

⎟
⎠

⎜
⎝ − ddCr π

авенств получаем 

0], существуют константы deld-1 и 
 2

В силу произвольности ε, из последних двух нер
утверждение теоремы для метрики Хаусдорфа. 

Далее, согласно [27], [28], [3
divd-1, зависящие только от d, такие что (см. 0.1.6 и 0.1.7) для C∈C +  
справедливо 

( ) )1/()1()1/(1
1
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2
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∂
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dd
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m
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xdxkmC σδ P  
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( ) )1/()1()1 −+ dd
σ

где
виз хностного объема в точке 
Т

/(1)1/(2 )(div1),(lim +− ∫= ddcS xkmCδ P 1 )(
2 ∂−

∞→ C Cdm
m

xd , 

 
 kC(x) – кривизна Гаусса-Кронекера (произведение главных кри-
н) в точке x∈∂C и σ(x) – элемент повер

x. ак как kC(x) ≥ rmax(C)1-d, то 

1
1

1)1/(2 del(lim −
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ddiSδ
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1)1/(2 )(
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div),(lim −
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dd

m
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m
C

Cr
mC σδ P . 



Но для произвольно малого ε и некоторого N при n≥N получаем, 
согласно теореме 2.6.33, что 

)1/(2
2/)1(

1min

)1/(2 )(
)1(

2
)(
)1(8)(),(

−
+

−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
≤

d
d

d

dntnH C
d

d
Cr

PmPC σ
π

εδ , 

)1/(2
2/)1(

1min

)1/(2 )(
)1(

2
)(
)1(8)(),( +

−

−
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+
≤ d

d

dnfnS C
d

d
Cr

QmQC σ
π

εδ . 
−d

В силу произвольности ε, из последних двух неравенств получаем 
мметрической разно-

 сходимости
 АМПА на начальном этапе аппроксим

ений на-

началь-
ном этапе аппрокс

утверждение теоремы для метрики объема си
сти. 

Теорема 2.6.36 доказана. 
 
В настоящее параграфе были рассмотрены основные АМПА, 

сформулированные в главе 1. Для их исследования был применен 
аппарат, разработанный в начале настоящей главы. Были найдены 
асимптотические верхние оценки скорости сходимости, доказана 
оптимальность по порядку в соответствующих классах аппроксими-
руемых тел, получены оценки асимптотической эффективности. 

2.7. Оценки скорости сходимости АМПА на 
начальном этапе 

В настоящем параграфе будет рассмотрена скорость  
изучаемых ации. Для этого 
будет использован аппарат, который был разработан в начальных 
параграфах настоящей главы. Рассмотрение скорости сходимости в 
асимптотике позволило получить ряд наглядных и «тонких» резуль-
татов. В настоящем параграфе мы откажемся от соображ

т получены достаточно грубые оглядности. Буду ценки скорости 
сходимости, которые, однако, позволяют с полной определенностью 
оценить скорость сходимости рассматриваемых методов на 

имации и ресурсы, достаточные для достижения 
полученных ранее в настоящей главе асимптотических свойств. 
2.7.1. Оценки скорости сходимости первых членов H-
последовательностей 

Докажем ряд утверждений о начальной сходимости H-
 137 



последовательностей по мере их усиления. Для их получения вос-
пользуемся техникой изменения объема на итерациях (параграф 2.1). 

Лемма 2.7.1. Пусть С∈C, R и  z  таковы, что C⊂BR(z). Тогда для 
ε, 0≤ε≤ε0, справедливо 

ε
ε

µµ ε
0

0)()]([ dCC ≤− . 

Доказательство. Так как [C]

επ ])[( dd RR −+

ε = Cε, то для С∈C имеем, согласно 
[48], теорема 16.1, 

d d
,)()()]([

1
∑

=

⎞⎛CC νεµ  

где

⎟⎟
⎠

⎜⎜
⎝

=− CW
ν

νε ν
µ

 Wν(C) есть ν-я основная мера Минковского для С. Поскольку 
меры Минковского монотонны по включению ([48], теорема 16.2), 
то 
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Лемма 2.7.1 

Лемма 2.7.2.
для

µ
d d ⎞⎛

доказана. 

 Пусть {Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-последовательность 
 С∈C, и пусть R и z таковы, что C⊂BR(z). Тогда для любого n≥0 

справедливо 
),(),( CPcCP nHnS δδ ≤ , 

где 

),(
])),([(

0

0

CP
RCPRc H

ddH
d

δ
δπ −+

= . 

Доказательство. Поскольку δ S(Pn, C) ≤ µ([C]ε)-µ(C), где ε=δ H(Pn, 
C), и величины δ H(Pn, C) не возрастают, то утверждение леммы вы-
текает непосредственно из леммы 2.7.1. 

Лемма 2.7.2 доказана. 

nТеорема 2.7.1. Пусть {P }n=0,1,... есть Н(γ, C)-
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R(z)). Тогда для любо-
го n≥0 справедливо 

где t

последовательность восполнения (отсечения) для С∈C и пусть r, R 
и z таковы, что Br(z)⊂P0⊂C⊂BR(z) (Br(z)⊂C⊂B

δ H(Pn, C) ≤ λ0
2(γ, C, P0) k(n)-1/d, 

δ S(Pn, C) ≤ [λ0
7

(d-1) k(n) +δ S(P0, C)(1-d)]1/(1-d), 

  k(n) есть n или m (Pn)- mt(P0) (mf(Pn)- mf(P0)) и 
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⎤
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⎡ −
= d

d
d

ddH

H

H

d

d
d

d

R
PC

PCR
r

d
d

δ
δ

δπ
π  

)),(

:),,(7'

⎦− RPC

PC 00 =γλ

1−dγ
nДоказательство теоремы 2.7.1. Пусть F:={P }n=0,1,... есть Н(γ, C)-

последовательность. Согласно лемме 2.2.2, при этих условиях  при 
любом n ≥ 0 справедливо 

δ S(Pn, Pn+1) ≥ λ′5[δ H(Pn, Pn+1)]d, 
где 

1
1

5 :'
−

−
⎥
⎤

⎢
⎡

=
d

d rπλ . 0 ),(+ H PCRd δ
и

о δ S(Pn, Pn+1) = δ S(Pn, 
 S n+1

n
го  n>0 имеем 

отку

⎦⎣
Обозначим δ S(Pn, C) через an, δ H(Pn, C) через bn. Из монотонност  по 
включению последоват тельности F вытекает, ч

у C) - δ (C, P ). Поэтом
a  - an+1 ≥ λ′5[γbn]d, 

и для любо
an - an+1 ≥ с1bn

d, 
да 

∑
−

=

из (1.1.2), (1.1.3). 

≥≥
1

110

n
d
ni bncbca β , 

0i

где c1=λ′5γd, в силу невозрастания  bn. Отсюда вытекает первое ут-
верждение теоремы для k(n)=n. Для mt(Pn)- mt(P0) оно вытекает далее 



Далее, по лемме 2.7.2, для любого  n>0 имеем  an ≤ c2bn, где 

0

0
2

])[(
b

RbRc
dd

d −+
=

π . 

Поэтому по лемме 2.2.4 имеем 
 S n (d-1) (1-d)]1/(1-d)δ (P , C) ≤ [λ′7 n + a0 , 

где 
)1/(1

1
7

)1('
−

⎥
⎤

⎢
⎡ −

=
d

d
cdλ . 

2 ⎦⎣ c
Подставляя в константу λ7 выражения для c1 и c2, получаем
утверждение теоремы для k(n)=n. Для m

 второе 
 

далее из (1.1.2
 2.7.1 доказана. 

Приведенн ать скорость 
сходимости х до том числе и 

имации. Используя ту 
же 
r(C (
аси

ти. 
Впе а (здесь – теорема 2.7.3) была доказана в 
[39]

n, C) ≤ κ / k(n)1/(d-1), 
где

о ε>0 существует 
номер 

n1(ε) := min {n: δ H(P0, C)≤ ε}, 
зависящий только от величин ε, γ, d, R, r, δ H(P0, C) и δ S(P0, C). Обо-

t(Pn)- mt(P0) оно вытекает
), (1.1.3). 

Теорема

ая выше теорема позволяет рассчитыв
аус рфовых АМПА для любых тел (в 

многогранников) на начальном этапе аппрокс
технику, можно получить и явные выражения (через величины γ,  
), R C),  δ H(P0, C), δ S(P0, C)) для номера, с которого начинается 
мптотическое поведение точности, однако они слишком гро-

моздки. Мы ограничимся указанием на сам факт такой зависимос
рвые такого рода теорем
. 

Теорема 2.7.2. Пусть {Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-
последовательность для С∈C и пусть r, R и z таковы, что 
Br(z)⊂C⊂BR(z). Тогда существуют номер n0 и константа κ, завися-
щие только от величин γ, d, R, r, δ H(P0, C), δ S(P0, C) и  m(P0), такие 
что для любого n≥ n0 справедливо 

δ (P
  k(n) есть n или m(Pn). 
Доказательство теоремы 2.7.2. Пусть F:={Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-

последовательность.  По теореме 2.7.1 для любог
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нности по 
вытекает, что δ (P , P +1) = δ S(Pn, 
ии леммы 2.2.2 параметр  ε = ½. 

Тог

β= >0 имеем 

 где  от  H 0, C), R и d. 
метр  ε = ½. Тогда, согласно 

утверждению леммы, существует номер n2, зависящий только от β, 
c1, c2  и a0, для которого при n ≥ n2 справедливо

a  ≤ (3/2) / [λ7 n1/(β-1)],     bn ≤ (3/2) / [λ  n1/(β-1)], 
где

утверждение теоремы для k(n)=n. Для k(n)=m(P ) оно 
вытекает далее из (1.1.4) с добавлением зависимости от m(P0). 

. 

ть для С∈C+
2 и пусть r, R и z таковы, что 

Br(z)⊂C⊂BR(z). Тогда существуют номер n0 и константа κ, завися-
щие только от величин γ, d, R, r, rmin(C), δ H(P0, C), δ P0, C) и  m(P0), 
та  

)

ы 2.7.2. Доказательство этой теоремы 
пов  теоремы 2.7.2 с заменой утверждения 
лем

.7.3 доказана. 

2.7.2. Оценки скорости сходимости первых членов H1-
пос

 H1-последователь-
ностей. 

значим δ S(Pn, C) через an, δ H(Pn, C) через bn. Из моното
включению последовательности F  S n n

C) - δ S(C, Pn+1). Положим в услов
да при n≥ n1(r/2) имеем константу с1 = λ5(½), зависящую только 

от r, R и d, такую что 
an - an+1 ≥ с1bn

β, 
где d. Далее, по лемме 2.7.2, для любого  n

an ≤ c2bn, 
 константа с2 зависит только  δ (P
Положим в условии леммы 2.2.4 пара

 
n 8

 λ7 и λ8 зависят только от β, c1 и c2. Выбирая n0 := max {n1(r/2), 
n2}, получаем n

Теорема 2.7.2 доказана

Теорема 2.7.3. Пусть {Pn}n=0,1,... есть Н(γ, C)-
последовательнос

 S(
кие что для любого n≥ n0 справедливо

δ (Pn, C) ≤ κ / k(n 2/(d-1), 
где  k(n) есть n или m(Pn). 

Доказательство теорем
торяет доказательство
мы 2.2.2 на утверждение леммы 2.2.3 и значения параметра  β=d 

на β=(d+1)/2. 
Теорема 2

ледовательностей 
Рассмотрим начальную скорость сходимости
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льности 
являются H-последовательностями, то для начального их этапа 
справедливы утверждения теорем 2.7.1-2.7.3. Для получения более 
сильных утверждений воспользуемся техникой упаковок нормалей 
(параграф 2.3). Поскольку изучение начального этапа H1-
последовательностей отсечения очень громоздко, ограничимся H1-
последовательностями восполнения. 

n=0,1,... 1(γ, C)-последовательность восполнения и 
β>0

 n=0,1,...

а pn и направле-

определения H (γ, C)-последовательности 

Прежде всего, отметим, что, поскольку H1-последовате

Пусть {Pn}  есть H
. Поставим ей в соответствие сопровождающую последователь-

ность (см. параграф 2.3) множеств точек {Zn}  по следующему 
правилу 

3) Z0 := {p + βu(p): p∈Mt(P0)} для некоторого набора на-

правлений {u(p)∈S(p, C): p∈Mt(P0)}; 

4) Zn+1 := {pn + βun}∪Zn, n=0,1,2,... , где точк

ние u  взяты из n 1

восполнения. 

Теорема 2.7.4. Пусть C∈C и {Pn}n=0,1,2,... есть H1(γ, C)-последова-
тельность восполнения. Тогда для любого N такого, что 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

≤− 2
2

1 )(min
)(

4),(
γ

δ CR
CR

CPNH , 
1−

>
d

ddπ
0,

2
ε N

π
, 

 при n≥N справедливо 

1
2

12
1

8)(16),(
−

−
−

−
⎤⎡

⎟
⎞

⎜
⎛≤

d
d

d

nH CRCP π
γ

δ )( ⎥
⎦

⎢
⎣⎝ d

nk
dπ

, 

где

 до-
 

7 ⎠
 ε0 := max {ρ(x, y): x, y∈Z0} u  k(n) есть n или mt(Pn). 

Доказательство. Доказательство теоремы повторяет начало
казательства теоремы 2.3.1 (для последовательностей восполнения) с
подстановкой параметра β =R(C). Получаем 



2
1

2
1−

⎡⎡
d

π

1 )(16
),(1

),(
)(16)(

−
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

−⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

<

d
nH

nH
d

d

CR
CP

CP
CRdnk γδ

γδπ
. 

Но δH(Pn, C)< δ H(PN-1, C)< 2R(С)/γ,  

Теорема 2.7.4 доказана. 

Следующая теорема говорит о качественной зависимости начала 
асимптотического поведения сходимости H1-последовательностей от 

 константа κ, за-
вис δ H(P0, C) и δ S(P0, C), такие 
что о 

n=0,1,...

.  По теореме 2.7.1 для любого ε>0 существует 
номер 

праметров задачи аппроксимации. 

Теорема 2.7.5. Пусть {Pn}n=0,1,... есть Н1(γ, C)-
последовательность восполнения для С∈C, и пусть r, R и z таковы, 
что Br(z)⊂C⊂BR(z). Тогда существуют номер n0 и

ящие только от величин γ, d, R, r, 
 для любого n≥ n0 справедлив

δ (Pn, C) ≤ κ / k(n)2/(d-1), 
где  k(n) есть n или m(Pn). 

Доказательство теоремы 2.7.5. Пусть F:={Pn}  есть Н(γ, C)-
последовательность

n1(ε) := min {n: δ H(P0, C)≤ ε}, 
зависящий только от величин ε, γ, d, R, r, δ H(P0, C) и δ S(P0, C). Пусть  
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨≤ 2

0,
2

)(min
)(

4 ε
γ

ε CR
CR

, 
⎧ 2

1−

>
d

ddN
π

π . 

Тогда утверждение теоремы вытекает из утверждения теоремы 2.7.4. 
Теорема 2.7.5 док

м

с, вписанный 
во внутренний шар (или шар качения Бляшке – в гладком случае). В 
этом случае на величины начальной точности аппроксимации δ H(P0, 
C) и δ S(P0, C) можно дать оценки, зависящие только от величин d, 
R(С), r(С) ( в гладком случае – от d, rmax(С), rmin(С)). Мы не будем 

азана. 

Замечание. Отметим, что в рассмотренных теоремах зависи-
ость от величин δ H(P0, C) и δ S(P0, C) может быть опущена за счет 

специального выбора многогранника начальной аппроксимации. Та-
ким многогранником может быть, например, симплек



 144 

более подробно останавливаться на этом вопросе. 
2.7.3. Оценки скорости сходимости конкретных АМПА на 
начальном этапе 

Рассмотрим начальную скорость сходимости некоторых из рас-

, 
пор  нее справедливы ут-
верждения теорем 2.7.1-2.7.5 с подстановкой параметра γ=1. 

е справедливы ут-
вер овкой параметра γ=1. 

для нее 
спр

зана, на-
при

смотренных ранее АМПА. 

Следствие 2.7.1. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность
ождаемая для C∈C методом БВ. Тогда для

Утверждение следствия вытекает непосредственно из указанных 
в нем теорем и теоремы 1.2.1. 

Следствие 2.7.2. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C методом БО. Тогда для не

ждения теорем 2.7.1-2.7.3 с подстан

Утверждение следствия вытекает непосредственно из указанных 
в нем теорем и теоремы 1.2.1. 

Следствие 2.7.3. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C методом УО. Тогда для нее справедливы ут-
верждения теорем 2.7.1-2.7.5 с подстановкой параметра 
γ=γ(P0, C) := r/R, где Br(z)⊂P0⊂С⊂BR(z), z∈int P0. 

Утверждение следствия вытекает непосредственно из указанных 
в нем теорем и теоремы 1.3.3. 

Следствие 2.7.4. Пусть {Pn}n=0,1,2,... есть последовательность, 
порождаемая для C∈C0 и P0∈P0

 c(C) методом УВО. Тогда 
аведливы утверждения теорем 2.7.1-2.7.3 с подстановкой пара-

метра γ=1/ω0(C), . 

Утверждение следствия вытекает непосредственно из указанных 
в нем теорем и теоремы 1.3.6. 

Для нехаусдорфова метода СМ также могут быть получены ут-
верждения вида теорем 2.7.1-2.7.3, однако в силу громоздкости вы-
кладок мы их приводить не будем. Теорема типа 2.7.3 дока

мер, в [41] (теорема 7). 
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альны

через опорную (дистанционную) функцию, не-
обходимо раз нным описанием 

 одов с последовательно растущим числом 
необходимо разработать МПА многогран-

никами с двойственным описанием, т.е. с последовательно рас-
тущим числом гиперграней (вершин); 

− при необходимости разработки МПА, оптимальных по числу 

 главе прежде все  разрабатывается аппарат двой-
-
и 

и я: последователь-

 рассматри-
онце главы 

 
апп под δ(⋅,⋅) понимается δH(⋅,⋅). 

)≡{y} 

Глава 3. Теория двойственности 
оптим х АМПА 

Необходимость применения теории двойственности в задачах 
полиэдральной аппроксимации возникает в следующих случаях: 
− когда при наличии методов, основанных на описании аппрокси-

мируемого тела 
работать МПА для тел с двойстве

функцию; через дистанционную (опорную) 
− когда при наличии мет

вершин (гиперграней) 

вычислений опорной и / или дистанционной функции аппрокси-
мируемого тела.  
В настоящей го

ственного описания МПА, определенных с помощью схем воспол
нения и отсечения, йственности H-  затем устанавливается факт дво

ния  отсечениH1-последовательностей восполне
ность из многогранников, полярных к многогранникам H- (H1-) по-
следовательности восполнения, оказывается H- (H1-) последователь-
ностью отсечения для п ярного тела иол  наоборот. Далее

ды построения двойственных АМПА. В кваются мето
рассматриваются методы, оптимальные с точки зрения числа опти-
мизационных экспериментов с аппроксимируемым телом. 

В настоящей главе, если специально не оговорено, речь идет об
роксимации в метрике Хаусдорфа и 

3.1. Двойственные классы АМПА 

Пусть C∈C, обозначим C*:={x∈Ed: <x, y>≤1, y∈C} – полярное 
множество (поляру) для C (относительно {0}). Пусть y∈E0

d и ly:= 
{x∈Ed: <x, y>=1}. Под полярой π(y) для точки y (относительно сфе-
ры <x, x>=1) будем понимать гиперплоскость ly, а через π(ly
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обо

я точка C*, и поляра каждой (экстремальной) граничной точки 
С есть (экстремал C* (см. [48] тео-

значим полюс (относительно сферы <x, x>=1) для гиперплоско-
сти ly. Пусть C∈C0, тогда C*∈C0, C** ≡ C, полюс каждой (экстре-
мальной) гиперплоскости, опорной к C, есть (экстремальная) гра-
нична

ьная) опорная гиперплоскость для 
рема 6.8 и замечание 6.3). В наших обозначениях для u∈Sd-1 и p∈∂C 
имеем 

.: ,1*),( *,()( Culp p=π ),
p
pu

p
Cug pp ==

                 (3.1.1) 

Вообще, если C∈C может быть задано как множество решений сис-
темы неравенств, порожденных опорной функцией (см. [48] теорема 
12.3 и [49] §13]): 

C*, C∈C0, допускает представление в виде множества 
уровня опорной функции (см. [48] орема 12.2 и [49] §16]): 

(

x {

Для C∈C0 справедливо C** = C (см. [48] теорема 6.4 и [49] тео-

*;
),(

)),(( C
Cug

Cul ∂=π u
∈

C={x∈Ed: <u, x> ≤ g(u, C), u∈E0
d}, 

то поляра 
те

C*={x∈Ed: g x, C) ≤ 1}.                                   (3.1.2) 
Пусть C∈C0 и x∈Ed. Напомним (см. п. 0.1.),  что через g*(x, C):=min 
{λ≥0: x∈λC} мы обозначили дистанционную [48] (или калибровоч-
ную [49]) функцию для C. Из определения дистанционной функции 
следует, что g*(x, C)=||x||/||x0||, где x0=[o, x)∩∂C – точка пересечения 
луча, исходящего из начала координат и проходящего через x, и гра-
ницы тела C,  и t(x, C) := x/g*(x, C) ∈ ∂C, x∈E0

d (см. [48] замечание 
11.1). Очевидно, что расчет дистанционной функции g*(x, C) сво-
дит и выпуклой оптимизации ся, в общем случае, к решению задач

g*(x, C) = 1 / ma λ≥0: λx∈C}, 
что по сложности, как правило, соответствует задаче нахождения 
значения опорной функции. Из определения дистанционной функ-
ции следует, что тело C∈C0 допускает представление в виде множе-
ства уровня дистанционной функции (см. [48] теорема 11.2 и [49] 
§14]): 

d xC={x∈E : g*( , C) ≤ 1}. 



рема 14.5), кроме того, опорная и дистанционная (калибровочная) 
функции полностью "дуальны": для x∈Ed справедливо (см. [48] тео-
рема 12.2 и [49] теорема 14.5]): 

g(x, C*)=g*(x, C),   g*(x, C*)=g(x, C).                              (3.1.3) 
В частности, из (3.1.3) вытекает, что поляра тела C∈C0 допускает 
представление в виде множества решений системы неравенств, по-
рожденных дистанционной функцией: 

C*={x∈Ed: <u, x> ≤ g*(u, C), u∈E0
d}. 

Кро
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вы клой оболоч-
тел из класса C0, а также их сумм Мин-

ковского с положительными коэффициентами удобно использовать 
аппарат опорных функций: для x∈Ed справедлив (см. [48] теорема 
12.4): 

В ации пересечения выпуклых тел из 
класса C  удобно использовать аппарат дистанционных функций: 

11
I
i

iimi
CCCug

=≤≤
=                                  (3.1.6) 

Теорема 3.1.1. Пусть последовательность многогранников 
.. , является последовательностью 

восполнения (отсечения) для C∈C0. Тогда последовательность мно-
гогранников {(Pn)*}n=0,1,2,... является последовательностью отсече-

ме того, нам понадобится вытекающее из (3.1.3) представление 
t(x, C) = x/g (x, C*), x∈E0

d.                                   (3.1.4) 
Каждая из рассматриваемых функций имеет свойства, делающие 

её удобной ха й пуклых мно-рактеристико  при аппроксимации вы
к, при аппроксимации пужеств многогранниками. Та

ки объединения выпуклых 

о 

.0,0,...,0  ,  ,),(),(

};{ conv  ),,(max),(

1
1

11
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>≥≥==

==

∑∑∑
===

=≤≤

m

i
im

m

i
ii

m

i
ii

m

i
iimi

CCCugCug

CCCugCug

λλλλλ

U
      (3.1.5) 

 то же время, при аппроксим
0

для x∈Ed справедливо (см. [48] теорема 11.3): 

),(*
m

Cug = .  ),,(*max

Покажем, что определенные в гл. 1 аппроксимационные схемы 
отсечения и восполнения являются двойственными в смысле сле-
дующей теоремы. 

{Pn}n=0,1,2,... , где Pn∈C0, n=0,1,2,.
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ния (восполнения) для C*. 
Доказательство. Пусть рассматривается следовательность 

восполнения. Тогда Pn∈P i(C), n=0,1,2,... . Согласно [48] теорема 6.5, 

  1
Поэтому C*  (P )*. Кроме того, все   Pn касаются ∂С. Так 

вершин
ней (Pn)* (там же, замечание 6.3), ка-

саются n n

 

 далее n+1

я 

о схеме отсечения Pn+1 := Pn∩L(un, C), где un∈Sd-1. Но, по 
Кроме 

 

по

для любых C1,C2∈C , C1⊂C2, справедливо 
C1

* ⊃ C2
*.                                                    (3. .7) 

⊂ n вершины
как поляра каждой граничной точки С есть опорная гиперплоскость 
для C* (см. [48] теорема 6.8), то поляры  Pn, которые являют-
ся гиперплоскостями гипергра

о C*. Так как, по усл вию теоремы, P ∈C0, то (P )* – много-
гранник (см. [48] следствие из теоремы 6.7). Таким образом, 
(Pn)*∈P с(C*), n=0,1,2,... . 

Заметим  восполнения P  := 
conv {p

, что если, согласно схеме
n, Pn}, где pn∈∂С, то по [48] теорема 6.7 

 (Pn+1)*= (Pn)* ∩ {pn}*. 
Но {pn}* = {x∈Ed: <x, pn>≤1}, откуда по (3.1.1) в наших обозначени-
ях имеем 

(Pn+1)*= (Pn)* ∩ L(un, C*),  un := pn/||pn||∈Sd-1.                      (3.1.8) 

Итак, {(Pn)*}n=0,1,2,... является последовательностью отсечения для 
C*, каждая итерация которой определяется свойством (3.1.8). 

Пусть теперь рассматриваетс последовательность отсечения. 
Тогда Pn∈P с(C), n=0,1,2,... . Согласно (3.1.7), (Pn)*⊂C*. Кроме того, 
все гиперграни  Pn касаются ∂С. Так как полюс каждой гиперплоско-
сти, опорной к C, есть граничная точка C* (см. [48] теорема 6.8), то 
полюса гиперплоскостей гиперграней Pn, которые являются верши-
нами (Pn)* ([48] замечание 6.3), принадлежат ∂C*. Так как, по усло-
вию теоремы, Pn∈C0, то (Pn)* – многогранник (см. [48] следствие из 
теоремы 6.7). Таким образом,  (Pn)*∈P i(C*), n=0,1,2,... . 

Согласн
предположению теоремы, С∈C0, а значит, и  {0}∈L(un, C). 
того,  Pn и L(un, C) замкнуты. Поэтому по [48] (теорема 6.7) имеем

 (Pn+1)*= conv {(Pn)* ∪(L(un, C))*}. 

Но (L(un, C))* = {un/g(un, C)}**. По [48] (теорема 6.4) имеем 
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conv {pn , (P )*},  pn := un/g(un, C)∈∂С*.                     (3.1.9) 

тельностью восполнения 
для

дет рассмотрена несколько 

ия. 

{un/g(un, C)}**= conv {{un/g(un, C)},{0}}. 

Поэтому 

(Pn+1)* = conv {(Pn)*, {un/g(un, C)}, {0}}, 

откуда, в силу того, что {0}∈(Pn)*, получаем 

(Pn+1)*= n

Итак, {(Pn)*}n=0,1,2,... является последова
 C*, каждая итерация которой определяется свойством (3.1.9). 
Теорема 3.1.1 доказана. 

Формулы (3.1.8)-(3.1.9), полученные в доказательстве теоремы 
3.1.1, позволяют для произвольного метода аппроксимации, осно-
ванного на схеме восполнения (отсечения), переходить к его двойст-
венному аналогу – методу отсечения (восполнения), применимому 
для аппроксимации полярного тела. Более подробно методика кон-
струирования двойственных АМПА бу
позже в настоящей главе. 

В следующем параграфе будут доказаны теоремы, устанавли-
вающие факт двойственности классов АМПА, порождающих H- и 
H1-последовательности восполнения и отсечен

3.2. Двойственность хаусдорфовых АМПА 
восполнения и отсечения 

Пусть ω0(C) есть минимальное отношение радиусов R0(C) внеш-
него и r0(C) внутреннего шаров с центром в начале координат. Ясно, 
что ω (C)≥ω(C). Так как (B (0))*= B (0), то 0 r 1/r

ω0(C) = ω0(C*).                                             (3.2.1) 

Лемма 3.2.1. Пусть C1,C2∈C0. Тогда 

)()( 2010
21 CrCr

),(*)*, 21 CCC δδ ≤ . (C



Доказательство. Для произвольного u∈Sd-1 с учетом (3.1.1) и 
(3.1.3) имеем 
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C такая, что g(u, p) - 
g(u

ma),( 21 CCδ =

=

0

Лемма 3.2.1 доказана. 

Лемма 3.2.2. Пусть C ∈C0, u∈ Sd-1, p∉∂
,C) > 0. Тогда 

)(
),(),( pug −

0 CR
Cug . ))()),,(((

p
pCul ≥ππρ

Доказательство. По (3.1.1) имеем π(l(u, C)) = u/g(u,C), π(p) = 
{x∈Rd: <p/||p||, x> = 1/||p||}. Поэтому 

.
)(),( 0 CRpCugp

Ле

),Cg

мма 3.2.2 доказана. 

(),(),( upugCugup −
≥

−><
=

,

1
),(

,))()),,(((
pCug

u
p
ppCul =−=ππρ

 

Лемма 3.2.3. Пусть C1,C2∈C0, C1⊂C2. Тогда для любого p∈∂C2 
справедливо 

)()( 2010 CRCRpp
Доказательство. Пусть p' – пр

),(*),( 1
1 CgCg ≥− . 

оекция p на C1 и u := (p-p')/||p-p'||. 

,( Cppp ρ*)2
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Тогда ρ(p, C1) = g(u, p) - g(u, C1). По лемме 3.2.2, 

)()(
),(

)(
),(),())()),,(((

1020

1

10

1
1 CRCR

Cp
CRp

CugpugpCul ρππρ ≥
−

≥ . 

Но по (3.1.1) π(l(u, C1))∈∂C1*, а π(p)=l(p/||p||, C2*). Поэтому  

.,,
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p
pgCul

p
pgpCul πππρ

 

⎠⎝⎠ p
Лемма 3.2.3 доказана. 

Лемма 3.2.4. Пуст да для любого u∈Sd-1 
справ

⎜
⎝ p

ь C1,C2∈C0, C1⊂C2. Тог
едливо 

)()(
),(),( CugCug −*))),,((( 12

21 CCul ≥πρ . 

n∈P0
i(C), n=0,1,... . То-

ческая) H(γa, C*)-
последовательность

2010 CRCR
Доказательство. Пусть p∈T(u, C2). Так как по (3.1.1) π(l(u, 

C1))∈∂C1* и π(p) – гиперплоскость, опорная к C2*, то 
ρ(π(l(u, C1)), C2*) ≥ ρ(π(l(u, C1)), π(p)). 

Далее утверждение леммы вытекает из леммы 3.2.2. 
Лемма 3.2.4 доказана. 

Установим, прежде всего, факт двойственности для H-последо-
вательностей восполнения и отсечения. 

Теорема 3.2.1. Пусть {Pn}n=0,1,... есть (асимптотическая) H(γ, C)-
последовательность восполнения для C∈C0, P
гда {(Pn)*}n=0,1,... есть (асимптоти

 отсечения, где 

γγ 2
0

20
0

)(
)(:

CR
Pr

a = . 

Кроме того, {(Pn)*}n=0,1,... есть асимптотическая H(γ*(γ, C), C*)-
последовательность отсечения, где 

2:),(* Cγγ = . γ

0 )(Cω
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Доказательство. П соединяемая к Pn на 
(n+1)-й ите , что 

((P )*, C*) 
для un := p /|| p ||. По лемме у H-последовательностей 

усть pn – вершина, при
рации схемы восполнения. Достаточно показать

ng(un, (Pn)*) - g(un, C*) ≥ γa δ
 3.2.3 и свойствn n

)()()()( 00 CRPRCRP nn

С д

),(),(*) CPCp n
nn γδρ

≥≥ . ,()*)(,( CugPug nn −
00R

ругой стороны, по лемме 3.2.1 имеем 

)()(
),()*)(*,( CPPC n

n
n δδ ≤ , 

00 CrPr
откуда 

*).)*,((2
0 CPnγδ≥

)(

*))*,((
)()(

*),()*)(,(

2
00

Pr

CP
CRPR

ugPug

n

nnn ≥≥−

 

)(0 CR
 заметить, что (Pn) (P0). Первое утверждение

)()( 00 CrPrC nn γδ

Осталось  r ≥r  теоремы 
док

ть N так, чтобы r0(Pn)≥(1-ε)1/ 2r0(C), n≥N. Тогда 
из п

 3.2.1 полностью доказана. 

n∈ c(C), n=0,1,... . Тогда 
{(P ть 
восполнения, где 

n

0 0
азано. 
В силу сходимости H-последовательностей восполнения (теоре-

ма 1.2.2) можно выбра
ервого утверждения теоремы следует второе. 
Теорема

Теорема 3.2.2. Пусть {Pn}n=0,1,... – (асимптотическая) H(γ, C)-
последовательность отсечения для C∈C , 0 P P0

n)*}n=0,1,... , C*)-последовательносесть (асимптотическая) H(γc

γγ 20
0

0

)(
)(:

PR
Cr

c = . 

Кроме того, {(P

2

n)*}n=0,1,... есть асимптотическая H(γ*(γ, C), C*)-
последовательность восполнения, где константа γ*(γ, C) определе-
на в утверждении теоремы 3.2.1. 

Доказательство. Пусть un – направление, по которому происхо-
дит уточнение Pn на (n+1)-й итерации схемы отсечения. Надо пока-
зать, что  
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 := π(l(un, C)) = un/g(un, C) ∈ ∂C*. 
n

ρ(pn, (Pn)*) ≥ γc δ((Pn)*, C*), 
где pn

Пусть u'n∈Sd-1 такое, что g(u'n, P ) - g(u'n, Pn+1) = δ(Pn+1, Pn) и p'n := 
π(l(u'n, Pn+1)). Тогда по (3.1.1)  p'n = u'n/g(u'n, Pn+1) ∈ ∂(Pn+1)*. По лем-
ме 3.2.4 и свойству H-последовательностей отсечения 

.),(
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n

nn
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PP γδδ
≥= +

+

)()

))(
))*)(,'(
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Но
p

,'(),'( n PugPug
(0

 (Pn+1)* = conv {pn, (Pn)*} и p'n∈(Pn+1)*, поэтому 
ρ(pn, (Pn)*) ≥ ρ( 'n, (Pn)*). 

С другой стороны, по лемме 3.2.1 имеем 

2
000 )(

),(
)()(

),()*)(*,(
Cr

CP
CrPr

CPPC
n

n

n
n δδδ ≤≤ , 

откуда, как и при доказательстве теоремы 3.2.1, получаем первое 
утверждение теоремы. 

В силу сходимости H-последовательностей отсечения (теорема 
1.2.2), можно выбрать N так, чтобы R0(Pn)≤R0(C)/(1-ε)1/2, n≥N. Тогда 
из п емы следует второе. 

Теорема 3.2.2 полностью доказана. 

 последователь-
ность для H(γ, C)-посл нения (отсечения) яв-
ляе

 

пос

ервого утверждения теор

Заметим, что по теоремам 3.2.1 и 3.1.2 полярная
едовательностей воспол

тся H-последовательностью отсечения (восполнения) для поляр-
ного тела, но теоремы 3.2.1 и 3.2.2 дают более слабую оценку  на ее
константу. Это не дает говорить о двойственности конкретных H-
последовательностей отсечения и восполнения, но позволяет заклю-
чить о двойственности классов АМПА, порождающих их. 

Следующие теоремы устанавливают, что для классов АМПА, 
порождающих H1(γ, C)-последовательности восполнения и отсече-
ния, справедливы такие же отношения двойственности, как и для 
классов АМПА, порождающих H(γ, C)-последовательности. 

Теорема 3.2.3. Пусть {Pn} – (асимn=0,1,... птотическая) H1(γ, C)-
ледовательность восполнения для C∈C0, Pn∈P0

i(C), n=0,1,... . То-
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отсечения, где константа γa определена в ут-
вер n о-
ти

теоремы
 

(n+ 1-
пос n S(pn, С), спра-
вед

 (3.1.1) n n

P  
pn/|| n тогда  n n  
pn∈

π

гда {(Pn)*}n=0,1,... есть  (асимптотическая) H1(γa, C*)-
последовательность 

ждении теоремы 3.2.1. Кроме того, {(P )*}n=0,1,... есть асимпт
ческая H1(γ*(γ, C), C*)-последовательность отсечения, где кон-

станта γ*(γ, C) определена в утверждении  3.2.1. 
Доказательство. Пусть pn – вершина, присоединяемая к Pn на

делению H1)-й итерации схемы восполнения. По опре
ледовательности восполнения для некоторого v ∈
ливо 

g(vn, C) - g(vn, Pn) ≥ γδ(Pn, C). 
Пусть p := π(l(vn, Pn)) и  pn* := π(l(vn, C)). По p = v /g(v , Pn) ∈ 
∂( n)*, pn* = vn/g(vn, C) ∈ ∂C*, откуда p = t(pn*, (Pn)*). Пусть un :=

p ||,  по (3.1.1) ак как v ∈S(p , С), то π(pn) = l(un, C*). Т
l(vn, С), поэтому 

* = ∈πpn (l(vn, C)) (pn) = l(un, C*). 
Но pn*∈∂C*, поэтому pn*∈T(un, С*). 

Далее, по лемме 3.2.2 

,
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откуда по свойству H -последовательности во1 сполнения и лемме 
3.2.1 получаем 

*))*,((
)()()( 000 CRPRCR

Но π(p

)()()((
2PrPrCrp

nn

ρ *))*,(())(, 2
000 CPCPp nn

nn γδγδπ ≥≥ . 

0 0  
мы п

, C*) ≥ γaδ((Pn)*, C*). 
Пер

казательстве 
тео тей в

n) = l(un, C*), поэтому ρ(p, π(pn)) = g(un, p) - g(un, C*), откуда 
g(un, p) - g(un, C*) ≥ ρ(p, π(pn)). 

Осталось учесть, что r (Pn)≥r (P0).
Итак, при любом n олучили, что для pn* = π(l(vn, C)) ∈ T(un, 

С*), где un = pn/||pn|| ∈ Sd-1, справедливо 
g(u , t(p *, (Pn)*)) - g(un n n

вое утверждение теоремы доказано. 
Второе утверждение теоремы следует, как и в до
ремы 3.2.1, из сходимости H1-последовательнос осполнения. 
Теорема 3.2.3 полностью доказана. 



 155 

. Кроме 

n, C) ∈ 
∂C* p||, тогда по (3.1.1) π(pn) = l(vn, C*) и π(p) 
= l( n ому 

Но pn*∈∂C*, поэтому v

Теорема 3.2.4. Пусть {Pn}n=0,1,... – (асимптотическая) H1(γ, C)-
последовательность отсечения для C∈C0, Pn∈P0

с(C), n=0,1,... . Тогда 
{(Pn)*}n=0,1,... есть (асимптотическая) H1(γc, C*)-
последовательность восполнения, где константа γc определена в 
утверждении теоремы 3.2.2 того, {(Pn)*}n=0,1,... есть асим-
птотическая H1(γ*(γ, C), C*)-последовательность восполнения, где 
константа γ*(γ, C) определена в утверждении теоремы 3.2.1. 

Доказательство. Пусть un – направление, по которому происхо-
дит уточнение Pn на (n+1)-й итерации схемы отсечения. По опреде-
лению H1-последовательности для некоторого pn∈T(un, С), справед-
ливо 

g(un, t(pn, Pn)) - g(un, C) ≥ γδ(Pn, C). 
Пусть p := t(p , Pn n

. Пусть v

n) и p * = π(l(un, C)). По (3.1.1) pn* = un/g(u
n := pn/||pn|| = p/||

vn, (P )*). Так как pn∈T(un, С), то pn∈l(un, С), поэт
pn* = π(l(un, C))∈π(pn) = l(vn, C*). 

n∈S(pn*, С*). 
Далее, по лемме 3.2.2 

,),()),(,(),(),( CugPptugCugpug n
n

nnnn −
≥

−
≥

)()()(

))*(

000 CRPRCRp

pp

n

n ≥()),,((())(, Culp n= ππρπρ
 

откуда по свойству H1-последовательности отсечения и лемме 3.2.1 
получаем 

*))*,((
)(

)(*))*,((
)()(

)()())(*,( 2
0

2
0

00

00 CP
PR
CrCP

PRCR
PrCrpp n

n
n

n

n

n γδγδπρ ≥≥ . 

Но π(p) = l(vn, (Pn)*), поэтому ρ(pn*, π(p)) = g(vn, pn*) - g(vn, (Pn

n
)*), 

P )*) ≥ ρ(pn*, π(pn)). Ос-

 ∈ ∂C*, 
такая, вое утверждение 
теоремы

откуда, так как pn*∈∂C*, то g(vn, C*) - g(vn, (
талось учесть, что R0(Pn)≤R0(P0). 

Итак, при любом n мы получили, что существует опорная гипер-
плоскость π(pn) = l(vn, C*) ∈ S(pn*, С*), где pn* = π(l(un, C))

что g(vn, C*) - g(un, (Pn)*) ≥ γcδ((Pn)*, C*). Пер
 доказано. 

Второе утверждение теоремы следует, как и в доказательстве 
теоремы 3.2.2, из сходимости H1-последовательностей отсечения. 
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.2.4 полностью доказана. 

 воспол-
нен в о

восполнения, оказывается H- (H1-) последовательно-
стью отсечения для полярного тела и наоборот

Те льтаты ис-
сле

), на

стрирующего дост  такого подхода к ис-
сле м свойства  H1-
пос

е 3.2.1. Пусть {Pn}n=0,1,... – (асимптотическая) H1(γ, C)-
пос 0

с(C), n=0,1,... . Тогда 
для

Теорема 3

Итак, в настоящем параграфе установлен факт двойственности 
классов АМПА, порождающих H- и H1-последовательности

ия и отсечения, состоящий в том, что последо ательн сть из 
многогранников, сополярных к многогранникам H- (H1-) последо-
вательности 

. 
оремы 3.2.1-3.2.4 позволяют распространять резу

дования (см. главу 2) скорости сходимости и свойства оптималь-
ности конкретных АМПА, генерирующих H- (H1-) последовательно-
сти восполнения (отсечения  скорость сходимости и свойства 
оптимальности двойственных к ним методов, порождающих H- (H1-) 
последовательности отсечения (восполнения). В качестве примера, 
иллю оинства и недостатки

уедованию свойств АМПА, исслед
ледовательностей отсечения и методов, генерирующих их, по 

свойствам H1-последовательностей восполнения. 
Следстви
ледовательность отсечения для C∈C0, Pn∈P
 любого ε, 0<ε<1, существует N такое, что при n≥N справедливо 

δH(Pn, C) ≤ (1+ε) ω0(C)3 λ’9(γ, C) k(n)2/(1-d), 
где k(n) есть n или mf(Pn) и 

1
2

1

0
9

)(16:),('
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

d

d

ddCRC
π

π
γ

γλ . 

nДоказательство. По теореме 3.2.4 из того, что {P }n=0,1,... есть 
(асимптотическая) H1(γ, C)-последовательность отсечения, следует, 
что для любого ε1, 0<ε1<1, существует N1 такое, что {(Pn)*}n=N,N+1,... 

есть H((1-ε1)γ*(γ, C), C*)-последовательность восполнения, где кон-
станта γ*(γ, C) определена в формулировке теоремы 3.2.1 и равна 
γ/ω0(C)2. Согласно лемме 3.2.1, 

*)()*)(( 00 CrPr
Так как r (C*) = 1/R (C), то из этого следует, в силу сходимости

*))*,((),( CPCP n

n
n δδ ≤ . 

0 0  
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<1, существует N2 такое, что при 
n≥N
{(Pn)*}, что для любого ε2, 0<ε2

2 справедливо 
*))*,(()()1(),( 2

02 CPCRCP nn δεδ +≤ . 
Из утверждения теоремы 2.3.1 для последовательностей восполне-
ния вытекает, что для любого ε3, 0<ε3<1, существует N3 такое, что 
при n≥N3 справедливо 

1
2

193 )(**)),,(*)1(()1(*))*,(( −
−

−+≤ dn nkCCCP γγελεδ , 
где k*(n) есть n или m t((Pn)*), и 

1
2

1
9

)(16:),(
−

−
⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
=

d

d

ddCRC
π

π
γ

γλ . 

Учтем, что R(C*) ≤ R0(C*) = 1/r0(C), ω0(C*) = ω0(C) и что m f(Pn) 
 t

= 
m ((Pn)*). Получим для n≥ N :=max {N1, N2, N3} 

.)(
)(1

)1( 1
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00

1

2
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Cr πγε
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Выбирая ε
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22 −⎤⎡+ ddCCR πωε 1
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d

dn
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nkCCCRCP γεεε

 

2 1

ся как 
n 2/(1-d)

Констант  начала 
координат  части следствия 3.2.1 
сод C)3, значительно ухуд-
шаю итель является следствием 
пол

)(( 19023 ≤γλδ

)1(
*)(*)(16)()1)(1( 1

21
2

2
02

023
−

−−⎤⎡
−

++≤ d
ddCCRCR π

γε
ωεε

11 − ⎦⎣ dπ

1, ε2 и ε3 так, чтобы (1+ε3)(1+ε )/(1-ε )≤ 1+ε, получаем ут-
верждение следствия. 

Следствие 3.2.1 доказано. 

Заметим, что, согласно теореме 2.3.1, скорость сходимости H1-
последовательностей отсечения определяет

δH(P , C) ≤ (1+ε)λ (γ, C) k(n)9 . 
ы λ (γ, C) и  λ’ (γ, C) при соответствующем выборе9 9
 не различают й

ержится дополнительный множитель ω
ся, однако в право

0(
щий полученную оценку. Этот множ
учения оценки через переход к двойственной последовательно-

сти, а не «напрямую», как это было сделано в доказательстве теоре-
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 и при аппроксимации, например, 
гла ]. Э

альных 
АМПА на основе теории двойственности 

Рассмотрим сначала проблему перехода от методов, основанных 
на описании аппроксимируемого тела через опорную нкцию, к 
методам, основанным на описании тела через его дистанционную 
функцию. Затем будет кратко рассмотрен обратный переход. В за-
ключение параграфа будет рассмотрена проблема использования 
двойственных методов для решения прямых задач и смешанная за-
дач

ы

. Т
последовательность, порождаемая для некото-

рого т А. Под точным двойственным анало-
гом  метод  строить
пол )*}  Ес

 был методом отсечения, то двойственный 
мет

3.3 етод

мы 2.3.1. Тем не менее порядок сходимости (2/(d-1)) получен тот же, 
что позволяет сделать все те же (как и в главе 2) выводы об опти-
мальности и эффективности АМПА, порождающих H1-
последовательности отсечения. 

Мы продемонстрировали методику исследования хаусдорфовых 
АМПА через переход к двойственным последовательностям. Тот же 
подход может быть использован

дких тел, т.к., для C∈C+
2, справедливо C*∈C+

2 [89 та методика 
позволяет легко получать оптимальные по порядку оценки скорости 
схо  входдимости, однако константы, ящие в получаемые оценки, 
оказываются сильно зависящими от асферичности аппроксимируе-
мого тела. 

3.3. Методы конструирования оптим

фу

а построения многогранников с двойственным  (прямым) описа-
нием при аппроксимации тел, заданн х прямым (двойственным) 
способом.  
3.3.1 очные двойственные аналоги 

Пусть {Pn}n=0,1,... – 
ела C∈C некоторым МП

 этого МПА будем понимать , позволяющий  для 
ярного тела C* последовательность {(Pn . тественно, 

что если прямой метод
n=0,1,...

од будет методом восполнения и наоборот. Проиллюстрируем 
методику построения двойственных аналогов прежде всего на Базо-
вых методах отсечения  и восполнения. 

.1.1. Двойственный аналог м а БО 
Пусть {Pn}n=0,1,... – последовательность отсечения, построенная 
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C ).
n, C), где  

(Pn+1)*= c *)∈∂С*. 
Отв

(БО*) 
P0 ∈ 0 троения 

етим, что рассматриваемый метод имеет другую формули-
ровку, которая б деления точки 
пер ча-

для C∈ 0 методом БО (см. п. 1.2.2  Тогда Pn∈P0, n=0,1,... . Согласно 
определению метода Pn+1 := Pn∩L(u

un := arg max {g(u, Pn) - g(u, C): u∈ Sd-1}. 
Перейдем к сопряженным величинам. По (3.1.3) получим выбор: 

un = arg max {g*(u, C*) – g*(u, (Pn)*): u∈ Sd-1}. 
Из (3.1.9) тогда вытекает 

onv {p  , (Pn n n n
лечемся теперь от того факта, что аппроксимируется поляра не-

которого тела, и сформулируем точный двойственный метода БО. 

ДВОЙС

n)*},  p  := u /g*(u , C

ТВЕННЫЙ АНАЛОГ БАЗОВОГО МЕТОДА ОТСЕЧЕНИЯ 
0 i(C) построен Pn P i(C). Для посПусть для С∈C0 и P ∈

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. Найти u  := arg max {g*(u, C) – g*(u, Pn

n): u∈ Sd-1}. 
Шаг 2. Положит n+1 n /g*(u , C). ь P  := conv {pn, P }, где pn := un n

Зам
удет нам полезна в будущем. Из опре

есечения t(u, C) границы тела C с лучом в направлении u полу
ем, что выбор направления уточнения аппроксимации в методе БО 
может быть записан как 

}.:
||)*)(,(|| ||*),(||

)*)((),max{arg −
= nPutCut

PtCu ||,*(||

}:),()

1

1

−

−

∈

=∈−

d

dn

Suut

SuCugP

C) – t(p,  Pn)|| = ρ(p, t(p,  Pn)) = ρ(p, p/g*(p,  Pn)) при p∈∂C. По-
это

n∈ i(C). Для построения 
Pn+1

Pn))φ1(p): p∈∂C}, где 

,(max{arg=n ugu

}:
||*),(||

||||
||)*)(,(||

||||max{arg

}:*),(*)*)(,(*max{arg

1

1

−

−

=∈−=

=∈−=

n

d
n

dn

Su
Cut

u
Put
u

SuCugPug

 

Но по определению t(u, C) = t(t(u, C), C). Кроме того, p = t(p, C) и 
||t(p, 

му метод БО* может быть определен следующим образом. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ1 БАЗОВОГО МЕТОДА ОТСЕЧЕНИЯ (БО1*) 
Пусть для С∈C0 и P0∈P0

i(C) построен P P0

 выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. Найти pn := arg max {ρ(p, p/g*(p,  
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границе аппроксимируемого 
тел из на-
чал

жду телом и внутренним 
мно  точка и присоединяется к описанию внутрен-
него аппрокс

Метод БО* (БО1*
йство метода 

БО

φ1(p) := g*(p,  Pn) / p2
.

Шаг 2. Положить Pn+1 := conv {pn, Pn}. 

Таким образом, в этом методе на 
а находится точка pn, на которой (вдоль луча, исходящего 
а координат) достигается максимальное отклонение (с некото-

рыми весовыми коэффициентами φ1(p)) ме
гогранником. Эта

имирующего многогранника. 
) обозначим через МБО*. 

Из теорем 1.2.1 и 3.2.2 немедленно получаем сво
*. 

Теорема 3.3.1. Пусть {Pn}n=0,1,... – последовательность, порож-
даемая для C∈C0, P0∈P0

i(C), методом БО*. Тогда {Pn}n=0,1,... есть 
H(γБО*, C)-последовательность восполнения, где 

2
0

20
0

* )(
)(:

CR
Pr

БО =γ . 

Кроме того, {Pn}n=0,1,... есть асимптотическая H(1/ω0
2(C), C)-

последовательность восполнения. 

Доказательство. По построению, если {Pn} =0,1,... – последова-
тел ом БО*, то 

n

ьность восполнения, построенная для C∈C , метод0

{(Pn)*}n=0,1,... – последовательность отсечения, построенная для 
C*∈C0, методом БО. Но метод БО, по теореме 1.2.1, для любого C∈C 
пор 1ождает H( , C)-последовательность отсечения. Поэтому из тео-
ремы 3.2.2, с учетом того, что r0(C*) = 1/R0(C) и R0((P0)*) = 1/r0(P0), 
получаем первое утверждение теоремы. Осталось заметить, что по 
(3.2.1) имеем ω0(C*)= ω0(C), откуда, применяя вторую часть теоремы 
3.2.2, получаем второе утверждение теоремы. 

Теорема 3.3.1 доказана. 

Следствие 3.3.1. Для любого C∈ C0 выполняется 

MБО*∈aHi(1/ω0
2(C), C). 

Утверждение этого следствия непосредственно вытекает из тео-
ремы 3.3.1. 
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лу вершин в классе C +  (аналогично теоре-
ме 

эти
В являет собой важный 

при отсечения ч

 отсечения, построенная 
для

ласно определению метода P  := conv {pn, P }, где 
pn∈ n  H n

Pn): u∈ Sd-1}. 
Перей  получим выбор: 

t( )

При

т
ла, и сформулируем точный двойственный метода БВ. 

Учт

Из теоремы 3.3.1 и следствия 3.3.1 вытекают сразу оценки на 
скорость сходимости метода БО*, аналогичные теореме 2.6.2 и 2.6.3, 
его оптимальность по чис  2

2.6.6, 2.6.7) и оценки его асимптотической эффективности (ана-
логично теореме 2.6.8). Мы не будем подробно останавливаться на 

х выводах. 
заключение отметим, что, если метод БО 

мер H-метода , не являющегося в общем слу ае H1-
методом, то метод БО* являет собой пример H-метода восполнения, 
не являющегося в общем случае H1-методом. 

3.3.1.2. Двойственный аналог метода БВ 
Пусть {Pn}n=0,1,... – последовательность
 C∈C0 методом БВ (см. п. 1.2.2) и пусть P0∈P0. Тогда Pn∈P0, 

n=0,1,... . Сог n+1 n

∂C: ρ(pn, P ) = δ (P ,C). Согласно другой формулировке этого 
метода (БВ1), можно записать 

pn∈T(vn, C), 
vn := arg max {g(u, C) - g(u, 

дем к сопряженным величинам. По (3.1.3)
un∈S(vn/g*(u, C*),  C*), 

vn = arg max {g*(u, C*) – g*(u, (Pn)*): u∈ Sd-1}. 
Иначе, учитывая, что t(u, C) = t( u, C), C , 

un∈S(qn,  C*), 
qn = arg max {g*(t(p, ), C* g* Pn *), (P C* ) – (t(p, ( )

меем 
n)*): p∈∂C*}. 

 этом по (3.1.8) и
(Pn+1 = (Pn)* ∩ L(u)* n, C*). 

Отвлечемся теперь от ого факта, что аппроксимируется поляра 
некоторого те

ем, что p = t(p, C) при p∈∂C. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ БАЗОВОГО МЕТОДА ВОСПОЛНЕНИЯ 
(БВ*) 

Пусть для С∈C0 и P0∈P c(C) построен Pn∈P c(C). Для построения 
Pn+1 выполняются следующие процедуры: 

Шаг 1. Найти pn := arg max {g*(p, С) – g*(t(p, Pn), Pn): p∈∂C}. 



Шаг 2. Положить Pn+1 := Pn∩L(un, C), un∈S(pn,  C). 

Так как ||t(p, Pn) – t(p,  С)|| = ρ(t(p,  Pn), p) = ρ(p/g*(p,  Pn), p) при 
p∈∂C, то, аналогично методу БО*, метод БВ* может быть определен 
следующим образом. 

 162 

ОЛНЕНИЯ 
(БВ

φ (p) := g*(p,  Pn) / p2

м образом, в этом методе на границе аппроксимируемого 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ1 БАЗОВОГО МЕТОДА ВОСП
1*) 
Пусть для С∈C0 и P0∈P c(C) построен Pn∈P c(C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. Найти pn := arg max {ρ(p/g*(p,  Pn), p)φ1(p): p∈∂C}, где 

1 .

Шаг 2. Положить Pn+1 := Pn∩L(un, C), un∈S(pn,  C). 

Таки
тела находится точка pn на которой (вдоль луча, исходящего из на-
чала координат) достигается максимальное отклонение (с некото-
рыми весовыми коэффициентами φ1(p)) между внешним многогран-
ником и телом. В этой точке находится некоторая опорная гиперп-
лоскость, которая и используется для уточнения внешнего аппрок-
симирующего многогранника. 

Метод БВ* (БВ *) обозначим через M . 1 БВ*
Из теорем 1.2.1 и 3.2.1 немедленно получаем свойство метода 

БВ*. 

Теорема 3.3.2. Пусть {Pn}n=0,1,... – последовательность, порож-
даемая для C∈C0, P0∈P 

0
c(C) методом БВ*. Тогда {Pn}n=0,1,... есть 

H1(γБВ*, C)-последовательность отсечения, где 

20
0

2
0

* )(
)(:

PR
Cr

БВ =γ . 

Кроме того, {Pn}n=0,1,... есть асимптотическая H1(1/ω0
2(C), C)-

последовательность восполнения. 

Доказательство. По построению, если {Pn}n=0,1,... – последова-
тельность отсечения, построенная для C∈C0 методом БВ*, то 
{(Pn)*}n=0,1,... – последовательность восполнения, построенная для 
C*∈C0 методом БВ. Но метод БВ, по теореме 1.2.1, для любого C∈C 
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пор
, с учетом того, что R0(C*) = 1/r0(C) и r0((P0)*) = 

1/R

ы. 

.2. Для любого C∈ C0 выполняется 

*

ть по числу гиперграней в классе 
C#(т C 

+
2 и 

оце

Совершенно * -
мул алога для метода УО (под-
роб

*) 

: 
,  C))φ2(p): p∈Mt(Pn)}, где 

2

ождает H1(1, C)-последовательность восполнения. Поэтому из 
теоремы 3.2.1

0(P0), получаем первое утверждение теоремы. Осталось заметить, 
что по (3.2.1) имеем ω0(C*)= ω0(C), откуда, применяя вторую часть 
теоремы 3.2.1, получаем второе утверждение теорем

Теорема 3.3.2 доказана. 

Следствие 3.3

MБВ ∈ H a c
1(1/ω0

2(C), C). 
Утверждение этого следствия непосредственно вытекает из тео-

ремы 3.3.1. 
Из теоремы 3.3.2 и следствия 3.3.2 вытекают сразу оценки на 

скорость сходимости метода БВ*, аналогичные теореме 2.3.1, 2.2.2, 
следствия 2.3.1, его оптимальнос

еорема 2.5.1), асимптотичская эффективность в классе 
нки его асимптотической эффективности (теоремы 2.5.4, 2.5.6, 

2.5.7). Мы не будем подробно останавливаться на этих выводах. 

3.3.1  .3. Двойственный аналог метода УО 
 аналогично построению метода БВ можно сфор

венного анировать два вида двойст
ности см. в [88]). 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ МЕТОДА УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК (УО
0  c n  cПусть для С∈C0 и P ∈P (C) построен P ∈P (C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. Найти pn := arg max {g*(t(p, С), С) – g*(p, Pn): p∈Mf(Pn)}. 

n+1 nШаг 2. Положить P  := P ∩L(un, C), un∈S(pn,  C). 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ1 МЕТОДА УТОЧНЕНИЯ ОЦЕНОК (УО1*) 
Пусть для С∈C0 и P0∈P c(C) построен Pn∈P c(C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры
Шаг 1. Найти pn := arg max {ρ(p, p/g*(p

φ (p) := g*(p,  C) /2  p . 
Шаг 2. Положить Pn+1 := Pn∩L(un, C), un∈S(pn,  C). 



 164 

 максимальное 
отк ) между 
вне

n

Таким образом, в этом методе среди вершин внешнего аппрок-
симирующего многогранника находится точка pn на которой (вдоль 
луча, исходящего из начала координат) достигается

лонение (с некоторыми весовыми коэффициентами φ2(p)
шним многогранником и телом. В этой точке находится некото-

рая опорная гиперплоскость, которая и используется для уточнения 
внешнего аппроксимирующего многогранника. 

Метод УО* (УО1*) обозначим через MУО*. 
Из теорем 1.3.3 и 3.2.1 немедленно получаем свойство метода 

УО*. 

Теорема 3.3.3. Пусть {Pn}n=0,1,... – последовательность, порож-
дае яма  для C∈C0, P ∈P0  c(C0 ), методом MУО*. Тогда {P }n=0,1,... есть 
H1(γУО*, C)-последовательность отсечения, где 

30
0

3
0

* )(
)(:

PR
Cr

УО =γ . 

nКроме того, {P }n=0,1,... есть асимптотическая H1(1/ω0
3

о {P }n=0,1,... есть асимптотиче-
ская H1(1/ω0

2(C

H *)-последовательность восполнения. Но тогда 
из )**}n=0,1,... – 
H1(

(C), C)-
последовательность восполнения. 

Кроме того, если C∈C0∩C+
2, т n

), C)-последовательность восполнения. 

Доказательство. По построению, если {Pn}n=0,1,... – последова-
тельность отсечения, построенная для C∈C0 методом УО*, то 
{(Pn)*}n=0,1,... – последовательность восполнения, построенная для 
C*∈C0 методом УО. Но метод УО, по теореме 1.3.3, для любого C∈C 
порождает H1(r/R, C)-последовательность восполнения, где 
Br(z)⊂P0⊂С⊂BR(z), z∈int P0. Поэтому {(Pn)*}n=0,1,... – 

1(r0((P0)*)/R0(C*), C
 теоремы 3.2.1 следует, что {(Pn

r0((P0)*)3/R0(C*)3, C**)-последовательность отсечения. Учтем, что 
R0(C*) = 1/r0(C) и r0((P0)*) = 1/R0(P0). Получаем первое утверждение 
теоремы. Осталось заметить, что по (3.2.1) имеем ω0(C*)= ω0(C), от-
куда, применяя вторую часть теоремы 3.2.2 и теорему 1.3.4, получа-
ем второе утверждение теоремы, а, применяя вторую часть теоремы 
3.2.2 и теорему 1.3.5, получаем третье утверждение теоремы. 

Теорема 3.3.3 доказана. 
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тео-

 и следствия 3.3.3 вытекают сразу оценки на 
ско

ссе 
ео

оценк
2.5.7) дем подробно останавливаться на этих выводах. 

Со
мул

Q ∈P0

проце
Ш

p∈M t

     un∈S(pn /g*(pn, C), C). 

Следствие 3.3.3. Для любого C∈C выполняется 

MУО*∈aHc
1(1/ω0

3(C), C). 
Кроме того, если C∈C0∩C+

2, то 
MУО*∈aHc

1(1/ω0
2(C), C). 

Утверждение этого следствия непосредственно вытекает из 
ремы 3.3.3. 

Из теоремы 3.3.3
рость сходимости метода УО*, аналогичные теореме 2.3.1, 2.2.2, 

следствия 2.3.1, его оптимальность по числу гиперграней в кла
C#(т рема 2.5.1), асимптотическая эффективность в классе C 

+
2 и 

и его асимптотической эффективности (теоремы 2.5.4, 2.5.6, 
. Мы не бу

3.3.1.4. Двойственный аналог метода СМ 
вершенно аналогично построению метода БВ* можно сфор-

ировать два вида двойственного аналога для метода СМ. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ МЕТОДА СМ (СМ*) 

Пу 0  i 0  c nсть для С∈C0 и P ∈P0 (C), Q ∈P (C) построены P ∈P0
 i(C) и 

n  c(C). Для построения P  и Q  выполняются следующие 
дуры: 

n+1 n+1

аг 1. a). Найти pn := arg max {g*(p, Qn) – g*(t(p, Pn), Pn): 
(Qn)}. 
         b). Найти

Шаг 2. Построить Pn+1 := conv {pn /g*(pn, C), Pn} и Qn+1 := 
Qn∩L(un, C). 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ1 МЕТОДА СМ (СМ1*) 

Пусть для С∈C0 и P0∈P0
 i(C), Q0∈P c(C) построены Pn∈P0

 i(C) и 
Qn∈P0

 c(C). Для построения Pn+1 и Qn+1 выполняются следующие 
процедуры: 

Шаг 1. a). Найти pn := arg max {ρ(p, p/g*(p, Pn))φ1(p): p∈M t(Qn)}, 
где 

φ1(p) := g*(p,  Pn) / p2.
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ин внутреннего многогранника  этой точкой. 
 описание и не 

 скорости сходимости к исходным телам. Поэтому пред-
ста

 в ы
ируем такой подход на методах БВ, БО, УО и СМ. 

             b). Найти un∈S(pn /g*(pn, C), C). 
Шаг 2. Построить P  := conv {pn+1

n /g*(pn, C), P } и Q  := 
Q ∩L(u

n n+1

n
n, C). 

Метод СМ* (СМ1*) обозначим через MСМ*. 
В приведенном методе СМ* сначала находится вершина внешне-

го многогранника, наиболее отстоящая (вдоль луча из начала коор-
динат) от внутреннего аппроксимирующего многогранника (с неко-
торыми весовыми коэффициентами φ1(p)), затем внешний много-
гранник усекается опорной гиперплоскостью в точке пересечения 
соответствующего луча с аппроксимируемым телом, а множество 
верш  пополняется

етод СМ, использует двойноеМетод СМ*, как и м
является Хаусдорфовым. Его скорость сходимости и эффективность 
может быть исследована либо методом изменения объема на итера-
циях, как это сделано в п. 2.6.4 для метода СМ, либо через переход к 
полярному множеству, оценку скорости сходимости метода СМ для 
полярного множества, а затем оценку точности аппроксимации пря-
мого множества по точности аппроксимации его поляры (как и для 
других двойственных аналогов, рассмотренных выше). 

Рассмотрение этого вопроса выходит за рамки настоящей рабо-
ты. 
3.3.2. Двойственные методы 

В двойственных аналогах различных методов, рассмотренных в 
предыдущем пункте, используется выбор направления уточнения 
аппроксимирующих многогранников с использование различных 
весовых коэффициентов (φ1(p) для БО*, БВ* и СМ*; φ2(p) для УО*). 
Так как двойственные аналоги к эффективным методам отражают 
эффективную адаптацию к полярным множеством, то выбор именно 
таких весовых коэффициентов, очевидно, может не быть оптималь-
ным для

вляют интерес методы, сохраняющие структуру двойственных 
аналогов, но с другими весовыми коэффициентами при выборе на-
правления уточнения аппроксимирующего многогранника. Класс 
такие методо  м  будем называть двойственным к исходному мето-
ду. Проиллюстр
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n  c  

n n n

0  c n  c  
n+1

Рассмотрим некоторые примеры двойственных методов к методу 
БВ. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ1 К БАЗОВОМУ МЕТОДУ ВОСПОЛНЕНИЯ (Д1БВ) 
Пусть для С∈  и P0∈  c(C) C0 P построен P ∈P (C). Для построения

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. Найти pn := arg max {ρ(p/g*(p,  Pn), p): p∈∂C}. 
Шаг 2. Положить Pn+1 := Pn∩L(u , C), u ∈S(p ,  C). 

В этом методе, в отличие от метода БВ*, весовые коэффициенты 
в выборе pn := arg max {ρ(p, p/g*(p,  Pn))φ(p): p∈∂C} положены тож-
дественно равными единице: φ(p) =  1. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ2 К БАЗОВОМУ МЕТОДУ ВОСПОЛНЕНИЯ (Д2БВ) 
Пусть для С∈C0 и P ∈P (C) построен P ∈P (C). Для построения

P  выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. a). Найти 

pn := arg max {g(u(p), p/g*(p,  Pn)) - g(u(p), p): p∈∂C, 
где u(p)∈S(p, C)}. 

             b). Положить un := u(pn)∈S(pn, C). 
Шаг 2. Положить Pn+1 := Pn∩L(un, C). 

Как и в методе БВ*, здесь просматриваются все лучи, соеди-
няющие начало координат с точками границы тела. Но, в отличие от 
метода БВ*, выбор определяется следующим образом. Для каждой 
точки p границы тела сначала находится некоторая опорная гиперп-
лоскость к телу в точке пересечение луча, соединяющего начало ко-
ординат с точкой тела. Среди них в качестве отсекающей выбирает-
ся опорная гиперплоскость, от которой соответствующая ей по лучу 
точка p/g*(p,  Pn) границы аппроксимирующего многогранника ле-
жит на наибольшем расстоянии. 

Теорема 3.3.4. Пусть C∈C0, P0∈P0
c(C). Тогда MД1БВ и MД2БВ по-

рождают H1(1/ω0(C), C)-последовательности отсечения. 
Доказательство. Пусть {Pn}n=0,1,... есть последовательность мно-

гогранников, порождаемая одним из рассматриваемых методов. Для 
pn и un, определенных в формулировках методов Д1БВ и Д2БВ, по 
лемме 1.3.6  для p’n := pn /g*(pn,  Pn) справедливо 
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n}n=0,1,... есть H(1/ω0(C), C)-последовательность. 
Так как p’n = t(pn, Pn) и un∈S(pn, C), то 

g(un, t(pn, Pn)) - g(un, C) ≥ γδ(Pn, C) 
при γ =1/ω0(C), что характеризует {Pn

ледовательность. 
Теорема 3.3.4 доказана. 

Следствие 3.3.4. Для любого C∈C0  MД1БВ, 
MД2БВ∈Hc

1(1/ω0(C), C). 

Заметим, что следствие 3.3.4 для методов Д1БВ
твенно более сильную оценку, чем следствие 3.3.1 для методов 

БВ*. 

Теорема 3.3.5. Пусть {Pn}n=1,2,... – последовательность много-
гранников, порождаемая методом MД2БВ для C∈C0∩C+

2, P0∈P0
c(C). 

Тогда {Pn}   является асимптотической H (1, C)-
последовательностью отсечения. 

Доказательство. Пусть {Pn}n=0,1,... есть рассматриваемая последо-
вательность многогранников. Прежде всего докажем, что для любо-
го ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что при n≥N для любых  p∈∂C, 
u∈S(p, C),  и p' := t(p, Pn) = p/g*(p, Pn), справедливо 

ρ(p', C) ≤ (1+ε)[g(u, p') - g(u, p)]. 
Обозначим h := g(u, p') - g(u, p). В силу сходимости { n

ина h может быть сделана сколь угодно малой для всех p∈∂C, и 
u∈S(p, C). По лемме 1.3.7 имеем 

2 2  2 1/2(p', C)  [(r + h)  + h  ( 0(C)  – 1)]
статочно малом h. 

Далее, пусть ε задано в условии теоремы и N такое, что при n≥N 
 168 



 169 

ρ(p', C) ≤ (1-ε)-1[g(u, p') - g(u, p)]. 
Тог

p, P )) - g(u(p), p): p∈∂C, u(p)∈S(p, C)}, 
отк δ(Pn, C) ≤ g(un, pn) - g(un, C), где pn и un, определены в 
формулировк

рема 3.3.5 доказана. 

Итак, метод от е асимптотически 
порож 1(1, C)-пос с чения. Таким образом, 
мет бладает  свойствам методов 
УО и УВО2. Из теор текает 

Следствие 3.3.5. MД

 
): p∈∂C, 

n, 

р определяется 

для любых  p∈∂C и u∈S(p, C), p' := t(p, Pn) = p/g*(p, Pn), справедливо 

да 
δ(Pn, C) = max {ρ(t(p, Pn), C): p∈∂C} ≤ 

n≤ (1-ε)-1 max {g(u(p), t(
уда (1-ε) 

е метода Д2БВ. 
Тео

сечен случаия Д2БВ в гладком 
ледовательно ть отседает H

од Д2БВ о  свойствами, аналогичными
мы 3.3.5 непосредственно вые

2БВ∈ H a c
1(1, C0∩C+

2). 

Рассмотрим некоторые примеры двойственных методов к методу 
БО. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ1 К БАЗОВОМУ МЕТОДУ ОТСЕЧЕНИЯ (Д1БО) 
Пусть для С∈C0 и P0∈P0

i(C) построен Pn∈P0
i(C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. Найти pn := arg max {ρ(p, p/g*(p,  Pn)): p∈∂C}. 
Шаг 2. Положить Pn+1 := conv {pn, Pn}. 

В этом методе, в отличие от метода БО*, весовые коэффициенты 
в выборе pn := arg max {ρ(p, p/g*(p,  Pn))φ(p): p∈∂C} положены тож-
дественно равными единице: φ(p) =  1. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ2 К БАЗОВОМУ МЕТОДУ ОТСЕЧЕНИЯ (Д2БО) 
Пусть для С∈C0 и P0∈P0

i(C) построен Pn∈P0
i(C). Для построения 

Pn+1 выполняются следующие процедуры: 
Шаг 1. a). Найти

pn := arg max {g(u(p), p) - g(u(p), C
где u(p)∈S(p/g*(p, Pn), C)}. 

             b). Положить un := u(pn)∈S(pn /g*(pn, C), C). 
Шаг 2. Положить Pn+1 := conv {p Pn}. 

В этом методе, в отличие от метода БО*, выбо
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следующим о тся все лу-
чи, ат с точками границы тела. Для 
каж и границы тела сначала находится некоторая опорная 
гиперплоскость у в точке пе-
ресечения с границей многогранника луча, соединяющего начало 
координат с точкой екающей выбира-
ется опорная гипер твующая ей точка 
тел  наибольшем

Метод Д1БО (Д2БО) о БО (MД2БО). 
Для методов Д ойства, аналогич-

ные свойствам методов  подробно оста-
навливаться вопросе

 следствия

ВОЙСТВЕННЫЙ1 К ЕТОДУ  1 ) 

Пусть для ∈ 0∈  i ∈  e n∈P0
 i(C) и 

Qn∈P0
 e(C). ющие 

бразом: как и в методе БО*, просматриваю
соединяющие начало координ
дой точк

 к аппроксимирующему многогранник

 тела. Среди них в качестве отс
плос тветскость, от которой соо

 расстоянии. а лежит на
бозначим через MД1

1БО и Д2БО можно доказать св
 будем Д1БВ и Д2БВ. Мы не

 на этом . 
Примерами двойственных методов к методу УО являются мето-

ды УВО1 и УВО2, описанные в п. 1.3.3. 
В методе УВО1, в отличие от метода УО*, весовые коэффициен-

ты в выборе pn := arg max {ρ(p, p/g*(p,  C))φ(p): p∈Mt(Pn)} положены 
тождественно равными единице: φ(p) =  1. 

В методе УВО2, как и в методе УО*, просматриваются все лучи, 
соединяющие начало координат с вершинами внешнего многогран-
ника. Но, в отличие от метода УО*, выбор определяется следующим 
образом: для каждой вершины внешнего многогранника сначала на-
ходится некоторая опорная гиперплоскость в точке пересечения с 
телом луча, соединяющего начало координат с данной вершиной. 
Среди них в качестве отсекающей выбирается опорная гиперпло-
скость, от которой соответствующая ей по лучу вершина лежит на 
наибольшем расстоянии. 

Методы УВО1 и УВО2 обладают также более сильными оценка-
ми, чем метод УО* (см. теоремы 1.3.6, 1.3.7 и  1.3.8, 1.3.9). 

Рассмотрим примеры двойственных методов к методу СМ. 

Д М СМ (Д СМ

 С C0 и P P0 (C), Q0 P0 (C) построены P
Для построения Pn+1 и Qn+1 выполняются следу

процедуры: 
ШАГ 1. a). Найти pn := arg max {ρ(p, p/g*(p, Pn)): p∈M t(Qn)}. 
             b). Найти un∈S(pn /g*(pn, C), C). 
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Qn∩

ax {ρ(p, p/g*(p, P ))φ(p): p∈M (Q )} положены то-
ждественно равными единице: φ(p) =  1. 

няются следующие 
проц

. a). Найти pn := arg max {g(u(p), p) - g(u(p), P ): p∈M (Q ), 

             b). Н

ч т *,  следующим 
я

ьш м расстоянии. После этого внешний 
многогранник  пересе-
чения с -

 (M ). 

 
СМ). 

Шаг 2. Построить Pn+1 := conv {pn /g*(pn, C), Pn} и Qn+1 := 
L(un, C). 

В методе Д1СМ, в отличие от метода СМ*, весовые коэффициен-
ты в выборе arg m n  t n

ДВОЙСТВЕННЫЙ2 К МЕТОДУ СМ (Д2СМ) 

Пусть для С∈C0 и P0∈P0
 i(C), Q0∈P0

 e(C) построены Pn∈P0
 i(C) и 

Qn∈P0
 e(C). Для построения Pn+1 и Qn+1 выпол
едуры: 

n  t nШАГ 1
где u(p)∈S(p/g*(p, Pn), Pn)}. 

айти un∈S(pn /g*(pn, C), C). 
Шаг 2. Построить Pn+1 := conv {pn /g*(pn, C), Pn} и Qn+1 := 

Qn∩L(un, C). 

В методе Д2СМ, как и в методе СМ*, просматриваются все лучи, 
соединяющие начало координат с вершинами внешнего многогран-
ника. Но, в отли ие от ме ода УО выбор определяется

 каждой вершины внешнего многогранникаобразом: дл  сначала на-
ходится некоторая опорная гиперплоскость (как правило, единст-
венная) в точке пересечения с внутренним многогранником луча, 
соединяющего начало координат с данной вершиной. Среди них вы-
бирается вершина, от которой соответствующая ей опорная гиперп-
лоскость лежит на наибол е

усекается опорной гиперплоскостью в точке
оответствующего луча с аппроксимируемым телом, а множе

ство вершин внутреннего многогранника пополняется этой точкой. 
Метод Д1СМ  (Д2СМ) обозначим через MД1СМ Д2СМ
В настоящей работе мы не будем отдельно исследовать скорость 

сходимости методов Д1СМ и Д2СМ. Это исследование может быть 
проведено, например, через вычисление изменения объема аппрок-
симирующих многогранников (как это сделано в п. 2.6.4 для метода
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3.3.3. Точные д твенных ме-
тод

нк-
цией, к мето станционной 
функцие  прило-
жений аппроксим енно через опор-

ные двойственные аналоги к двойственным аналогам для 
АМ е в настоящей главе, естественно, сов-
пад

л

танционной функцией, к методам аппроксимации тел, за-
дан

МЕТОДА УТОЧНЕНИЯ ВНЕШНИХ ОЦЕ-
НОК

Шаг 1. a). Н

             φ*1(p) := g(u, C)g(u

рминологии) к методу УВО1 будет 

войственные аналоги для двойс
ов 
До сих пор в настоящей главе мы рассматривали проблему пере-

хода от методов аппроксимации тел, заданных своей опорной фу
дам аппроксимации тел, заданных ди

й. Это определялось тем фактом, что в большинстве
ируемое тело имеет описание им

ную функцию, и наиболее известные методы (такие, как метод УО) 
были рассчитаны именно на такое описание. 

Точ
ПА, рассмотренных выш
ают с исходными методами. 
Однако и для каждого метода из класса двойственного к некото-

рому АМПА отсечения или восполнения можно рассмотреть свой 
точный двойственный аналог. Этот метод, естественно, будет иметь 
сходную с исходным методом структуру, но с точностью до весовых 
коэффициентов, и будет примером испо ьзования теории двойст-
венности для перехода от методов аппроксимации тел, заданных 
своей дис

ных своей опорной функцией. 
В качестве примера приведем точный двойственный аналог для 

метода УВО1. 

ДВОЙСТВЕННЫЙ АНАЛОГ 
 (УВО1*) 
Пусть для С∈C и P0∈P i(C) построен Pn∈P i(C) в виде системы 

линейных неравенств, характеризующих множество M f(Pn). Для по-
строения Pn+1 выполняются следующие процедуры: 

айти un := arg max {(g(u, C) - g(u, Pn))φ*1(u): 
u∈M f(Pn)}, 

                 где 
, Pn).

b). Найти pn∈T(un, C). 
Шаг 2. Построить описание Pn+1 := conv {pn, Pn} в виде системы 

линейных неравенств, характеризующих множество M f(Pn+1). 

Двойственным же (в нашей те



 173 

класс методов сл

 

 f n

) - g(u, Pn))φ*(u,C,Pn): 
∈M f(Pn)}.

 метод Заметим, что метод УО принад-
леж

 такая идея была предложена в [43]. Такой подход, 
использу  для

ьшим значением внешнего радиуса R0(C) тела 
C. Далее мо осполнения 
(наприм функ-
ции полярно подстанов-
кой в качес я дистан-
ционной -
вательност

выберем {(P )*}, описания которых легко получить из описаний 

едующего вида: 

ДВОЙСТВЕНН НИ ЦЕНОК
Пусть для С∈C и P

ЫЙ К МЕТОДУ УТОЧНЕНИЯ ВНЕШ Х О
0∈P i(C) построен Pn∈P i(C) в виде системы 

линейных неравенств, характеризующих множество M (P ). Для по-
строения Pn+1 выполняются следующие процедуры: 

 max {(g(u, CШаг 1. a). Найти un := arg
u

      b). Найти pn∈T(un, C). 
Шаг 2. Построить описание Pn+1 := conv {pn, Pn} в виде системы 

линейных неравенств, характеризующих множество M f(Pn+1). 

Здесь φ*(u,C,Pn) − некоторая заданная функция, определяющая 
конкретный двойственный . 

ит к классу методов, двойственных к УВО1, при φ*(u,C,Pn) = 1. 
Заметим в заключение, что, если свойства и оценки на скорость 

сходимости для двойственного аналога некоторого хаусдорфова ме-
тода (например, УВО1) получаются сразу из теорем 3.2.1-2.4, то ка-
ждый конкретный двойственный метод требует своего отдельного 
исследования. 
3.3.4. Прямо-двойственные методы 

При аппроксимации выпуклых компактных тел, заданных дис-
танционной функцией, могут быть использованы и методы воспол-
нения. Впервые

ющий двойственные методы  решения прямой задачи, 
мы будем называть прямо-двойственным. 

Приведем общее описание прямо-двойственных АМПА. 
Прежде всего, выберем систему отсчета с центром во внутренней 

точке с возможно мен
жет быть использован некоторый метод в

ер, метод УО), основанный на вычислении опорной 
го множества C* (в соответствии с (3.1.3), с 
тве значений опорной функции g(⋅, C*) значени

g*(⋅, C)). В результате аппроксимации получается последо
nь внутренних многогранников {P }. 

В качестве искомой аппроксимирующей последовательности 
n
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необходимо оценить точность аппроксимации многогранниками 
{(Pn)*} исходного тела C. 

Прежде всего, для грубой оценки достигнутой точности можно 
использовать точность аппроксимации многогранником Pn полярно-
го м  3.2.1): 

точн лонения вершин аппроксимирующего 
внешнего от аппроксимируемого тела C, то в 
каче
ρ(p,

Pn)*) = {u/g(u, Pn): u∈M f(Pn)}. 
Итак, ада  на задании 

аппроксимиру е п т быть ис-
пользованы и для ап нных дистанционной 
функцией. В этом способе  метода происходит к 
поля телу. При этом порядок  сходимости останется 
тем нстанта будет, ск щественно хуже. 

Пример реали да на основе ме-
тод тальные исследо-
ван

 (по 
крайней й. 
3.3

1) ией, 
(вписанным) м о но меньшим числом 

2)  аппрокс танционной 

{Pn}, используя соотношения (3.1.1). Проблема состоит в том, что

ножества C* (см. лемму
δ H((Pn)*, C) ≤ R0((Pn)*) R0(C) δ H(Pn, C*). 

Для получения более точной оценки отклонения внешнего мно-
гогранника от аппроксимируемого исходного тела заметим, что по-
ляры к построенным с помощью метода восполнения многогранни-
кам будут описаны своим множеством вершин. Так как искомая 

ость равна максимуму отк
многогранника (Pn)* 

стве её верхней оценки можно взять максимальную из величин 
 p/g*(p,C)) для  

p∈M t((
птивные методы восполнения, основанные
емого тела чер з о орную функцию, могу

проксимации тел, зада
, о н д тацияд ако, а ап

 скоростирному 
же, а ко орее всего, су

зации прямо-двойственного мето
о эксперимена УО приведен в [88]. Заметим, чт

ния, проведен ые в классе эллипсоидов, показали, что зависи-
мость эффективности прямо-двойственного метода УО от асферич-
ности аппроксимируемых тел выше, чем теоретические оценки

 мере, в гладком случае), однако остается значительно
.5. Комбинированные (двухфазные) методы решения 

смешанных задач 
До сих пор в работе рассматривалась однородная задача полиэд-

ральной аппроксимации ВКТ в двух двойственных постановках: 
аппроксимировать тело, заданное своей опорной функц

н
вершин; 

гогранником с возмож

имировать тело, заданное своей дис
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нным  
(прямым) описан анных прямым 
(дв

оей  функ-
м чис-

лом ; 

ирующий многогранник   вписанным (описанным), 
то для  ви-

может 
быть сначал  помощью 
опт

∈P (C): δ(P , C) ≤ ε1. Далее для многогранника P  применяется 
какой-либо оп тод восполне-
ния (например, У ения в этом слу-

зывает затруднений, так как многогранник Pn имеет не 
слишком большое числ тодах УВО, или УО*, 

ми вершинами) и вы-
числение его оп но стандартны-

 методами. Пусть в результате применения метода восполнения 
 многог n трудно видеть, 

инадлежит ни 

функцией, (описанным) многогранником с возможно меньшим 
числом гиперграней. 

Смешанная задача построения многогранников с двойстве
ием при аппроксимации тел зад

ойственным) способом имеет две следующие постановки: 
1) аппроксимировать тело, заданное св дистанционной

цией, (вписанным) многогранником с возможно меньши
 вершин

2)  аппроксимировать тело, заданное своей опорной функцией, 
(описанным) многогранником с возможно меньшим числом 
гиперграней. 

Сразу заметим, что методов решения смешанной задачи в нашей 
теории нет. Однако, если отказаться от требования, что аппрок-
сим должен быть

ть использован её решения могут бы ы последовательно (в
вух фаз) методы решения двух двойственных однородных задде д ач. 

Впервые такая идея была предложена А.В.Лотовым и использована 
в работе [91]. Приведем краткое описание этого подхода. 

Для решения третьей задачи аппроксимируемое тело C 
а приближено с внешним многогранником с

имальных по порядку числа гиперграней аппроксимирующего 
многогранника методов отсечения (например, УВО, или УО*, или 
прямо-двойственный УО). Пусть на этом этапе построен многогран-
ник Pn  c n n

тимальный по порядку числа вершин ме
О). Использование метода восполн

чае не вы
о гиперграней (а в ме

или прямо-двойственном УО, задан еще и свои
орной функции может быть проведе

ми
строится ранник Qn∈P i(Pn): δ(Q , Pn) ≤ ε2. Не
что 

nδ(Q , C) ≤ max{ε1, ε2}, 
что и решает рассматриваемую смешанную задачу. 

Заметим, что построенный многогранник Qn не пр
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одному из классов P i(C) или P c(C), и, кроме того, двухфазный метод 
не является бесконечно-продолжимым: если первая фаза (аппрокси-
мация исходного тела внешним многогранником) может быть про-
дол

в этом случае 

ка методов восполнения (например, УО). Далее для 
многогранника Pn применяется какой-либо оптимальный по порядку 
числ ва-

ет не слишком большое число вершин (а в 
методе УО задан еще и своими пергранями) и вычисление его 
дис

принадле
у  того, двухфаз-

ный метод в т я бесконечно-
продолжимым

и
описания выпуклой оболочки большого 

чис .4). 

и). 
Для решения этой проб предложен метод "Сбли-

жена для повышения точности, то вторая фаза (аппроксимация 
внешнего многогранника внутренним) должна быть 
вып лно ена заново. 
Для решения четвертой задачи аппроксимируемое тело C может 
быть сначала приближено с внутренним многогранником с помо-
щью оптимальных по порядку числа вершин аппроксимирующего 
многогранни

а гиперграней метод отсечения (например, УВО). Использо
ние метода отсечения в этом случае не вызывает затруднений, так 
как многогранник Pn име

ги
танционной функции может быть проведено стандартными ме-

тодами. 
Заметим, что, как и в случае двухфазного метода решения треть-

ей смешанной задачи, построенный многогранник Qn не -
жит ни одном из классов P i(C) или P c(C), и, кроме

э о яетсм случае также не явл
. 

В [90] приведен пример использования двухфазного метода (в 
совокупности с  прямо-двойственным спользованием метода УО) 
для построения экономного 

ла точек (см. также п. 5.4

3.4. Самодвойственные оптимальные АМПА 
3.4.1. Необходимость разработки самодвойственных мето-
дов 

Во многих приложениях важное значение также имеет проблема 
построения аппроксимации с минимально возможным числом задач 
выпуклой оптимизации на аппроксимируемом множестве (с мини-
мальным числом вычислений его опорной или дистанционной 
функци

лемы в [41] был 
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ется парой из вписанного и опи-
сан

а добавляется одна гипер-
грань. В методе СМ вм опорной функции ап-

 только одно значение опорной 
нкции кой особенности, 

у модифицировать так, чтобы они 

ку 

роксимации, когда аппроксимируе-

жающихся Многогранников" (СМ) (см. параграф 1.4). В этом методе 
аппроксимируемое тело приближа

ного многогранников. На каждой итерации к множеству вершин 
вписанного многогранника добавляется одна вершина и к множеству 
гиперграней описанного многогранник

есто расчета значений 
проксимируемого тела существенно используются оценки значения 
опорных функций аппроксимирующих многогранников.   Поэтому 
на каждой итерации вычисляется
фу  аппроксимируемого тела.  Благодаря та
метод СМ в гладком случае оказывается оптимальным не только по 
числу вершин внутреннего и числу гиперграней внешнего много-
гранников, но и по числу вычислений опорной функции аппрокси-
мируемого тела (теорема 2.6.31). К сожалению, для негладких тел 
оптимальной по порядку скорости сходимости по указанным пара-
метрам получить не удается. 

На основе теории двойственности АМПА, рассмотренных в на-
стоящей главе, можно установить причину сложностей при получе-
нии оптимальных оценок скорости сходимости метода СМ или 
двойственных к нему СМ* или Д1СМ И Д2СМ. Дело в том, что эти 
методы, по-видимом , невозможно 

 отсеч  Вместепорождали Н1-последовательности ения.  с тем, на ос-
нове комбинации адаптивных схем, порождающих Н1-
последовательности отсечения и восполнения, можно сформулиро-
вать самодвойственные методы, т.е. методы, сочетающие в себе ме-
тоды из двойственных H1-классов. 

В настоящем параграфе сформулированы самодвойственные ме-
тоды, в которых на каждой итерации вычисляются значения как 
опорной, так и дистанционной функции аппроксимируемого тела. 
Для самодвойственных методов в общем случае (т.е. как для глад-
ких, так и для негладких тел) доказаны их оптимальность по поряд-

числа вершин внутреннего и гиперграней внешнего аппроксими-
рующих многогранников, а также числа вычислений опорной и дис-
танционной функций аппроксимируемого тела. 

Заметим, однако, что метод СМ или двойственные к нему мето-
ды сохраняют свою актуальность в смысле минимизации числа 
«экспериментов с объектом» апп
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мое

з метода 
СМ

 

Рассмат  в пер-
вой н нове 
информ и  основе 
информа , что, в 
отличие  каж-
дой ите , 

САМОДВОЙСТВЕННЫЙ1 МЕТОД (СМД1) 

 
 Для построения Pn+1 и Qn+1 выполняются следующие про-

цед

положить P  := P . 

 тело задано только своей опорной или только дистанционной 
функциями (по крайней мере в гладком случае). 
3.4.2. Описание самодвойственных методов 

В настоящем параграфе мы определим две реализации самодвой-
ственного метода, сочетающие в себе схему восполнения и

 и схему отсечения из метода Д1СМ. Аналогично могут быть оп-
ределены реализации самодвойственного метода, сочетающие в себе 
схему восполнения из метода СМ и схему отсечения из метода 
Д2СМ. 

риваемые нами реализации различаются тем, что
аправление уточнения аппроксимации производится на ос
ац и для гиперграней внутреннего, а во втором – на

рции для вершин внешнего многог анников. Заметим
е от метода СМ, самодвойственны  методы требуют на

ра и  р ения задачи нахождения значений ц и еш как опорной
так и дистанционной функции аппроксимируемого тела. 

Пусть задан пороговый параметр метода λ, 0 < λ < 1 (о выборе 
его значения см. замечание в конце параграфа). 

Пусть для С∈C0 и P0∈P0
i(C), Q0∈P0

c(C) построены Pn∈P0
i(C) и

Qn∈P0
c(C).

уры: 
a). Найти vn∈M f(Pn) и  qn∈T(vn, Qn), где 

vn := arg max {g(u, Qn) - g(u, Pn): u∈M f(Pn)}. 
b). Найти pn∈T(vn, C). 
c). Если 

g(vn, pn) - g(vn, Pn) ≥ λ [g(vn, Qn) - g(vn, Pn)], 
     то 

построить Pn+1 := conv {pn, Pn}, 
положить Qn+1 := Qn, 

     иначе 
найти un∈S(qn/g*(qn, C), C), 

построить Qn+1 := Qn∩L(un, C), 
n+1 n
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Таким образом, в этом методе сначала в  нормалей к 
гиперграням внутреннего многогранника находится направление vn 

ся вершина внешнего многогранника qn, на которых 
 отклонение между внешним и внутрен-

(qn, C) пересечения луча, соединяющего начало коорди-
нат с вершиной внешнего многогранника qn,  аппроксими-
руемого тела. В найденной точке находится  нормаль un, и 
внешний  у  

, Pn)

n

n

естве вершин 
внеш -

 множестве

и определяет
достигается максимальное
ним многогранниками.  Далее, в направлении vn находится опорная 
гиперплоскость к аппроксимируемому телу и точка касания pn. Если 
эта точка находится на достаточно большом, сравнительно с откло-
нением многогранников, расстоянии от внутреннего многогранника 
(определяется параметром λ), то pn присоединяется к множеству 
вершин внутреннего многогранника. В противном случае находится 
точка qn/g*

и границы
внешняя

 многогранник секается опорной гиперплоскостью тела с
этой нормалью. 

САМОДВОЙСТВЕННЫЙ2 МЕТОД (СМД2) 

Пусть для С∈C0 и P0∈P0
i(C), Q0∈P0

c(C) построены Pn∈P0
i(C) и 

Qn∈P0
c(C). Для построения Pn+1 и Qn+1 выполняются следующие про-

цедуры: 
a). Найти qn∈M t(Qn) и  vn∈S(qn/g*(qn , Pn), где 

qn := arg max {ρ(p, p/g*(p, Pn)): p∈M t(Qn)}. 
b). Найти un∈S(qn/g*(qn, C), C). 
c). Если 

ρ(qn, qn/g*(qn, C)) ≥ λ ρ(qn, qn/g*(qn, Pn)), 
     то 

построить Qn+1 := Q ∩L(un, C), 
1 nположить Pn+  := P , 

     иначе 
найти pn∈T(vn, C), 

построить Pn+1 := conv {pn, Pn}, 
положить Qn+1 := Q . 

Таким образом, в этом методе сначала в множ
него многогранника находится точка qn, на которой (вдоль лу

ча, исходящего из началом координат) достигается максимальное 
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ним и внутренним многогранниками. В точ-
ке пересечения границ ника и луча, соеди-
няющего qn с начало нешняя нормаль vn.  

) пересечения границы аппроксимируемого 
тела  q

значим через MСМД1 (MСМД2). 

отклонение между внеш
ы внутреннего многогран
м координат, находится в

Далее, в точке qn/g*(qn, C
 и луча, соединяющего n с началом координат, находится 

внешняя нормаль un. Если точка qn/g*(qn, C) находится на достаточ-
но большом, сравнительно с отклонением многогранников, расстоя-
нии от внешнего многогранника (определяется параметром λ), то 
внешний многогранник усекается опорной гиперплоскостью тела с 
нормалью un. В противном случае находится точка pn касания ап-
проксимируемого тела и опорной гиперплоскости с нормалью vn, и 
множество вершин внутреннего многогранника пополняется этой 
точкой. 

Метод СМД1 (СМД2) обо
Двумерная иллюстрация метода СМД1 представлена на рис. 

3.4.1. 

 un

 C

 Qn

 Pn

 vn

 qn

 pn  0

 
Рис. 3.4.1. Первый Самодвойственный метод 

3.4.3. Скорость сходимости самодвойственных методов 
В настоящем пункте будет исследована скорость сходимости са-

модвойственных методов. Мы ограничимся исследованием метода 
СМД1. Заметим, что метод СМД2 будет иметь аналогичные свойства. 

Теорема 3.4.1. Пусть {(Pn, Qn)}n=1,2,... – последовательность пар 



многогранников, порождаемая методом СМД1 для C∈C0, P0∈P0
i(C), 

Q0∈P0
c(C). Тогда 

0),(lim =
∞→

nn

n
QPδ . 
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, Q ) } r(P ) / R(C). 
Хо

 

n 1 n 1 1

 u ∈S(q' , C) выполняется 

Доказательство. В случае С∈P  утверждение теоремы, очевид-
но, выполняется. Пусть С∉P. Тогда δ(Pn, Qn) > 0 для любого n. По 
теореме 1.3.2 для любых С∈P  и P∈P i(C) имеем 

max {g(u, C) - g(u, P): u∈M f(P)} ≥ δ(C, Pn) / ω(P).               (3.4.1) 
Поэтому 

max {g(u, Qn) - g(u, Pn): u∈M f(Pn)} ≥ δ(Qn, Pn) / ω(Pn) ≥ 
≥ max {δ(C, Pn), δ(C n 0

тя бы одна из последовательностей {Pn}n=1,2,... или {Qn}n=1,2,... имеет 
бесконечное число различных членов. Пусть это – последователь-
ность {Pn}n=1,2,.... Если выделить из {Pn}n=1,2,... подпоследовательность 
с различными членами, то получим последовательность {P1

n}n=1,2,... 
со свойством 

g(vn, pn) - g(vn, P1
n) ≥ λ δ(P1

n, C) r(P0) / R(C). 
Итак, {P1

n}n=1,2,... есть H1(γ1, C)-последовательность восполнения с 
константой γ1 := λr(P0)/R(C), откуда следует сходимость к нулю ве-
личины δ(P1

n, C), а, следовательно, и δ(P1
n, Q1

n), где Q1
n – соответст-

вующие P1
n внешние многогранники. Действительно, из (3.4.1) и 

описания метода вытекает 
δ(P1

n, Q1
n) ≤ ω(Pn)[g(vn, Q1

n) - g(vn, P1
n)] ≤ 

≤ ω(P1
n)[g(vn, pn) - g(vn, P1

n)]/λ ≤ R(C)δ(P1
n, C)/(λr(P0)), 

откуда в силу монотонности по включению аппроксимирующих 
многогранников следует  утверждение теоремы. 

Совершенно аналогично, пусть бесконечной является последова-
тельность {Qn}n=1,2,..., {Q1

n}n=1,2,... – ее подпоследовательность с раз-
личными членами и P1

n – соответствующие Q1
n внутренние много-

гранники. Тогда, с учетом (3.4.1) для q'n := qn/g*(qn, C), справедливо
ρ(qn, q'n) ≥ [g(vn, Q1

n) - g(vn, P1
n)] - [g(vn, pn) - g(vn, P1

n)] ≥ 
≥ (1-λ) [g(v , Q n) - g(v , P n)] ≥ (1-λ) δ(Q n, C) r(P0) / R(C), 

причем для n n

ρ(qn, q'n) ≤ ω0(C)[g(un, qn) - g(un, C)]. 
Поэтому {Q1

n}n=1,2,... будет H1(γ, C)-последовательностью отсече-
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ния с константой γ2 := (1-λ)r(P0)/(R(C)ω0(C)), отку

n 1

1 n n 1 ω0(C)δ(Q1
n, C)/(1-λ) ≤ 

≤ ω0(C)R(C)δ(Q1
n, C)/((1-λ)r(P

Отсюда в силу монотонности по включению

.4.1 доказана. 

1 a

1 2
( ) асимптотиче-

ски близкую величину ω(C). 
Следствие 3.4.1 доказано. 

или отсечения. Тогда, согласно теоремам 
2.3.1 и 2.5.10, существует номер N такой, что пр  n≥N справедливо 

да следует сходи-
мость к нулю величины δ (Q1

n, C), а, следовательно, и δ(P1
n, Q1

n): 
δ(P1

n, Q1
n) ≤ ω(Pn)[g(vn, Q1

n) - g(v , P n)] ≤ 
≤ ω(P n)ρ(q , q' )/(1-λ) ≤ ω(P n)

0)). 
 аппроксимирующих 

многогранников и в этом, втором, случае вытекает утверждение тео-
ремы. 

Теорема 3

Следствие 3.4.1. Пусть {P1
n}n=1,2,...  и {Q1

n}n=1,2,... – подпоследова-
тельности внутренних и внешних многогранников с различными 

∈ 0∈ iчленами, порождаемые методом СМД1 для C C0, P P0 (C), 
Q0∈P0

c(C). Тогда они являются асимптотическими H (γ , C)-
последовательностью восполнения с γa := λ/ω(C) и H1(γc, C)-
последовательностью отсечения с γc := (1-λ)/[ω(C)ω0(C)], соответ-
ственно. 

Доказательство. Достаточно ограничиться рассмотрением части 
последовательности, начиная с n=N, и  в константы γ  и γ  из доказа-
тельства теоремы 3.4.1 подставить вместо R PN)/r(C

Пусть C∈C и {Pn}n=0,1,... есть асимптотическая H1(γ, C)-последова-
тельность восполнения 

и
δH(Pn, C) ≤ (1+ε)λ9(γ, C) k(n)2/(1-d),                        (3.4.2) 

где k(n) есть n или mt(Pn) (для последовательности восполнения),  
или  mf(Pn) (для последовательности отсечения) и 

1
2

1−
⎥
⎦

⎢
⎣ dπγ

.                            (3.4.3) 

последовательность

9
(16:),(

−⎤
=

d
ddCRC πγλ

 
пар е

 N 

) ⎡

Следствие 3.4.2. Пусть {(Pn, Qn)}n=1,2,... – 
 многогранников, порожда мая методом СМД1 для C∈C0, 

P0∈P0
i(C), Q0∈P0

c(C). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, существует
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та

в (3.4.3), константы γa и γc опре-
делены в формулировке следствия 3.4.1

Доказательство. Утверждение следствия

оч  касания из множе-
ства T(u, C), а также при вычислении дистанционной функции тела 

, C) – некоторая внешняя нормаль из множества S(u/g*(u, C), 
C)). Число задач выпуклой оптимизации на множестве C, необходи-

Qn)}n=1,2,... – последовательность пар 
многогранников, порождаемая методом СМД ля C∈C0, P0∈P0

i(C), 
0

c(C). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, существует N такое, что 
при n≥N справедливо 

(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ9(λ/ω(C), C) (mt(Pn))-2/(d-1), 
δ H(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ9((1-λ)/(ω(C)ω0 )), C) (mf(Qn))-2/(d-1), 

Q ) ≤ (1+ε)λ (1/ω(C), C)ψ(λ, C) k (n) , 

кое, что при n≥N справедливо 
δ(Pn, C) ≤ (1+ε)λ9(γa, C)(m t(Pn))-2/(d-1), 
δ(Qn, C) ≤ (1+ε)λ9(γc, C)(m f(Qn))-2/(d-1),  

где константа λ9(γ, C) определена 
. 

 для m t(Pn) и m f(Qn) вы-
текает из следствия 3.4.1 и (3.4.2)-(3.4.3). 

Следствие 3.4.2 доказано. 

Для получения оценок совместной сходимости аппроксимирую-
щих многогранников друг к другу по числу итераций, числу вершин 
внутренних и гиперграней внешних многогранников, а также по 
числу вычислений опорной и дистанционной функции требуется 
более подробный анализ. 

Обозначим через mg(P) и mg*(P) число вычислений опорной и 
дистанционной функции  тела C, соответственно, необходимое для 
построения аппроксимирующего многогранника P. Для определен-
ности, будем считать, что при вычислении опорной функции тела 
g(u, C) находится одновременно некоторая т ка

g*(u

мое для построения аппроксимирующего многогранника P, обозна-
чим через mopt(P). Ясно, что в нашей постановке mopt(P) = mg(P) + 
mg*(P). 

Теорема 3.4.2. Пусть {(Pn, 
1 д

Q0∈P

δ H

(C
δ H(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ9(1/ω(C), C)ψ(λ, C) n-2/(d-1), 

δ H(Pn, n -2/(d-1)
9 1

δ H(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ9((1-λ)/(ω(C)ω0(C)), C) k2(n)-2/(d-1), 
δ H(Pn, Qn) ≤ (1+ε)λ9(1/ω(C), C)ψ1(λ, C) k3(n)-2/(d-1), 
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g(Pn) или mg(Qn), k2(n) есть mg*(Pn) или mg*(Qn), k3(n) 
есть mopt(Pn) или mopt(Qn), константа λ (γ, C) определена в (3.4.3), и 
где k1(n) есть m

9

1
222 )1()(

−

⎥
⎤

−+
d

C λω , 

2
111 −−−⎡ ddd

0
⎥⎦⎢⎣

:),( ⎢=C λλψ

1
2

2
1

2
1

0
2

1

1 )1()(2:),
−−−−

⎥
⎥
⎦

⎤

⎢
⎢
⎣

⎡
−+=

dddd

CC λωλ . 

Доказательство. Пусть β > 0. Поставим в соответствие последо-
вательности

(λψ

 пар многогранников {(Pn, Qn)}n=0,1,... , порождаемой рас-
ельность пар множеств точек 

1

Pn) / ω(Pn). 

Обозначим z  := p  ∈Z n и z = p + βv, где 

 ρ(zn, z) ≥ β√2. Пусть <un, v> > 0 и p' := t(pn-1, 
Pn-1). Тогда по лемме 2.3.1 имеем 

|| zn - z||2 ≥ β [g(vn, pn) - g(vn, Pn)] ≥ βλ [g(vn, Qn) - g(vn, Pn)] ≥ 

сматриваемым методом, последоват
{Z n n, Z2 }n=0,1,... по следующему правилу: 
1) Z1

0 := {p + βu(p): p∈M (P )} для некоторого набора направлений t 0

{u(p)∈S(p, C): p∈Mt(P0)}, 

Z2
0 := {p(u) + βu: u∈Mf(Q0)} для некоторого набора точек 

{p(u)∈T(u, C): u∈Mf(Q0)}; 
2) Если (n=0,1,2,...) 

g(vn, pn) - g(vn, Pn) ≥ λ [g(vn, Qn) - g(vn, Pn)], 
то 

Z1
n+1 := {pn + βvn}∪Z1

n, 
Z2

n+1 := Z2
n, 

иначе 
Z1

n+1 := Z1
n, 

Z2
n+1 := {qn/g*(qn, C) +β un}∪Z2

n. 
Очевидно, что Z1

n, Z2
n ⊂ ∂(C+βB). 

1). Пусть g(vn, pn) - g(vn, Pn) ≥ λ [g(vn, Qn) - g(vn, Pn)]. По теореме 
1.3.2 имеем  

max {g(u, Qn) - g(u, Pn): u∈M f(Pn)} ≥ δ(Qn, 

+ βv , v ∈Mn n n n 1

p∈M

 f(Pn). Пусть z
t(Pn), v∈S(p, C) и p∈T(v, C). 
Если < vn, v> ≤ 0, то
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≥ βλ [δ(Qn, Pn)/ω(Pn)]. 
Поэтому для лю 1

n справедливо 
ρ(z, zn) ≥ min {β√2, [βλδ(Qn, Pn)/ω(Pn)]1/2}. 

≥ 

(
Поэтому по л  справедли-

≥ min {β√2, [β(1 ω0(C)δ(Qn, Pn)}. 
ом, с уч  3.4.1, полу-
 лю ое, что при n≥n2 

Z1  = m (P ) и card Z2  = m (Q ). В слу-
полняется. Пусть С∉P. 
ления метода вытекает, 

что

и 

ы 2.3.6. 

бого z∈Z

Таким образом, с учетом сходимости метода по теореме 3.4.1, полу-
чаем, что для любого ε1, 0 < ε1 < 1, существует n1 такое, что при n≥n1 
множество Z1

n+1 , а тем более Z1
n, есть база τ1(n)-упаковки, где 

τ1(n) := (1-ε1)[βλδ(Qn, Pn)/ω(C)]1/2/2. 
2). Пусть наоборот, g(vn, pn) - g(vn, Pn) < λ [g(vn, Qn) - g(vn, Pn)]. 

Пусть q'n := qn/g*(qn, C) = t(qn, C).  Так как 
ρ(qn, q'n) ≥ [g(vn, Qn) - g(vn, Pn)] - [g(vn, pn) - g(vn, Pn)] 

≥ (1-λ) [g(vn, Qn) - g(vn, Pn)], 
то по теореме 1.3.2 имеем ρ(qn, q'n) ≥ (1-λ)δ(Qn, Pn)/ω(Pn). Но для 
un∈S(q'n, C) справедливо 

δ Qn, Pn) ≥ g(un, qn) - g(un, C) ≥ ρ(qn, q'n) / ω0(C). 
nемме 2.3.3 получаем, что для любого z∈Z2

во 
ρ(z, q'n + βun) ≥ 
n n-λ)δ(Q , P )/(ω(Pn)ω0(C))]1/2 - 

етом сходимости метода по теоремеТаким образ
чаем, что для бого ε2, 0 < ε2 < 1, существует n2 так
множество Z2

n+1 , а тем более Z2
n, есть база τ2(n)-упаковки, где 

τ2(n) := (1-ε1)[β(1-λ)δ(Qn, Pn)/(ω(C)ω0(C))]1/2/2. 
3). Заметим далее, что card 0  t 0 0  f 0

чае С∈P  утверждение теоремы, очевидно, вы
Тогда δ(Pn, Qn) > 0 для любого n, и из опреде

 
card Z1

n + card Z2
n = m t(P0) + m f(Q0) + n, 

mt(Pn) ≤ card Z1
n, m f(Pn) ≤ card Z2

n. 
Поэтому 

n < card Z1
n + card Z2

n. 
Так как Zn∈∂(C+βB), то, согласно лемме 2.3.6, 

m t(Pn) ≤ card Z1
n ≤ N1(τ1(n), R(C)+β) 

m f(Qn) ≤ card Z2
n ≤ N1(τ2(n), R(C)+β), 

где функция N1(⋅, ⋅) определена в формулировке лемм
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Из этих неравен боре величин ε1 и 
N ( ц

ств, при соответствующем под
т.е. малости δ(QN, PN)), получаем для m t(Pn) о енку 

2)1/(2

)1/(2
)())((2

)(
1),( ⎥

⎤
⎢
⎡ +⎤

⎢
⎡+

≤
−

−

ωβ
π

πεδ
CCRd

Pm
PQ

d
d

dnt
nn . 

1 ⎢⎣⎦⎣ − βλd ⎥⎦
⎥

миниму  при  β = R(C), 
n

е величин ε1, ε2 и N (т.е. мало-
сти аем 

В последней скобке м достигается
что доказывает утверждение теоремы для mt(P ). 

 Далее, при соответствующем подборе величин ε2 и N 
(т.е. малости δ(QN, PN)), получаем совершенно аналогично (с 
заменой λ на 1-λ и ω(C) на ω(C)ω0(C))  утверждение теоремы 
для m f(Pn). 

Далее, 
n < card Z1

n + card Z2
n ≤ N1(τ1(n), R(C)+β) + N1(τ2(n), R(C)+β). 

Откуда, при соответствующем подбор
 δ(QN, PN)), получ

2)1/(2
(2⎡−
R

d

1

)())(
)

⎥
⎥
⎦

⎤
⎢

+

⎦⎣ − β
ωβ CC

d
. 

 

 
n

n n

 

ная . Поэтому
ляе

)1/(2 ,(1),( ⎥
⎤

⎢
⎡+

≤ − λψ
π

πεδ Cd
n

PQ d
d

nn

⎢⎣
В последней скобке минимум достигается также при  β = 

R(C), что доказывает утверждение теоремы для n. 
Нетрудно видеть из описания метода и определения множеств 

Z1
n и Z2 , что 

mg(Pn) = mg(Qn) ≤ card Z1
n + card Z2

n, 
g* n g*m (P ) = m (Q ) ≤ card Z2 . 

mopt(Pn) = mopt(Qn) ≤ card Z n + 2 card Z n, 1 2
Поэтому утверждения для mg, mg* и mopt доказываются совершенно 
аналогично. 

Теорема 3.4.2 доказана. 

В верхние оценки зависимости погрешности от числа вершин
аппроксимирующих многогранников входит обратная зависимость 
от параметра λ. В верхние оценки зависимости погрешности от чис-
ла гиперграней аппроксимирующих многогранников входит обрат-

λ зависимость от параметра 1-  параметр метода позво-
т регулировать оценку скорости аппроксимации по числу вершин 
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 достигается при значении пара-
метра 

λ0 := 1/(1+ω0(C)), 
для которого верхние оценки зависимости погрешности от числа 
вер

 
вычислений опорной функции, имеет мини-

мум
λ* := [1+ω0(C)(d-1)/(d+1)]-1, 

однако этот миниму плохие оценки по-
луч

1+ω0(C)(d-1)/2]2/(d-1), 
при

ой оценки. 
Итак, как показывае з, при больших значе-

и

 сходимости  
уклой оптимизации, имеет минимум при 

значении

минимум оценки доставляет величина λ = [1+22/(d+1)]-1. 
Вообщ чени-
ях асферичности  для уменьшени числа решений задач выпуклой 
оптимизации на аппр  на практике выби-
рат

итераций
им образом, исходя из полученных оценок, параметр методов 

позволяет регулирова по числу вершин за 

за счет оценки скорости аппроксимации по числу гиперграней. Не-
трудно видеть, что баланс оценок

шин и гиперграней совпадают. 
Функция ψ(λ, C), входящая в оценку скорости сходимости по

числу итераций и числу 
 при значении параметра λ, равном 

м является очень пологим, и 
аются лишь при значениях λ, близких к 0 или 1. Выбор парамет-

ра λ=1/2, т.е. значение 
ψ(1/2, C) = 2[

 ω0(C) = 1 (т.е. при аппроксимации шара) является оптимальным 
с точки зрения полученн

т проведенный анали
ния асферичности для увеличения скорости сходимости по числу 
тераций и числу вычислений опорной функции следует на практи-
ке выбирать значение параметра λ метода СМД1 несколько меньшим 
½. 

Функция ψ1(λ, C), входящая в оценку скорости  по
числу решений задач вып

 параметра 
λ1* := [1+22/(d+1)ω0(C)(d-1)/(d+1)]-1. 

При аппроксимации шара (т.е. при ω0(C) = 1) выбор параметра λ=1/2 
уже не является оптимальным с точки зрения полученной оценки. В 
этом случае 

е, как показывает проведенный анализ, при больших зна
я 

оксимируемом теле следует
ь значение параметра λ метода СМД1 несколько меньшим, чем 

для уменьшения верхней оценки зависимости погрешности от числа 
. 

Так
ть скорость сходимости 
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сче
 сходимости нуждается в 

дополнительном экспе нии по типу исследо-
ренных в главе 5. 

едовательность 
пар многогра  для C∈C , 
P0∈

Pn, Qn) ≤ (1+ε)σ(C)λ9(λ/ C), C) (mt(Pn))-2/(d-1), 
δ S n, Qn) ≤ (1 mf(Qn))-2/(d-1), 

δ S( n n) ≤ ε σ )λ ω C C) λ, C) -2/(d-1), 
 S ), 

λ /( ( (n)-2/(d-1), 
 S n n)-2(d-1), 

где g(Qn), k2(n) есть mg*(Pn) или mg*(Qn), k3(n) 
ест
к и теоремы 
3.4.2. 
3.4

В настоящем п чае C∈C0 опти-
мал

ции аппроксимируемого тела. 
Кроме оптимальность
лен
р  аппроксимируемом теле задач выпуклой оптимизации. 

т скорости сходимости по числу гиперграней, и наоборот. Реаль-
ное влияние параметра методов на скорость

риментальном исследова
ваний, рассмот

Теорема 3.4.2 описывает сходимость метода СМД1 в метрике 
Хаусдорфа. Используя асимптотическую связь (1.2.8) между точно-
стью в метрике Хаусдорфа и точностью в метрике объема симмет-
рической разности, мы сразу (см., например, следствие 3.4.1 и лемму 
2.3.8) получаем сходимость метода СМД1 и в этой метрике. 

Следствие 3.4.3. Пусть {(Pn, Qn)}n=1,2,... – посл
нников, порождаемая методом СМД1 0

P0
 i(C), Q0∈P0

 e(C). Тогда для любого ε, 0 < ε < 1, существует N 
такое, что при n≥N справедливо 

δ S( ω(
(P +ε)σ(C)λ ((1-λ)/(ω(C)ω (C)), C) (9 0

P , Q  (1+ ) (C (1/ ( ), ψ( n9

δ (
δ

Pn, Qn) ≤ (1+ε)σ(C)λ (1/ω(C), C)ψ(λ, C) k (n)9 1
-2/(d-1

 S(Pn, Qn) ≤ (1+ε)σ(C) 9((1-λ) ω(C)ω0 C)), C) k2
n ≤ ε σ(C)λδ (P , Q )  (1+ )

 k
9(1/ω(C), C)ψ1(λ, C) k3(

1(n) есть mg(Pn) или m
ь mopt(Pn) или mopt(Qn), константа λ9(γ, C) определена в (3.4.3), и 

онстанты ψ(λ, C) и ψ1(λ, C) определены в утверждени

.4. Оптимальность и эффективность самодвойственных 
методов 

ункте будет доказана в общем слу
ьность самодвойственных методов по порядку числа вершин 

внутреннего многогранника, гиперграней внешнего многогранника 
и числа вычислений опорной функ

 того, будет доказана  по порядку числа вычис-
ий дистанционной функции аппроксимируемого тела и числа 

ешаемых на
Пусть C*⊂C. Напомним (см. п. 0.1.3), что МПА называется опти-

мальным по порядку числа вершин (гиперграней, вычислений опор-
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 он порождает 
пос =0,1,… такую, что для любого s>0 такого, 
что 

ной и дистанционной функции и задач оптимизации аппроксими-
руемого тела) для класса C*, если для любого C∈C*

ледовательность  {Pn}n

s
sdC

m m
C ,,,const

),( δδ ≤P , 

справедливо 

sn
sdCn

Pm
PC

)(
),( ,,, δδ ≤ . 

Напомним, что в п. 0.1.3 был определен класс ВКТ C  := C((d-1)/2), 
для которого порядок чшаем

const'

#

ым. Согласно 
(0.1

 2/(d-1) является неулу
.22), для того, чтобы некоторый метод был оптимален по поряд-

ку в классе C#, необходимо и достаточно, чтобы для любого тела 
C∈C#  в порождаемой методом последовательности {Pn}n=0,1,… вы-
полнялось 

)1/(2)( −dnPm
,,const

),( ≤ dCnPC δδ . 

Теорема 3.4.3 сдо. MСМД1 оптимален в метриках Хау
а и по порядку числа верш

рфа и объе-
ин внутренних 

азательство. Пусть {(Pn, Qn)}n=0,1,2,... есть последовательность 
пар   γ 
для C∈ 0, P Хаусдорфа 

4.2 (следствию 
3.4.3), для любого ε, акое, что при n≥N 

где  k(n) есть n, mt mopt(Pn),  mg(Qn), 
mg*

3). 

ма симметрической р зност
многогранников ги, числа перграней внешних многогранников, числа 
вычислений опорной и дистанционной функций аппроксимируемого 
множества и числа задач оптимизации, решаемых на аппроксими-
руемом множестве, для класса C0∩C#. 

Док
 многогранников, порождаемых методом СМД1 с параметром

C 0 0

(объема симметрической разности) по теореме  3.

0∈P  i(C), Q0∈P  e(C). Тогда, в случае метрики 

0 < ε < 1, существует N т
справедливо 

δ (Pn, Qn) ≤ (1+ε)λСМД1(γ, C) k(n)2/(1-d), 
(Pn), mf(Qn), mg(Pn), mg*(Pn), 

(Qn) или mopt(Qn), и константы λСМД1(γ, C) для каждого варианта 
k(n) определены в утверждении теоремы 3.4.2 (следствия 3.4.
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Обозначим
(C):= max{(1+ε) λ (γ, C), δ(P , C) k(P ) : n=0,1,2,...,N} 

для  k(n), ра

для  k(n), ра да для всех 

.4.3 доказана. 

и 
а симметрической 

по числу ве перграней внешне-
анников. 

Доказатель овательность, 
пор Д1 для тела С. Необходимо доказать, что в 
ука

 
СМД1 n n 2/(d-1)Λi

вного mt(Pn), mg(Pn), mg*(Pn) или mopt(Pn), и 
Λc(C):= max{(1+ε) λСМД1(γ, C), δ(Qn, C) k(Pn)2/(d-1): n=0,1,2,...,N} 

вного mf(Qn),  mg(Qn), mg*(Qn) или mopt(Qn). Тог
n=0,1,2,... справедливо 

δ(Pn, C) ≤ Λi(C) k(Pn)2/(1-d), 
δ(Qn, C) ≤ Λc(C) k(Qn)2/(1-d). 

Теорема 3

Теорема 3.4.4. Путь C∈ ∩  C0 C +
2. Тогда M МД1С

эффективен для С в метриках Хаусдорфа и объ
 асимптотическ

ем
ршин внутреннего и числу гиразности 

го многогр
ство. Пусть F:={Pn}n=0,1,2,... есть послед

ождаемая методом СМ
занных метриках η(F)>0. Но этот факт непосредственно вытекает 

из теоремы 3.4.2, следствия 3.4.3 и свойства (0.1.3). 
Теорема 3.4.4 доказана. 

Применение следствия 3.4.1 к теоремам 2.5.4-2.5.8 (или непо-
средственное использование теоремы 3.4.2 и следствия 3.4.3) позво-
ляют получить оценки для эффективности метода СМД1 в метриках 
Хаусдорфа и объема симметрической разности при аппроксимации 
гладких тел. Оценки сходимости на начальном этапе могут быть по-
лучены аналогично оценкам для первых членов H1-
последовательностей (см п. 2.7.2). Мы не будем останавливаться на 
этих выводах.  

Метод СМД2 исследуется совершенно аналогично. 
что самодвойственные методы оказыва-

то вре-
ималь-
само-

дво

только 
дис

В заключение отметим, 
я оптимальными по поряютс дку в классе C# (теорема 3.4.3), в 

мя как метод СМ  (и двойственный к нему СМ*) является опт
ным в более узком классе C 

+
2 (теорема 2.6.34). Вместе с тем 

йственные методы требуют задания аппроксимируемого тела 
одновременно через опорную и дистанционную функции, в то время 
как метод СМ (СМ*) требует вычисления только опорной (

танционной) функции. 
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Приложение т ории оптимальных 
цио ные свойства 

негладких выпуклых дисков 
В предыдущих главах настоящей работы была развита теория 

хау

и МНА в случае, когда аппроксимируемые тела имеют 

м
 вершин определя-

ются обратной величин й точности и не зави-

тствующая ему более силь-
ная для негладких тел оценка минимально необходимого числа вер-
шин через мощность максимального ε-различимого подмножества 
множества экстремальных точек аппроксимируемого тела, продол-
жен ичных векторов внешних нормалей. В 
[57]  

 специально не оговорено, речь идет об 
апп
Кроме того, мы рассматриваем класс двумерных ВКТ (дисков), т.е. 

емся также рассмотрением вписанных 
многогранников, т.е. под δ( , C) будет пониматься δ(  i , C). 

удут интересовать верхние оценки вели-
чин
правлении является оценка [93] 

Глава 4. е
нАМПА: аппроксима

сдорфовых АМПА. Было показано, что эти методы являются оп-
тимальными по порядку по крайней мере для тел класса C#. В на-
стоя дщей главе мы покажем, что хаус орфовы методы позволяют по-
лучать новые конструктивные верхние оценки оптимальной скоро-
сти сходимост
существенно негладкую границу. 

 В настоящей главе исследуется точность аппроксимации дву-
ерных выпуклых компактных тел многоугольниками. Известные 

верхние оценки минимально необходимого числа
ой к корню от требуемо

сят от свойств гладкости аппроксимируемого тела. В [57] предложен 
хаусдорфовый метод и получена соотве

 

ных на средние из един
 показано, что аппроксимационное число тела не превышает по-

ловины верхней метрической размерности множества продолжен-
ных экстремальных точек, дана верхняя оценка аппроксимируемо-
сти негладких тел. 

В настоящей главе, если
роксимации в метрике Хаусдорфа и под δ(⋅,⋅) понимается δH(⋅,⋅). 

случай d=2. Мы ограничива
Pn P n

4.1. Аппроксимационные свойства выпуклых 
дисков 

В настоящей главе нас б
ы δ(Pn, C) при C∈C . Наиболее сильным результатом в этом на-



,...4,3    ,)/(sin)(),( =≤ nnCC πσδ P .                    (4.1.1) 
nn

Пр  
общего, мног

и больших n эта оценка совпадает с оценкой, следующей из более
омерного результата [13]: 

,...4,3    ,const),( 2 =≤ n
n

CnPδ  .                        (4.1.2) 

Эта оценка не зависит от св йст  Cо гладкости , в то время как неко-
 тела допускают щественно большую скорость 

ывно диффе-
51], [33] 

в 
суторые негладкие

сходимости. 
Пусть C∈C , где C  – класс ВКТ с дважды не

рен , согласно [52], [26], [

 2  2 прер
цируемой границей. Тогда
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.    ,
)(

~),( 2
0 ∞→∫ n

duuk
CnPδ                            (4.1.3) 

8

2/1

n
Таким  быть 
при

Целью нас структивных 
ающих 

бол

П

L

 образом, в случае гладких тел оценка (4.1.2) не может
нципиально улучшена. 

тоящей главы является получение кон
верхних оценок величины δ(Pn, C) для негладких ВКТ, допуск

ее быструю, чем (4.1.2), скорость сходимости. 
Для характеристики аппроксимационных свойств негладких тел 

введем следующие понятия. усть C∈C. Обозначим 
[ ] ,),(inflim:)( s

n

s CnCa nPδ
∞→

=  

[ ] .),(suplim:)( s

n
CnCa nPδ

∞→
=

s
 

В [ ижней границы скорости сходимости 
МН

15] для характеристики н
А введена величина  

}0)( :0inf{:)( =>= CasC sα  
и названа аппрок  кольс ку нас инте-

 назовем эту 
имационным числом тела C. Пос

ресуют верхние границы скорости сходимости МНА, то
вел м ичину нижним аппроксимационным число C. Введем верхнее 
аппроксимационное число тела C как 

}0)( :0inf{:)( =>= CasCα . 
s
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Очевидно, что )() CC α≤ , и в случае равенс(α тва этих величин 
можно говорить об аппроксимационном числе α(C). 

Из (4.1.2) следует, что в двумерном случае 

2
)( ≤Cα ,                       1                          (4.1.4) 

причем из (4.1.3 α(C) = 1/2. 
енка нижнего аппроксимационного числа α

) следует, что при C∈C 2 справедливо  
Нижняя оц (C), равная 

половин очек C 
(эк ых существует внешняя касательная к 
тел

е хаусдорфовой размерности множества дальних т
стремальных точек, в котор
у окружность), получена в [15] 

CC 1)( ≥α exp*dim .                                       (4.1.5) 

ать 
2

(см. подробнее п.  0.1.2). В настоящей главе нас будет интересов
верхняя оценка верхнего аппроксимационного числа )(Cα , для не-
гладких тел более сильная, чем (4.1.4). 

Аппроксимационное число недостаточно полно описывает ап-
проксимационные свойства выпуклого тела. Например, α(C)=0 при 
C∈P  и существуют такие C∈C\P, что α(С)=0 [15]. Для характеристи-
ки различных способов сходимости величины δ(Pn, C) к нулю в [15] 
пре

венные функции

ство 

длагается использовать множество хаусдорфовых функций H. 
Элементами H являются неотрицательные возрастающие вещест-

 h, определенные на [0, +∞), непрерывные справа и 
удовлетворяющие условию h(0) = 0. В этом классе определяется ап-
проксимируемость тела C∈C как множе

 }0)(:{:)( >∈= CahC HA , h

где 
( ).),(inflim:)( CnhCa nnh Pδ

∞→
=  

Чем меньше множество )(CA , 
многогранниками

тем лучше тело C может быть ап-
проксимировано . Величину )(CA  мы будем на-
зывать нижней аппроксимируемостью тела C. Введем акже верх-
нюю аппроксимируемость тела C как 

т

 }0)(:{:)( >∈= CahC hHA , 
где 



( ).),(suplim:)( CnhCa n
n

h Pδ
∞→

=  

Очевидно, что 
)()( CC AA ⊆ , 

и в случае равенства этих множеств можно говорить об аппроксими-
руемости A(C). 

 если   e(t)/g(t) → 0 при t → 
 

Для произвольных вещественных функций e(t) и g(t), определен-
ных на [0, +∞), будем записывать e=o[g],
0. Обозначим

{ }.:: fhhf pHH ∈=  
Из (4.1.2) непосредственно следует верхняя оценка 

)(CA  ⊆ H \ H√t.                                         (4.1.6) 
В [15] также дана нижняя оценка  )(CA  множества для C∈C  (через 

во дальних точек границы) и показано, что C∈P  тогда и 
тол
множест
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ько тогда, когда )(CA  ≡ ∅. В настоящей главе нас будет интере-
)(CAсовать верхняя оценка верхней аппроксимируемости , более 

сил

апомним 
альне

 на расстоянии не большем, чем ε, от некоторой точки 
U. мым, если любые две его раз-
личные  расстоянии, большем, чем ε. Множество 
A называется вполне ограниченным, если для любого положительно-
го 

Д   A обозначим через NR(ε, A) мини-
мал

подмножества A. Величины H ε(A) := log N (ε, 
A) и Eε(A) := log M(ε, A) назовем, соответственно, относительной ε-
энтропией и ε-емкостью A (под log здесь и далее понимается log2). 

ьная для негладких тел, чем (4.1.6), и, в частности, равная пусто-
му множеству в классе P. 

4.2. Основные определения 
Н основные определения из параграфа 2.4, необходи-

мые для д йшей работы. 
Пусть U и A – непустые подмножества метрического простран-

ства R. Множество U называется ε-сетью для A, если любая точка A 
расположена

Множество U называется ε-различи
 точки находятся на

ε существует конечная ε-сеть для A. 
ля вполне ограниченного

ьное число точек ε-сети A и через M(ε, A) – максимальное число 
точек ε-различимого R R
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Отметим некоторые свойства введенных функций [35]: NR(ε, A), 
M( ункции ε являются невозрастающими и 
неп

 ε, A); 
(A) ≤ R ( ). 

Ни

dm

ε, A), HR
ε(A), Eε(A) как ф

рерывными справа; 
M(2ε, A) ≤NR(ε ), A  ≤ M(

A) ≤ (AE2ε H ε Eε
жняя метрическая размерность вполне ограниченного множест-

ва A определяется как 

.1log

)(inf lim1log

)(inf lim
00

ε
ε

ε
ε

AAR EH

+→+→
= A :=  

εε
Аналогично определяется верхняя метрическая размерность Adm , а 
при равенстве верхней и нижней – метрическая размерность dm A. 
Для вполн   множества A в R2, имеющего внутрен-
ню

е ограниченного
2, а для С∈C  справедливо dm ∂C 

= 1. 
единич-

е. 

е множество, определим его 
кра

+
Обозначим через s-(p) и s+(p) граничные в

s-(p) := (cos α-(p), sin -

+ s+(p)|| 
– средний вектор единичных внешних нормалей

 «Экстремальных Ям» 
Сформулируем итерационный метод построения

ности граничных точек аппроксимируемо

ю точку, справедливо dm A = 

Пусть Br(z) обозначает шар радиуса r с центром в z, B – 
ный шар с центром в начале координат, S – круг направлений, т.
∂B. Обозначим также через Π(x, A) проекцию точки x на A. 

Пусть С∈C. S(p, С) – компактно
йние векторы. Пусть 0 ≤ α < 2π  такая параметризация S, что для 

0 ≤ α < π можно определить 
α-(p) := min {α:  u = (cos α, sin α)∈S(p, С)}; 
α (p) := max {α:  u = (cos α, sin α)∈S(p, С)}. 

екторы S(p, С): 
α (p)); 

s+(p) := (cos α+(p), sin α+(p)). 
Обозначим 

s(p) := (s-(p) + s+(p)) / ||s-(p) 
 в точке p (аналог 

симметричной производной Шварца [78]). Пусть Z: ∂C→∂(C+B) та-
кое, что Z(p) := p + s(p), p∈∂C. 

4.3. Метод
 последователь-

го тела, выпуклая оболоч-
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мого метода к множеству вершин аппроксими-
рующего многоугольника прибавляется наиболее
экстремальная точка аппроксимируемого

го алгоритма. 

МЕТОД ЭКСТРЕМАЛЬНЫХ ЯМ (ЭЯ) 
Пусть t ∈ext C и T  := {t }. Пусть множество T  построено и δ(C, 

т 

 экстремальных точек. 
n

йство 4.3.1. 
δ(Pn+1, Pn) = δ(C, Pn).  

Свойство 4.3.2. Пусть С ∈ C.  Тогда 
nPCδ

н
чен

ка которых имеет требуемую скорость сходимости. На каждой ите-
рации рассматривае

 удаленная от него 
 тела (так называемая глу-

бокая яма), что и служит обоснованием названия само

1 1 1 n

conv Tn) > 0. Тогда Tn+1 := Tn ∪ {tn+1}, где tn+1∈ext C и 
ρ(tn+1, conv Tn) = δ(C, conv Tn).  

В обоснование метода покажем, что точка tn+1 всегда существует. 
Действительно, пусть u*∈S: g(u*, C) - g(u*, conv Tn) = δ(C, conv Tn). 
Тогда, согласно [48] (лемма 4.1), 

T* := T(u*, C) ∩ ext C = ext (T(u*, C) ∩ C) ≠ ∅ 

и ρ(t, conv Tn) = δ(C, conv Tn) для любого t∈T*.  
Метод ЭЯ принадлежит к классу хаусдорфовых АМПА аппрок-

симации многомерных ВКТ, описанному в главе 1 и исследованному 
в главе 2. О метода БВ, описанного в главе 1 и порождающего H1-
последовательности многогранников с константой 1, алгоритм ЭЯ 
отличается только конкретизацией выбора присоединяемой верши-
ны tn+1 обязательно из множества

Обозначим P  := conv Tn, n = 1, 2, …. Приведем некоторые свой-
ства последовательности {Pn}n = 1, 2, …. 

Сво

 .0),(lim =
∞→n

Для С∈P утверждение очевид о. Пусть С∈C \P. В силу ограни-
ности C имеем ,0),(lim 1 =+∞→ nnn

Ttρ откуда свойство 4.3.2 вытекает 

из с
Заметим, что конечность числа  метода ЭЯ при аппрокси-

мации многоугольников очевидна. 

у [t1, t2], тогда C ≡ [t1, 

войства 4.3.1. 
 шагов

Свойство 4.3.3. При n ≥  3 справедливо Pn ∈ Pn(C). 
Действительно, пусть t3 принадлежит отрезк
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t2], что невозможно, так как С∈C . Пусть t3 ∉ [t1, t2], но лежит на 
прямой, проходящей через t1 и t2, тогда это противоречи выбору {t1, 
t2} ⊂ ext C. Поэтому P3 – телесное множество, что доказывает свой-

Целью настоящего параграфа ляется доказательство следую-
щей

т 

ство 4.3.3. 
 яв

 теоремы, характеризующей скорость сходимости последова-
тельности {Pn}n = 1, 2, … к аппроксимируемому телу: 

Теорема 4.3.1. Пусть {Pn}n = 1, 2, … – последовательность, поро-
ждаемая методом ЭЯ для С∈C. Тогда для любых n > σ(C+B) /√2,и ν, 
0 < ν < δ(Pn, C), справедливо 

 .)ext ( ,
21
),(

1 ⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

+
−

≤+ CZ
CP

n
n νδ

M  
⎟

Лемма 4.3.1. C), <u, v> 
≥ 0. Тогда 

2

целях полноты изложения. 

), то ∆ ≥ sin α. Пусть z := l(u, C) ∩ l(v, C) и m := Π(x, l(v, C)). 
Тогда ρ(x, m) = ρ(x, l(v, C)) и величина ∠mzx равна α. Поэтому ∆ ≥ 
ρ(x, y) ≥ ρ(x, z) и ρ(x, z) sin α = ρ(x, m), откуда ρ(x, z) ∆ ≥ ρ(x, m). По-
этому ∆2 ≥ ρ(x, m). 

Лемма 4.3.1 доказана. 

Для последовательности {Tn}n=1,2,…, порождаемой рассматривае-
мым методом для С∈ C, введем две вспомогательные последова-
тельности множеств точек, принадлежащих ∂(C+B): {Wn}n = 1, 2, … и 

⎠⎝
Доказательство теоремы 4.3.1 основано на нескольких вспомога-

тельных утверждениях. 

 Пусть С∈C, x, y ∈ ∂C, u ∈ S(x, C), v ∈ S(y, 

ρ(x, l(v, C)) ≤ ρ(x + u, y + v) . 
Доказательство. Лемма 4.3.1 является частным двумерным слу-

чаем леммы 2.3.1 при β=1. Приведем доказательство в случае E2 в 

В силу выпуклости C имеем <u, x – y> ≥ 0, <v, y – x> ≥ 0. Пусть ∆ 
:= ρ(x + u, y + v). Тогда 

∆2 ≥ ρ(x, y)2 + ρ(u, v)2. 
Поэтому ∆ ≥ ρ(x, y), ∆ ≥ ρ(u, v). Пусть cos α := <u, v>. Так как sin α ≤ 
ρ(u, v
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{Zn}n = 1, 2, …. 
Wn := {w1, … , wn}, w1 := t1 + u1, u1 ∈ S(t1, C), wi := ti + ui, 

,2 ,
) conv ,( 1Ttt iii

i Π− −

Z

)con ,(: 1 niTttu iii ≤≤
Π−

= −  

Нетрудно видеть, что ui ∈ S(ti, C). Действительно, пусть t := Π ti, 
conv Ti-1). Тогда l(ui, conv Ti-1) – касательная к conv Ti-1 в точке t. о  
ρ(t , t) = δ(C, conv T ), поэтому l(u , C) – касательная к C в точке ti. 

ui ∈ S(  C+B). 

Ле . Пусть δ(Pn, C) > 0. Тогда для любого ν, 0 < in 
{√2, δ(C, P ) }, множество Wn+1 является 

min {√2, δ(C Pn)1/2} - ν 

во. Пусть n = 1. Так как <u1, u2> ≤ 0, то утвержде-
ние . Пусть оно справедливо для n. Докажем его 
спра  + 1. 

По предположению д in {√2, δ(C, Pn-1)1/2}, 
множество Wn является -1 2} - ν -различимым. Но 
δ(C, Pn-1) ≥ δ стается доказать, что 

ρ(wn+1, w) ≥ min {√2, δ(C, Pn)1/2}, w ∈ Wn. 
Пусть wn+1 = tn+1 + un+1 и  как w ∈ Wn, то t ∈ ext C, u 

∈ S(t). Если <u, un+1> < 0, т √2. Пусть <u, un+1> ≥ 0. По 
построению  

g(un+1, C) - g(un+1
n) = δ(C, Pn). 

Поэтому 
ρ(t l( n+1

, по лемме 4.3.1
ρ(wn+1, w)2 ≥ ρ(t , C)) ≥ δ(C, Pn). 

Лемма 4.3.2 доказана

Пусть С∈C, x, y ∈ ∂C, u ∈ S(x, C), v ∈ S(y, C), z := l(u, C) ∩ l(v, C), 
∆ – треугольник  xyz (может быть  

[x, y] ∂C (u, v) :=  ∂C ∩ ∆. 

 v

n := {z1, … , zn}, zn := Z(tn). 
(
Н

i i-1 i
Итак, 

ti, C), wi ∈ ∂(

мма 4.3.2  ν < m
n 1/2

, 
-различимым. 

Доказательст
леммы справедливо
ведливость для n

ля любого ν, 0 < ν < m
min {√2, δ(C, Pn )1/

(C, Pn), поэтому о

w = Так
о ρ(w

t + u. 
n+1, w) > 

, P

, u , C)) ≥ g(u , C) - g(u , Pn) = δ(C, Pn). n+1 n+1
Отсюда ,  

, l(un+1
. 

вырожденный).  Пусть
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Лемма 4.3.3. , y ∈ ∂C, u ∈ S(x, C),  S(y, C), <u, v> 
≥ 0. Тогда для лю  [x, y] ∂C (u, v) справедливо 

max {ρ(x, w), ρ(y, w)} ≤ ρ(x, y). 
во. Для доказательства достаточно заметить, что 

величина ы угла ∠xzy и, следователь-
но, не острый. Лемма 4.3.3 доказана. 

Лемма 4.3.4. Пусть C+B)/√2 справедливо 
δ(Pn,C) ≤ 2. 

Доказательство. Пусть C чай N < 
2 тривиален, т.к. σ(C+B)/√2 > 1. Пусть N ≥ 2. Тогда из леммы 4.3.2 
следует, что WN ичимым (0 < ν √2) подмноже-

∂(C+B). Отсюда вытекает утверждение леммы. 
ма 4.3.4 доказана. 

Ле ≤ √2 + 
2. Тогда Zn есть ε / (1 + √2) -различимое множество. 

Доказательство. Пусть x∈Zn и y – ближайшая к ней точка из n. 
Докажем, что ρ(x, y) > ε / (1 + √2). 

Пусть x = tx + s(tx), y = ty + s(t  { ty} ⊂ ext C, и пусть wx, wy ∈ Wn 
такие,  S(ty, C). По по-
строен

ρ(x, y) > √2 ≥ ε / (1 + √2). 
Пусть теперь <s(tx), s(ty)> ≥ 0. Рассмотрим случаи взаимного рас-

положения точек из W  и Z  на границе D := C + B. Имеем x, y, wx, wy 
е к D, соответст-

венно, в точках x, y, w , w . 

 
при

ρ(x, y), ρ(wx, wy) ≤ ρ(y, wx), 
откуда ε  < ρ(wx, y x y). 

ty)), wy ∉ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)). Обозна-
чим  := ty + s+(t ). По построению либо y  ∈ 
[x, y]∂D(s(tx), s(ty)), либо y- ∈ [x, y]∂D(

 Пусть С∈C, x v ∈
бой точки w ∈

Доказательст
угла ∠xwy не меньше величин

С∈C. Тогда при n > σ(

N := max {n: δ(Pn( ), C) > 2}. Слу

 является (√2-ν)-разл < 
ством 

Лем

мма 4.3.5. Пусть Wn есть ε-различимое множество, ε  

 Z

y), tx, 
что wx  = tx + ux, wy  = ty + uy, ux, ∈ S(tx, C), uy ∈
ию, ρ(wx, wy) > ε. Пусть <s(tx), s(ty)> <  0. Тогда 

n n

∈ ∂D; l(s(tx), D), l(s(ty), D), l(ux, D), l(uy, D) – опорны
x y

1). Пусть wx, wy ∈ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)). В этом случае 
wx y ∂D x y y x ∂D x y

чем <s(t
 ∈ [x, w ] (s(t ), u ), w  ∈ [w , y] (u , s(t )),

x), uy> ≥ 0 и <ux, s(ty)> ≥ 0. Тогда, по лемме 3, 
ρ(y, wx) ≤ 
w ) ≤ ρ( , 

2). Пусть wx ∈ [x, y]∂D(s(tx), s(
 y- := ty + s-(ty) и y+ y +

s(tx), s(ty)). Пусть, для определен-
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ρ(y, wy) ≤ ρ(y, y+) = ρ(y-, y).   
Следовательно, ρ(y, wy) ≤ ρ(x, y). Кроме того ρ(wx, y) ≤ ρ(x, y). По-
этому ρ(wx, wy) ≤ ρ(wy, y) + ρ(y, wx) ≤ 2ρ(x, y). Отсюда 

tx + s+(tx), y+ := ty + s+(ty). По построению либо 

нию, 
<s-(tx), s(tx)> = <s(tx), s+ )> ≥ <s(tx), s(ty)> ≥ 0 

 окружн ти. Отсюда следует 

оэтому 
) 

x y

ρ(x, x+) + ρ(y-, y ≤ √2 ρ(x, y), 
получаем 

ρ(x, y) ≥ ρ(wx, wy) / (1 + √2) > ε / (1 + √2). 
Лемма 4.3.5 доказана. 

сть {T
сматривае

м 
δ(C, Pn) 

ности, y- ∈ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)). По лемме 3 отсюда следует ρ(y, y-) ≤ 
ρ(x, y). 

По построению 
<s-(ty), s(ty)> = <s(ty), s+(ty)> ≥ <s(tx), s(ty)> ≥ 0 

и [y-, y+]∂D(s-(ty), s+ (ty)) – часть окружности. Поэтому 

, 

ρ(x, y) ≥ ρ(wx, wy) / 2 > ε / 2. 
3). Пусть wx, wy ∉ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)). Обозначим x- := tx + s-(tx), 

y- := ty + s-(ty) и x+ := 
x+ ∈ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)),   y- ∈ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)), 

либо 
x- ∈ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)),   y+ ∈ [x, y]∂D(s(tx), s(ty)). 

Рассмотрим, для определенности, первый вариант. По построе
(tx

и  [x-, x+]∂D(s-(tx), s+(tx)) – часть ос
ρ(wx, x) ≤ ρ(x-, x) = ρ(x, x+), 
ρ(y, wy) ≤ ρ(y, y+) = ρ(y-, y). 

П
ρ(wx, wy) ≤ ρ(wx, x) + ρ(x, y) + ρ(y, wy) ≤ ρ(x, x+) + ρ(x, y + ρ(y-, y). 

Учитывая, что при <s(t ), s(t )> ≥ 0 раведливо сп
) 

Доказательство теоремы 4.3.1. Пу n}n=1,2,… – последова-
тельность, порождаемая рас мым методом для С∈C, 
{Wn}n=1,2,…, и {Zn}n=1,2,… – соответствующие ей вспомогательные по-
следовательности точек, принадлежащих ∂(C + B) и Pn := conv Tn. По 
лемме 4.3.4 при n > σ(C+B)/√2 справедливо δ(C, Pn) ≤ 2. Тогда по 
лемме 4.3.2 для любого ν, 0 < ν < δ(C, Pn), множество Wn+1 является 
(δ(C, Pn) - ν)1/2 -различимым. Так к к (δ(C, Pа n) - ν)1/2 < √2, то в это
случае из леммы 4.3.5 следует, что множество Zn+1 является [(
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- ν)1/2 / (1 + √2)] -различимым подмножеством Z(ext C). Поэтому  

.)ext ( ,
211 ⎟

⎠
⎜
⎝ ++n M

Теорема 4.3.1 доказана. 

),(
1)( card ⎟

⎞
⎜
⎛ −

≤+= CZ
CP

nZ
n νδ

 

4.4. Верхняя оценка для скорости сходимости 
многоугольников наилучшей аппроксимации 

Основной результат, касающийся многоугольников наилучшей 
аппроксимации, сформулируем в виде следующей теоремы: 

 δ(Pn, C), спра-
ведли

Теорема 4.4.1. Для С∈C  при n ≥ N0(C) и ν, 0 < ν <
во  

 ),(1 ),( CNn Cn νδ −
≤+

P
 

где N0(C) := 1 + σ(C+B)/ 2 и √

 .)ext ( ,:)(
⎞

⎜⎜
⎛

= ZCN ε
ε M

21 ⎟⎟
⎠⎝ +

C  

Доказательство теоремы 4.4.1. Пусть {Tn}n=1,2,… – последова-
тельность, порождаемая методом ЭЯ для С∈  , Pn := conv T . C n

По теореме 4.3.1 для любых n > σ(C+B)/√2 и ν, 0 < ν < δ(Pn, C), 
справедливо 

1 ⎜
⎛

≤+n M  .)ext ( ,
21
),(

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎝ +

−
CZ

CPn νδ
 

Учтем, что при ε1 < ε2 справедливо M(ε1,⋅) ≥ (ε2,⋅). Пусть N0 := 1 + 
σ(C+B)/√2. Величина δ(P , C) определена при n ≥  3. В этом случае 

/ лю

 M
n

по свойству 4.3.3 справедливо Pn ∈ Pn(C), откуда 
δ(Pn, C) ≥ δ( , C), n ≥ 3. Pn

Но N0(C) > 1 + 2π √2 > 3. Поэтому для бых n ≥ N0, таких что δ(Pn, 
C) > 0, и ν, 0 < ν < δ(Pn, C), справедливо 

 .)ext ( ,
21
),(

1 ⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

+

−
≤+ CZ

C
n n νδ P

M  

Теорема 4.4.1 доказана. 
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скает более простую рмулировку, приме-
нен

Теорема 4.4.1 допу фо
ие которой в численных расчетах, однако, затруднительно. Эта 

формулировка потребуется далее при получении верхних оценок 
аппроксимируемости ВКТ. 

Теорема 4.4.2. Для С∈C  при n ≥ N0(C), δ(Pn, C) > 0 справедливо  
 ),(~1 ),( CNn CnPδ≤+  

где N0(C) := 1 + σ(C+B)/√2 и  ).(sup lim:)(~ CNCN v−= εε  
0v +→

тельно, и ε1 < ε2 справедливо M(ε1,⋅) 
≥ M

ема 4.4.2 позволяет

 4.4.1 для любых ε, 0 < ε , n ≥ N0, та-
ких

Доказательство. Действи пр
(ε2,⋅). Поэтому функция Nε(C) является невозрастающей. Далее 

утверждение теоремы непосредственно следует из теоремы 4.4.1.  
Теорема 4.4.2 доказана. 

Теор  дать верхние оценки числа вершин 
 для достижения любой заданной точности ап-МНА, необходимых

проксимации. 

Следствие 4.4.1. Для С∈C  и любых ε  и ν, 0 < ν  < ε, справедливо 
min {n: δ(Pn, C) ≤ ε} ≤ max {N0(C), Nε−ν(C)}, 

где N0(C) и Nε(C) определены в формулировке теоремы 4.4.1. 
Доказательство. По теореме
 что δ(Pn, C) > ε, и ν, 0 < ν < ε, справедливо 

  .)ext ( ,
21

)(1 ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎛

+
−

=≤+ − CZCNn νε
νε M  

⎝
Таким образом, 

max {n: δ(Pn, C) > ε} + 1 ≤ max {N0, Nε−ν}. 
Но max {n: δ( , C ε} ε}. Pn ) > 

δ(Pn, C) 

C  ≥ 0

δ
где

ва 

 + 1 = min {n: δ(Pn, C) ≤ 
Следствие 4.4.1 доказано. 

Теорема 4.4.1 позволяет дать верхние оценки величины 
для любых 0

вие 4.4.2. Для С∈   и любых n  N , справедливо  

значений n ≥ N . 

Следст
(Pn, C) ≤ δ n(C) := min {ε ≥ 0: Nε(C) ≤ n}, 

 N0(C) и Nε(C) определены в формулировке теоремы 4.4.1. 
Доказательство. Прежде всего, в силу непрерывности спра
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функции Nε(C) миним ы δ n(C) достигается. 
 δ(Pn, C) > δ n(C). Тогда для любого 

мал

ум в определении величин
Предположим теперь, что

огоν  имеем 
 ,)()( )(),( nCNCN CC nn ≤≤

− δνδ P
 

что противоречит утверждению теоремы 4.4.2. 
Следствие 4.4.2 доказано

Следствие 4.4.3. С

ρP := min {ρ(p, q): p, q ∈ Mt(P)}. 
Так как ρ(p, q) ≤ ρ(Z(p), Z(q)), то  

M(µ, Z(ext P)) = N, 0 < µ  < ρP. 
Так как P∈P (B), то N  (P) < N  (B). Поэтому при N > N (B) и √ε / (1 + 

min {n: δ(Pn, С) ≤ ε} = max 0(P), Nε−ν(С)} = Nε−ν(С). 

ия 4.4.2 достижимы. 

 
ве чисел произвольного ВКТ. 

. 

уществуют С*∈C  и положительное ε∗, та-
кие что для всех ε , 0 < ε < ε∗, и ν, 0 < ν <ε, справедливо 

min {n: δ(Pn, C*) ≤ ε} = Nε−ν(C*), 
где величина Nε(C) определена в условии теоремы 4.4.1. 

Доказательство. Действительно, пусть P∈PN(B), mt(P) = N. Обо-
значим 

N 0 0 0

√2) < ρP справедливо max {N0(P), Nε( P)} = N. С другой стороны, 
min {n: δ(Pn, P) ≤ ε} = N, ε  < δ(PN-1, P). 

Итак, при N > N0(B), С*∈PN(B), mt(С*) = N и 
ε  < ε * := min {ρP

2(1 + √2)2, δ(PN-1, С)} 
справедливо 

 {N
Следствие 4.4.3 доказано. 

Таким образом, верхние оценки в утверждениях теоремы 4.4.1 и 
следств

4.5. Верхняя оценка аппроксимационного числа 
В настоящем разделе будет получена верхняя оценка нижнего и 

рхнего аппроксимационных 

Теорема 4.5.1. Пусть С∈C. Тогда 

2
)ext ( dm)()( CZCC ≤≤ αα  . 



Доказательство. Утверждение теоремы достаточно доказать для 
)(Cα . 
Если существует N такое, что δ(PN, C) = 0, значит, С∈P  и 

0=) . Но в этом случае card (ext C) = card (Z(ext C)) < ∞. Поэто-
му 

(Cα

0))ext ( dm =CZ , так что утверждение теоремы выполнено. 
Пусть для любого n справедливо δ(Pn, C) ≠ 0. 

Покажем, что для любого 2/)ext ( dm CZ   α > справедливо  

[ ] .0),( suplim:)( ==
∞→

αα
δ CnCa

n
nP  

Обозначим εn := δ(Pn, C). По теореме 4.4.1 для n > N0(C) имеем 

 .)ext ( ,
3 ⎟

⎟
⎞

⎜
⎜
⎛

≤ CZn nε
M  

⎠⎝
Далее, 

=⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
≤

∞→∞→

αα ε
ε

ε n
n

n
n

n
CZn )ext ( ,

3
 suplim suplim M  

=

⎪
⎪

⎪
⎪

⎬

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪

⎨

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

+
⎟
⎟
⎠

⎜
⎜
⎝=

∞→
α

ε
ε

n

n

n
n

CZ

log

)ext ( ,
3

 log
logexpsuplim 2

M

 

⎫⎧ ⎤⎡ ⎞⎛ ε

⎭⎦

.3log2

3
logexpsuplim 2

⎪
⎪

⎭

⎪
⎬

⎪
⎪

⎩

⎪
⎨

⎥
⎥
⎥
⎥

⎦
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎟
⎠

⎜
⎝−=

∞→

n

n
n

ε

αε  

Здесь exp

)ext ( , log ⎪
⎫

⎪
⎧

⎥
⎤

⎢
⎡

⎟
⎞

⎜
⎛ n CZ

ε
M

2(x) := 2x. Но по определению верхней размерности сущест-
вует N такой, что при n≥N справедливо 
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.
2

)ext ( dm)ext ( dm3log

)ext ( ,
3

 log
CZCZ

CZ

n

n

−
+≤

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛

α

ε

ε
M

 

Поэтому 

=
⎪
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⎭⎩ ⎦⎣∞→n

⎪
⎬
⎫

⎪
⎪
⎨
⎧

⎥
⎤

⎢
⎡

−
2

)ext ( dmlogexpsupm 2
CZ

n αε  ≤ li)(Caα

0suplim 2
)ext ( dm CZ

== −αε  
∞→

n
n

при α > 2/)ext ( dm CZ . 
Теорема 4.5.1 доказана. 

4.6. Верхняя оценка аппроксимируемости 
Целью настоящего параграфа является построение верхней 

оценки аппроксимируемости. Необходимо сконструировать функ-
цию eC(t) (не обязательно хаусдорфову) такую, что 

)( HH ≡)(teC
 при  C∈  . С этой це-\)(C HHA ⊆ , и со свойством P  teC

лью воспользуемся функцией 1/ )(~ CNε , где )(~ CNε  введена в теоре-
ме 4.4.2 для t > 0, доопределив ее в нуле (значение в нуле должно 
быть неотрицательным и особой роли не играет): 

⎪⎩
⎨ =

=
+→

.0 ,inflim:)(
)(~ 1

0
tte

CNv
C

v

t  

Теорема 4.6.1. Пусть С∈ . Тогда 

⎪⎧ > ;0 ,
)(~ 1 t

CN

C

)(\)()( teC
CC HHAA ⊆⊆ . 

Доказательство. Необходимо показать, что из h ∈ )(teC
H  следует 

h ∉ )(CA , то есть ( ) .0),(suplim:)( ==
∞→

CnhCa n
n

h Pδ  

Действительно, так как h=o[eC], то по теореме 4.4.2, обозначая 
tn=δ(Pn, C), получаем 



( ) ( ) =≤
∞→∞→

),()(~suplim),(suplim ),( ChCNCnh nC
n

n
n

n
PP P δδ δ  

( )( ) ( ) 0suplim)(suplim ===
∞→∞→ nCn

nt
n te

thCN
n

. 

Теорема 4.6.1 доказана. 

~ nth

Следствие 4.6.1 Для С∈P  справедливо  
HH ≡)(te , 

C
)`()( CC AA ≡ ≡ ∅. 

Доказательство. Как нетрудно видеть, для С∈P  при достаточно 
малых ε , 0 < ε, справедливо 

)()ext ( ,
21

:)( CmCZCN t=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
=

ε
ε M . 

Поэтому eC(τ) = 1/mt(C) = const для любых малых τ ≥ 0. Для лю-
бой h ∈ H в силу непрерывности справа и того, что h(0) = 0, спра-
ведливо h(τ) → 0 при τ → 0. Поэтому h=o[eC], что и требовалось до-
казать. 

Следствие 4.6.1 доказано. 

Таким образом, оценка теоремы 6.1 дает )(CA ≡∅ при С∈P. 

4.7. О свойствах одного  выпуклых дисков класса  

уры результаты  (0.2.2) и (0.2.1) в двумерном случае дают сле-

со счетным числом вершин 

Как уже указывалось, для произвольного C∈C  известные из ли-
терат
дующую двустороннюю оценку аппроксимационного числа: 

2
1)()(exp*dim

2
1

≤≤≤ CCC α .                                  (4.7.1) 

С другой сто

α

роны, результат настоящей главы (теорема 4.5.1) позво-
ляет уточнить верхнюю часть этой оценки: 

)ext ( dm1)()(exp*dim1 CZCCC ≤≤≤ αα .                    (4.7.2
22

) 
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-
Что дает это уточнение, и каково качество этой последней оценки? 
Пусть, например, С∈C2. Тогда (4.7.1) и (4.7.2) дают одинаковую точ
ную оценку: 

2
1)()()(

2
1

≤==≤ CCC ααα .                                  (4.7.3) 

Пусть теперь С∈P. Тогда (4.7.1) переходит в следующую бессодер-
жательную оценку: 

2
)()(0 ≤≤≤ CC αα ,                                  (4.7.4) 1

в то время как результат (4.7.2) оказывается точным: 

0)()()(0 ≤==≤ CCC ααα .                                  (4.7.5)

Насколько точны нижняя и верхняя оценки в более сложных случа-
ях? В настоящем

 

 разделе мы рассмотрим некоторый класс выпуклых 

нного числа. 

 четверть 

дисков со счетным числом вершин и нетривиальной (лежащей меж-
ду 0 и ½) верхней оценкой из (4.7.2) для аппроксимацио
Будет рассмотрено также качество нижней оценки из (4.7.2) для тел 
из этого класса. 

Определим множество Мλ (λ > 0) из класса C следующим обра-
зом. На плоскости E2 в положительном ортанте рассмотрим
окружности S+:={x2+у2=1: х≥0, у≥0}. Далее на оси у рассмотрим по-
следовательность точек nQ с координатами (0, nλ), n=0,1,… . Каж-λ  
дую из вершин nQλ  соединим отрезком Dn с точкой B(1, 0). Точки 
пересечения отрезков Dn с S+ обозначим Tn (см. рис. 4.7.1). И опре-
делим, наконец, множество Мλ: 

}}{,,conv{ 1
∞

== n
nTBOMλ , 

где О – начало координат (0, 0). Класс тел Мλ (λ > 0) обозначим че-
рез M. 

Теорема 4.7.1. 

22
)(

+
=

λ
α λM . 1
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о Доказательство. Докажем сначала, чт

22
1)(
+

≥
λ

α C .                                             (4.7.6) 

а) Рассчитаем координаты точек Tλ . 
Их координаты t

n

x, ty удовлетворяют соотношениям: 

⎪
⎩

= λn1

Выразив из второго уравнения t

⎪
⎨

⎧

−

=+

tt

tt

yx

yx

1

122

. 

y через tx : λ λty = n  – txn  и подставив 

=−+−+⇒ ntnnt

это соотношение в первое уравнение, получим 

1)21(1)(
2222

22222 =−++⇒=−+
λλλ

λλλ ttntntnt xxxxx  
.0)1(2)1( xx

Решая квадратное уравнение относительно tx, получаем 

1
 ,

1
  :),( 22

2 21
+

=
+
− n

МНА k-1 k

n  рас-
и Tk до от-

== λλ n
t

n
tttT yxyx . 

b) Воспользуемся следующей идеей, чтобы оценить снизу вели-
чину  δ(P

λλnn

n, Мλ): для любого многогранника Рn с n вершинами, в том 
числе и для , найдутся три, идущие подряд вершины T , T , 
Tk+1 множества Мλ, которые не входят в Рn. Причем самая первая та-
кая тройка заведомо встретится не позже номера k = 3n. Итак, идея 
состоит в том, что каким бы ни был многогранник Р , заведомо
стояние δ(Pn, М ) будет больше, чем расстояние от точкλ
резка, соединяющего точки Tk-1 и Tk+1. 

c) Рассчитаем для трех произвольных точек расстояние от одной 
точки до отрезка, соединяющего две другие точки. 
Расстояние от точки P(х0, у0) до прямой ax + by + с = 0 равно 

22 ba +
(с

00 cbyax ++
. Так как уравнение прямой АС выглядит как 

) = 0, 
) расстояние от 

у – ау)х + (ах – сх)у + (аусх – суах
то для трех точек плоскости A(ax, ay), B(bx, bу), С(сх, су
точки В до прямой АС равно 



22 )()(
),(

xxyy

xyxyyxxxyy

caac
ACB

−+−
=ρ .                 (4.7.7) 

d) Итак, оценим расс

(c )()() accabcaba −+−+−

тояние от точки Tk до отрезка, соединяюще-
го точки Tk-1 и Tk+1. Для начала примем некоторые обозначения, уп-
рощающие выкладки. Обозначим Tk-1 := А(а , а ), Tх у x y
:= С(с

k := В(b , b ), Tk+1 
х, су). Тогда координаты ax, ay, bx, by, cx, cy имеют следующий 

вид: 

;
1)1(

)1(2  ,
1)1(
1)1(

22 +−
−

=
+−
−−

= λλ k
ka

k
ka yx

.
1)1(

)1(2  ,
1)1(
1)1(

1

22

2

++
+

=
++
−+

= λ

λ

λ

λ

k
kc

k
kc yx

;2  ,
1
1

22

2

=
+
−

= λ

λ

λ

λ

k
kb

k
kb yx  

2

+

λλ

 (k + 1) , а < b < с. 
Для упрощения выкладок обозначим:  

a = (k – 1)λ, b = kλ, с = λ

Тогда в этих обозначениях координаты точек А, В, С примут вид: 
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.2  ,1
11

22

2

=
−

=

++
cccc

bb

yx 11

;  ,

22

++

==

cc

a

y ;2  ,1
11

2

22

=
−

=

++
bbbb

aa

x

yx

 

212 − aaa

е) Теперь перейдем непосредственно к вычислению расстояния 
между В и АС (обозначения I, II, III и IV будут определены ниже): 

IV
=

−+−
=

22 )()(
),(

xxyy

yxyxxyy

caac
ACBρ . 

Вычислим для начала разности (с

IIIIII ++−+−+− )()()( xyx accabcabac

у – ау) и (ах – сх): 

су – ау = 
)1)(1(
))(1(2

)1)(1(
2222

1
2

1
2

2222

22

22 ++
−−

=
++

−−+
=

+
−

+ ca
caac

ca
aaccca

a
a

c
c . 
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 = ах – сх )1)(1(11 ++++ caca
)1)(1()1)(1(11 222222 −+−+−

=
−

−
− cacaca

2222 = 

)1)(1(
))((2)(2

)1)(1(
11 22

22

22222222 +−
=

−
=

++
++−−−+−

=
cacaca

ca
accaacca

)1)(1( 2222 ++++ caca

 
. 

Подставим выражения для (с  – а ) и (а  – с ) в форму у х х улы
для I, II, III, IV: 

I = (су – ау)bx  = 
)1)(1)(1(
)1)()(1(2

1)1)(1(
1))(1(2

222222 +++
−−−

=
+++
−−−

cba
bcaac

bca
bcaac . 

22

II = (ax – cx)by  = 
)1)(1)(1(1)1)(1( 222222 +++

=
+++ cbabca

. 2))((2 +− bcaca ))((4 +− cacab

III = аусx – cуax  =
1212 22

1111 2222 +
−

+
−

+
−

+ acca
= 

=

acca

)1)(1)(1()1)(1( +++++ cbaca
I + II + III = 

)1)()(1(22222
2

2

22

22 +−−−
=

+−− bcaacccaaac
22 . 

= +
+++ )1)(1)(1( 222 cba
−−− )1)()(1(2 2bcaac

)1)(1)(1( 222 +++ cba
+))((4 +− cacab

)1)()(1(2 2 +−−− bcaac = 
)1)(1)(1( 222 +++ cba

=
)1)(1)(1( cba

=

)(2 − ca a + c) + (–ac – 1)(b2 + 1))  222 +++
((ac – 1)(b2 – 1) + 2b(

)(2 − ca
)1)(1)(1( 222 +++ cba

– 1) = 

(acb2 – b2  – ac + 1 + 2ab + 2bc – acb2 – b2 – ac 

=
)1)(1)(1(

)(2
222 +++

−
cba

ca (2ab – 2ac – 2b2 + 2bc) = 

=
)1)(1)(1(

)(4
222 +++

−
cba

ca  (a(b – c) – b(b – c)) = 
)1)(1)(1(
))()((4

222
−−−

a
bacbca . 

+++ cb
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|I + II + III| = 
)1)1)(1(
))()((4

22 ++
−−−

ba
acbcab , 

( +c
так как a < b < c. 

2 2

2

IV = (су – ау) + (ax – cx)  = 
2

))(1(2 ⎞⎛ −− caac
22 )1)(1( ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ ++ ca

+ 
2

2⎛
22 )1)(1( ⎟⎟

⎠
⎜⎜
⎝ ++ ca

= ))(( ⎞+− caca

= 2222

2)(4 − ca  ((ac – 1)
)1()1( ++ ca

2 + (a + c)2) = 

= 2222

2

)1()1(
)(4
++

−
ca
ca (a2c2 + 1 – 2ac + a2 + c2 + 2ac) = 

= 2222 )1()1( ++ ca
(a

2)( − ca4 2 + 1)(c2 + 1) = 2222 )1()1( ++ ca
. 

Итак, 

2)(4 − ca

)(2
111 22 ca ++

= . 
ac −IV

Наконец, объединив все четыре выражения, получаем: 

=
−

++
+++

−−−
=

++
=

)(2
11

)1)(1)(1(
))()((4),( 222 ac

ca
cba

acbcabACB
IV

IIIIII
ρ  

22

=
)1(11 222 +++ bca

. 

И окончательно раскрыв обозначения, имеем: 

))((2 −− bcab

)1(1)1(1)1(

))1)(()1((2),( 11 =+−
λλλλ

ρ TTT kkk
222 ++++−

−+−−
λλλλλλ

kkk

kkkk . 

Оценим порядок (асимптотику) этого выражения: 



=
++++− 222 )1(1)1(1)1( λλλ kkk

−+− )1)(()1 λλλ kk
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⎟
⎞

⎜
⎛=⎟

⎞
⎜
⎛=⎟

⎞
⎜
⎛

=
−− 11 11λλ

ΩΩΩ kk
⎠⎝⎠⎝⎟

⎠
⎜
⎝

++ 22222 λλλλλ nkkkk

− )((2 λ kk

то сущест-

, 

где Ω(n) служит для обозначения функций g(n) таких, ч
вуют константы C и n0, для которых g(n) ≥ Cn при n≥n0. 

Таким образом, получаем окончательный результат: 

δ(Pn, Мλ) ≥ ⎟⎜= +22),( λλλλ Ωρ TTT , ⎞⎛+− 11 1kkk

⎠⎝ n
откуда получаем оценку (4.7.6). 

Теперь покажем, что 

22 +λλ

емы оцен-

1)( ≤α M ,                                             (4.7.8) 

т.е
ка 

дл

. покажем, что выведенная в начале доказательства теор
порядка  скорости аппроксимации для класса M на самом деле 

явл
Для этого построим такую последовательность  аппроксими-

рую n 

яется не только нижней, но и верхней. 

щих многогранников (многоугольников) Р с числом вершин n, 
я которой верно: 

⎟
⎞

⎜
⎛≤

1),(δ OMPn . 
⎠⎝ +22λλ n

Если это будет верно для построенной нами последовательности 
многогранников, значит, это заведомо будет верно для последова-
тельности МНА. 

Пусть для любого n множество вершин Tn
λ многогранника Pn+1 

со
вер
сле

сто т
шин {T
и  из начала координат 0, а также некоторого подмножества 

n} с номерами {i1, i2, ..., in}. Определим это подмножество 
дующим образом: Если 1≤k≤n/2, то i  = k. Если n/2<k<n, то k

( ) + λ )/1(1

−⎦⎣
⎥⎢ −

= λ/1)( kn
ik . 

⎤⎡ 2/n

Если k = n, то ik = +∞, то есть ∞= TT ni . 
Докажем, что для определенного таким образом многогранника вы-



 213 

полняется требуемый порядок сходимости. Обозначим через 
( ) 1+
∂

kiki TTM λ  ( ( ) 1+kiki TTS ) участок границы аппроксимируемого мно-
жества (внешней окружности S B+B) между вершинами с номерами iBkB и 
iBk+1 B. и пусть 

( ) }:],[,(max{:)(
1

1
+

+ ∂∈=
kiki

kk TTii
k MxTTxMr λρ , 

( ) }:],[,(max{:)(
1

1
+

+ ∈=
kiki

kk TTii
k SxTTxSr ρ . 

Заметим, что: 

}.1
2

:)(max{}1
2

:)(max{

}11:)(max{),(

−≤≤≤−≤≤

=−≤≤=

nknSrnknMr

nkMrMP

kk

k
n

λδ
 

Теперь покажем, что для любого ребра 1+kk ii TT , где n/2≤k≤n–1, этого 
многоугольника выполняется: 

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛= +22

1)( λn
OSrk ,                                   (4.7.9) 

таким образом мы докажем требуемое утверждение. Пусть f(n)=nP

λ
P. 

Для максимального расстояния rBij B от отрезка [ jiTT ], i<j<∞, соеди-
няющего вершины множества MBλB, до четверть-окружности S B+B, опи-
сывающей аппроксимирующее множество справедливо равенство 

)1)()((1)(1)()1)()(1)((

))()((
2222

2

++++++

−
=

jfifjfifjfif

ifjfrij . 

Отсюда, с учетом монотонного возрастания f(n), получаем: 

( ) ( )
( )

2

2
1

12
1)( ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

+
−

≤ +

k

kk
k if

ififSr . 

Подставив сюда для n/2≤k≤n-2 значения f(iBkB) и f(iBk+1 B) и пренебре-
гая, в силу асимптотики, требованием целочисленности iBkB и iBk+1 B, по-
лучаем: 
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2

222

1

++

+
+

+

+

=≤⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+

≤ λλ

λ
λ

λ

λ

n
O

n
n

knn
n . 

В случае k=n-1 расстояние рассчитывается иначе: 

11)()()(

1)(
1

2
11

21
+++

=
−−−

−

nnn
n

ififif
Sr . 

Подставив значение f(iBn-1 B) и пренебрегая, в силу асимптотики, требо-
ванием целочисленности iBn-1 B, получим: 

).1(2

11)2/()2/()2/(

1)(

2222

12

221221

++

+

+++−

=<

<
+++

=

λλ

λ

λλλ

n
O

n

nnn
Srn

 

Итак, мы показали, что для всех ребер многоугольника выполня-
ется требуемая оценка (4.7.9), откуда следует утверждение (4.7.8). 

Таким образом, полученная оценка для аппроксимационного 
числа является не только верхней, но и нижней, и из (4.7.6) и (4.7.8) 
следует утверждение теоремы. 

Теорема 4.7.1 доказана. 

Теорема 4.7.2. 

1
1)ext ( dm
+

≤
λλMZ . 

Доказательство. Напомним, что верхняя метрическая размер-
ность вполне ограниченного множества A определяется как 
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εε

ε

ε

ε

ε 1log

)(sup lim1log

)(sup lim:dm
00

AAA
R EH

+→+→
== , 

где HP

R
PBεB(A) := log NP

R
P(ε, A) и EBεB(A) := log M(ε, A) являются, соответст-

венно, относительной ε-энтропией и ε-емкостью A (под log здесь и 
далее понимается logB2 B), а NP

R
P(ε, A) – минимальное число точек ε-сети 

A и M(ε, A) – максимальное число точек ε-различимого подмноже-
ства A. Из определения рассматриваемого класса аппроксимируемых 
множеств следует, что }}{,,{ext 1

∞
=≡ n

nTBOM γ . 
Рассмотрим подмножество вершин MBλB, совпадающее с множест-

вом вершин многоугольника, введенного во второй части доказа-
тельства теоремы 4.7.1. То есть определим множество  TBn PB

λ
P состоя-

щим из начала координат 0, а также некоторого подмножества вер-
шин {TP

n
P} с номерами {iB1 B, iB2 B, ..., iBn B}. Определим это подмножество 

следующим образом: если 1≤k≤n/2, то iBkB = k; если n/2<k<n, то 
( )

−

+

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

−
= λ

λ

/1

)/1(1

)(
2/

kn
nik ; 

если k = n, то iBkB = +∞, то есть ∞= TT ni . 
Из каждой точки TP

k
P, n>k≥n/2, восстановим нормаль к объемлю-

щей множество MBλB окружности S B+B и обозначим соответствующую 
точку через n(TP

k
P) (n(TP

k
P):=2TP

k
P). Определим множество ABn B:=Z(TBn PB

λ
P). 

Имеем 
card ABn B = n+1.                                               (4.7.10) 

Оценим сверху величину радиуса покрытия (см. п. 2.4.1) ρP

c
P(Z(ext 

MBλB), ABn B). 
Достаточно оценить величины ρ(Z(TP

k
P), ABn B) для k>n/2. Рассмотрим 

произвольную точку t:=TP

k
P, k>n/2, не принадлежащую TBn PB

λ
P. Пусть она 

лежит между вершинами TBn PB

λ
P с номерами iBkB, и iBk+1 B, где iBkB≥n/2, которые 

обозначим через tBkB и tBk+1 B. 
Рассмотрим сначала случай, когда iBk+1 B<n. В силу выпуклости 

Z(tBkB), n(tBkB), Z(t), n(t), Z(tBk+1 B), n(tBk+1 B), Z(tBk+2 B), n(tBk+2 B) ∈ ∂(B+MBλB), причем 
Z(t) и Z(tBk+1 B) лежат на границе ∂(B+MBλB) между n(tBkB) и n(tBk+2 B). Поэтому 

ρ(Z(t), Z(tBk+1 B))≤ρ(n(tBkB), n(tBk+2 B))≤2ρ(tBkB, tBk+2 B)≤ 2(ρ(tBkB, tBk+1 B)+ ρ(tBk+1 B, tBk+2 B)). 
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Поскольку отрезок [tBkB, tBk+1 B] – хорда окружности, то из (4.7.9) следует, 
что ρ(tBkB, tBk+1 B)=O(n P

-(λ+1)
P), ρ(tBk+1 B, tBk+2 B)=O(nP

-(λ+1)
P), откуда получаем 

ρ(Z(t), Z(tBk+1 B))= O(n P

-(λ+1)
P). 

Совершенно аналогично рассматривается случай iBk+1 B=n. Здесь 
Z(t) лежит на границе ∂(B+MBλB) между n(tBk-1 B) и n(tBk+1 B). Поэтому 

ρ(Z(t), n(tBkB))≤ρ(n(tBk-1 B), n(tBk+1 B))≤ ρ(tBk-1 B, tBkB)+ρ(tBkB, tBk+1 B), 
откуда из (4.7.9) и оценки rBn-1 B(S) следует ρ(Z(t), n(tBk+1 B)) = O(nP

-(λ+1)
P). 

Итак, 
ρP

c
P(Z(ext MBλB), ABn B) = O(nP

-(λ+1)
P).                                 (4.7.11) 

Наконец, из (4.7.10) и (4.7.11) следует, что для всякого, доста-
точно малого ε существует константа C>0 такая, что справедливо 

NP

R
P(ε,Z(ext MBλB)) ≤ С/εP

1/(λ+1)
P, 

что и доказывает теорему. 
Теорема 4.7.2 доказана. 

Рассмотрим теперь качество оценки (4.7.2) для класса тел M. В 
нашем случае множество 

exp* MBλB ≡ }}{,,{ 1
∞

=n
nTBO  

– счетно, поэтому 
dim exp* MBλB = 0                                       (4.7.12) 

(см., например, (0.2.3) и [59]). Подставляя в (4.7.2) значение для ап-
проксимационного числа MBλB, полученное из теоремы 4.7.1, его ниж-
нюю оценку (4.7.12), полученную исходя из результата (4.1.5) [15], и 
его верхнюю оценку, полученную с помощью теорем 4.5.1 и 4.7.2, 
получаем 

22
1)ext ( dm

2
1

22
1)(exp*dim

2
10

+
=≤

≤
+

=≤=

λ

λ
α

λ

λλ

MZ

MM
                  (4.7.13) 

Из (4.7.13) видно, что в случае данного класса оценка аппроксима-
ционного числа, которую дает теорема 4.5.1, является точной, в то 
время как нижняя оценка (4.1.5) не дает полезной информации. 

Следствие 4.7.1. Для любого α, 0≤α≤1/2,  существует С∈Ñ, та-
кое что α(C)=α  и 
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)ext ( dm
2
1)( CZC =α . 

Доказательство. Для 0<α<1/2 результат следствия вытекает не-
посредственно из (4.7.13). Для  α=1/2 – из того факта, что при C∈C P

2
P 

имеем 
1)( dm)ext ( dm −=∂= dCZCZ , 

причем α(C)=1/2 (см., например, (4.1.3)). Наконец, для α=0 имеем 
0)ext ( dm =PZ и α(P)=0 при P∈P. 

Следствие 4.7.1 доказано. 
Следующее следствие дополняет результат работы [157] (ка-

сающийся величины UαU(C)). Оно вытекает из следствия 4.7.1, свойств 
класса тел M и определения класса C(α), данного в параграфе 0.2. 

Следствие 4.7.2. Для любого α, 0≤α<1/2, существует С∈Ñ со 
счетным числом вершин и такое,  что α(C)=α, и, таким образом, 
C(α)≠∅. 

Следствие 4.7.3. Метод ЭЯ оптимален по порядку при аппрок-
симации тел из класса M. 

Это следствие непосредственно вытекает из следствия 4.7.1, тео-
ремы 4.5.1 и теоремы 4.5.1. 

В настоящей главе в двумерном случае приведено наиболее пол-
ное во всей диссертации исследование аппроксимационных свойств 
ВКТ, включающее исследование не только порядка скорости сходи-
мости МНА (аппроксимационного числа), но и аппроксимируемости 
(множества функциональных зависимостей точности аппроксима-
ции от сложности описания МНА, которые могут иметь не только 
полиномиальный вид). 

Как продемонстрировано в последнем параграфе (теорема 4.7.2), 
результат настоящей главы, касающийся скорости сходимости 
МНА, позволяет в двумерном случае численно оценивать аппрокси-
мационное число и аппроксимируемость конкретных негладких вы-
пуклых тел. При этом получаемая оценка может оказаться точной. 

Реализация метода ЭЯ во многих случаях (например, для рас-
смотренного в главе класса MBλB) совпадает с методом УО, уточнен-



 218 

ным в смысле выбора присоединяемой экстремальной точки. В этом 
случае  уточненный метод УО дает оптимальную скорость сходимо-
сти, определяемую аппроксимационным числом тела. 

Заключение 
В работе систематически изложены основные положения теории 

оптимальных адаптивных методов полиэдральной аппроксимации 
выпуклых компактных тел. Введены классы адаптивных методов 
полиэдральной аппроксимации, основанные на адаптивных схемах 
восполнения и отсечения. Введено понятие H-методов отсечения и 
восполнения и исследованы их свойства. Введено понятие более уз-
кого класса HB1 B-методов отсечения и восполнения с более сильными 
свойствами. Для H- и HB1 B-методов получены верхние оценки скоро-
сти сходимости, исследована их эффективность. Приведены и ис-
следованы конкретные методы полиэдральной аппроксимации, при-
надлежащие к рассматриваемому классу. Доказана оптимальность 
по порядку числа вершин (методы восполнения) и числа гипергра-
ней (методы отсечения) для гладких (H-методы) и произвольных 
(HB1 B-методы) тел. В гладком случае доказана независимость эффек-
тивности HB1 B-методов восполнения от свойств аппроксимируемых 
тел. 
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