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Ïîñòðîåíèå ñîãëàñîâàííîé òðèàíãóëÿöèè
äëÿ b-rep ìîäåëåé ñ ïàðàìåòðè÷åñêèì

ïðåäñòàâëåíèåì ïîâåðõíîñòåé â ñèñòåìå
3DVision

È. Ìàòâååâ, Þ. Èãíàòüåâ, Â. Ìèêóøèí
Capvidia BVBA NN, Íèæíèé Íîâãîðîä

Â ñòàòüå îïèñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ñîãëàñîâàííîé òðèàíãóëÿöèè
äëÿ b-rep ìîäåëåé â ñèñòåìå 3DVision.

Òðèàíãóëÿöèÿ äîëæíà àïïðîêñèìèðîâàòü ïîâåðõíîñòè ñ çàäàííîé
òî÷íîñòüþ. Óñëîâèå ñîãëàñîâàííîñòè îçíà÷àåò, ÷òî äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà
åäèíàÿ ñåòêà íà íàáîðå ïðèëåãàþùèõ (ñøèòûõ) ãðàíåé.

Â îïèñàííîì ïîäõîäå ðàçäåëåíû ýòàïû ñîãëàñîâàíèÿ ñåòîê è
òðèàíãóëÿöèè îòäåëüíûõ ãðàíåé. Ãðàíèöû ãðàíåé àïïðîêñèìèðóþòñÿ
ñïåöèàëüíûì îáðàçîì, òàê ÷òîáû îáåñïå÷èòü ñîãëàñîâàíèå íà ñøèòûõ
ó÷àñòêàõ. Íà îñíîâå ýòîé àïïðîêñèìàöèè äàëåå ñòðîèòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ.

Òðèàíãóëÿöèÿ ãðàíè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñåòêè. Â ïðîöåññå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ìîãóò
èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå êðèòåðèè, êîòîðûå äàþò âîçìîæíîñòü ñòðîèòü
ñåòêè çàâèñÿùèå îò ôóíêöèè ïîâåðõíîñòè (data-dependent) è ñåòêè ñ
êîíòðîëåì ôîðìû (shape-dependent), â ÷àñòíîñòè òðèàíãóëÿöèþ Äåëîíå.
Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ðàçëè÷íûå êðèòåðèè.

Ïîñëå òðèàíãóëèðîâàíèÿ ãðàíåé âûïîëíÿåòñÿ ñëèÿíèå ãðàíè÷íûõ óçëîâ
ñåòêè ëåæàùèõ íà ñøèòûõ ó÷àñòêàõ ãðàíèö, ÷òî ïðèâîäèò ê ñîãëàñîâàííîé
òðèàíãóëÿöèè.

Â ñòàòüå óäåëÿåòñÿ âíèìàíèå ïðàêòè÷åñêèì àñïåêòàì ðåàëèçàöèè
àëãîðèòìà è ñëîæíûì ñëó÷àÿì, òàêèì êàê âû÷èñëåíèå ìåðû îøèáêè äëÿ
îáåñïå÷åíèÿ àäåêâàòíîé àïïðîêñèìàöèè ñëîæíîé ãåîìåòðèè, òðèàíãóëÿöèÿ
âíåøíåãî è âíóòðåííèõ êîíòóðîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîé ñåòêè è äð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñîãëàñîâàííàÿ ñåòêà, òðèàíãóëÿöèÿ, ïàðàìåòðè÷åñêèå
ïîâåðõíîñòè, ãðàíè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå

Ââåäåíèå

Â ñèñòåìå 3D/Vision êàê è â áîëüøèíñòâå ñîâðåìåííûõ ÑÀÏÐ
äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ b-rep ïðåäñòàâëåíèå.

Ïîñòðîåíèå ñîãëàñîâàííîé òðèàíãóëÿöèè òðåáóåòñÿ äëÿ
âèçóàëèçàöèè, âûïîëíåíèÿ ðàññ÷åòà õàðàêòåðèñòèê òåë, â
ãåîìåòðè÷åñêèõ àëãîðèìàõ. Ýêñïîðò ñåòî÷íîé ñîãëàñîâàííîé ìîäåëè
òðåáóåòñÿ â ðàçëè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ, íàïðèìåð ñòåðåîëèòîãðàôèè.

Íà ñåòêó ìîãóò íàêëàäûâàòüñÿ ðàçëè÷íûå òðåáîâàíèÿ. Åñëè äëÿ
âèçóàëèçàöèè äîñòàòî÷íî îáåñïå÷èòü àïïðîêñèìàöèþ ïîâåðõíîñòåé ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ è ìèíèìàëüíûì êîëè÷åñòâîì òðåóãîëüíèêîâ, òî
íàïðèìåð â êîíå÷íîýëåìåíòíûõ ïðèëîæåíèÿõ íåîáõîäèìî
êîíòðîëèðîâàòü ôîðìó òðåóãîëüíèêîâ. Ðåàëèçîâàííûé àëãîðèòì
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îáåñïå÷èâàåò ïîñòðîåíèå íåðåãóëÿðíûõ ñîãëàñîâàííûõ ñåòîê ñ
âîçìîæíîñòüþ âëèÿíèÿ íà ôîðìó òðåóãîëüíèêîâ ÷åðåç êðèòåðèè
óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñåòêè.

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Â b-rep ïðåäñòàâëåíèè òåëî îãðàíè÷åíî îáîëî÷êàìè, êîòîðûå â
ñâîþ î÷åðåäü îãðàíè÷åíû ãðàíÿìè. Ãðàíü ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
ïàðàìåòðè÷åñêóþ ïîâåðõíîñòü îãðàíè÷åííóþ â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ âíåøíèì è íàáîðîì âíóòðåííèõ êîíòóðîâ. Ñ ïîìîùüþ
òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîæíî ìîäåëèðîâàòü êàê òåëà òàê è îòêðûòûå
ñîñòàâíûå ïîâåðõíîñòè. Òàêàÿ ãèáêîñòü îáåñïå÷èëà øèðîêîå
ïðèìåíåíèå òàêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ìîäåëåé.

Ñìåæíûå ãðàíè èìåþò îáùèå ó÷àñòêè ãðàíèöû - áóäåì íàçûâàòü
òàêèå ó÷àñòêè ñøèòûìè (ðèñ.1). Çàçîð íà òàêèõ ó÷àñòêàõ íå äîëæåí
ïðåâûøàòü âåëè÷èíû å

model
 - ýòî îáåñïå÷èâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêèì

ìîäåëåðîì. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîãëàñîâàííîé òðèàíãóëÿöèè ñòûêîâêó
ñåòîê íà ýòèõ ó÷àñòêàõ â îäíó îáùóþ (ðèñ.1).

Ãðàíü çàäàåòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîé ïîâåðõíîñòüþ, êîòîðàÿ â
ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ îãðàíè÷åíà íàáîðàìè êðèâûõ îáðàçóþùèõ
êîíòóðû - âíåøíèé è âíóòðåííèå (ðèñ.2).

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü ñîãëàñîâàííóþ òðèàíãóëÿöèþ îáîëî÷êè,
àïïðîêñèìèðóþùóþ åå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ å

approx
. Ïîä òî÷íîñòüþ

àïïðîêñèìàöèè ïîíèìàåòñÿ ìåðà îòêëîíåíèÿ ïîâåðõíîñòè îò ñåòêè. Â
äàííîé ðåàëèçàöèè ýòà âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

���PD[�PD[ HGJH

DSSUR[DSSUR[ HUUHUU  

,ãäå îøèáêà íà ðåáðå 
HGJH

DSSUR[HUU  áóäåò îïðåäåëåíà ïîçäíåå.



3

Ðèñ.1 Ñîãëàñîâàííàÿ òðèàíãóëÿöèÿ
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Ðèñ.2 Ãðàíü

Èäåÿ àëãîðèòìà

Àïïðîêñèìèðóåì ñøèòûå ó÷àñòêè ãðàíèöû òàê, ÷òîáû äëÿ êàæäîé
âåðøèíû áûëà ïàðíàÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå å

model
. Íàçîâåì òàêîå

ïîñòðîåíèå - ñîãëàñîâàííîé àïïðîêñèìàöèåé. Äàëåå òðèàíãóëèðóåì
ãðàíè íå ìîäèôèöèðóåÿ ãðàíè÷íûå âåðøèíû è òåì ñàìûì ñîõðàíèì
ñîãëàñîâàííîñòü. Ïîòîì îñòàåòñÿ òîëüêî âûïîëíèòü ñëèÿíèå ïàðíûõ
âåðøèí íà ñøèòûõ ó÷àñòêàõ è ïîëó÷èòü ñîãëàñîâàííóþ ñåòêó.

Ýòàïû àëãîðèòìà:

� àïïðîêñèìàöèÿ êîíòóðîâ ëîìàíûìè ñ òî÷íîñòüþ å
approx

 è
îáåñïå÷åíèå ñîãëàñîâàííîñòè íà ñøèòûõ ó÷àñòêàõ

� ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîé òðèàíãóëÿöèè
� óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñåòêè
� ñëèÿíèå ñåòîê íà ñøèòûõ ó÷àñòêàõ è ôîðìèðîâàíèå

ñîãëàñîâàííîé ñåòêè
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Àïïðîêñèìàöèÿ êîíòóðà ëîìàíîé

Ïåðåä òðèàíãóëÿöèåé ãðàíåé âûïîëíÿåòñÿ àïïðîêñèìàöèÿ èõ
ãðàíèö (êîíòóðîâ) ñ òî÷íîñòüþ å

approx
 [2][4][7]. Íà îñíîâå ýòîãî ðàçáèåíèÿ

ñòðîèòñÿ òðèàíãóëÿöèÿ. Íà ñøèòûõ ó÷àñòêàõ äîëæíà áûòü îáåñïå÷åíà
ñîãëàñîâàííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ.

Àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè êðèâîé

Íà÷èíàÿ ñ ïðèáëèæåíÿ êðèâîé îòðåçêîì âûïîëíÿåòñÿ
ðåêóðñèâíîå ðàçáèåíèå äî òåõ ïîð ïîêà îøèáêà íà âñåõ ðåáðàõ íå ñòàíåò
ìåíüøå å

approx
:

� çà íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âçÿòü ðåáðî 1 (ðèñ.3): [p
1
, p

2
]

� åñëè DSSUR[

HGJH

DSSUR[HUU H! , òî ðàçáèòü ðåáðî ïîïîëàì è ïîâòîðèòü

ýòîò øàã äëÿ äâóõ íîâûõ ðåáåð

S�
�

�
�

S�

�

� � �

Ðèñ.3 Àïïðîêñèìàöèÿ êðèâîé (4, 5, 6, 7 - ðåçóëüòèðóþùèå ñåãìåíòû)

Àëãîðèòì ñîãëàñîâàííîé àïïðîêñèìàöèè êðèâûõ

Ïðè ñîãëàñîâàííîé àïïðîêñèìàöèè äâóõ êðèâûõ êàæäàÿ
àïïðîêñèìàöèîííàÿ òî÷êà îäíîé êðèâîé äîëæíà èìåòü ïàðíóþ
ïðîòèâîëåæàùóþ òî÷êó íà äðóãîé êðèâîé. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðíûõ òî÷åê
ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè (ïðîåöèðîâàíèÿ). Ïðîåöèðîâàíèå
ïðîèñõîäèò íà êðèâóþ c

13
(t) ëåæàùóþ íà ïîâåðõíîñòè, êîòîðàÿ çàäàåòñÿ

òàê:

^ `
^ `

�������

����������

�������

������

��

��

WFYXVWF

YX\YX[YXV

WYWXWF

$ 
 

 

,ãäå ñ
12

 - êðèâàÿ â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè, s
23

 -
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ïîâåðõíîñòü

Àëãîðèòì:

� àïïðîêñèìàöèÿ ïåðâîé è âòîðîé êðèâîé
� âûáåðåì áàçîâîé êðèâóþ ó êîòîðîé ïîëó÷åíî áîëüøå

àïïðîêñèìàöèîííûõ òî÷åê
� íàõîæäåíèå ïàðíûõ òî÷åê (ïðîåêöèÿ ñ áàçîâîé íà ñîñåäíþþ

êðèâóþ)
� äîàïïðîêñèìàöèÿ ðåçóëüòàòà ïðîåöèðîâàíèÿ
� ïðîåöèðîâàíèå íà áàçîâóþ êðèâóþ òî÷åê ïîëó÷åííûõ â

ðåçóëüòàòå äîàïïðîêñèìàöèè

Q� ��

Q� ���

� �

]

\[

Q� ������

Q� ���

� �

]

\[

Ðèñ.4 Ïðîåöèðîâàíèå áàçîâîé àïïðîêñèìàöèè (ñâåðõó), äîàïïðîêñèìàöèÿ è
ïðîåöèðîâàíèå (ñíèçó)
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Q� ���

]

\[

Y

X

Y

X
W

W

F����W�

F����W�

F����W�� �V����X��Y�� �F����W�

F����W�� �V����X��Y�� �F����W�

Ðèñ.5 Ðåçóëüòàò êîíñèñòåíòíîé àïïðîêñèìàöèè

Àïïðîêñèìàöèÿ è äîàïïðîêñèìàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ ïî àëãîðèòìó
èçëîæåííîìó âûøå.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ïàðíîé òî÷êè ñòàâèòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè:

�����PLQDUJ

@�> ��

WFYXVSS
L

SSW

$� 
�

,ãäå p* - íåèçâåñòíûé ïàðàìåòð, pi - ïðîåöèðóåìàÿ òî÷êà.
Âàæíîå çíà÷åíèå èìååò õîðîøèé âûáîð íà÷àëüíîãî

ïðèáëèæåíèÿ. Çäåñü èñïîëüçóåòñÿ èíôîðìàöèÿ äîñòóïíàÿ èç
èìåþùåéñÿ àïïðîêñèìàöèè.

SVWDUW

S
O

SODVW

SL��

SL

F����W�

F����W�

Ðèñ.6 Âûáîð íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ
plast - ïîñëåäíÿÿ ñïðîåöèðîâàííàÿ òî÷êà, pi - ïðîåöèðóåìàÿ òî÷êà, pstart - íà÷àëüíîå
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ïðèáëèæåíèå, p* - ðåçóëüòàò ïðîåöèðîâàíèÿ

Íà ðèñ.6 ïîêàçàí ïðîöåññ âûáîðà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ p
start

äëÿ ïðîåöèðîâàíèÿ òî÷êè p
i
. Íà÷àëüíûé ïàðàìåòð p

start
 âûáèðàåì

ïðîïîðöèîíàëüíî äëèíå êðèâîé ðàññ÷èòàííîé â ìîäåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå (3D ïðîñòðàíñòâî) ïî àïïðîêñèìàöèè è ðàâíîé
ðàññòîÿíèþ l ìåæäó ïðåäûäóùåé p

i-1
 è òåêóùåé ïðîåöèðóåìîé òî÷êîé

p
i
. Îòñ÷åò âåäåì îò ïîñëåäíåé íàéäåííîé òî÷êè p

last 
, ÷òîáû

ìèíèìèçèðîâàòü îøèáêó âûçâàííóþ àïïðîêñèìàöèåé. ×åì áëèæå òî÷êè
ìåæäó ñîáîé òåì áîëåå ëèíåéíî âåäåò ñåáÿ ïàðàìåòðà ïî îòíîøåíèþ
ê äëèíå êðèâîé, ÷òî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ëèíåíîå ïðèáëèæåíèå.
Òàêîãî ïðèáëèæåíèÿ íà ïðàêòèêå äîñòàòî÷íî.

Â áîëüøèíñòâå ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ àëãîðèòì íå âûïîëíÿåò
øàãè ïîñëå òðåòüåãî  (ïðîåöèðîâàíèå áàçîâîé àïïðîêñèìàöèè), ÷òî
óñêîðÿåò ïðîöåññ. Îäíàêî  äëÿ ïîâåðõíîñòåé è êðèâûõ ñ ñóùåñòâåííî
íåëèíåéíîé ïàðàìåòðèçàöèåé ìîæåò ïîòðåáîâàòüñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ
äîàïïðîêñèìàöèÿ, êîòîðàÿ âûïîëíÿåòñÿ íà ñëåäóþùèõ øàãàõ.

Îøèáêà íà ðåáðå

Äëÿ ðàññ÷åòà îøèáêè íà ðåáðå ðàññ÷èòûâàåòñÿ íåâÿçêà â ïðîáíûõ
òî÷êàõ ðåáðà [7].

Ïðîñòåéøèì âèäîì íåâÿçêè ÿâëÿåòñÿ îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ
ôóíêöèè îò ïðèáëèæåíèÿ íà ðåáðå. Â ñëó÷àå êðèâîé ëåæàùåé íà
ïîâåðõíîñòè ïîëó÷àåì ñèòóàöèþ èçîáðàæåííóþ íà ðèñ.7. Ïóíêòèðîì
ïîêàçàíû âåëè÷èíû îòêëîíåíèÿ êîòîðûå íàäî ïðîàíàëèçèðîâàòü.

����������PD[�PD[
����





����


 SFYXVSSYXVSHUU
S

HGJH

I $$ �� 

,ãäå p - ïðîáíàÿ òî÷êà (ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ ïî ðåáðó), p* è p** ïðîåêöèè òî÷åê íà ðåáðî (ñì. ðèñ.7), p

12
 -

ñðåäíÿÿ òî÷êà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ ïîâåðõíîñòè
(ïðîïîðöèîíàëüíî p), p

13
 - ñðåäíÿÿ òî÷êà â ìîäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå

(ïðîïîðöèîíàëüíî p).
Âìåcòî ðàññòîÿíèÿ äî ïðîåêöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàññòîÿíèå

äî p
13

.
Êðîìå ïðîâåðêè îòêëîíåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè ìîæíî ïðîâåðÿòü

àïïðîêñèìàöèþ êàñàòåëüíîé (ðèñ.8).
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]
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W

F���S�
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S

Ðèñ.7 Îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè â ïðîáíîé òî÷êå ðåáðà

]

\[

V���X��Y�� �F���W�

�
 DSSUR[
DSSUR[PLQ

Ðèñ.8 Ïðîâåðêà óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé

¯
®
­

��
�

 
�FRV��

��
PD[ PLQ


 DH
DD

DSSUR[
S

HGJH

I
HUU

Ôîðìóëà âûäàåò íàðóøåíèå óñëîâèÿ íà êàñàòåëüíóþ, êàê îøèáêó
â äèàïàçîíå [å

approx
,2*å

approx
]. Ýòîò ïðèåì èñïîëüçóåòñÿ ÷òîáû îäèíàêîâî

èíòåðïðåòèðîâàòü îòêëîíåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè è êàñàòåëüíîé.
Ààíàëîãè÷íûì îáðàçîì áóäåì ïîñòóïàòü ñ äðóãèìè òèïàìè íåâÿçêè.

Â äàííîì ñëó÷àå ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òîáû êàñàòåëüíàÿ áûëà áëèçêà
ê íàïðàâëåíèþ ðåáðà. Ìåðà îòêëîíåíèÿ çàâèñèò îò äëèíû ðåáðà è
äîïóñòèìîé îøèáêè (ðèñ.8).

Îäèí èç ñëó÷àåâ, êîãäà íåîáõîäèìà òàêàÿ ïðîâåðêà ïîêàçàí íà
ðè.9. Ïðîáíàÿ òî÷êà ðåáðà 1-2 ìîæåò ðàñïîëîæèòüñÿ òàêèì îáðàçîì,
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÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèè îêàæåòñÿ áëèçêî ê ïðèáëèæåíèþ íà ðåáðå. Åñëè
íå ïðîâîäèòü ïðîâåðêó êàñàòåëüíîé, òî òàêîå ðåáðî íå áóäåò ðàçáèòî.

�

�

DSSUR[
SFYXVS H�� �����

����
$

SW
WFYXV

 

c�������
����

$

Ðèñ.9 Àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèöû ñïèðàëè

Ðàññìîòðèì åùå îäèí âèä íåâÿçêè. Èñïîëüçóåì çíà÷åíèå
êðèâèçíû â ïðîáíûõ òî÷êàõ. Íà ðèñ.10 èçîáðàæåíî ðåáðî l è îêðóæíîñòü
ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû â òî÷êå p. Íàëîæèì îãðàíè÷åíèå íà ñîîòíîøåíèå
îòêëîíåíèÿ ðåáðà d îò äóãè îêðóæíîñòè ê ðàäèóñó êðèâèçíû. Ìîæíî ýòî
èíòåðïðåòèðîâàòü òàê: îáåñïå÷èòü çàäàííîå êîëè÷åñòâî ñåãìåíòîâ äëÿ
àïïðîêñèìàöèè îêðóæíîñòè ñ ðàäèóñîì êðèâèçíû â êàæäîé ïðîáíîé
òî÷êå. Åñëè äàííîå ðåáðî íå ïðîõîäèò ïî êðèòåðèþ - îíè äîëæíî áûòü
ðàçáèòî.
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U ��N

S

2

G

O

Ðèñ.10 Êðèâèçíà â ïðîáíîé òî÷êå p

°̄

°
®
­

¸
¹
·

¨
©
§ �

�
    

K
K

KK
HUUGN

U
G

KNNN
DSSUR[S

HGJH

N PD[

PD[

�� �

��
PD[����PD[� H

,ãäå k - ìàêñèìàëüíàÿ êðèâèçíà, hmax çàäàåò ìàêñèìàëüíîå
ñîîòíîøåíèå îòêëîíåíèÿ d è ðàäèóñà êðèâèçíû r (èñïîëüçóåòñÿ
âåëè÷èíà 0.2).

Åñëè íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü âñå íåâÿçêè, òî ïîëó÷èì:

���PD[�



HGJH

N

HGJH

I

HGJH

I

HGJH

DSSUR[ HUUHUUHUUHUU  

Îñíîâíîé ÿâëÿåòñÿ íåâÿçêà çíà÷åíèÿ ôóíêöèè - 
HGJH

IHUU . Äëÿ

ãðàíåé ñëîæíîé ôîðìû (ðèñ.9) íóæíî äîïîëíèòåëüíî ó÷èòûâàòü 
HGJH

IHUU
c

.

Íåâÿçêà HGJH

NHUU ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà äëÿ áîëåå ñòðîãîé ïðîâåðêè
òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè, íî îáû÷íî äîñòàòî÷íî ïåðâûõ äâóõ îöåíîê è
êðîìå òîãî - îíà ñàìàÿ äëèòåëüíàÿ ïî âðåìåíè ðàññ÷åòà.

Îòäåëüíî ñòîèò îòìåòèòü, ÷òî íà ïðàêòèêå ïðè ðàññ÷åòå îøèáêè
íà ðåáðå äîñòàòî÷íî áðàòü òðè ïðîáíûå òî÷êè.

Îøèáêà íà ðåáðå äëÿ ñîãëàñîâàíèÿ ñ òðèàíãóëÿöèåé

Åñëè àïïðîêñèìàöèÿ ãðàíèöû áóäåò âûïîëíåíà íåäîñòàòî÷íî
ìåëêèìè ýëåìåíòàìè, òî â ïðîöåññå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñåòêè
àëãîðèòì ìîæåò çàöèêëèòüñÿ ïûòàÿñü óëó÷øèòü ôîðìó òðåóãîëüíèêîâ
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èëè îøèáêó íà ðåáðå â îêðåñòíîñòè ãðàíèöû. Äëÿ òîãî ÷òîáû ýòîãî
èçáåæàòü íåîáõîäèìî ñîãëàñîâàòü ôóíêöèþ âû÷èñëåíèÿ îøèáêè íà
ðåáðå ñ êðèòåðèåì óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñåòêè. Ïîýòîìó íà ãðàíèöå
äîëæíà èñïîëüçîâàòüñÿ îøèáêà íà ðåáðå áîëåå ñòðîãàÿ ÷åì âíóòðè
îáëàñòè èëè òàêàÿ-æå åñëè òðåáóåòñÿ òîëüêî îáåñïå÷èòü òî÷íîñòü.

Îäèí èç âàðèàíòîâ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è - îáåñïå÷èòü òàêîå
ðàçáèåíèå, êîòîðîå ëîêàëüíî óäîâëåòâîðèëî áû ëþáîé êðèâîé íà
ïîâåðõíîñòè ïðîõîäÿùåé ÷åðåç òî÷êó.

Îáðàòèìñÿ ê ðèñ.10. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ðåáðî l èìååò
îïòèìàëüíóþ äëèíó â îêðåñòíîñòè òî÷êè p ñ êðèâèçíîé k, òîãäà d =
å

approx
 è äàëåå:

°
¯

°
®

­

¸
¸
¹

·
¨
¨
©

§
�

�

 �   

HGJH

DSSUR[

HGJH

HGJH

NODSSUR[

O
O

OO

HUUGUGOOG
PLQ

PLQ

�

PLQ

�

�

��

������
H

H

Ïîëó÷èëè âûðàæåíèå äëÿ âåëè÷èíû îïòèìàëüíîãî ðåáðà lmin. Ýòà
âåëè÷èíà çàâèñèò îò å

approx
 è ìàêñèìàëüíîé êðèâèçíû k. Ïîëó÷èëè

óñëîâèå íà äëèíó ñåãìåíòà äëÿ àïïðîêèìàöèè â äàííîé òî÷êè ñ ó÷åòîì
ìàêñèìàëüíîé êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè.

Ðèñ.11 Ñëåâà - îáû÷íàÿ îøèáêà íà ðåáðå, ñïðàâà - ñ êîíòðîëåì ðàçìåðà ïî êðèâèçíå
ïîâåðõíîñòè

Ãðàíèöà ãðàíè ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé (ðèñ. 11), íî òåì íå ìåíåå
ïðîèñõîäèò ðàçáèåíèå, ò.ê. ïîâåðõíîñòü â ýòèõ òî÷êàõ èìååò íåíóëåâóþ
êðèâèçíó.

Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîé òðèàíãóëÿöèè
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Àëãîðèòì �îòðåçàíèÿ óõà�

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîé òðèàíãóëÿöèè íà îñíîâå
àïïðîêñèìàöèè êîíòóðà èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì �îòðåçàíèÿ óõà� [1].

Íà êîíòóðå âûáèðàåòñÿ òðè ïîñëåäîâàòåëüíî èäóùèå âåðøèíû
è åñëè íà ýòèõ âåðøèíàõ ìîæíî ïîñòðîèòü äîïóñòèìûé òðåóãîëüíèê (â
êîòîðûé íå ïîïàäàþò äðóãèå âåðøèíû êîíòóðà), òî ïðîèñõîäèò ñîçäàíèå
òðåóãîëüíèêà è èç êîíòóðà óäàëÿåòñÿ òî÷êà. Ýòîò ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ
ïîêà âñå âåðøèíû íå áóäóò èñ÷åðïàíû.

Â 3D/Vision ðåàëèçîâàíî íåñêîëüêî âàðèàíòîâ àëãîðèòìà âûáîðà
ñëåäóþùåé âåðøèíû è ñïåöèàëüíûå ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ óñêîðåíèÿ
ïðîâåðêè êàíäèäàòîâ íà ïîñòðîåíèå òðåóãîëüíèêà. Îò ïîðÿäêà âûáîðà
âåðøèí çàâèñèò êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ òðåóãîëüíèêîâ.

Âåðøèíû ñ óãëîì <180 ãðàäóñîâ ìîãóò ñëóæèòü êàíäèäàòàìè äëÿ
ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà, ïîýòîìó äëÿ ýôôåêòèâíîñòè íóæíî
ïîääåðæèâàòü ñïèñîê òàêèõ âåðøèí. Äëÿ ïðîâåðêè äîïóñòèìîñòè
ïîñòðîåíèÿ òðåóãîëüíèêà íàäî ïðîâåðèòü òîëüêî âåðøèíû ñ óãëîì >180
ãðàäóñîâ, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî òàêèå âåðøèíû òîæå óäîáíî õðàíèòü â
ñïåöèàëüíîì ñïèñêå. Íà ïðàêòèêå ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ èìåòü äåëî ñ
ïðÿìîóãîëüíûìè êîíòóðàìè, êîãäà åñòü áîëüøîå êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ
óãëîì 180 ãðàäóñîâ. Ïîýòîìó ÷òîáû íå òðàòèòü âðåìåíè íà îáðàáîòêó
òàêèõ âåðøèí ïîääåðæêà ñïèñêîâ ñòàíîâèòñÿ îñîáåííî àêòóàëüíîé.

Ñóùåñòâóþò äâà êëàññà àëãîðèòìîâ âûáîðà âåðøèíû -
ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð è âûáîð ñ ñîðòèðîâêîé ïî êðèòåðèþ [1]. Â
3D/Vision ðåàëèçîâàíû îáà.

Ïðîñòîé ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð ñ ôèêñèðîâàííûì
íàïðàâëåíèåì îáõîäà ÷àñòî ïðèâîäèò ê �âååðàì� òðåóãîëüíèêîâ ñ
ìàëûìè óãëàìè. Â 3D/Vision çà îñíîâó âûáðàí ìîäèôèöèðîâàííûé
âàðèàíò ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûáîðà. Ïîñëå �îòðåçàíèÿ óõà� ïðîèñõîäèò
ïîèñê ñëåäóþùåãî êàíäèäàòà ñ îáõîäîì êîíòóðà â ñòîðîíó
ïðîòèâîïîëîæíóþ òîé, ÷òî èñïîëüçîâàëàñü äëÿ ïîèñêà äàííîé òî÷êè.
Êðîìå ýòîãî íàäî ïðîïóñòèòü îäíó òî÷êó êîíòóðà. Òàêàÿ ïðîñòàÿ
ìîäèôèêàöèÿ ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ïðèåìëèìûå (ïî ÷èñëó òîíêèõ
òðåóãîëüíèêîâ) ñåòêè â ïðàêòè÷åñêè âàæíîì ñëó÷àå ïðÿìîóãîëüíîãî
êîíòóðà. Â äðóãèõ ñëó÷àÿõ ýòîò âåäåò ñåáÿ íå õóæå ïðîñòîãî
ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûáîðà.

Êðîìå ýòîãî ðåàëèçîâàíî òðè âàðèàíòà àëãîðèòìà âûáîðà ñ
ñîðòèðîâêîé ïî êðèòåðèþ, îíè  â ðÿäå ñëó÷àåâ äàþò áîëåå êà÷åñòâåííûå
ñåòêè, íî ýòî äàåòñÿ çàìåäëåíèåì ðàáîòû ýòîé ôàçû àëãîðèòìà
ïðèìåðíî íà 15-20% [1]. Ðåàëèçîâàíû ñëåäóþùèå êðèòåðèè:

� ìàêñèìàëüíûé ñèíóñ óãëà
- âûáèðàåì òðåóãîëüíèêè íàèëó÷øåé ôîðìû



14

� ìàêñèìàëüíàÿ ïëîùàäü îòñåêàåìîãî òðåóãîëüíèêà
- âûáèðàåì áîëüøèå òðåóãîëüíèêè

� ìàêñèìàëüíîå óâåëè÷åíèå ñóììàðíîé ïëîùàäè îòñåêàåìîé
âñåìè êàíäèäàòàìè (ðàçíèöà äî è ïîñëå îòñå÷åíèÿ äàííîãî
êàíäèäàòà)
- âûáèðàåì òàêîé òðåóãîëüíèê äëÿ îòñå÷åíèÿ, ÷òîáû ïîñëå
åãî îòñå÷åíèÿ ñóììàðíàÿ ïëîùàäü áûëà êàê ìîæíî áîëüøå,
ò.å. áîëüøå øàíñîâ íà ñëåäóþùåì øàãå ïîëó÷èòü êàíäèäàòîâ
ñ áîëøîé ïëîùàäüþ

Êàæäûé èç ýòèõ êðèòåðèåâ âåäåò ñåáÿ ëó÷øå â òîì èëè èíîì
ñëó÷àå è ïðè íåîáõîäèìîñòè ìîæíî ïðèìåíÿòü èõ ïîñëåäîâàòåëüíî
äëÿ äîñòèæåíèÿ îïòèìàëüíîãî ðåçóëüòàòà. Ïðèìåíÿòü ðàçíûå êðèòåðèè
èìååò  íóæíî åñëè ïîëó÷àþòñÿ î÷åíü òîíêèå òðåóãîëüíèêè è
ñòàíäàðòíûé ïîñëåäîâàòåëüíûé àëãîðèòì íå ñïðàâëÿåòñÿ. Ïðîöåíò
òàêèõ ñëó÷àåâ êðàéíå ìàë.

Àëãîðèòì �îòðåçàíèÿ óõà�:

� ñòðîèòñÿ ñïèñîê âåðøèí <180
� ñòðîèòñÿ ñïèñîê âåðøèí >180
� ñòðîèòñÿ ïðèîðèòåòíûé ñïèñîê âåðøèí ïî êðèòåðèþ
� âûáðàòü êàíäèäàòà ïîñëåäîâàòåëüíûì âûáîðîì èëè ïî

êðèòåðèþ
� ïðîâåðêà ñëó÷àÿ �âååðà� - ñïåöèàëüíîå îêîí÷àíèå àëãîðèòìà
� ïðîâåðêà äîïóñòèìîñòè êàíäèäàòà íà âñåõ âåðøèíàõ >180,

åñëè íå äîïóñòèì, òî âåðíóòüñÿ ê øàãó âûáîðà êàíäèäàòà
� ñòðîèòü òðåóãîëüíèê, èñêëþ÷èòü âåðøèíó èç êîíòóðà, îáíîâèòü

ñïèñêè
� ïåðåéòè ê øàãó âûáîðà êàíäèäàòà

Y� Y�

Y�

Y� Y� Y�

Ðèñ.12 Ñëó÷àé �âååðà�. v+ - êàíäèäàòû, v0 - âåðøèíû ñ óãëîì 180 ãðàäóñîâ

Îòäåëüíî ïðîâåðÿåòñÿ ñëó÷àé �âååðà� èçîáðàæåííûé íà ðèñ.12.
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Â ýòîì ñëó÷àå èìååòñÿ òðè  êàíäèäàòà, îñòàëüíûå âåðøèíû ñ óãëîì
180. Åñëè ýòîò ñëó÷àé íå ðàñïîçíàâàòü, òî îí ïðîõîäèò ïî êðèòåðèþ
äîïóñòèìîñòè è ïðèâîäèò ê òóïèêó.

Àëãîðèòì �îòðåçàíèÿ óõà� òðèàíãóëèðóåò îäèí êîíòóð, íî åùå
òðåáóåòñÿ âûðåçàòü âíóòðåííèå êîíòóðû. Â 3D/Vision ðåàëèçîâàíî äâà
ïîäõîäà ê ðåøåíèþ ýòîé çàäà÷è. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñòðîèòñÿ îäèí êîíòóð
ïîëó÷àåìûé ñòûêîâêîé âñåõ âìåñòå ñ ïîìîùüþ �ìîñòîâ�. Âî âòîðîì
ñëó÷àå òî÷êè âíóòðåííèõ êîíòóðîâ äîáàâëÿþòñÿ â ñóùåñòâóþùóþ
òðèàíãóëÿöèþ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ðåáðà âíóòðåííèõ êîíòóðîâ
ïðèñóòñòâîâàëè â òðèàíãóëÿöèè òåì ñàìûì âîññòàíàâëèâàÿ íóæíûé
êîíòóð.

Àëãîðèòì �ìîñòîâ�

Ðàññìîòðèì òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì �ìîñòîâ� [1]. Àëãîðèòì
ñîåäèíÿåò âíåøíèé è âíóòðåííèå êîíòóðû âûðîæäåííûìè ïåðåìû÷êàìè
�ìîñòàìè�. Äàëåå äëÿ òàêîãî êîíòóðà ñ ìèíèìàëüíûìè èçìåíåíèÿìè
ïðèìåíÿåòñÿ ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì �îòðåçàíèÿ óõà�.

Àëãîðèòì:

� óïîðÿäî÷èòü óçëû âñåõ êîíòóðîâ ïî âîçðàñòàíèþ x
� óïîðÿäî÷èòü âíóòðåííèå êîíòóðû ïî ñàìîé ëåâîé òî÷êå ïî

âîçðàñòàíèþ êîîðäèíàòû x
� äëÿ êàæäîãî âíóòðåííåãî êîíòóðà (ñëåâà íàïðàâî) âûïîëíèòü:
� èñêàòü ïîäõîäÿùèé �ìîñò� îò ëþáîé òî÷êè ëåâåå ñàìîé

ëåâîé òî÷êè äàííîãî âíóòðåííåãî êîíòóðà, êàíäèäàòîì
ñ÷èòàòü îòðåçîê ñîåäèíÿþùèé âûáðàííóþ òî÷êó è ñàìóþ
ëåâóþ òî÷êó òåêóùåãî êîíòóðà

� êàæäûé êàíäèäàò ïðîâåðÿåòñÿ íà ïåðåñå÷åíèå ñî âñåìè
îòðåçêàìè ëåæàùèìè ëåâåå êðàéíåé òî÷êè òåêóùåãî
êîíòóðà, åñëè ïåðåñå÷åíèé íåò, òî ñòðîèòñÿ �ìîñò�

Ðèñ.13 Ôîðìèðîâàíèå �ìîñòîâ�
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Ñëîæíîñòü òàêîãî àëãîðèòìà îöåíèâàåòñÿ êàê O(i*n2), ãäå i - ÷èñëî
âíóòðåííèõ êîíòóðîâ. Àëãîðèòì ïðîñò â ðåàëèçàöèè è óñòîé÷èâ, îäíàêî
ïðè áîëüøîì ÷èñëå âíóòðåííèõ êîíòóðîâ íåýôôåêòèâåí.

Äëÿ àäàïòàöèè àëãîðèòìà �îòðåçàíèÿ óõà� ê êîíòóðàì ïîëó÷åííûì
ïîñëå ïîñòðîåíèÿ �ìîñòîâ� òðåáóåòñÿ âíåñòè íåçíà÷èòåëüíûå
êîððåêòèâû. Íà �ìîñòå� íóæíî îáåñïå÷èòü ñâÿçü òðåóãîëüíèêîâ ñ îáîèõ
ñòîðîí. Äëÿ ýòîãî â óçëå äîáàâëÿåòñÿ ññûëêà íà ïàðíûé óçåë. Ïðè
ïîñòðîåíèè òðåóãîëüíèêà è ïðè íàëè÷èè òàêîé ñâÿçè íåîáõîäèìî
ïðîâåðèòü íåò ëè ïîñòðîåííîãî òðåóãîëüíèêà ñ äðóãîé ñòîðîíû �ìîñòà�
è åñëè åñòü óñòàíîâèòü ñ íèì òîïîëîãè÷åñêóþ ñâÿçü.

Íà ïðàêòèêå ìîãóò âîçíèêàòü ñëó÷àè, êîãäà ïðèõîäèòñÿ ñòðîèòü
íåñêîëüêî �ìîñòîâ� èñõîäÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû, íàäî ýòî èìåòü ââèäó
ïðè ðåàëèçàöèè è îáåñïå÷èòü êîððåêòíóþ îáðàáîòêó ýòîé ñèòóàöèè.

Âîññòàíîâëåíèå âíóòðåííèõ êîíòóðîâ

Àëãîðèòì (ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ êàæäîãî âíóòðåííåãî êîíòóðà) [5]:

� íàéòè ïîëîæåíèå ïåðâîé òî÷êè êîíòóðà â òðèàíãóëÿöèè
� òðèàíãóëèðîâàòü òî÷êó ñîåäèíèâ ñ ñîñåäíèìè âåðøèíàìè (â

ñëó÷àå ïîïàäàíèÿ íà ðåáðî - ðàçðåçàåì ðåáðî)
� äëÿ êàæäîé ñëåäóþùåé òî÷êè êîíòóðà:
� íàéòè ïîëîæåíèå òî÷êè â ñåòêå ñòàðòóÿ ñ ïðåäûäóùåé
� òðèàíãóëèðîâàòü òî÷êó
� âûäåëèòü ðåáðà êîòîðûå ïåðåñåêàþò ðåáðî ñîåäèíÿþùåå

òåêóùóþ è ïðåäûäóùóþ òî÷êè
� âûäåëèòü ïîëèãîí îãðàíè÷èâàþùèé ýòè ðåáðà
� óäàëèòü òðåóãîëüíèêè â ýòîì ïîëèãîíå
� ïîñòðîèòü èñêîìîå ðåáðî ñîåäèíÿþùåå òåêóùóþ è

ïðåäûäóùóþ âåðøèíó
� òðèàíãóëèðîâàòü äâå ïîëîâèíû ðàññå÷åííîãî ïîëèãîíà
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Ðèñ.14 Ïðîöåññ âîññòàíîâëåíèÿ ðåáðà

Ïðîöåññ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ îäíîé òî÷êè ïîêàçàí íà ðèñ.14.
Ñóùåñòâóþò ñëó÷àè êîãäà ïîëó÷àåìûé ïîëèãîí ñîäåðæèò ðåáðà

îáõîäÿùèåñÿ äâàæäû (ïîñëåäíÿÿ èëëþñòðàöèÿ íà ðèñ. 14). Â ýòîì
ñëó÷àå ïî àíàëîãèè ñ òåì ÷òî äåëàëîñü ñ �ìîñòàìè� íàäî îáðàáàòûâàòü
ñâÿçè íà ýòèõ ðåáðàõ.

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âîññòàíîâëåíèè âåðøèí êîíòóðà
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå �ïðÿìîé âèäèìîñòè� ñëåäóþùåé âåðøèíû èç
ïðåäûäóùåé. Ïîèñê ïîëîæåíèÿ ñëåäóþùåé òî÷êè âûïîëíÿåòñÿ
ïåðåøàãèâàåíèåì ïî òðèàíãóëÿöèè ïî íàïðàâëåíèþ ëó÷à [6][3]
ñîåäèíÿþùåãî îäíó òî÷êó ñ äðóãîé è ò.ê. ýòî áëèçêèå òî÷êè, òî ýòà
îïåðàöèÿ âûïîëíÿåòñÿ î÷åíü áûñòðî. Ïðè ðåàëèçàöèè ñëåäóåò îáðàòèòü
âíèìàíèå íà ñëó÷àè, êîãäà íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ïåðåñåêàåò âåðøèíó
èëè ïðîõîäèò ÷åðåç ðåáðî êàñàÿñü åãî.

Ïîñëå òðèàíãóëÿöèè âíóòðåííèõ êîíòóðîâ îñòàåòñÿ óäàëèòü
ëèøíèå òðåóãîëüíèêè íàõîäÿùèåñÿ âíóòðè ýòèõ êîíòóðîâ. Ýòî äåëàåòñÿ
îáõîäîì âñåõ âåðøèí âíóòðåííèõ êîíòóðîâ ñ óäàëåíèåì ïðèëåãàþùèõ
òðåóãîëüíèêîâ ñ ó÷åòîì íàïðàâëåíèÿ îáõîäà êîíòóðà.

Óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñåòêè

Íà ýòîì ýòàïå  ñåòêà ìîäèôèöèðóåòñÿ òàê, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
âûïîëíåíèå óñëîâèÿ àïïðîêñèìàöèè ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Òî÷íîñòü
àïïðîêñèìàöèè îïðåäåëÿåòñÿ ÷åðåç ôóíêöèþ îøèáêè íà ðåáðå ñåòêè.
Óñëîâèåì çàâåðøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáåñïå÷åíèå çàäàííîé òî÷íîñòè íà
âñåõ ðåáðàõ

Â ïðîöåññå óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ [3] â òðèàíãóëÿöèþ äîáàâëÿþòñÿ
íîâûå âåðøèíû â òå ìåñòà ãäå îòêëîíåíèå ñåòêè îò èñõîäíîé
ïîâåðõíîñòè ìàêñèìàëüíî. Ïîñëå ýòîãî â îêðåñòíîñòè äîáàâëåííîé
âåðøèíû âûïîëíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè [3], êîòîðàÿ
âûïîëíÿåò ëîêàëüíóþ ïåðåñòðîéêó ñåòêè ïî çàäàííîìó êðèòåðèþ. ×åðåç
ýòîò êðèòåðèé ìîæíî âëèÿòü íà ñâîéñòâà òðèàíãóëÿöèè.

Àëãîðèòì óñîâåðøåíñòâîâàíèÿ ñåòêè:
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� âûïîëíèòü ãëîáàëüíóþ îïòèìèçàöèþ äëÿ íà÷àëüíîãî
ïðèáëèæåíèÿ

� ñôîðìèðîâàòü ïðèîðèòåòíûé ñïèñîê òðåóãîëüíèêîâ
óïîðÿäî÷åííûé ïî îøèáêå, â ñïèñîê ïîïàäàþò òðåóãîëüíèêè
ñ îøèáêîé áîëüøå çàäàííîé

� âûáðàòü òðåóãîëüíèê ñ ìàêñèìàëüíîé îøèáêîé, â íåì ðåáðî
ñ ìàêñèìàëüíîé îøèáêîé

� äîáàâèòü íà ðåáðî ñ ìàêñèìàëüíîé îøèáêîé âåðøèíó [3][7]
� âûïîëíèòü ïðîöåäóðó ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ

òðåóãîëüíèêîâ ïðèëåãàþùèõ ê íîâîé âåðøèíå, â õîäå
îïåðàöèè îáíîâëÿòü ïðèîðèòåòíûé ñïèñîê

Ãëîáàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ òðåáóåòñÿ äëÿ ïðèâåäåíèÿ
òðèàíãóëÿöèè â ñîîòâåòñòâèå ñ çàäàííûì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè. Îíà
ðåàëèçóåòñÿ ïðèìåíåíèåì ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè êî âñåì âåðøèíàì
òðèàíãóëÿöèè äî òåõ ïîð ïîêà ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ äàåò ýôôåêò
(îñóùåñòâëÿåò ìîäèôèêàöèþ ñåòêè).

Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ èçíà÷àëüíî áûëà ïðåäëîæåíà äëÿ
âíåäðåíèÿ òî÷åê â Äåëîíå òðèàíãóëÿöèþ, íî ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ è ñ
äðóãèìè êðèòåðèÿìè [3].

Àëãîðèòì ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè:

� äëÿ êàæäîãî òðåóãîëüíèêà ïðèëåãàþùåãî ê âåðøèíå:
� åñëè ïåðåáðîñêà íåâîçìîæíà, òî âûõîä
� åñëè ïî êðèòåðèþ îïòèìèçàöèè ðåáðî DB ëó÷øå ðåáðà AC

(ðèñ.15), òî âûõîä
� âûïîëíèòü ïåðåáðîñêó
� âûïîëíèòü ëîêàëüíóþ îïòèìèçàöèþ äëÿ ðåáåð DÑ, BÑ

$

%

&

' '

&

$

%

Ðèñ.15 Ëîêàëüíàÿ îïòèìèçàöèÿ ïîñëå äîáàâëåíèÿ âåðøèíû A
(ñòðåëêàìè ïîìå÷åíû ðåáðà íà êîòîðûõ äåëàåòñÿ ïðîâåðêà ïåðåáðîñêè)

Ïðîöåññ îïòèìèçàöèè ñõîäÿùèéñÿ. Ââåäåì âåêòîð Q = {E1, E2,
..., En} ïîêàçûâàþùèé êà÷åñòâî òðèàíãóëÿöèè, êîìïîíåíòàìè êîòîðîãî
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ÿâëÿþòñÿ óïîðÿäî÷åííûå ïî óáûâàíèþ îøèáêè íà òðåóãîëüíèêàõ.
Ââåäåì îïåðàöèþ ñðàâíåíèÿ òàêèõ âåêòîðîâ â ëåêñèêîãðàôè÷åñêîì
ïîðÿäêå, îòñþäà ïîíÿòíî, ÷òî Q�, ïîëó÷åííûé â ðåçóëüòàòå ëîêàëüíîé
îïòèìèçàöèè áóäåò âñåãäà ìåíüøå Q, ïîýòîìó ïðîöåññ ïåðåáðîñêè
ñõîäèòñÿ.

Êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè îøèáêè íà ðåáðå

Ïðîñòåéøèì êðèòåðèåì îïòèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ
îøèáêè íà ðåáðå. Òàêîé êðèòåðèé ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ òðèàíãóëÿöèè
áåç êîíòðîëÿ ôîðìû (data-dependent). Òðåóãîëüíèêîâ ïðè ýòîì
ïîëó÷àåòñÿ íåìíîãî. Óñëîâèå ïåðåáðîñêè:

���� $&HUU'%HUU HGJH

DSSUR[

HGJH

DSSUR[ !

Êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî óãëà â ìîäåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå

Ýêâèâàëåíòîì êðóãîâîìó êðèòåðèþ äëÿ òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå
ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìèçàöèÿ ìèíèìàëüíîãî óãëà. Àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé
ìîæíî ïðèìåíèòü â ìîäåëüíîì ïðîñòðàíñòâå. Óñëîâèå ïåðåáðîñêè:

� � � �'%&$%'$&'$%&
DDDD

PLQ�PLQPLQPLQ�PLQPLQ !

Ïðÿìîå èñïîëüçîâàíèå ýòîãî êðèòåðèÿ èíîãäà ïðèâîäèò ê ïëîõîìó
ðåçóëüòàòó. Òðèàíãóëÿöèÿ íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ ïëîõî ïðèáëèæàåò
ãåîìåòðèþ è âîçìîæíû ñëó÷àè êîãäà ôîðìèðóþòñÿ ðåáðà âûãîäíûå ïî
ýòîìó êðèòåðèþ, íî ïëîõî îðèåíòèðîâàííûå îòíîñèòåëüíî ïîâåðõíîñòè.
Âûõîä èç ïîëîæåíèÿ äàåò ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Êîìáèíèðîâàííûé êðèòåðèé

Êîìáèíèðîâàííûé êðèòåðèé ñíà÷àëà îáåñïå÷èâàåò òî÷íîñòü
àïïðîêñèìàöèè áëèçêóþ ê çàäàííîé, è äàëåå óæå ïðèìåíÿåòñÿ êðèòåðèé
ìèíèìèçàöèè óãëà. Óñëîâèå ïåðåáðîñêè:

� � � �°̄

°
®
­

!
�o�

'%&$%'$&'$%&

$&HUU'%HUUN'%HUU HGJH

DSSUR[

HGJH

DSSUR[DSSUR[

HGJH

DSSUR[

DDDD

H
PLQ�PLQPLQPLQ�PLQPLQ

������

,çäåñü k - êîýôôèöèåíò ïðèáëèæåíèÿ ê òðåáóåìîé òî÷íîñòè
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(ìîæíî èñïîëüçîâàòü k=3)

Êðèòåðèé ñ èñïîëüçîâàíèåì I êâàäðàòè÷íîé ôîðìû
ïîâåðõíîñòè

Ñ ïîìîùüþ I êâàäðàòè÷íîé ôîðìû ïîâåðõíîñòè ìîæíî îïèñàòü
äèôôåðåíöèàë äëèíû äóãè êðèâîé ëåæàùåé íà ïîâåðõíîñòè:

> @
���� ����������

�������

GYYX*GXGYYX)GXYX(GUGV

WYWXUWU

��  

 

Ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê  â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Áóäåì
èñêàòü òî÷êó â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ, òàêóþ, ÷òîáû â ìîäåëüíîì
ïðîñòðàíñòâå îíà áûëà ðàâíîóäàëåíà îò âåðøèí òðåóãîëüíèêà.
Çàïèøåì óðàâíåíèå ïðÿìîé ïðîõîäÿùåé ÷åðåç ýòó òî÷êó è ïîëó÷èì:

��� ���������

��

��

�����

�����

Y&*Y&X&)X&(V

Y&WY

X&WX

YWW&WY

XWW&WX

YYXX

Y

X

Y

X

������ 
¯
®
­

� c
� c

o
¯
®
­

�� 
�� 

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå äëÿ s2 êîîðäèíàòû òðåõ âåðøèí
òðåóãîëüíèêà ïîëó÷èì ñèñòåìó òðåõ óðàâíåíèé äëÿ íàõîæäåíèÿ s*, C

u
è C

v
. Çíàÿ C ïîëó÷àåì àíàëîã êðóãîâîãî êðèòåðèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

âûðàæåíèÿ äëÿ êâàäðàòà ðàññòîÿíèÿ:

s(u,v) < s*

Êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè ìàêñèìàëüíîãî óãëà â ïðîñòðàíñòâå
ïàðàìåòðîâ

Ýòîò êðèòåðèé ýêâèâàëåíòåí êðóãîâîìó êðèòåðèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ
òðèàíãóëÿöèè Äåëîíå.

Äàëåå ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ðàçíûõ êðèòåðèåâ.
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Ðèñ.16 Êîìáèíèðîâàíûé êðèòåðèé (2481 òð.)

Ðèñ.17 Êðèòåðèé ìèíèìèçàöèè îøèáêè (1923 òð.)
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Ðèñ.18 Òðèàíãóëÿöèÿ Äåëîíå (2215 òð.)

Ðèñ.19 Êðèòåðèé ñ I êâàäð. ôîðìîé (2483 òð.)

Ïîñòðîåíèå ñîãëàñîâàííîé òðèàíãóëÿöèè

Â ðåçóëüòàòå òðèàíãóëÿöèè ãðàíåé ïîëó÷àåòñÿ ñåòêà êîòîðàÿ íà
ñøèòûõ ó÷àñòêàõ ñîãëàñîâàíà ñ ñîñåäíèìè ãðàíèÿìè ñ òî÷íîñòüþ å

model
.
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Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîãëàñîâàííîé ñåòêè íàäî óñòðàíèòü ýòè çàçîðû. Ýòî
äåëàåòñÿ ñëèÿíèåì ñîîòâåñòâóþùèõ âåðøèí (ðèñ.20). Âåðøèíû
íàõîäÿùèåñÿ íà ñòûêå íåñêîëüêèõ ãðàíåé îáðàáàòûâàþòñÿ íå ïîïàðíî,
à âûáèðàåòñÿ îäíà âåðøèíà èç âñåõ è îíà èñïîëüçóåòñÿ äëÿ âñåõ ãðàíåé
êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.20.

IDFH� IDFH�

IDFH�

IDFH�

PRGHO

IDFH� IDFH�

IDFH�

IDFH�

Ðèñ.20 Ïîñòðîåíèå ñîãëàñîâàííîé ñåòêè
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Ðèñ.21 Ïðèìåð ñîãëàñîâàííîé òðèàíãóëÿöèè (ðàçíûì öâåòîì ïîìå÷åíû ðàçíûå ãðàíè)

Çàêëþ÷åíèå

Ïðåäëîæåí ïîäõîä äëÿ ïîñòðîåíèÿ íåðåãóëÿðíîé ñîãëàñîâàííîé
òðèàíãóëÿöèè b-rep ìîäåëåé. Ñîãëàñîâàíèå ñåòîê äîñòèãàåòñÿ
ñîãëàñîâàííèåì àïïðîêñèìàöèè ñøèòûõ ãðàíèö ãðàíåé. Îïèñàí
àëãîðèòì àïïðîêñèìàöèè èñïîëüçóþùèé îøèáêó íà ðåáðå äëÿ
óòî÷íåíèÿ àïðîêñèìàöèè. Ðàññìîòðåíî íåñêîëüêî ñïîñîáîâ ðàññ÷åòà
îøèáêè. Ó÷åò êðèâèçíû ïîâåðõíîñòè â ãðàíè÷íûõ òî÷êàõ ïîçâîëÿåò
íàëîæèòü îãðàíè÷åíèå íà ðàçìåð àïïðîêñèìèðóþùèõ ðåáåð, ÷òîáû
èçáåæàòü ïîñòðîåíèÿ âûòÿíóòûõ òðåóãîëüíèêîâ. Ïðè ïîñòðîåíèè
íà÷àëüíîé òðèàíãóëÿöèè èñïîëüçîâàí àëãîðèòì �îòðåçàíèÿ óõà� ñ
ïîñëåäîâàòåëüíûì è ïðèîðèòåòíûì âûáîðîì êàíäèäàòîâ.
Ìîäèôèöèðîâàííûé ïîñëåäîâàòåëüíûé âûáîð ïîçâîëÿåò â ðÿäå
ïðàêòè÷åñêèõ ñëó÷àåâ îáåñïå÷èòü áîëåå êà÷åñòâåííóþ òðèàíãóëÿöèþ
áåç äîïîëíèòåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàòðàò. Íà ñëó÷àé âîçíèêíîâåíèÿ
ïðîáëåì ñ òîíêèìè òðåóãîëüíèêàìè ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì âûáîðå
èìååòñÿ òðè âàðèàíòà âûáîðà êàíäèäàòà ïî ïðèîðèòåòó.
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Óñîâåðøåíñòâîâàíèå ñåòêè ââîäèò ââåðøèíû â òðèàíãóëÿöèþ â ðàéîíå
ìàêñèìàëüíîé îøèáêè àïïðîêñèìàöèè. Ïîñëå ââåäåíèÿ âåðøèíû
ïðèìåíÿåòñÿ ïðîöåäóðà ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ðàññìîòðåíû
íåñêîëüêî êðèòåðèåâ îïòèìèçàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ data-dependent è
shape-dependent ñåòîê. Íà ïîñëåäíåì ýòàïå çàçîðû íà ñøèòûõ ó÷àñòêàõ
óñòðàíÿþòñÿ ñëèÿíèåì ïàðíûõ âåðøèí íà ãðàíèöå ãðàíåé.

Â áóäóùåì òðåáóåòñÿ îáåñïå÷èòü ïëàâíûé ãðàäèåíò ïëîòíîñòè,
êîíòðîëü ðàçìåðà è óãëîâ òðåóãîëüíèêîâ. Äëÿ ýòîãî âîçìîæíî
ïîòðåáóåòñÿ èçìåíåíèå ïîëîæåíèÿ âåðøèí è íîâûå êðèòåðèè
ïåðåáðîñêè.
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