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Ðàáîòà âûïîëíåíà â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ áàçèñíîãî íàáîðà àëãîðèòìè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ ïðåäëîæåí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, íà êàæäîì øàãå êîòîðî-
ãî ðåøàåòñÿ çàäà÷à ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè î÷åðåäíîãî îïåðàòîðà è
êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè. Ïðè ýòîì áàçèñ îêàçûâàåòñÿ ïðîáëåìíî-
îðèåíòèðîâàííûì, òî åñòü íàñòðîåííûì íà çàäàííóþ ïðåöåäåíòíóþ
èíôîðìàöèþ. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåí ñëó÷àé ìîíîòîííûõ êîððåêòè-
ðóþùèõ îïåðàöèé. Äëÿ íåãî äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà. Ïîêàçà-
íî, ÷òî âûáîð áàçèñíîãî îïåðàòîðà ñâîäèòñÿ ê ñòàíäàðòíîé çàäà÷å
ïîèñêà ïîäñèñòåìû íåðàâåíñòâ, èìåþùåé ìàêñèìàëüíûé âåñ. Îïèñà-
íà ýôôåêòèâíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé
êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè.

1 Ââåäåíèå
Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà Ii è If , íàçûâàåìûå ïðîñòðàíñòâàìè äîïóñòèìûõ íà÷àëü-
íûõ è ôèíàëüíûõ èíôîðìàöèé ñîîòâåòñòâåííî. Âû÷èñëèìûå îòîáðàæåíèÿ èç Ii â If

áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòìàìè, ïðåîáðàçóþùèìè èíôîðìàöèþ, èëè ïðîñòî àëãîðèò-
ìàìè. Ìíîæåñòâî âñåõ àëãîðèòìîâ îáîçíà÷èì ÷åðåç M∗.

Çàäà÷à ñèíòåçà àëãîðèòìà ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ïðîèçâîëüíîãî àëãîðèòìà, óäî-
âëåòâîðÿþùåãî íåêîòîðîé ñîâîêóïíîñòè îãðàíè÷åíèé, è îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäèêàòîì
Z: M∗ → {0, 1}. Ñèìâîëîì Z óñëîâèìñÿ îáîçíà÷àòü êàê ïðåäèêàò, òàê è ñàìó çàäà÷ó.
Ëþáîé àëãîðèòì A, äëÿ êîòîðîãî Z(A) = 1, íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è Z, èëè àë-
ãîðèòìîì, êîððåêòíûì äëÿ çàäà÷è Z. Çàäà÷à íàçûâàåòñÿ ðàçðåøèìîé, åñëè äëÿ íå¼
ñóùåñòâóåò êîððåêòíûé àëãîðèòì.

∗Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäî-
âàíèé (êîä ïðîåêòà 96-01-00552)
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Îòîáðàæåíèå F èç (M∗)p â M∗ íàçûâàåòñÿ êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèåé. Ìíîæå-
ñòâî âñåõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé îáîçíà÷èì ÷åðåç F∗:

F∗ =
∞⋃

p=0

{F | F : (M∗)p → M∗}.

Åñëè F ⊆ F∗ � ñåìåéñòâî êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé, òî F-ðàñøèðåíèåì ìíîæå-
ñòâà àëãîðèòìîâ M ⊆ M∗ íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ

F(M) = {F (A1, . . . , Ap) | F ∈ F, (A1, . . . , Ap) ∈ Mp}.

Îïðåäåëåíèå 1. Êîíå÷íîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ {A1, . . . , Ap} íàçûâàåòñÿ
áàçèñîì çàäà÷è Z îòíîñèòåëüíî ñåìåéñòâà êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé F, åñëè â
F(A1, . . . , Ap) íàéä¼òñÿ êîððåêòíûé äëÿ Z àëãîðèòì.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü íå âñå çàäà÷è ñèíòåçà àëãîðèòìîâ, à òîëüêî
çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.

Ïóñòü Mu � ïîäìíîæåñòâî M∗, {xk}q
k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðàçëè÷íûõ ýëå-

ìåíòîâ ìíîæåñòâà Ii, {yk}q
k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà If . Çàäà÷à

ðàñïîçíàâàíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäèêàòîì

Z(A) =

q∧

k=1

(A(xk) = yk)
∧

(A ∈ Mu). (1.1)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð {(xk, yk)}q
k=1 íàçûâàåòñÿ ïðåöåäåíòíîé èëè ëîêàëüíîé èí-

ôîðìàöèåé. Ïîäìíîæåñòâî Mu íàçûâàåòñÿ óíèâåðñàëüíîé èíôîðìàöèåé. Ñëåäóÿ
[3, 4], áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî óíèâåðñàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ ó÷èòûâàåòñÿ íà ýòàïå ïîñòðîå-
íèÿ ñåìåéñòâ M è F òàêèì îáðàçîì, ÷òî M ⊆ Mu è F(M) ⊆ Mu. Â äàííîé ðàáîòå ýòè
ñåìåéñòâà ïðåäïîëàãàþòñÿ ôèêñèðîâàííûìè, ïîýòîìó îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ
ëîêàëüíîé èíôîðìàöèè.

Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è.
1. Îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä. Ñíà÷àëà èç íåêîòîðûõ àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé

âûáèðàåòñÿ ìîäåëü àëãîðèòìîâ M ⊂ M∗. Çàòåì ïóò¼ì îïòèìèçàöèè â M èùåòñÿ
àëãîðèòì A, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðåäèêàòó Z. Íà ïðàêòèêå ìîæåò îêàçàòüñÿ, ÷òî âû-
áðàííàÿ ìîäåëü íå ñîäåðæèò êîððåêòíîãî äëÿ Z àëãîðèòìà, ëèáî èñïîëüçóåìûé ìåòîä
îïòèìèçàöèè íå íàõîäèò åãî. Òîãäà ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòüñÿ ïðèáëèæ¼ííûì, â
òîì èëè èíîì ñìûñëå, ðåøåíèåì, ëèáî âîîáùå çàìåíÿòü ìîäåëü.

2. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä. Íàðÿäó ñ ìîäåëüþ M âûáèðàåòñÿ òàêîå ñåìåéñòâî
êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé F, ÷òî M ñîäåðæèò áàçèñ äàííîé çàäà÷è îòíîñèòåëüíî F.
Òîãäà ðåøåíèå ñâîäèòñÿ ê ïîñòðîåíèþ êàêîãî-ëèáî áàçèñà {A1, . . . , Ap} è âûáîðó êîð-
ðåêòèðóþùåé îïåðàöèè F ∈ F, äëÿ êîòîðîé àëãîðèòì F (A1, . . . , Ap) ÿâëÿåòñÿ êîð-
ðåêòíûì.
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Â îñíîâîïîëàãàþùèõ ðàáîòàõ ïî àëãåáðàè÷åñêîìó ïîäõîäó [1, 2] ïîêàçàíî, ÷òî
ïîäîáíîå ïîñòðîåíèå âîçìîæíî äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷, íàçûâàåìûõ ðåãóëÿðíû-
ìè, è ïðè óñëîâèè, ÷òî M è F îáëàäàþò ñâîéñòâîì ïîëíîòû. Ìåòîäû, èñïîëüçîâàííûå
â âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ ïðè êîíñòðóêòèâíûõ äîêàçàòåëüñòâàõ òåîðåì ñóùåñòâîâà-
íèÿ, åñòåñòâåííî, íå ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå.
Ñèíòåç ðåøåíèé ìåòîäàìè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà äëÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ñâîäèòñÿ
ê ðåøåíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îïòèìèçàöèîííûõ ïðîáëåì, ïåðâîíà÷àëüíîå èçó÷åíèå
êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ öåëüþ íàñòîÿùåé ðàáîòû.

2 Îïòèìèçàöèîííûå çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ áàçèñà
Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ Z åñòü îòîáðàæåíèå Q: M∗ → [ 0,∞),
çàâèñÿùåå îò {(xk, yk)}q

k=1 è Mu êàê îò ïàðàìåòðîâ. Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà âûáèðàåò-
ñÿ èç àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé, âêëþ÷àÿ óäîáñòâî ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷.
Îáû÷íî ïðè ýòîì ñîáëþäàåòñÿ óñëîâèå Q(A) = 0 ⇔ Z(A) = 1.

×òîáû ïîëó÷èòü ðåøåíèå çàäà÷è Z â âèäå A = F (A1, . . . , Ap), ïîñòàâèì ñëåäóþ-
ùóþ îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó: íàéòè ìèíèìàëüíîå p è òàêèå A1, . . . , Ap ∈ M, F ∈ F,
÷òî Q(A) 6 ε äëÿ çàäàííîãî ε > 0. Ïðè ε = 0 èùåòñÿ êîððåêòíûé àëãîðèòì, ïðè ε >

> 0 � ïðèáëèæ¼ííîå ðåøåíèå.
Íà ïðàêòèêå ñîâìåñòíàÿ îïòèìèçàöèÿ ïî p ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà M è ýëåìåíòó

ìíîæåñòâà F ìîæåò íàòîëêíóòüñÿ íà çíà÷èòåëüíûå òåõíè÷åñêèå òðóäíîñòè. Ïîýòî-
ìó ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü îäèí èç èòåðàöèîííûõ ïðîöåññîâ, â îáùåì ñëó÷àå íå
ãàðàíòèðóþùèõ ìèíèìàëüíîñòü p.

1. Íà p-îì øàãå, p = 1, 2, . . . ôèêñèðóåòñÿ ïîäìîäåëü Mp ⊆ M, è ïóò¼ì ìèíè-
ìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Q(A) ïî ìíîæåñòâó Mp íàõîäèòñÿ àëãîðèòì Ap ∈ Mp. Çà-
òåì ñòðîèòñÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ Fp è àëãîðèòì A(p) = Fp(A1, . . . , Ap), äëÿ
êîòîðîãî îöåíèâàåòñÿ ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà. Èòåðàöèè ïðåêðàùàþòñÿ, êàê òîëüêî
Q(A(p)) 6 ε äëÿ çàäàííîãî ε > 0. Äàííûé ïðîöåññ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ñîâîêóï-
íîñòè ñ êîððåêòèðóþùèìè îïåðàöèÿìè, îñíîâàííûìè íà ïðèíöèïå ãîëîñîâàíèÿ èëè
âûäåëåíèè îáëàñòåé êîìïåòåíòíîñòè.

2. Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ äðóãîé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, â êîòî-
ðîì àëãîðèòìû Ap, íà÷èíàÿ ñ p = 2, íàñòðàèâàþòñÿ íå òîëüêî íà èñõîäíóþ çàäà÷ó,
íî è íà óìåíüøåíèå äåôåêòà ïðåäûäóùèõ àëãîðèòìîâ:

A1 = arg min
A∈M

Q(A) (2.1)

(Ap, Fp) = arg min
(A,F )∈M×F

Q(F (A1, . . . , Ap−1, A)), p = 2, 3, . . . (2.2)

Ðåøåíèåì íà p-ì øàãå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì A(p) = Fp(A1, . . . , Ap). Èòåðàöèè ïðåêðà-
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ùàþòñÿ, êàê òîëüêî Q(A(p)) 6 ε äëÿ çàäàííîãî ε > 0.
Ïðè èññëåäîâàíèè äàííîãî ïðîöåññà îñîáûé èíòåðåñ áóäóò ïðåäñòàâëÿòü âîïðî-

ñû, ñâÿçàííûå ñ åãî ñõîäèìîñòüþ:
à) ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ ãàðàíòèðóåòñÿ Q(A(p+1)) < Q(A(p));
á) ñêîëüêî àëãîðèòìîâ íåîáõîäèìî âçÿòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîãî A(p)?
Îòâåòû íà ýòè âîïðîñû, à òàêæå ïðàêòè÷åñêàÿ ðåàëèçàöèÿ äàííîãî ïðîöåññà,

çàâèñÿò îò âûáîðà êîíêðåòíûõ ìíîæåñòâ Ii, If , M è F. Â êà÷åñòâå ïåðâîãî øàãà
òàêîé êîíêðåòèçàöèè ïîëîæèì, ÷òî àëãîðèòìû èç M è êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè
èç F èìåþò ñòðóêòóðó, äîïóñêàþùóþ ïðèìåíåíèå àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà.

Ñëåäóÿ [1, 3], âûáåðåì ïîìèìî ìíîæåñòâ Ii è If , îïðåäåëÿåìûõ èñõîäíîé ïî-
ñòàíîâêîé çàäà÷è, åù¼ îäíî ìíîæåñòâî Ie, íàçûâàåìîå ïðîñòðàíñòâîì âîçìîæíûõ
îöåíîê. Ìîäåëü M çàäàäèì êàê ñåìåéñòâî ñóïåðïîçèöèé

M = M1 ◦M0 = {C ◦B | C ∈ M1, B ∈ M0},
ãäå M0 � çàäàííîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç Ii â Ie, íàçûâàåìûõ àëãîðèòìè÷åñêè-
ìè îïåðàòîðàìè, à M1 � çàäàííîå ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç Ie â If , íàçûâàåìûõ
ðåøàþùèìè ïðàâèëàìè. Ñåìåéñòâî êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé F çàäàäèì ñ ïîìîùüþ
ñåìåéñòâà îòîáðàæåíèé f,

f ⊆
∞⋃

p=0

{f | f : Ip
e → Ie}.

Âñÿêîìó îòîáðàæåíèþ f èç f ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ
Ff : (M

0)p → M0 íàä àëãîðèòìè÷åñêèìè îïåðàòîðàìè, ïîëîæèâ äëÿ âñåõ B1, . . . , Bp ∈
∈ M0 è x ∈ Ii

Ff (B1, . . . , Bp)(x) = f(B1(x), . . . , Bp(x)).

Âñÿêîé ïàðå îòîáðàæåíèé (f, C) èç f × M1 ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå êîððåê-
òèðóþùóþ îïåðàöèþ Ff,C íàä àëãîðèòìàìè, ïîëîæèâ äëÿ âñåõ B1, . . . , Bp ∈ M0 è
C1, . . . , Cp ∈ M1

Ff,C(C1 ◦B1, . . . , Cp ◦Bp) = C ◦ Ff (B1, . . . , Bp).

Òàêèì îáðàçîì ñåìåéñòâî f è ìíîæåñòâî M1 èíäóöèðóþò ñåìåéñòâî êîððåêòèðó-
þùèõ îïåðàöèé F = {Ff,C | f ∈ f, C ∈ M1}.

Âûáîð ¾ïðîìåæóòî÷íîãî¿ ïðîñòðàíñòâà Ie è, êàê ñëåäñòâèå, ïðåäñòàâëåíèå àëãî-
ðèòìîâ â âèäå ñóïåðïîçèöèé, ÿâëÿåòñÿ êëàññè÷åñêèì ïðè¼ìîì àëãåáðàè÷åñêîãî ïîä-
õîäà, êîòîðûé ïîçâîëÿåò, ïî ñóòè äåëà, ïåðåíåñòè ïîñòðîåíèå ðåøåíèÿ â ïðîñòðàí-
ñòâî Ie, âûáèðàåìîå, â îòëè÷èå îò Ii è If , èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà.

Äàëüíåéøàÿ êîíêðåòèçàöèÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è ñâÿçàíà ñ íàëîæåíèåì äîïîëíè-
òåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ìíîæåñòâà Ii, If , Ie, M0, M1 è f, à òàêæå âûáîðîì ôóíê-
öèîíàëà êà÷åñòâà Q.
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3 Ìîíîòîííûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà If è Ie � ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, f � ñå-
ìåéñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé èç Ip

e â Ie, M1 � íåïóñòîå ñåìåéñòâî âñåõ
ìîíîòîííûõ ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé èç Ie â If .

Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ôîðìàëèçóþò ñëåäóþùèé ýâðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï. Åñëè àëãî-
ðèòìû A1, . . . , Ap íàñòðîåíû íà ýêñòðàïîëÿöèþ îäíîé è òîé æå çàâèñèìîñòè, òî îä-
íîâðåìåííîå óâåëè÷åíèå èõ âûõîäíûõ çíà÷åíèé íå äîëæíî ïðèâîäèòü ê óìåíüøåíèþ
çíà÷åíèÿ íà âûõîäå àëãîðèòìà F (A1, . . . , Ap).

Ââåä¼ì íà Ip
e îòíîøåíèå ïîðÿäêà, ïîëîæèâ (u1, . . . , up) 6 (v1, . . . , vp) åñëè ui 6 vi

äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p. Íåñðàâíèìîñòü âåêòîðîâ u è v èç Ip
e áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-

ðåç u v. Åñëè U è V � ïðîèçâîëüíûå óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, òî îòîáðàæåíèå
g: U → V íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ u1, u2 ∈ Ip

e èç u1 6 u2 ñëåäóåò
g(u1) 6 g(u2). Åñëè îòîáðàæåíèÿ f ∈ f è C ∈ M1 ìîíîòîííû, òî êîððåêòèðóþùèå
îïåðàöèè Ff è Ff,C òàêæå áóäåì íàçûâàòü ìîíîòîííûìè.

Äàëåå ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî q > 2. Ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {1, . . . , q} îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç Q.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ðàñïîçíàâàíèÿ, îïðåäåëÿåìàÿ ïðåäèêàòîì (1.1).
Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðà èíäåêñîâ (j, k) ∈ Q2 íàçûâàåòñÿ äåôåêòíîé ïàðîé àëãî-

ðèòìà A = C ◦ B, åñëè yj < yk è B(xj) > B(xk). Ìíîæåñòâî âñåõ äåôåêòíûõ ïàð
àëãîðèòìà A îáîçíà÷èì ÷åðåç D(A).

Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíàÿ äåôåêòíàÿ ïàðà àëãîðèòìà C ◦ B ÿâëÿåòñÿ òàêæå
äåôåêòíîé ïàðîé äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ âèäà C ′◦B, C ′ ∈ M1. Ïîýòîìó ìíîæåñòâî D(A)

íå çàâèñèò îò âûáîðà ðåøàþùåãî ïðàâèëà.
Ââåä¼ì ôóíêöèîíàë Q(A) = |D(A)| è ðàññìîòðèì íåêîòîðûå åãî ñâîéñòâà.
Åñëè Z(A) = 1, òî àëãîðèòì A íå ìîæåò èìåòü äåôåêòíûõ ïàð, ñëåäîâàòåëüíî

Q(A) = 0. Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî; îäíàêî åñëè Q(C ◦ B) = 0, òî âñåãäà
ìîæíî óêàçàòü ðåøàþùåå ïðàâèëî C ′ ∈ M1, äëÿ êîòîðîãî Z(C ′ ◦ B) = 1. Äåéñòâè-
òåëüíî, ðàç àëãîðèòì C◦B íå èìååò äåôåêòíûõ ïàð, òî äëÿ ëþáîé ïàðû (j, k) ∈ Q2 èç
B(xj) 6 B(xk) ñëåäóåò yj 6 yk. Ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå
C ′ ∈ M1, ÷òî C ′(B(xk)) = yk äëÿ âñåõ k ∈ Q, ñëåäîâàòåëüíî Z(C ′ ◦B) = 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ñîîòâåòñòâóþùåì âûáîðå ðåøàþùåãî ïðàâèëà óñëîâèÿ Q(A) =

0 è Z(A) = 1 ðàâíîñèëüíû. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ââåä¼ííûé ôóíêöèîíàë ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà. Äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî èìåííî ýòîò ôóíê-
öèîíàë ìèíèìèçèðóåòñÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è (2.2).

Ââåä¼ì íàáîð èç q âåêòîðîâ ak = (B1(xk), . . . , Bp(xk)) ∈ Ip
e, k = 1, . . . , q. Òîãäà

óñëîâèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà Ff,C(A1, . . . , Ap) ïðèìåò âèä

C(f(ak)) = yk, k ∈ Q. (3.1)
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Íàáîð àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap íàçûâàåòñÿ äîïóñòèìûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû
(j, k) ∈ Q2 èç yj 6= yk ñëåäóåò aj 6= ak. Äîïóñòèìîñòü ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì
ñóùåñòâîâàíèÿ íåêîòîðîãî (íå îáÿçàòåëüíî ìîíîòîííîãî) îòîáðàæåíèÿ C ◦ f , äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî (3.1).

Ïóñòü {uk}q
k=1 � ïðîèçâîëüíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ íåêîòîðîãî óïî-

ðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð {(ak, uk)}q
k=1 áóäåì íàçûâàòü ìîíî-

òîííîé, åñëè äëÿ âñåõ (j, k) ∈ Q2 èç aj 6 ak ñëåäóåò uj 6 uk.
Ëåììà 1. Åñëè A1, . . . , Ap � äîïóñòèìûé íàáîð àëãîðèòìîâ, òî ìîíîòîííîå

p-àðíîå îòîáðàæåíèå C ◦ f , óäîâëåòâîðÿþùåå (3.1), ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà {(ak, yk)}q

k=1 � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü.
Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïî-

ñëåäîâàòåëüíîñòü {(ak, yk)}q
k=1 ìîíîòîííà.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå îòîáðàæåíèå C ∈ M1. Â ñèëó åãî ñþðúåêòèâíîñòè äëÿ
êàæäîãî k ∈ Q íàéä¼òñÿ uk ∈ Ie, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ C(uk) = yk. Âûáåðåì
ýëåìåíòû uk òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû èç yj = yk ñëåäîâàëî uj = uk äëÿ âñåõ (j, k) ∈ Q2.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(ak, uk)}q
k=1 ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ âñåõ

(j, k) ∈ Q2 èç aj 6 ak ñëåäóåò yj 6 yk. Åñëè yj = yk, òî uj = uk ïî ïîñòðîåíèþ; åñëè æå
yj < yk, òî uj < uk â ñèëó ìîíîòîííîñòè îòîáðàæåíèÿ C. Ïîýòîìó èç aj 6 ak ñëåäóåò
uj 6 uk.

Îïðåäåëèì äëÿ êàæäîãî a ∈ Ip
f ìíîæåñòâî U(a) = {uk | k ∈ Q, ak 6 a} è

îòîáðàæåíèå

f(a) =

{
max U(a), åñëè U(a) 6= ∅,
min{u1, . . . , uq}, åñëè U(a) = ∅.

Îòîáðàæåíèå C ◦ f ìîíîòîííî è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (3.1) â ñèëó äîïóñòèìîñòè
íàáîðà àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap è ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(ak, uk)}q

k=1.
Ëåììà äîêàçàíà.
Ìíîæåñòâî D(A1, . . . , Ap) = D(A1) ∩ . . . ∩D(Ap) íàçîâ¼ì íåóñòðàíèìûì äåôåê-

òîì íàáîðà àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap. Ââåäåíèå ýòîãî òåðìèíà îïðàâäûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé ëåììîé.

Ëåììà 2. Äëÿ ëþáîé p-àðíîé ìîíîòîííîé êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F

D(F (A1, . . . , Ap)) ⊇ D(A1, . . . , Ap). (3.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (j, k) ∈ D(Ai) äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p. Òîãäà yj < yk è aj >
> ak. Ñëåäîâàòåëüíî C(f(aj)) > C(f(ak)) äëÿ ëþáûõ ìîíîòîííûõ C è f , à çíà÷èò äëÿ
ëþáîé ìîíîòîííîé êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F ïàðà (j, k) äåôåêòíàÿ äëÿ àëãîðèòìà
F (A1, . . . , Ap).

Ëåììà äîêàçàíà.
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Äëÿ óñïåøíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.2) íåîáõîäèìî âûÿñíèòü, èç êàêèõ ïàð ñîñòîèò
ìíîæåñòâî D(F (A1, . . . , Ap)), è êàêèì îáðàçîì åãî ìîùíîñòü (ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà)
çàâèñèò îò F è Ap. Ñ ó÷¼òîì äîêàçàííîé ëåììû ýòîò âîïðîñ ñâîäèòñÿ ê ñëåäóþùåìó:
ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ âêëþ÷åíèå (3.2) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, è èç êàêèõ ïàð ñîñòîèò
ðàçíîñòü ìíîæåñòâ D(F (A1, . . . , Ap)) \D(A1, . . . , Ap), êîãäà ðàâåíñòâà íåò.

Â ñëåäóþùåé òåîðåìå âûäåëåí ïðîñòåéøèé, íî âàæíûé ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà
ñîîòíîøåíèå (3.2) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî.

Òåîðåìà 1. Åñëè D(A1, . . . , Ap) = ∅, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîíîòîííàÿ êîð-
ðåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F , ÷òî D(F (A1, . . . , Ap)) = ∅.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå òåîðåìû ýêâèâàëåíòíî òîìó, ÷òî äëÿ ëþáîé ïàðû
(j, k) ∈ Q2 èç ak 6 aj ñëåäóåò yk 6 yj. Çíà÷èò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(ak, yk)}q

k=1 ÿâëÿ-
åòñÿ ìîíîòîííîé, è ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå C◦f , óäîâëåòâîðÿþùåå (3.1).
Ïîëîæèì F = Ff,C . Äîïóñòèì, ñóùåñòâóåò ïàðà ÷èñåë (j, k) ∈ D(F (A1, . . . , Ap)). Òî-
ãäà yj < yk è C(f(aj)) > C(f(ak)), ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (3.1). Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî
D(F (A1, . . . , Ap)) ïóñòî.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ñëó÷àå D(A1, . . . , Ap) 6= ∅ ñîîòíîøåíèå (3.2) ìîæåò áûòü êàê ðàâåíñòâîì, òàê

è ñòðîãèì âêëþ÷åíèåì. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî, íå ïðèáåãàÿ ê ïîñòðîåíèþ êîð-
ðåêòèðóþùåé îïåðàöèè F , âîçìîæíî óêàçàòü, èç êàêèõ ýëåìåíòîâ ñîñòîèò ðàçíîñòü
D(F (A1, . . . , Ap)) \D(A1, . . . , Ap).

Îïðåäåëåíèå 3. Òðîéêà èíäåêñîâ (j, s, k) ∈ Q3 íàçûâàåòñÿ äåôåêòíîé òðîéêîé
äëÿ íàáîðà àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap, åñëè:

à) ïàðà (j, k) äåôåêòíàÿ äëÿ âñåõ Ai, i = 1, . . . , p;
á) âåêòîð as íåñðàâíèì ñ aj è ak;
â) âûïîëíåíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ yj 6 ys 6 yk.
Äåôåêòíàÿ òðîéêà (j, s, k) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äåôåêòíîé, åñëè yj < ys < yk. Ïàðó

(j, k) áóäåì íàçûâàòü îñíîâàíèåì äåôåêòíîé òðîéêè (j, s, k), à ïàðû (j, s) è (s, k) �
å¼ ð¼áðàìè. Î÷åâèäíî, îñíîâàíèå ëþáîé äåôåêòíîé òðîéêè ïðèíàäëåæèò íåóñòðàíè-
ìîìó äåôåêòó.

Ïðèìåð 1. Ïóñòü p = 2, q = 3, a1 = (3, 2), a2 = (1, 3), a3 = (2, 1), yk = k äëÿ
k = 1, 2, 3. Òîãäà òðîéêà (1, 2, 3) ñòðîãî äåôåêòíàÿ. Ïðè çàìåíå y2 íà 1 èëè 3 îíà
ñòàíîâèòñÿ íå ñòðîãî äåôåêòíîé.

Ââåä¼ì íà Q áèíàðíîå îòíîøåíèå ≺, ïîëîæèâ j ≺ k â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,
êîãäà ëèáî aj 6 ak, ëèáî aj ak è yj 6 yk.

Îòíîøåíèå ≺ íå ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïîðÿäêà, òàê êàê íà ëþáîé äåôåêòíîé
òðîéêå (j, s, k) îáðàçóåòñÿ öèêë: k ≺ j, j ≺ s, s ≺ k. Ñëåäóþùàÿ ëåììà óòâåðæäàåò,
÷òî íå ñóùåñòâóåò èíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé èíäåêñîâ, ïðåïÿòñòâóþùèõ îòíîøå-
íèþ ≺ áûòü ïðåäïîðÿäêîì.
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Ëåììà 3. Åñëè â Q3 íåò äåôåêòíûõ òðîåê, òî îòíîøåíèå ≺ ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì ïðåäïîðÿäêîì íà Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòñóòñòâèå íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ è ðåôëåêñèâíîñòü îòíî-
øåíèÿ ≺ î÷åâèäíû. Ïîêàæåì, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè äåôåêòíûõ òðîåê îíî òðàíçèòèâíî,
òî åñòü ÷òî äëÿ ëþáûõ j, k, s èç Q åñëè j ≺ k è k ≺ s, òî j ≺ s. Êàæäîå èç îòíîøåíèé
j ≺ k è k ≺ s èìååò ìåñòî â îäíîì èç äâóõ ñëó÷àåâ, ïîýòîìó âñåãî âîçìîæíû ÷åòûðå
âàðèàíòà.

1. aj 6 ak è ak 6 as.

Òîãäà aj 6 as è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå j ≺ s.

2. aj 6 ak è ak as, yk 6 ys.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó aj è as. Åñëè aj 6 as, òî ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå j ≺ s. Ñëó÷àé as 6 aj íåâîçìîæåí, òàê êàê èíà÷å áûëî áû as 6 ak, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò èõ íåñðàâíèìîñòè. Ïóñòü òåïåðü aj as. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îòíî-
øåíèÿ ìåæäó yj è yk. Åñëè yj 6 yk, òî yj 6 ys, è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå j ≺ s. Åñëè
yj > yk, òî ïðåäïîëîæåíèå ys 6 yj ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ äåôåêòíîé òðîéêè (k, s, j),
ïîýòîìó yj < ys, ñëåäîâàòåëüíî j ≺ s.

3. aj ak, yj < yk è ak 6 as.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó aj è as. Åñëè aj 6 as, òî ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå j ≺ s. Ñëó÷àé as 6 aj íåâîçìîæåí, òàê êàê èíà÷å áûëî áû ak 6 aj, ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò èõ íåñðàâíèìîñòè. Ïóñòü òåïåðü aj as. Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îòíî-
øåíèÿ ìåæäó yk è ys. Åñëè yk 6 ys, òî yj 6 ys, è ïîëó÷àåì òðåáóåìîå j ≺ s. Åñëè
yk > ys, òî ïðåäïîëîæåíèå ys 6 yj ïðèâîäèò ê íàëè÷èþ äåôåêòíîé òðîéêè (s, j, k),
ïîýòîìó yj < ys, ñëåäîâàòåëüíî j ≺ s.

4. aj ak, yj 6 yk è ak as, yk 6 ys.

Ðàññìîòðèì âîçìîæíûå îòíîøåíèÿ ìåæäó aj è as. Åñëè aj 6 as, òî ïîëó÷àåì
òðåáóåìîå j ≺ s. Ñëó÷àé as 6 aj íåâîçìîæåí, òàê êàê èíà÷å òðîéêà (j, k, s) áûëà áû
äåôåêòíîé. Åñëè aj as, òî â ñèëó yj 6 ys èìååì òðåáóåìîå j ≺ s.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ââåä¼ì íà Q åù¼ îäíî áèíàðíîå îòíîøåíèå θ, ïîëîæèâ jθk â òîì è òîëüêî òîì
ñëó÷àå, êîãäà j ≺ k è k ≺ j. Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè ≺ � ïðåäïîðÿäîê, òî θ �
îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè íà Q. Ïðè÷¼ì äëÿ ëþáûõ j è k èç îäíîãî êëàññà ýêâè-
âàëåíòíîñòè âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ aj ak è yj = yk.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî âêëþ÷åíèå (3.2) âîçìîæíî îáðàòèòü â ðà-
âåíñòâî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóþò äåôåêòíûå òðîéêè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü A1, . . . , Ap � äîïóñòèìûé íàáîð àëãîðèòìîâ. Òîãäà:
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à) åñëè â Q3 èìååòñÿ õîòÿ áû îäíà ñòðîãî äåôåêòíàÿ òðîéêà, òî äëÿ ëþáîé
ìîíîòîííîé êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F ñïðàâåäëèâî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå:

D(F (A1, . . . , Ap)) ⊃ D(A1, . . . , Ap); (3.3)

á) åñëè â Q3 íåò äåôåêòíûõ òðîåê, òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîíîòîííàÿ êîð-
ðåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F , ÷òî:

D(F (A1, . . . , Ap)) = D(A1, . . . , Ap). (3.4)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Óòâåðæäåíèå à). Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ñòðîãî äåôåêòíóþ òðîéêó (j, s, k) è

ïðîèçâîëüíóþ p-àðíóþ ìîíîòîííóþ êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ Ff,C . Ïóñòü fj, fs è
fk � çíà÷åíèÿ îòîáðàæåíèÿ f â òî÷êàõ aj, as è ak ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ak 6
6 aj, èç ìîíîòîííîñòè ñëåäóåò fk 6 fj. Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî íè îäíà èç ïàð (j, s)

è (s, k) íå ÿâëÿåòñÿ äåôåêòíîé, òî ïîëó÷èòñÿ fj < fk, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ
ìîíîòîííîñòè. Çíà÷èò, õîòÿ áû îäíà èç ýòèõ äâóõ ïàð äåôåêòíàÿ. Ïîñêîëüêó aj as

è as ak, òî íè îäíà èç íèõ íå ìîæåò ñîäåðæàòüñÿ â ïåðåñå÷åíèè D(A1)∩ . . .∩D(Ap),
è èìååò ìåñòî ñòðîãîå âêëþ÷åíèå (3.3).

Óòâåðæäåíèå á). Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî â Q3 íåò äåôåêòíûõ òðîåê, ïîñòðîèì ìîíî-
òîííóþ êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ F , äëÿ êîòîðîé âåðíî ðàâåíñòâî (3.4).

Ìíîæåñòâî Q ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî îòíîøåíèþ ïðåäïîðÿäêà ≺. Ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïåðåñòàíîâêà σ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Q, ÷òî èç s < t ñëåäóåò
σ(s) ≺ σ(t). Îáðàçóåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ỹk}q

k=1, ïîëîæèâ

ỹσ(t) = max(yσ(1), . . . , yσ(t)), t ∈ Q. (3.5)

Ïîêàæåì, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð {(ak, ỹk)}q
k=1 ìîíîòîííà. Âîçüì¼ì ïðîèç-

âîëüíóþ ïàðó (j, k) ∈ Q2, j 6= k. Î÷åâèäíî, (j, k) = (σ(s), σ(t)) äëÿ íåêîòîðûõ s è t.
Ïî îïðåäåëåíèþ îòíîøåíèÿ ≺ èç aj 6 ak ñëåäóåò σ(s) ≺ σ(t). Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ.
Ëèáî s < t, òîãäà èç (3.5) ñðàçó ïîëó÷àåì òðåáóåìîå ỹj 6 ỹk. Ëèáî t < s è σ(t) ≺ σ(s),
òîãäà ýëåìåíòû σ(t) è σ(s) ëåæàò â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî îòíîøåíèþ θ.
Ñëåäîâàòåëüíî yσ(t) = yσ(s), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ỹj = ỹk. Ìîíîòîííîñòü ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè ïàð {(ak, ỹk)}q

k=1 äîêàçàíà.
Ñîãëàñíî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò òàêîå ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå âèäà C ◦ f , ÷òî

C(f(ak)) = ỹk äëÿ âñåõ k ∈ Q. Ïîëîæèì F = Ff,C .
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (j, k) = (σ(s), σ(t)) ìíîæåñòâà D(F (A1, . . . , Ap))

è ïîêàæåì, ÷òî îí ïðèíàäëåæèò òàêæå è ìíîæåñòâó D(A1, . . . , Ap). Ïî îïðåäåëåíèþ 2
âûïîëíåíî yj < yk è f(aj) > f(ak). Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî j è k íå ìîãóò
ëåæàòü â îäíîì êëàññå ýêâèâàëåíòíîñòè ïî θ. Âòîðîå íåðàâåíñòâî ïðèâîäèò ê ỹj > ỹk.
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Äîïóñòèì, ÷òî óñëîâèå ak 6 aj íå âûïîëíåíî. Òîãäà ëèáî aj 6 ak, ëèáî aj

ak. Ñ ó÷¼òîì yj < yk çàêëþ÷àåì, ÷òî â îáîèõ ñëó÷àÿõ j ≺ k. Ïðîòèâîïîëîæíîå
ñîîòíîøåíèå k ≺ j íå ìîæåò èìåòü ìåñòà, òàê êàê j è k íå ýêâèâàëåíòíû. Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî s < t è ỹj 6 ỹk, à çíà÷èò ỹσ(s) = ỹσ(t). Èç ôîðìóëû (3.5) äåëàåì âûâîä,
÷òî yσ(s) > yσ(t), íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ yj < yk.

Èòàê, ak 6 aj, ñëåäîâàòåëüíî ïàðà (j, k) ÿâëÿåòñÿ äåôåêòíîé äëÿ âñåõ àëãîðèòìîâ
A1, . . . , Ap, òî åñòü ïðèíàäëåæèò D(A1, . . . , Ap).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî D(F (A1, . . . , Ap)) ñîñòîèò èç äåôåêòíûõ ïàð òð¼õ òè-

ïîâ: ýëåìåíòîâ íåóñòðàíèìîãî äåôåêòà, ð¼áåð äåôåêòíûõ òðîåê, è âñåõ îñòàëüíûõ
ïàð. Èç äîêàçàííîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ ìîæíî âûáðàòü
òàê, ÷òîáû îòñóòñòâèå ïàð âòîðîãî òèïà àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèëî ê îòñóòñòâèþ ïàð
òðåòüåãî òèïà, à îòñóòñòâèå ïàð ïåðâîãî òèïà � ê îòñóòñòâèþ ëþáûõ äåôåêòíûõ ïàð.
Íà ýòîì îñíîâàíèè ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé ýâðèñòè÷åñêèé ïðèíöèï ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà Q(F (A1, . . . , Ap)): ïîñëåäîâàòåëüíî óñòðàíÿòü äåôåêòíûå ïà-
ðû ïåðâîãî òèïà, ñòðåìÿñü âìåñòå ñ íèìè óñòðàíèòü íàèáîëüøåå ÷èñëî ïàð âòîðîãî
òèïà, è âîîáùå íå ïðèíèìàòü âî âíèìàíèå ïàðû òðåòüåãî òèïà.

Ñîãëàñíî ýòîìó ïðèíöèïó áóäåì âûáèðàòü àëãîðèòì Ap = Cp ◦ Bp ñ òåì ðàñ-
÷¼òîì, ÷òîáû êàê ìîæíî áîëüøå ïàð, ïðèíàäëåæàùèõ D(A1, . . . , Ap−1), èñêëþ÷èòü
èç ìíîæåñòâà D(A1, . . . , Ap). Â ïåðâóþ î÷åðåäü áóäåì èñêëþ÷àòü ïàðû, ëåæàùèå â
îñíîâàíèè íàèáîëüøåãî êîëè÷åñòâà äåôåêòíûõ òðîåê. Äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ïàðû (j, k)

äîñòàòî÷íî ïîòðåáîâàòü, ÷òîáû àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð Bp óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ
Bp(xj) < Bp(xk).

Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé â ñëåäóþùåì ïàðàãðàôå áóäåò ââåäåíà âåñîâàÿ
ôóíêöèÿ íà ìíîæåñòâå äåôåêòíûõ ïàð è ñôîðìóëèðîâàíà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà-
÷à ïîèñêà àëãîðèòìà Ap.

4 Çàäà÷à ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè àëãîðèòìà è êîð-
ðåêòèðóþùåé îïåðàöèè

Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñâåñòè çàäà÷ó (2.2) ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó íàõî-
æäåíèþ àëãîðèòìà Ap ∈ M è êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè Fp ∈ F. Ïåðâàÿ ïîäçà-
äà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû íàéòè àëãîðèòì Ap, äëÿ êîòîðîãî ìîùíîñòü ìíîæåñòâà
D(F (A1, . . . , Ap)) ìèíèìàëüíà ïðè íàèëó÷øåì âûáîðå F . Âòîðàÿ ïîäçàäà÷à çàêëþ-
÷àåòñÿ â ïîñòðîåíèè êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè Fp ïðè óæå èçâåñòíîì Ap.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâóþ ïîäçàäà÷ó.
Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ìíîæåñòâî D(A1, . . . , Ap−1) ÷åðåç ∆, ìíîæåñòâî âñåõ
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äåôåêòíûõ òðîåê íàáîðà àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap−1 � ÷åðåç T , à ïîäìíîæåñòâî âñåõ
åãî ñòðîãî äåôåêòíûõ òðîåê � ÷åðåç T0.

Ïóñòü w(j, k) � îöåíêà ÷èñëà äåôåêòíûõ ïàð, àâòîìàòè÷åñêè èñêëþ÷àåìûõ èç
D(A1, . . . , Ap) ïðè èñêëþ÷åíèè ïàðû (j, k) ∈ ∆ è íàèëó÷øåì âûáîðå êîððåêòèðóþùåé
îïåðàöèè. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü äëÿ âñåõ (j, k) ∈ ∆

w(j, k) = |{s : (j, s, k) ∈ T}|+ 1.

Ìîæíî ïðèäàòü ñòðîãî äåôåêòíûì è íå ñòðîãî äåôåêòíûì òðîéêàì ðàçëè÷íûå âåñà,
ó÷èòûâàÿ, ÷òî òîëüêî ïåðâûå îáðàçóþò íå ìåíåå äâóõ äåôåêòíûõ ïàð:

w(j, k) = W0|{s : (j, s, k) ∈ T0}|+ W1|{s : (j, s, k) ∈ T \ T0}|+ 1,

ãäå W0 è W1 � çàäàâàåìûå àïðèîðè êîíñòàíòû, íàïðèìåð, W0 = 21
2
è W1 = 11

2
.

Ââåä¼ííàÿ ôóíêöèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïîðîæäàåò âåñîâóþ ôóíêöèþ íà ïîä-
ìíîæåñòâàõ ìíîæåñòâà ∆:

w(∆′) =
∑

(j,k)∈∆′
w(j, k), ∆′ ⊆ ∆.

Ïóñòü B ∈ M0 � ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
∆(B) ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (j, k) ∈ ∆, äëÿ êîòîðûõ B(xj) < B(xk). Ïîñòàâèì çàäà÷ó
ïîèñêà àëãîðèòìà Ap, p > 2, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 1. Ïóñòü çàäàí ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà Q′(A), A ∈ M è íåîòðèöàòåëü-
íîå ÷èñëî δ. Òðåáóåòñÿ íàéòè àëãîðèòì Ap = Cp ◦Bp, äëÿ êîòîðîãî âåñ w(∆(Bp))

ìàêñèìàëåí è âûïîëíåíî óñëîâèå Q′(Ap) 6 δ.
Ïðè óêàçàííîì ñïîñîáå âûáîðà àëãîðèòìîâ Ap ëåãêî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïðî-

öåññà (2.1), (2.2) çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.
Òåîðåìà 3. Ïóñòü p0 = |D(A1)|+1 è äëÿ ëþáîé ïàðû (j, k) ∈ D(A1) â ìîäåëè M0

íàéä¼òñÿ àëãîðèòìè÷åñêèé îïåðàòîð B, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ B(xj) < B(xk).
Òîãäà äëÿ êàæäîãî p, p = 2, . . . , p0, ìîæíî óêàçàòü òàêîå ÷èñëî δ, ÷òî íå áîëåå,

÷åì çà p0 øàãîâ áóäåò íàéäåí àëãîðèòì A∗, äëÿ êîòîðîãî Q(A∗) = 0.
Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñèëó óñëîâèÿ òåîðåìû äëÿ êàæäîãî p, p = 2, . . . , p0, â ìîäåëè M0 íàéä¼òñÿ

òàêîé àëãîðèòì A′
p = C ′

p ◦B′
p, ÷òî ∆(B′

p) 6= ∅. Ïîëîæèì δ = Q′(A′
p). Òîãäà ñóùåñòâóåò

àëãîðèòì Ap = Cp ◦Bp, äëÿ êîòîðîãî âåñ w(∆(Bp)) ìàêñèìàëåí è âûïîëíåíî óñëîâèå
Q′(Ap) 6 δ. Â ñèëó öåïî÷êè íåðàâåíñòâ w(∆(Bp)) > w(∆(B′

p)) > 0 ìíîæåñòâî ∆(Bp)

íå ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì.
Âñÿêàÿ ïàðà (j, k) èç ìíîæåñòâà ∆(Bp) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó D(A1, . . . , Ap−1)

è íå ïðèíàäëåæèò D(A1, . . . , Ap). Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîí-
íîãî ïðîöåññà, íà÷èíàÿ ñ p = 2, ìîùíîñòü ìíîæåñòâà D(A1, . . . , Ap−1) óìåíüøàåòñÿ,
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ïî ìåíüøåé ìåðå, íà åäèíèöó. Ïðè íåêîòîðîì p 6 |D(A1)|+1 ìíîæåñòâî D(A1, . . . , Ap)

îêàæåòñÿ ïóñòûì. Â ñèëó òåîðåìû 1 îòñþäà ñëåäóåò Q(A(p)) = 0.
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèîíàëà Q′ èñïîëüçóåòñÿ ÷èñëî äåôåêòíûõ ïàð àëãîðèòìà,

òî çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü íåìíîãî èíà÷å.
Ââåä¼ì ìíîæåñòâî J = {(j, k) ∈ Q2 | yj < yk}. Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà Q(Cp◦

◦Bp) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó àëãîðèòìè÷åñêîãî îïåðàòîðà Bp, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ
ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îãðàíè÷åíèé âèäà

Bp(xj) < Bp(xk), (j, k) ∈ J. (4.1)

Â íàøåì ñëó÷àå ýòà ñèñòåìà ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ÷àñòè. Íà ïîäìíîæåñòâå îãðà-
íè÷åíèé ∆, ∆ ⊆ J äîëæíà áûòü íàéäåíà ñîâìåñòíàÿ ïîäñèñòåìà ñ ìàêñèìàëüíûì
âåñîì, à íà ïîäìíîæåñòâå J \∆ � ìàêñèìàëüíàÿ (ñîñòîÿùàÿ èç íàèáîëüøåãî ÷èñëà
îãðàíè÷åíèé) ñîâìåñòíàÿ ïîäñèñòåìà.

Ââåä¼ì íà ìíîæåñòâå J âåñîâóþ ôóíêöèþ

wλ(j, k) =

{
λ + w(j, k), åñëè (j, k) ∈ ∆;
λ, åñëè (j, k) ∈ J \∆.

Àíàëîãè÷íî ôóíêöèè w(j, k) îíà èíäóöèðóåò âåñîâóþ ôóíêöèþ wλ(J
′) íà ìíîæå-

ñòâå âñåõ ïîäìíîæåñòâ J . Îáîçíà÷èì ÷åðåç J(B) ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (j, k) ∈ J , äëÿ
êîòîðûõ B(xj) < B(xk). Ìíîæåñòâî J(B) îïðåäåëÿåò ïîäñèñòåìó ñèñòåìû îãðàíè÷å-
íèé (4.1), ñîâìåñòíóþ äëÿ äàííîãî àëãîðèòìè÷åñêîãî îïåðàòîðà B. Ñôîðìóëèðóåì
çàäà÷ó ïîèñêà àëãîðèòìà Ap, p > 2, ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 1′. Ïóñòü λ � çàäàííîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî. Íàéòè àëãîðèòì
Ap = Cp ◦Bp, äëÿ êîòîðîãî âåñ wλ(J(Bp)) ìàêñèìàëåí.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå Q′ ≡ Q çàäà÷à ñâåëàñü ê èçâåñòíîé çàäà÷å ïîèñêà ñîâ-
ìåñòíîé ïîäñèñòåìû ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì.

Îòìåòèì, ÷òî ïàðàìåòðû δ è λ â ïðèâåä¼ííûõ ïîñòàíîâêàõ èìåþò ñõîæèé ñìûñë.
Ñ èõ ïîìîùüþ ðåãóëèðóåòñÿ ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàñòðîéêîé íà èñõîäíóþ ïðåöå-
äåíòíóþ èíôîðìàöèþ è èñïðàâëåíèåì äåôåêòà ïðåäûäóùèõ àëãîðèòìîâ. Ïðåäåëü-
íîå óìåíüøåíèå δ èëè íåîãðàíè÷åííîå óâåëè÷åíèå λ ïðèâîäÿò ê ðåøåíèþ ïîëíîñòüþ
íåçàâèñèìûõ çàäà÷ ïîèñêà àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap. Ïðè íåîãðàíè÷åííîì óâåëè÷åíèè δ

èëè ïðè λ = 0 íàáëþäàåòñÿ îáðàòíàÿ ñèòóàöèÿ: òîëüêî àëãîðèòì A1 íàñòðàèâàåòñÿ
íà ïðåöåäåíòíóþ èíôîðìàöèþ, âñå ïîñëåäóþùèå àëãîðèòìû áóäóò íàöåëåíû èñêëþ-
÷èòåëüíî íà êîìïåíñàöèþ îøèáîê, äîïóùåííûõ A1. Ïîäáîð îïòèìàëüíûõ çíà÷åíèé
ïàðàìåòðîâ δ è λ ÿâëÿåòñÿ îòäåëüíîé çàäà÷åé. Íà ïðàêòèêå îíè ëèáî çàäàþòñÿ àïðè-
îðè, ëèáî âûáèðàþòñÿ ïî ðåçóëüòàòàì íåñêîëüêèõ ïðîáíûõ ðåøåíèé.
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5 Ïîñòðîåíèå êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè Fp ïðè èç-
âåñòíîì àëãîðèòìå Ap.

Çàäà÷à 2. Íàéòè êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ Fp, äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà Q(F ) = |D(F (A1, . . . , Ap))|,

D(F (A1, . . . , Ap)) = {(j, k) ∈ Q2 | f(aj) > f(ak) è yj < yk},
ãäå F ≡ Ff,C, f ∈ f è C ∈ M1.

Ðåøàòü ýòó çàäà÷ó áóäåì â äâà ýòàïà. Ñíà÷àëà âûáåðåì çíà÷åíèÿ fk, k ∈ Q
ñ òåì ðàñ÷¼òîì, ÷òîáû ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ïðè óñëîâèè ìîíîòîí-
íîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïàð {(ak, fk)}q

k=1. Çàòåì ïîñòðîèì ìîíîòîííîå îòîáðàæå-
íèå f , óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ f(ak) = fk äëÿ âñåõ k ∈ Q, è, âîçìîæíî, îáëàäà-
þùåå íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, íàïðèìåð, íåïðåðûâíîå èëè ãëàä-
êîå. Çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà ñòàíîâèòñÿ èçâåñòíûì óæå ïîñëå ïåðâîãî ýòàïà,
ïîýòîìó ïîñòðîåíèå ìîíîòîííîé àïïðîêñèìèðóþùåé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî ïðîâåñòè
åäèíñòâåííûé ðàç íà ïîñëåäíåì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà (2.2).

Â îáùèõ ÷åðòàõ ïðåäëàãàåìûé ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fk}q
k=1

ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà èç ìíîæåñòâà Q èñêëþ÷àåòñÿ ïî âîçìîæíîñòè íàè-
ìåíüøåå ÷èñëî èíäåêñîâ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îñòàâøèõñÿ ïàð
(ak, fk) îêàçàëàñü ìîíîòîííîé. Îñòàâøèåñÿ q̃ èíäåêñîâ óïîðÿäî÷èâàþòñÿ ïî îòíîøå-
íèþ ëèíåéíîãî ïðåäïîðÿäêà ≺, îáðàçóÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü i1 ≺ i2 ≺ . . . ≺ ieq. Çàòåì
â íå¼ ïî î÷åðåäè âñòàâëÿþòñÿ ðàíåå èñêëþ÷¼ííûå èíäåêñû, ïðè÷¼ì ìåñòî âñòàâêè
íàõîäèòñÿ ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè ÷èñëà äåôåêòíûõ ïàð. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü {ik}q

k=1, çàäàþùàÿ íåêîòîðûé îïòèìàëüíûé ïîðÿäîê íà ìíîæåñòâå Q,
â ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì è ôîðìèðóåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk}q

k=1. Òåïåðü îïè-
øåì îòäåëüíûå øàãè ýòîãî ìåòîäà áîëåå ïîäðîáíî.

1. Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî èñêëþ÷àòü èç ìíîæåñòâà N èíäåêñû, âõîäÿùèå â íàè-
áîëüøåå ÷èñëî ïàð èç D(A1, . . . , Ap). Ïóñòü r ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ q, (q−1), . . . , (q̃ +1).
Ïîëîæèì Qq = Q;

Dr(k) = {j ∈ Qr | D(A1, . . . , Ap) ∩ {(j, k), (k, j)} 6= ∅}, k ∈ Qr;

kr = arg max
k∈Qr

|Dr(k)|;
Qr−1 = Qr \ {kr}.

×èñëî q̃ îïðåäåëèì èç óñëîâèÿ Deq(k) = ∅ äëÿ âñåõ k ∈ Qeq. Â ñèëó ýòîãî óñëîâèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {(ak, yk)}k∈Qeq ìîíîòîííà, è íà ìíîæåñòâå Qeq íåò äåôåêòíûõ ïàð
è òðîåê. Ñëåäîâàòåëüíî îòíîøåíèå ≺ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ïðåäïîðÿäêà íà Qeq. Óïî-
ðÿäî÷èâ ìíîæåñòâî Qeq ïî ýòîìó îòíîøåíèþ, ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èíäåêñîâ
i1 ≺ i2 ≺ . . . ≺ ieq.
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Ïóñòü Ir = {i1, i2, . . . , ir} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ
ìíîæåñòâà Q. Ïàðó (is, it) ∈ I2, t < s, óñëîâèìñÿ íàçûâàòü íàðóøåíèåì ïîðÿäêà,
åñëè yis < yit ; è ñèëüíûì íàðóøåíèåì ïîðÿäêà, åñëè ais 6 ait . Ìíîæåñòâî íàðóøåíèé
ïîðÿäêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè I îáîçíà÷èì ÷åðåç D(I). Î÷åâèäíî, D(I) ⊂ Q2.

2. Èòàê, òðåáóåòñÿ äîáàâèòü ðàíåå èñêëþ÷¼ííûå èíäåêñû keq+1, . . . , kq â ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü Ieq òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ÷èñëî íàðóøåíèé ïîðÿäêà áûëî ìèíèìàëüíî,
à ñèëüíûõ íàðóøåíèé ïîðÿäêà íå áûëî âîîáùå.

Áóäåì äîáàâëÿòü ýòè èíäåêñû ïîî÷åð¼äíî. Ïóñòü r ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò q̃ + 1

äî q, è ïðè êàæäîì r èíäåêñ kr âñòàâëÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ir−1 ïåðåä ýëåìåí-
òîì ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì tr, 1 6 tr 6 r. Åñëè tr = r, òî ýëåìåíò kr äîáàâëÿåòñÿ
â êîíåö ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ir.

Îïðåäåëèì øòðàôíûå ôóíêöèè ξr(t), ηr(t) è ϕr(t), ïîëîæèâ:

ξr(t) =
t−1∑
s=1

(χ(ykr < yis) + Mχ(akr 6 ais)),

ηr(t) =
r−1∑
s=t

(χ(yis < ykr) + Mχ(ais 6 akr)),

ϕr(t) = ξr(t) + ηr(t),

ãäå t = 1, . . . , r; ñóììà íóëåâîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ ñ÷èòàåòñÿ ðàâíîé íóëþ; M � çàäàí-
íîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî; χ � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ïðåäèêàòà, ðàâíàÿ 1,
åñëè ïðåäèêàò èñòèíåí è 0, åñëè ëîæåí. Ïîëîæèì tr ðàâíûì òîìó ÷èñëó, êîòîðîå
äîñòàâëÿåò ìèíèìóì ôóíêöèè ϕr(t).

Ââåä¼ííûå ôóíêöèè èìåþò ñëåäóþùèé ñìûñë. Äîïóñòèì, ýëåìåíò kr âñòàâëÿåò-
ñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ir−1 ïåðåä it. Òîãäà ôóíêöèè ξr(t) è ηr(t) îïðåäåëÿþò øòðàô
çà âñå íàðóøåíèÿ ïîðÿäêà, îáðàçóåìûå äîáàâëÿåìûì ýëåìåíòîì â ïàðå ñ ýëåìåíòà-
ìè i1, . . . , it−1 è it, . . . , ir−1 ñîîòâåòñòâåííî. Âåëè÷èíà øòðàôà çà êàæäîå íàðóøåíèå
ïîðÿäêà ðàâíà 1, çà êàæäîå ñèëüíîå íàðóøåíèå � M . Ôóíêöèÿ ϕr(t) îïðåäåëÿåò
ñóììàðíûé øòðàô çà íàðóøåíèÿ ïîðÿäêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ir, âîçíèêàþùèå
â ðåçóëüòàòå äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòà kr.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü A1, . . . , Ap � äîïóñòèìûé íàáîð àëãîðèòìîâ è M > q. Òîãäà
÷èñëî íàðóøåíèé ïîðÿäêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Iq âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

|D(Iq)| =
q∑

r=eq+1

ϕr(tr),

ïðè÷¼ì ñèëüíûõ íàðóøåíèé ïîðÿäêà â ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íåò.
Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåä¼ì èíäóêöèåé ïî r.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ieq íå ñîäåðæèò ñèëüíûõ íàðóøåíèé ïîðÿäêà. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (is, it) ∈ I2eq âûïîëíÿëîñü áû it ≺ is è ais 6 ait , ñëåäîâà-
òåëüíî ais = ait , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò äîïóñòèìîñòè íàáîðà àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap.
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ieq íå ñîäåðæèò íàðóøåíèé ïîðÿäêà. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
äëÿ íåêîòîðîé ïàðû (is, it) ∈ I2eq âûïîëíÿëîñü áû it ≺ is è yis < yit , ñëåäîâàòåëüíî
ait 6 ais , ÷òî íåâîçìîæíî â ñèëó ìîíîòîííîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {(ak, yk)}k∈Qeq .
Òàêèì îáðàçîì, D(Ieq) = ∅.

Ïóñòü äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ir−1 óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî.
Íàéä¼ì â Ir−1 ýëåìåíò iu ñ íàèáîëüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì u, äëÿ êîòîðî-

ãî aiu 6 akr . Ïîëîæèì u = 0, åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ âîîáùå íåò. Àíàëîãè÷íî, íàéä¼ì
ýëåìåíò iv ñ íàèìåíüøèì ïîðÿäêîâûì íîìåðîì v, äëÿ êîòîðîãî akr 6 aiv , ëèáî ïîëî-
æèì v = r, åñëè òàêèõ ýëåìåíòîâ íåò. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè â Ir−1 íåò ñèëü-
íûõ íàðóøåíèé ïîðÿäêà, ïîýòîìó èç aiu 6 akr 6 aiv âûòåêàåò u 6 v. Åñëè äîïóñòèòü,
÷òî u = v, òî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî aiu = akr , êîòîðîå (ñ ó÷¼òîì kr 6= iu) ïðèâîäèò ê ïðî-
òèâîðå÷èþ ñ äîïóñòèìîñòüþ íàáîðà àëãîðèòìîâ A1, . . . , Ap. Ñëåäîâàòåëüíî u < v.

Îöåíèì ôóíêöèþ ϕr(t) â ñëåäóþùèõ òð¼õ ñëó÷àÿõ:
à) ïðè t 6 u ñïðàâåäëèâû îöåíêè ϕr(t) > ηr(t) > ηr(u) > M > q;
á) ïðè t > v ñïðàâåäëèâû îöåíêè ϕr(t) > ξr(t) > ξr(v) > M > q;
â) ïðè u < t 6 v íàéä¼ì îöåíêó ñâåðõó. Ïîñêîëüêó u < t, îòíîøåíèå ais 6 akr

íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ s: t 6 s < r. Ñëåäîâàòåëüíî ηr(t) 6 r − t. Àíàëîãè÷íî,
â ñèëó t 6 v îòíîøåíèå akr 6 ais íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ âñåõ s òàêèõ, ÷òî 1 6 s < t.
Ñëåäîâàòåëüíî ξr(t) < t. Ñóììèðóÿ, ïîëó÷àåì, ÷òî ϕr(t) < r 6 q.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî tr, äîñòàâëÿþùåå ìèíèìóì ôóíêöèè ϕr(t), óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ u < tr 6 v. Îòñþäà âûòåêàþò äâà âûâîäà. Âî-ïåðâûõ, èíäåêñ kr íå ó÷àñòâóåò
íè â îäíîì ñèëüíîì íàðóøåíèè ïîðÿäêà â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ir. Ñ ó÷¼òîì ïðåäïî-
ëîæåíèÿ èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî â Ir íåò ñèëüíûõ íàðóøåíèé ïîðÿäêà. Âî-âòîðûõ,
çíà÷åíèå ϕr(tr) â òî÷íîñòè ðàâíî ÷èñëó íàðóøåíèé ïîðÿäêà, â êîòîðûõ ó÷àñòâóåò
ýëåìåíò kr. Ñëåäîâàòåëüíî |D(Ir)| = |D(Ir−1)|+ ϕr(tr).

Òåîðåìà äîêàçàíà.
3. Ñ ïîìîùüþ ïîëó÷åííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ik}q

k=1 ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü {fk}q

k=1, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì:

fi1 6 fi2 6 . . . 6 fiq ; (5.1)
äëÿ âñåõ (s, t) ∈ Q2 èç s < t è yis < yit ñëåäóåò fis < fit . (5.2)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð {(ak, fk)}q
k=1 ìîíîòîííà, òàê êàê ïî äîêàçàííîìó â Iq

íåò ñèëüíûõ íàðóøåíèé ïîðÿäêà. Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òàêîå ìîíîòîííîå îòîá-
ðàæåíèå f , ÷òî f(ak) = fk äëÿ âñåõ k ∈ Q, è åìó ñîîòâåòñòâóåò ìîíîòîííàÿ êîððåê-
òèðóþùàÿ îïåðàöèÿ Fp = Ff,C .

Ïîêàæåì, ÷òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî D(Fp(A1, . . . , Ap)) = D(Iq).
Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò (is, it) ìíîæåñòâà D(Iq). Òîãäà t < s è yis < yit .

Èç ïåðâîãî íåðàâåíñòâà è (5.1) âûòåêàåò fit 6 fis , çíà÷èò (is, it) ∈ D(Fp(A1, . . . , Ap)).
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Åñëè æå (is, it) � ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà D(Fp(A1, . . . , Ap)), òî yis < yit

è fit 6 fis . Ñ ó÷¼òîì (5.2) ïîëó÷àåì, ÷òî t < s, à çíà÷èò (is, it) ∈ D(Iq).
Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà ìîæíî âû÷èñëÿòü ïî ôîðìóëå

Q(Fp(A1, . . . , Ap)) =

q∑

r=eq+1

ϕr(tr).

Îòìåòèì, ÷òî èçëîæåííûé ìåòîä ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {fk}q
k=1

ìîæíî íåñêîëüêî óïðîñòèòü, åñëè ïðîïóñòèòü ïåðâûé øàã è ñðàçó ïåðåéòè ê ïîñòðî-
åíèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Iq, íà÷àâ ñ q̃ = 2 è ïðîèçâîëüíîé Ieq = {i1, i2}, â êîòîðîé
i1 ≺ i2. Îäíàêî âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè, ÷òî äàííàÿ ìîäèôèêàöèÿ
ïðèâîäèò ê íåêîòîðîìó óõóäøåíèþ êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé è íå äà¼ò âûèãðû-
øà â ýôôåêòèâíîñòè ïî ñðàâíåíèþ ñ îïèñàííûì ìåòîäîì.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü Þ. È. Æóðàâë¼âó çà îêàçàííóþ
ïîääåðæêó è Ê. Â. Ðóäàêîâó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷è è ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå.
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