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Ìîñêâà 
 

 Ðàññìîòðåíà ïðåäâàðèòåëüíàÿ îáðàáîòêà äàííûõ äëÿ çàäà÷ 
ðàñïîçíàâàíèÿ, â êîòîðûõ çíà÷åíèÿìè îäíîãî èç ïðèçíàêîâ ÿâëÿþòñÿ 
ðàçëîæèìûå ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ, çàäàííûå íà ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêå. 
Ïîñòðîåíû àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå íàõîäèòü ñòðóêòóðíûå îïèñàíèÿ ýòèõ 
ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèå òðåáîâàíèÿì åäèíñòâåííîñòè è óñòîé÷èâîñòè ê 
ïîãðåøíîñòÿì èñõîäíûõ äàííûõ. 

 
 Ñîâðåìåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ è êëàññèôèêàöèè 
[1-2] ïîçâîëÿþò èñïîëüçîâàòü ïðîèçâîëüíûå ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ 
çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ, â òîì ÷èñëå çàäàâàåìûå ïóòåì îáîáùåííîãî 
èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ. ×òîáû çàäàòü ìíîæåñòâî òàêèì ñïîñîáîì, 
òðåáóåòñÿ óêàçàòü èñõîäíûå (íåïðîèçâîäíûå) ýëåìåíòû ýòîãî ìíîæåñòâà è 
íàáîð îïåðàöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîðîæäàòü íîâûå ýëåìåíòû. 
Â ýòîì ñëó÷àå äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå 
ñòðóêòóðíûõ îïèñàíèé, ñîñòîÿùèõ èç îïèñàíèé îòäåëüíûõ íåïðîèçâîäíûõ 
ýëåìåíòîâ è ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä íèìè. Êàê ïðàâèëî òàêîé 
ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ÿâíîì ïðåäñòàâëåíèè èíôîðìàöèè î ñòðóêòóðå, 
ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü îöåíêè áëèçîñòè è ýêîíîìèòü ïàìÿòü ïðè 
õðàíåíèè çíà÷åíèé ïðèçíàêà. Íà ïðàêòèêå, îäíàêî, ýòè çíà÷åíèÿ ìîãóò 
çàäàâàòüñÿ â èíîì âèäå, è äëÿ ïîëó÷åíèÿ ñòðóêòóðíûõ îïèñàíèé íåîáõîäèìî 
ðåøàòü çàäà÷ó ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè. 
 Â ñòàòüå ðàññìàòðèâàåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ìíîæåñòâîì 
íåïðîèçâîäíûõ çíà÷åíèé ïðèçíàêà ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíîå ñåìåéñòâî 
ôóíêöèé äâóõ ïåðåìåííûõ, à íàáîð îïåðàöèé ñîñòîèò èç îäíîé îïåðàöèè 
ñëîæåíèÿ. Äîïóñòèìûå çíà÷åíèÿ ïðèçíàêà, òàêæå ôóíêöèè äâóõ 
ïåðåìåííûõ, çàäàþòñÿ ñ ïîãðåøíîñòÿìè â óçëàõ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè. 
Çàäà÷à ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè ñîñòîèò â ïîëó÷åíèè ñòðóêòóðíîãî 
îïèñàíèÿ çàäàííîé ñåòî÷íîé ôóíêöèè. 
 Åñòåñòâåííîå òðåáîâàíèå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè èñêîìîãî 
îïèñàíèÿ íàêëàäûâàåò îïðåäåëåííûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî 
íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ. Â ÷àñòíîñòè, îáåñïå÷èòü åäèíñòâåííîñòü ìîæíî 
ïóòåì ñóæåíèÿ èñõîäíîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé çà ñ÷åò ïðèâëå÷åíèÿ 
äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè. Ñòîëü æå åñòåñòâåííî òðåáîâàíèå 
óñòîé÷èâîñòè îïèñàíèÿ ïî îòíîøåíèþ ê ïîãðåøíîñòÿì èñõîäíûõ äàííûõ. 
Â äàííîì ñëó÷àå ìàëûå ïîãðåøíîñòè íå äîëæíû ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ 
÷èñëà íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ â îïèñàíèè. 

§1. Ïîñòðîåíèå íà÷àëüíîãî ìíîæåñòâà îïèñàíèé 
 Áóäåì íàçûâàòü íåïðîèçâîäíîé ïîâåðõíîñòüþ âñÿêóþ ôóíêöèþ äâóõ 
ïåðåìåííûõ âèäà f x g y( ) ( ), ãäå f x( ) è g y( ) — ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, 

îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâàõ xΩ ⊆ R  è yΩ ⊆ R  ñîîòâåòñòâåííî, à 
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äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòüþ — âñÿêóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, 
ïðåäñòàâèìóþ â âèäå ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé. 
 Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Ïóñòü äîïóñòèìàÿ ïîâåðõíîñòü 

(1.1)  z x y f x g ys s
s

k

( , ) ( ) ( )=
=

∑
1

 

çàäàíà ñ ïîãðåøíîñòÿìè â óçëàõ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè ( , )ξ ηi j , ξi x∈ Ω , 

η j y∈ Ω , i n= 1,.. . , , j m= 1,.. . ,  è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n m≤ . ×èñëî 

íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé k íåèçâåñòíî. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñòðóêòóðíîå 
îïèñàíèå äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè, â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü k è 
âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f xs ( ) , g ys ( ) â óçëàõ ñåòêè. 
 Îáîçíà÷èì ÷åðåç M n m,  ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö ðàçìåðà 

n m×  è ââåäåì ìàòðèöû  
  X f Ms i n k= ∈( ) ,ξ , Y g Ms j m k= ∈( ) ,η , Z z Mi j n m= ∈( , ) ,ξ η . 

Çàïèñàâ ñîîòíîøåíèå (1.1) â óçëàõ ñåòêè, ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå 
(1.2)  XY ZT =  
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö X è Y ñ íåèçâåñòíûì ÷èñëîì ñòîëáöîâ k. 
Äëÿ îïðåäåëåíèÿ k ïîòðåáóåì, ÷òîáû èñêîìîå ðàçëîæåíèå âèäà (1.1) 
ñîñòîÿëî èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. 
 Î ï ð å ä å ë å í è å .  Ìàòðèöà Z M n m∈ ,  íàçûâàåòñÿ k-ðàçëîæèìîé, 

åñëè k — íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò ìàòðèöû X M n k∈ ,  è 

Y Mm k∈ ,  , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ XY ZT = . Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà 

ìàòðèö ( , )X Y  íàçûâàåòñÿ k-ðàçëîæåíèåì Z. 

 Ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàçëîæåíèé Z áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M Z
k . 

 Ë å ì ì à  1 .  Ìàòðèöà Z M n m∈ , , ÿâëÿåòñÿ k-ðàçëîæèìîé òîãäà è 

òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ðàíã ðàâåí k. Âñÿêîå k-ðàçëîæåíèå ñîñòîèò èç ìàòðèö 
ïîëíîãî ðàíãà. 
 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà Z èìååò ðàíã k. 
Òîãäà îíà íå ìîæåò áûòü q-ðàçëîæèìîé ïðè q k< . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, Z 
ïðåäñòàâèìà â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ n k× - è k m× -ìàòðèö (ñêåëåòíîå 
ðàçëîæåíèå [3]), ïðè÷åì â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ïåðâîé èç íèõ ìîæíî âçÿòü k 
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ Z. Ìàòðèöà Z ÿâëÿåòñÿ k-ðàçëîæèìîé. 
 Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ( , )X Y  — ïðîèçâîëüíîå k-ðàçëîæåíèå Z. 
Ìàòðèöû X , Y  è Z, î÷åâèäíî, íå ìîãóò èìåòü ðàíã, áîëüøèé k. Îíè òàêæå 
íå ìîãóò èìåòü ðàíã, ìåíüøèé k, òàê êàê èíà÷å, ïî äîêàçàííîìó, ìàòðèöà Z 
îêàçàëàñü áû q-ðàçëîæèìîé ïðè q k< . Ëåììà äîêàçàíà. 

 Ïóñòü ( , )X Y  — ïðîèçâîëüíîå k-ðàçëîæåíèå Z. Òîãäà ìàòðèöû X XT  è 

Y YT  íåâûðîæäåíû è (1.2) ðàâíîñèëüíî êàæäîìó èç ðàâåíñòâ 
(1.3)  Y Z X X X X ZY Y YT T T= =− −( ) , ( )1 1  . 
 Ë å ì ì à  2 .  Ïóñòü ( , )X Y  — êàêîå-ëèáî k-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Z. 
Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ åå k-ðàçëîæåíèé èìååò âèä 
  1

,{ ( , ) :  ,  rg }k T
Z k kM XA YA A M A k−= ∈ = . 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ïàðà ìàòðèö óêàçàííîãî 
âèäà ÿâëÿåòñÿ k-ðàçëîæåíèåì Z. Âåðíî è îáðàòíîå: äëÿ ëþáîãî k-
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ðàçëîæåíèÿ ( , )U V  íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ k k× -ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî 

U XA V YA T= = −,  1 . Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (1.3), ëåãêî ïðîâåðèòü 

èñòèííîñòü ýòèõ ðàâåíñòâ, åñëè ïîëîæèòü A Y V V VT T= −( ) 1. Ïðè÷åì A 
íåâûðîæäåíà â ñèëó îöåíîê ðàíãà ñâåðõó è ñíèçó: rg rg rgk U XA A k= = ≤ ≤ . 

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî óêàçàííîãî âèäà è ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàçëîæåíèé 
ìàòðèöû Z ñîâïàäàþò. Ëåììà äîêàçàíà.  
 Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 1 è 2 ñëåäóåò 
 Ò å î ð å ì à  1 .  Åñëè ðàíã ìàòðèöû Z ðàâåí k, òî îíà k-ðàçëîæèìà è 
  1

,{ ( , ) :  ,  rg }k T
Z k kM XA YA A M A k−= ∈ = , 

ãäå ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ Z, ìàòðèöà Y 
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Y Z X X XT T= −( ) 1. 
 Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííîì îïðåäåëåíèè íåïðîèçâîäíîé ïîâåðõíîñòè 
äëÿ âñÿêîé äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî óêàçàòü áåñêîíå÷íî ìíîãî 
ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ îïèñàíèé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè 
îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî ââîäèòü äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî 
íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé. Ýòà çàäà÷à áóäåò ðàññìîòðåíà â §3. 

§2. Âû÷èñëåíèå k-ðàçëîæåíèé 
 Ñîãëàñíî ëåììå 2, ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàçëîæåíèé îäíîçíà÷íî 
îïðåäåëÿåòñÿ êàêèì-ëèáî îäíèì åãî ýëåìåíòîì. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêèé 
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ 
äàííîé ìàòðèöû. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñ ýòîé öåëüþ òåîðåìû 1 
íåöåëåñîîáðàçíî, òàê êàê åñëè ýëåìåíòû ìàòðèöû Z çàäàíû ñ 
ïîãðåøíîñòÿìè, òî åå ðàíã ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì íåïðîèçâîäíûõ 
ïîâåðõíîñòåé k. Âîçìîæíûé âûõîä ñîñòîèò â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè 
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (1.2) è îïðåäåëåíèè k èç óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî òî÷íîãî 
(â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòåé Z ) âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (1.2). 

 Ââåäåì â M n k,  åâêëèäîâó íîðìó 
1/ 2

2

1 1

n m

ij
i j

A a
= =

 
=  

 
∑∑ , ãäå A aij n m

=
×

. 

 Î ï ð å ä å ë å í è å .  Ìàòðèöà Z íàçûâàåòñÿ k ,δ-ðàçëîæèìîé, åñëè k— 
íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò k-ðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà W 
òàêàÿ, ÷òî Z W− ≤ δ . Ïàðà ìàòðèö ( , )X Y  íàçûâàåòñÿ k ,δ-ðàçëîæåíèåì Z, 

åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ k-ðàçëîæåíèåì W. 
 Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêóþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ ìàòðèöó 
ZZ T . Âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñîñðåäîòî÷åíû íà îòðåçêå äåéñòâèòåëüíîé 

îñè [ , ]0
2

Z , à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìîãóò áûòü 

âûáðàíû òàê, ÷òîáû îíè ñîñòàâëÿëè ïîëíóþ îðòîíîðìèðîâàííóþ ñèñòåìó 
âåêòîðîâ â Rn . Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ïðèìûêàþùóþ ê èçâåñòíûì 
ðåçóëüòàòàì [4] î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèö. 
 Ò å î ð å ì à  2 .  Ïóñòü çàäàíû ìàòðèöà Z M n m∈ ,  è äåéñòâèòåëüíîå 

÷èñëî δ ≥ 0. Ïóñòü 1 2 ... nλ ≥ λ ≥ ≥ λ  — âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ZZ T . 

Åñëè k— íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

(2.1)  
2 2

1 ... k Zλ + + λ ≥ − δ , 
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òî ìàòðèöà Z ÿâëÿåòñÿ ,k δ -ðàçëîæèìîé, ïðè÷åì ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ â 

ñìûñëå åâêëèäîâîé íîðìû ,k δ -ðàçëîæåíèé Z èìååò âèä 

  1
,{ ( , ) :  ,  rg }T T

k kXA Z XA A M A k− ∈ = , 

ãäå n k× -ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ 
ZZ T , îòâå÷àþùèõ k íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. 
 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  
 Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë , ,:  q n q m qJ M M× → R  ïî ôîðìóëå 

  
2

( , ) T
qJ U V Z UV= − , 

ïîëàãàÿ ïðè ýòîì rg rgU V q= = , è íàéäåì ïàðó ìàòðèö (U,V ), 

äîñòàâëÿþùóþ J q  ãëîáàëüíûé ìèíèìóì. Äèôôåðåíöèðóÿ J q  ïî U è V, 

ïîëó÷èì ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äàííîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ 
êâàäðàòîâ (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà): 

(2.2)  
( ) 0,

( ) 0 .

T T

T

U Z UV

Z UV V

 − =


− =
 

 Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà R V VU UT T=  äèàãîíàëèçèðóåìà. Òàê êàê 
ìàòðèöà U UT  ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, íàéäåòñÿ 
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà S ∈M q q,  òàêàÿ, ÷òî S U US ET T− − =1 1 . Äàëåå, òàê êàê 

ìàòðèöà SV VST T  ñèììåòðè÷åñêàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, íàéäåòñÿ îðòîãîíàëü-
íàÿ ìàòðèöà T ∈M q q,  òàêàÿ, ÷òî T SV VS TT T( ) − =1 Λ, ãäå 1diag( ,..., )qd dΛ = — 

äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì A=TS. Òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, 
ARA − =1 Λ , òî åñòü R ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ íåâûðîæäåííîé 
ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöåé A ïðèâîäèòñÿ ê äèàãîíàëüíîìó âèäó. 
 Ïðîèçâåäåì â ñèñòåìå (2.2) íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ 
(2.3)  1,    TU XA V YA−= = . 

Òîãäà ñòîëáöû íîâûõ ìàòðèö X è Y áóäóò îðòîãîíàëüíû: 
  ,    T TX X E Y Y= = Λ , 

à ñèñòåìà (2.2) ïåðåéäåò â ýêâèâàëåíòíóþ 

  
,    

.

T

T

Y Z X

ZZ X X

 =


= Λ
 

 Âòîðîå èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé îçíà÷àåò, ÷òî d dq1,. . . ,  ÿâëÿþòñÿ 

ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, à ñòîëáöû ìàòðèöû X — ñîîòâåòñòâóþùèìè èì 
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû ZZ T . 
 Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìîãî, íî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ 
ìèíèìóìà âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J q

∗ ïðè U è V, 

óäîâëåòâîðÿþùèõ (2.2). Òàê êàê J U V J X Yq q( , ) ( , )= , èìååì: 

 
2

1tr( ) ( ) tr tr ( ... )T T T T
q qJ Z XY Z XY ZZ Z d d∗ = − − = − Λ = − + + . 

Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J U Vq ( , ) áóäåò äîñòèãàòüñÿ òîãäà è 

òîëüêî òîãäà, êîãäà d dq1,. . . ,  áóäóò q íàèáîëüøèìè ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè 

ìàòðèöû ZZ T . Ïðè÷åì, åñëè q k= , òî â ñèëó óñëîâèÿ (2.1) 

  Z UV J ZT
k k− = = − − − ≤∗2 2

1
2λ λ δ. . . . 
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Åñëè æå q<k, òî äëÿ ëþáûõ U M n q∈ ,  è V Mm q∈ ,  ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 

  Z UV J ZT
q q− ≥ = − − − >∗2 2

1
2λ λ δ. .. . 

 Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Z îêàçûâàåòñÿ k ,δ-ðàçëîæèìîé. Ïðè ýòîì òå 
è òîëüêî òå k ,δ-ðàçëîæåíèÿ ( , )U V  ìèíèìèçèðóþò J U Vk ( , ) , êîòîðûå 

ïðåîáðàçîâàíèåì (2.3) ñâÿçàíû ñ ïàðîé ( , )X Z XT , â êîòîðîé ìàòðèöà X 

ñîñòàâëåíà èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ZZ T  , îòâå÷àþùèõ 
k íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. Òåîðåìà äîêàçàíà.  
 Òåîðåìà 2 ïîçâîëÿåò íàéòè k ,δ-ðàçëîæåíèå Z, åñëè çàäàíî δ è 

èçâåñòåí íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ ìàòðèöû ZZ T . Îäíàêî ïðè 
óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ìàòðèöû Z çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè íà íàõîæäåíèå 
ñïåêòðà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî ðàññìàòðèâàòü 
äðóãèå àëãîðèòìû, íå òðåáóþùèå ÿâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ñîáñòâåííûå 
çíà÷åíèÿ. 
 Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ k ,δ-ðàçëîæåíèé ñ ïîìîùüþ 
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííîãî íà ñîîòíîøåíèÿõ (1.3). 
 Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü X M n k∈ ,  — ìàòðèöà ðàíãà k. 

Ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòîëáöîâ ìàòðèöû X îáîçíà÷èì ÷åðåç ( )XL . 

Ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà P E X X X XX
T T= − −( ) 1 , åñëè ðàññìàòðèâàòü åå êàê 

ëèíåéíûé îïåðàòîð èç nR  â nR , ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð-ñòîëáöó åãî 
ïðîåêöèþ íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå ïîäïðîñòðàíñòâà ( )XL . Äàëåå 

áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö.  
 1. Ìàòðèöà PX  ñèììåòðè÷íà (P PX

T
X= ), èäåìïîòåíòíà (P P PX X X= ) è 

âûðîæäåíà (P XX = 0, ðàíã PX  ðàâåí n-k ).  
 2. Ìàòðèöà PX  èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âûáîðà áàçèñà â 
ïîäïðîñòðàíñòâå ( )XL : P PXA X=  äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé A M k k∈ , .  

 3. ×åðåç ïðîåêöèîííóþ ìàòðèöó âûðàæàåòñÿ ðåøåíèå ñëåäóþùåé 

çàäà÷è íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ: min
X

AAX B P B− =
2 2

. 

 Ïîñëåäíèé ôàêò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñèíóñ óãëà ϕ π∈[ , / ]0 2  ìåæäó 

ïîäïðîñòðàíñòâàìè ( )XL  è 0( )XL , X M n k0 ∈ ,  êàê ìàêñèìàëüíîå 

ðàññòîÿíèå îò åäèíè÷íîãî âåêòîðà îäíîãî èç ïîäïðîñòðàíñòâ äî äðóãîãî 
ïîäïðîñòðàíñòâà: 

(2.4)  
aX

aXPX

Ma k 0

0

1,

maxsin
∈

=ϕ . 

 Ò å î ð å ì à  3 .  Ïóñòü ( , )X Y  — íàèëó÷øåå â ñìûñëå åâêëèäîâîé íîðìû 
k ,δ-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Z M n m∈ ,  ðàíãà n, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå Y M n k0 ∈ ,  

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0rg TY Y k= , λ λ λ1 2≥ ≥ ≥.. . n  — âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà 

ìàòðèöû ZZ T . Òîãäà äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà 

(2.5)  1 ,

,
r r r

T
r r

X ZY A

Y Z X
−=

 =
 

ãäå ìàòðèöû Ar  îïðåäåëÿþòñÿ èç óñëîâèé X X Er
T

r = , r = 1 2, ,.. ., cïðàâåäëèâà 
îöåíêà 
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(2.6)  1 tgT r
r rZ X X k −− ≤ δ + δ µ ϕ , 

ãäå µ δ= −2 1Λ , 1diag( ,..., )kΛ = λ λ , ϕ — óãîë ìåæäó ( )XL  è 0( )XL . 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Z è Y0 èìåþò ïîëíûé 
ðàíã, òî è ïðè ëþáîì r > 0 ðàíã ìàòðèö X r  è Y r  ðàâåí k. Ñëåäîâàòåëüíî íà 
êàæäîé èòåðàöèè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ âåðõíÿÿ òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà 
Ar , îïðåäåëÿåìàÿ óñëîâèåì X X Er

T
r = . Äëÿ åå ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî 

ïðèìåíèòü ïðîöåññ îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà [3,4] ê ñòîëáöàì 
ìàòðèöû ZY r −1.  
 Ïóòåì íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ëåãêî ïðîâåðèòü òîæäåñòâî 

  ( )1
1 1( ) ( )

r r

T T T T
r r X X Y Y r rZ X Y P Z P Z XY P P Y Y Y Y−

− −− = = − − . 

 Ââåäåì îáîçíà÷åíèå Q P Y Y Y Yr Y r
T

r
T= −( ) 1 , r = 0 1 2, , ,.. . Èñïîëüçóÿ (2.5), 

âûðàçèì ìàòðèöó Qr  ÷åðåç Y r −1 : 

  Q P Z ZP P Y Y Y Yr Y
T

Y Y r
T

r
T= − −

− −( ) ( )1 1
1 1Λ . 

 Ó÷èòûâàÿ, ÷òî Y YT = Λ è ZPY ≤ δ , îöåíèì íîðìó Qr : 

  Q ZP Q Qr Y r r≤ ≤−
−

−
2

1
1

1Λ µ , r = 1 2, ,.. . 

 Ïðè óìíîæåíèè ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû íà ïðîåêöèîííóþ åå íîðìà 
ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ, ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà îöåíêà 
  Z X Y Q Qr r

T
r

r− ≤ + ≤ +−
−δ δ δ δµ1
1

0 . 

 Îöåíèì òåïåðü íîðìó Q0 . Î÷åâèäíî, íàéäóòñÿ îðòîíîãîíàëüíûå 

m k× -ìàòðèöû %Y , %Y0 è íåâûðîæäåííûå k k× -ìàòðèöû A, A0  òàêèå, ÷òî 

Y YA= %  è Y Y A0 0 0= % . Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî Q Q QT
0

2

0 0= tr , ïîëó÷èì: 

  Q Y YY Y Y Y k kT T T
0

2

0 0
1≤ − ≤ −−tr tr( % % % % ) % % / λ , 

ãäå λ – ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû G Y YY YT T= % % % %
0 0. Ïîñêîëüêó 

ìàòðèöà G ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ,  

  λ = min
a

T

T

a Ga
a a

. 

 Äåëàÿ â G ïîäñòàíîâêó % %
%YY E PT

Y
= − , ñ ïîìîùüþ (2.4) íàõîäèì: 

  λ ϕ= − =1 0

2

0

2
2max cos

a

YP Y a

Y a
. 

 Çàìåòèì, ÷òî cos ϕ ≠ 0 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû Y YT
0 . Òàêèì 

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà  

  Q
k

k k0 2≤ − =
cos ϕ

ϕtg ,  

îòêóäà íåìåäëåííî ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
 Îöåíêà (2.6) ïîêàçûâàåò, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé ïîãðåøíîñòè 
íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðîöåññ (2.5) ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè 
óæå íà ïåðâûõ èòåðàöèÿõ. Â ÷àñòíîñòè, åñëè èñõîäíàÿ ìàòðèöà k-ðàçëîæèìà 
(δ = 0), ðàâåíñòâî Z X Y T= 1 1  âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî äëÿ ëþáîãî Y0, 

óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0rg TY Y k= . 
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 Çàìåòèì, ÷òî åñëè ìàòðèöû Ar  âåðõíèå òðåóãîëüíûå, òî äëÿ 
ïðîâåäåíèÿ ëþáîãî ÷èñëà èòåðàöèé ñ q ïåðâûìè ñòîëáöàìè ìàòðèö X è Y íå 
òðåáóåòñÿ çíàòü îñòàëüíûå k-q ñòîëáöîâ. Ýòîò ôàêò ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü 
áîëåå ãèáêèé àëãîðèòì, â êîòîðîì èòåðàöèè ïî r ÷åðåäóþòñÿ ñ äîáàâëåíèåì 
íîâûõ ñòîëáöîâ ê ìàòðèöàì X r , Y r . Òî÷íåå, ïîñëå ïðèñîåäèíåíèÿ íîâîãî 
(ïóñòü q-îãî) ñòîëáöà ê ìàòðèöå Y0 ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿþòñÿ q-ûå 
ñòîëáöû ìàòðèö X Y X Y1 1 2 2, , , , è ò.ä. Äîáàâëåíèå ñòîëáöîâ ñëåäóåò 
ïðåêðàòèòü, êàê òîëüêî ïîãðåøíîñòü (2.6) ïîñëå äîñòàòî÷íîãî ÷èñëà 
èòåðàöèé N ñòàíåò ìåíüøå çàäàííîãî çíà÷åíèÿ d. Òàêèì îáðàçîì, óêàçàííàÿ 
ìîäèôèêàöèÿ ïðîöåññà (2.5) ïîçâîëÿåò îïðåäåëÿòü ÷èñëî k èç óñëîâèÿ 
äîñòèæåíèÿ çàäàííîé òî÷íîñòè ðàçëîæåíèÿ. Çàïèøåì ýòîò àëãîðèòì â 
óäîáíîì äëÿ ìàøèííîé ðåàëèçàöèè âèäå. Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ:  
  Z z z Mm n m≡ ∈1.. . , ,  

  X x x Mq
r r

q
r

n q≡ ∈1 .. . , ,  

  P Pq
r

Xq
r≡ , P Eo

r = , r N= 1,.. . , ,  

  Y y y Mq
r r

q
r

m q≡ ∈1 . . . , , h h Mq m q1. .. ,∈ , r N= 0 1, ,.. . , , q ≥ 1.  

 À ë ã î ð è ò ì .   
ÂÕÎÄ: Z M n m∈ , , òî÷íîñòü d ≥ 0, ÷èñëî èòåðàöèé N > 0.  

ÂÛÕÎÄ: ( , )X Yq
N

q
N : Z X Y dq

N
q
N T− ≤( ) , X q

N  îðòîíîðìèðîâàíà.  

1. H Z0

2
: = ;  

2. h zj j0

2
: =  äëÿ âñåõ j m= 1,.. . , ;  

3. ÄËß q = 1 2, ,.. . ÏÎÂÒÎÐßÒÜ 4-10  

4.  y hq q
0 : = ;  

5.  ÄËß r N= 1,.. . ,  ÏÎÂÒÎÐßÒÜ 6-7  

6.   x P Zy P Zyq
r

q
r

q
r

q
r

q
r: /= −

−
−

−
1

1
1

1 ;  

7.   y Z xq
r T

q
r: = ;  

8.  h h yjq j q jq
N: ( )= −−1

2 äëÿ âñåõ j m= 1,.. . , ;  

9.  H H yq q q
N: = −−1

2
;  

10. ÏÎÊÀ H dq > 2; 

 Äàííûé àëãîðèòì íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî íàéäåííàÿ ïàðà ìàòðèö 
( , )X Yq

N
q
N  áóäåò q,d-ðàçëîæåíèåì Z, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå äëÿ ÷èñëà 

ñòîëáöîâ q ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ìèíèìàëüíîñòè. Îäíàêî, êàê 
ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ 
àëãîðèòìà N è d óäàåòñÿ îïðåäåëèòü îäíî èç k,d-ðàçëîæåíèé ìàòðèöû Z.  
 Ó ò â å ð æ ä å í è å .  Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3 è µ < 1. 
Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε λ∈( , )0 k  ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N 0 òàêîå, ÷òî ïðè 

d Z XY T2 2
= − + ε è N N≥ 0 âû÷èñëåííàÿ àëãîðèòìîì ïàðà ìàòðèö áóäåò 

k,d-ðàçëîæåíèåì Z. 
 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ëåãêî ïðîâåðèòü (ñì. øàãè 1 è 9), ÷òo 

H Z X Yq q
N

q
N T≡ − ( )

2
, q = 1 2, ,.. . Ñëåäîâàòåëüíî óñëîâèå îñòàíîâà àëãîðèòìà 
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(øàã 10) íå ìîæåò âûïîëíèòüñÿ ïðè q k< , òàê êàê èíà÷å, ñîãëàñíî 

òåîðåìå 2, ε äîëæíî áûëî áû ïðåâûøàòü λk . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âûðàæàÿ 
íîìåð èòåðàöèè r èç îöåíêè (2.6), ïîëó÷èì, ÷òî ïðè q k=  è  

  ( ) ( )1 21
1 ln ln 1 / 1N d

tg k

−  
≥ + µ + ε − 

ϕ 
, 

óñëîâèå îñòàíîâà áóäåò âûïîëíåíî, è âû÷èñëåííàÿ ê ýòîìó ìîìåíòó ïàðà 
ìàòðèö ( , )X Yq

N
q
N  áóäåò k,d-ðàçëîæåíèåì Z. Äîêàçàíî. 

 Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ÷èñëà èòåðàöèé N è ïîðîãà d 
âîçìîæíî îïðåäåëèòü îäíî èç k,d-ðàçëîæåíèé Z. Íà ïðàêòèêå îêàçàëîñü, 
÷òî åñëè çàäàâàòü N = ÷2 4 è d = ÷( . . )1 2 1 6 δ , òî çà î÷åíü ðåäêèì 

èñêëþ÷åíèåì ìàòðèöû X Yq
N

q
N,  íå áóäóò ñîäåðæàòü ëèøíèõ ñòîëáöîâ. 

 Îòìåòèì, ÷òî ïðè k n m<< min( , ) îïèñàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò 
ýôôåêòèâíî ñæàòü èñõîäíûå äàííûå ïóòåì çàìåíû ìàòðèöû Z ïàðîé ìàòðèö 
ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ ðàçìåðîâ. Ïðè îãðàíè÷åííûõ ðåñóðñàõ ïàìÿòè ýòî 
äàåò âîçìîæíîñòü õðàíèòü îáó÷àþùèå âûáîðêè áîëüøèõ îáúåìîâ. 

§3. Îïòèìàëüíûå k-ðàçëîæåíèÿ 
 Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ åäèíñòâåííîñòè èñêîìîãî îïèñàíèÿ äîïóñòèìîé 
ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó ðåãóëÿðèçàöèè, íàêëàäûâàÿ 
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé. 
Ïðèâëåêàåìàÿ äëÿ ýòîãî àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü äâóì 
òðåáîâàíèÿì. Åå èñïîëüçîâàíèå äîëæíî áûòü îáîñíîâàííûì â ðàìêàõ 
ðåøàåìîé çàäà÷è è åå äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî, ÷òîáû èç áåñêîíå÷íîãî 
ìíîæåñòâà ðåøåíèé âûäåëèòü åäèíñòåííîå.  
 Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ñïîñîá ó÷åòà àïðèîðíîé èíôîðìàöèè. Áóäåì 
îòíîñèòü ê êëàññó íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé íå âñå ôóíêöèè âèäà 
f x g y( ) ( ), à ëèøü òå, äëÿ êîòîðûõ f x( ) ïðèíàäëåæèò çàäàííîìó ñåìåéñòâó 
ôóíêöèé F . Ôóíêöèÿ g y( ) ïî-ïðåæíåìó ìîæåò áûòü ëþáîé.  
 Ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå n ÷èñåë ξi x∈ Ω , i n= 1,.. . ,  ñåìåéñòâî F  
èíäóöèðóåò ìíîæåñòâî âåêòîð-ñòîëáöîâ 

  { }1[ ( )... ( )] :T
n nf f f= ξ ξ ∈F F  

è ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n k×  ñî ñòîëáöàìè èç nF  

  { }, 1[ ... ] : , 1,...,n k k s nu u u s k= ∈ =F F . 

 Ïóñòü ( , )X Y  — èçâåñòíîå k-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Z, è ïóñòü äëÿ 

ïðîñòîòû ñòîëáöû X îðòîíîðìèðîâàíû, X X ET = . Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, 
÷òîáû âûÿñíèòü, êàêèì óñëîâèÿì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü ñåìåéñòâî F , 
÷òîáû ñóùåñòâîâàëà åäèíñòâåííàÿ ( ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ ) 
ìàòðèöà ,n kU ∈ F  òàêàÿ, ÷òî ( ) ( )X U=L L , à òàêæå íàéòè ñïîñîá 

âû÷èñëåíèÿ ýòîé ìàòðèöû. 
 Î ï ð å ä å ë å í è å .  Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F  íàçûâàåòñÿ k-íåëèíåéíûì 
ïî íàáîðó òî÷åê ( .. . )ξ ξ1 n , åñëè äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåêòîð-

ñòîëáöîâ u u uk0 1, ,. . . ,  èç ìíîæåñòâà nF  è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ a ak1 ,. . . ,  

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a u a u uk k1 1 0+ + ≠. . . . 
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 Ñåìåéñòâà ôóíêöèé, îáëàäàþùèå óêàçàííûì ñâîéñòâîì, ñóùåñòâóþò. 

Íàïðèìåð, ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî { }R
2( ) :xeα − −α= α ∈F  k-íåëèíåéíî 

ïî ëþáîìó íàáîðó èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê äëÿ âñåõ k n= −1 1,... , . Äëÿ 
äîêàçàòåëüñòâà ñîñòàâèì n k× +( )1  - ìàòðèöó èç ïðîèçâîëüíûõ ïîïàðíî 

ðàçëè÷íûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ u u uk0 1, ,. . . ,  , ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó n
αF . 

Â ñèëó òîæäåñòâà e e e ex x x− − − −=( )α α α2 2 22  ïåðâûå åå k+1 ñòðîê îáðàçóþò 
êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà óìíîæåíèåì ñòðîê è 
ñòîëáöîâ îáîáùåííîé ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà [3] íà ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. 
Îïðåäåëèòåëü ïîñëåäíåé îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð-ñòîëáöû 
u u uk0 1, ,. . . ,  ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à óêàçàííîå ñåìåéñòâî, â ñèëó èõ 
ïðîèçâîëüíîñòè, k-íåëèíåéíî. 
 Ñóùåñòâóþò òàêæå ñåìåéñòâà, íå îáëàäàþùèå óêàçàííûì ñâîéñòâîì. 
Â ÷àñòíîñòè, âñÿêîå ëèíåéíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé, íàïðèìåð ìíîæåñòâî 
ïîëèíîìîâ çàäàííîé ñòåïåíè, íå ìîæåò áûòü k-íåëèíåéíûì. Êàê ñòàíåò 
ÿñíî íèæå, òàêèå ñåìåéñòâà ôóíêöèé íå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ 
ðåãóëÿðèçàöèè.  
 Î ï ð å ä å ë å í è å .  Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F  íàçûâàåòñÿ k-òî÷íûì ïî 
íàáîðó òî÷åê ( .. . )ξ ξ1 n  äëÿ äàííîé ìàòðèöû X M n k∈ ,  ðàíãà k, åñëè 

ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ k k× -ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî ,n kXA ∈ F .. 

 Ò å î ð å ì à  4 .  Åñëè F  — ñåìåéñòâî ôóíêöèé, k-íåëèíåéíîå è k-
òî÷íîå ïî íàáîðó òî÷åê ( .. . )ξ ξ1 n  äëÿ äàííîé ìàòðèöû X, òî ñóùåñòâóåò è 

åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ) ìàòðèöà * ,n kU ∈ F  

òàêàÿ, ÷òî *( ) ( )U X=L L . 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Â ñèëó k-òî÷íîñòè ñåìåéñòâà F â 
ïîäïðîñòðàíñòâå ( )XL  íàéäóòñÿ k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ 

u uk1
∗ ∗,. .. ,  , ïðèíàäëåæàùèõ nF . Â ñèëó k-íåëèíåéíîñòè äðóãèõ ýëåìåíòîâ nF  

â ( )XL  áûòü íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî òå è òîëüêî òå ìàòðèöû ,n kU ∈ F  

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ( ) ( )X U=L L , êîòîðûå ñîñòàâëåíû èç âåêòîð-

ñòîëáöîâ u uk1
∗ ∗,. .. ,  , âçÿòûõ â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Òåîðåìà äîêàçàíà.  

 Èç äîêàçàòåëüñòâà ÿñíî, ÷òî k-íåëèíåéíîñòü îáåñïå÷èâàåò 
åäèíñòâåííîñòü, à k-òî÷íîñòü — ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðèçîâàííîãî ðåøåíèÿ.  
 Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ãàðàíòèðîâàòü òî÷íîå ñîâïàäåíèå 
ïîäïðîñòðàíñòâ ( ) ( )X U=L L  íåâîçìîæíî ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì: èç-çà 

ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ, ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû X è, 
ñàìîå ñóùåñòâåííîå, íåòî÷íîñòè îïèñàíèÿ íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé 
ýëåìåíòàìè ñåìåéñòâà. Îñëàáèì ïîýòîìó òðåáîâàíèå k-òî÷íîñòè: áóäåì 
èñêàòü ìàòðèöó * ,n kU ∈ F , äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó  

  J U P XU( ) =
2
, 

êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ( ) ( )X U=L L . 

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ k-òî÷íûõ ñåìåéñòâ åãî ìèíèìèçàöèÿ äîëæíà ïðèâîäèòü 
ê èñêîìîìó ðåøåíèþ.  
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 Îðòîíîðìèðóåì ñòîëáöû ìàòðèöû U u uk≡ 1. . . , ïðèìåíèâ ê íèì 

ïðîöåññ Ãðàìà-Øìèäòà, è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó % % . . . %U u uk≡ 1 . 

Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö 
  P En1 = ;   P P P E u u u us u u

T
s s

T
s

= ≡ − − −
− − −% %. . . % % . . . % %

1 1 1 1 1 1; s k= 2,.. . , . 

Òîãäà 

  %u P u
P us

s s

s s

= , s k= 1,.. . ,  

Âñëåäñòâèå ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ åâêëèäîâîé ìàòðè÷íîé íîðìû 

  J U P U
P P u

P u
X

X s s

s ss

k

( ) %= =
=

∑
2

2

2
1

. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè k-òî÷íîñòè P P PX s X= , ïîýòîìó ôóíêöèîíàë J U( ) 
ìîæíî çàìåíèòü îöåíêîé ñâåðõó  

(3.1)  J U
P u

P u
X s

s ss

k

( ) =
=

∑
2

2
1

, 

íå íàðóøèâ ïðè ýòîì òðåáîâàíèÿ ( ) 0 ( ) ( )J U X U= ⇔ =L L . Ââåäåì 

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëàãàåìûõ â (3.1) 

(3.2)  J u J u u u
P u

P u
s s s

X

s

( ) ( ,. . . , , )≡ ≡−1 1

2

2 , s k= 1,.. . ,  

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ ìèíèìèçàöèè  
(3.3)  u J u u us

u
s s

n

* * *arg min ( ,.. . , , )=
∈

−F 1 1 , s k= 1,.. . , . 

 Åñëè ñåìåéñòâî F óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4, òî 
ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ìèíèìèçàöèÿ (3.3) ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ìèíèìóìó 
ôóíêöèîíàëà J U( ). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó k-òî÷íîñòè ñóùåñòâóåò íàáîð 

ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ u uk1
∗ ∗,. .. , , äîñòàâëÿþùèõ íóëåâûå çíà÷åíèÿ 

ôóíêöèîíàëàì J J k1 ,.. . ,  ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó k-íåëèíåéíîñòè ýòîò íàáîð 
åäèíñòâåíåí, è âõîäÿùèå â íåãî âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû. Ñîñòàâèâ èç 
ýòèõ âåêòîðîâ ìàòðèöó U ∗, ïîëó÷èì åäèíñòâåííóþ (ñ òî÷íîñòüþ äî 
ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ) ìàòðèöó, äîñòàâëÿþùóþ ôóíêöèîíàëó J U( ) 
ìèíèìóì, ðàâíûé íóëþ.  
 Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçàöèþ J U( ) ïî ìíîæåñòâó ,n kF  óäàåòñÿ ñâåñòè 

ê ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å ïîñëåäîâàòåëüíîé ìèíèìèçàöèè 
ôóíêöèîíàëîâ J J k1 ,.. . ,  ïî ìíîæåñòâó nF . 

 Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìóì J U( ) íå ðàâåí íóëþ (íåò k-
òî÷íîñòè), ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î åãî ïðèáëèæåíîé ìèíèìèçàöèè ñ 
ïîìîùüþ (3.3). ßñíî îäíàêî, ÷òî ÷åì ëó÷øå ñåìåéñòâî F  îïèñûâàåò 
ôóíêöèè f x( ), òåì áëèæå ê íóëþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J U( ), è òåì 
áëèæå âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ (3.3) ìàòðèöà U ∗ ê ìàòðèöå, 
ìèíèìèçèðóþùåé J U( ). Íåçàâèñèìî îò òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå k-
òî÷íîñòè èëè íåò, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ.  
 Î ï ð å ä å ë å í è å .  Íàçîâåì îïòèìàëüíûì k-ðàçëîæåíèåì ïàðó 
ìàòðèö ( , )X Y M Z

k
0 0 ∈  , äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó 
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  Φ( % , % ) % , ( % , % )X Y X U X Y M Z
k= − ∈∗ , 

ãäå U ∗ — ìàòðèöà, âû÷èñëåííàÿ àëãîðèòìîì (3.1-3). 

 Ìèíèìèçèðóÿ Φ ïî ìíîæåñòâó M Z
k  è èñïîëüçóÿ ëåììó 2, ëåãêî 

ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ: 
  X XX U Y Y U XT T

0 0
1= =∗ ∗

−, ( ) . 
 Ðàññìîòðèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ. 
 1. Â çàäà÷àõ îáó÷åíèÿ ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ [1-2] â êà÷åñòâå 
ñåìåéñòâà F  ìîæíî çàäàòü êîíå÷íûé íàáîð èç l ôóíêöèé F x F xl1( ),. . . , ( ), 
îáðàçóþùèõ íåïðîèçâîäíûå ýëåìåíòû äîïóñòèìûõ ïîâåðõíîñòåé îáúåêòîâ 
îáó÷àþùåé âûáîðêè. Â ýòîì ñëó÷àå ìèíèìèçàöèÿ êàæäîãî èç ôóíêöèîíàëîâ 
J s  â (3.2) ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïåðåáîðó l ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà F . 
 Òàêîé ïîäõîä ïîäðàçóìåâàåò, ÷òî ìû ïðèíèìàåì ãèïîòåçó: «ôóíêöèÿ 
f x( ) íåïðîèçâîäíîãî ýëåìåíòà äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè êëàññèôèöè-
ðóåìîãî îáúåêòà ðàâíà èëè ïî ìåíüøåé ìåðå î÷åíü áëèçêà ê îäíîé èç 
ôóíêöèé F x F xl1( ),. . . , ( )». ßñíî, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè íà 
îñíîâå îäíîé ëèøü îáó÷àþùåé âûáîðêè ìîæåò ïîòðåáîâàòü óâåëè÷åíèÿ åå 
äëèíû, íåîïðàâäàííîãî ñ òî÷êè çðåíèÿ ñàìîãî îáó÷åíèÿ. 

 2. Ïóñòü { }( , ) : pf x= α α ∈ RF  — ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî 

ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì òåîðåìû 4. Ìèíèìèçàöèÿ 
ôóíêöèîíàëîâ J J k1 ,.. . ,  â (3.3) ñâîäèòñÿ, î÷åâèäíî, ê ìèíèìèçàöèè k 
ôóíêöèé p ïåðåìåííûõ ïî ìíîæåñòâó äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ. 
Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ èçâåñòíûìè ìåòîäàìè 
îïòèìèçàöèè [5], ïðè÷åì â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé óäîáíî áðàòü 
àïïðîêñèìàöèè ôóíêöèé F x( ) íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ, îòîáðàííûõ èç 
îáó÷àþùåé âûáîðêè. Âûäåëèòü äëÿ ýòîé öåëè k íàèáîëåå ïîäõîäÿùèõ 
îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ ìîæíî, ïðèìåíèâ òîò æå àëãîðèòì (3.1-3), êàê ýòî 
îïèñàíî â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå. 
 Òàêèì îáðàçîì, ñóæåíèå ìíîæåñòâà íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé 
ïóòåì àïðèîðíîãî çàäàíèÿ ñåìåéñòâà ôóíêöèé, îòâå÷àþùåãî 
ñïåöèôè÷åñêèì òðåáîâàíèÿì òî÷íîñòè è íåëèíåéíîñòè, è ïîñëåäóþùåå 
âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ ïîçâîëÿþò âûäåëèòü åäèíñòâåííîå 
ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå èñõîäíîé äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè è òåì ñàìûì 
ðåøèòü ïîñòàâëåííóþ çàäà÷ó. 
 Ðàáîòà âûïîëíÿëàñü ïðè ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî Ôîíäà 
Ôóíäàìåíòàëüíûõ Èññëåäîâàíèé (ïðîåêò   93-012-457). 
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