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§1. Ââåäåíèå 

 Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ïîäõîäîâ ê 
ðàñïîçíàâàíèþ (èäåíòèôèêàöèè) êîìïîíåíòîâ ñìåñè õèìè÷åñêèõ 
âåùåñòâ ïî äàííûì õðîìàòîãðàôè÷åñêîãî àíàëèçà. Ïðåäëàãàåìûå 
àëãîðèòìû îðèåíòèðîâàíû íà ðàáîòó ñ èñõîäíûìè äàííûìè ñèñòåìû 
ýêñòðåííîé òîêñèêîëîãèè REMEDI (Bio-Rad Laboratories, ÑØÀ), 
ïðåäíàçíà÷åííîé äëÿ îïåðàòèâíîãî àíàëèçà îáðàçöîâ ïëàçìû êðîâè.  

 Â îñíîâå õðîìàòîãðàôè÷åñêèõ ìåòîäîâ ëåæèò ñëåäóþùèé ïðîñòîé 
ïðèíöèï. Èìååòñÿ òðóáêà (êîëîíêà), çàïîëíåííàÿ ïîâåðõíîñòíî 
àêòèâíûì ïîðèñòûì âåùåñòâîì (ñîðáåíòîì), ñïîñîáíûì íà íåêîòîðîå 
âðåìÿ çàõâàòûâàòü (àäñîðáèðîâàòü) ìîëåêóëû äðóãèõ âåùåñòâ. Ñêâîçü 
êîëîíêó ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ ïðîïóñêàåòñÿ îäíîðîäíûé ïîòîê 
æèäêîñòè, íàçûâàåìîé ïîäâèæíîé ôàçîé èëè ýëþåíòîì. Â íà÷àëüíûé 
ìîìåíò âðåìåíè â ïîòîê âïðûñêèâàåòñÿ êàïëÿ àíàëèçèðóåìîãî ðàñòâîðà. 
Áëàãîäàðÿ ñïåöèàëüíûì ñâîéñòâàì ñîðáåíòà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ 
ðàçëè÷íûõ âåùåñòâ âäîëü êîëîíêè îêàçûâàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, è íà 
âûõîäå îíè ïîÿâëÿþòñÿ ÷åðåç ðàçíûå ïðîìåæóòêè âðåìåíè (ãðàôèê 
çàâèñèìîñòè ñóììàðíîé êîíöåíòðàöèè îò âðåìåíè íàçûâàþò 
õðîìàòîãðàììîé, à ìîìåíò âûõîäà îòäåëüíîãî âåùåñòâà — åãî âðåìåíåì 
óäåðæèâàíèÿ). Ðàçäåëåííûå òàêèì îáðàçîì âåùåñòâà ïîäâåðãàþòñÿ 
àíàëèçó è èäåíòèôèêàöèè.  

 Â REMEDI ñ ýòîé öåëüþ èñïîëüçóåòñÿ ñêàíèðóþùèé 
óëüòðàôèîëåòîâûé (ÓÔ) äåòåêòîð, êîòîðûé ÷åðåç ðàâíûå ïðîìåæóòêè 
âðåìåíè ñíèìàåò ñïåêòðû ïîãëîùåíèÿ ñìåñè, íàõîäÿùåéñÿ íà âûõîäå 
êîëîíêè. Íà îñíîâå ýòèõ äàííûõ êîìïüþòåð ïðîèçâîäèò èäåíòèôèêàöèþ 
õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ. Àëãîðèòì èäåíòèôèêàöèè ñîïîñòàâëÿåò 
ñïåêòðàëüíûå è õðîìàòîãðàôè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè îáíàðóæåííûõ 
ïèêîâ êîíöåíòðàöèè ñî ñâîåé áàçîé äàííûõ (áîëåå 300 ëåêàðñòâåííûõ 
ïðåïàðàòîâ è èõ ìåòàáîëèòîâ). Äëÿ êàæäîãî õðîìàòîãðàôè÷åñêîãî ïèêà 
ôîðìèðóåòñÿ ñïèñîê âåùåñòâ-êàíäèäàòîâ, èç êîòîðîãî ìåòîäîì 
êîìáèíèðîâàííîãî ïîèñêà ñ âîçâðàòàìè âûáèðàåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå 
ðåøåíèå. Áîëåå ïîëíîå îïèñàíèå äàííîãî àëãîðèòìà ìîæíî íàéòè â 
ðàáîòå [11].  

 Îïûò ýêñïëóàòàöèè REMEDI è àíàëèç çàðóáåæíûõ ïóáëèêàöèé 
ïîçâîëèëè âûÿâèòü ñëåäóþùèå íåäîñòàòêè, ïðèñóùèå ïðèìåíÿåìîìó 
àëãîðèòìó.  

 1. Ñðàâíèâàÿ àíàëèçèðóåìûé ñïåêòð ñî ñïåêòðàìè âåùåñòâ èç áàçû 
äàííûõ, àëãîðèòì èñïîëüçóåò â îñíîâíîì «òî÷å÷íûå» êðèòåðèè, òàêèå 
êàê ñîâïàäåíèå òî÷åê ìàêñèìóìîâ è òî÷åê ïåðåãèáà íà ñïåêòðàõ, à òàêæå 
«ñêîððåêòèðîâàííûõ îòíîøåíèé» [11], âû÷èñëåííûõ ïðè íåêîòîðûõ 
äëèíàõ âîëí. ßñíî, ÷òî òàêîé ïîäõîä çàâåäîìî óõóäøàåò êà÷åñòâî 
èäåíòèôèêàöèè, ïîñêîëüêó èãíîðèðóåòñÿ çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü 
èíôîðìàöèè, ñîäåðæàùåéñÿ â ñïåêòðàõ (êàæäûé ñïåêòð ñîñòîèò èç 112 
òî÷åê). Áûëî çàìå÷åíî, ÷òî ñèñòåìå íå âñåãäà óäàåòñÿ èäåíòèôèöèðîâàòü 
âåùåñòâî, äàæå åñëè îíî ïðèñóòñòâóåò â áàçå äàííûõ. Ýòè ñëó÷àè 
ïîääàþòñÿ ñëåäóþùåé êëàññèôèêàöèè.  
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 Áëèçêèå âðåìåíà óäåðæèâàíèÿ ó äâóõ èëè áîëüøåãî ÷èñëà âåùåñòâ. 
Â ðåçóëüòàòå íàëîæåíèÿ ïèêîâ íåñêîëüêèõ âåùåñòâ ïåðâîíà÷àëüíàÿ 
ôîðìà èõ ñïåêòðîâ èñêàæàåòñÿ è àëãîðèòì ñ ÷àñòîòîé îêîëî 10% 
íà÷èíàåò îøèáàòüñÿ ïðè èäåíòèôèêàöèè îáíàðóæåííûõ ïèêîâ èëè 
îäíîãî èç íèõ. Ïîêàçàòåëåí ñëó÷àé, êîãäà íå èäåíòèôèöèðîâàëñÿ 
ôåíîáàðáåòàë èç-çà òîãî, ÷òî ïðèñóòñòâîâàâøàÿ â íåì õàðàêòåðíàÿ 
òåõíîëîãè÷åñêàÿ ïðèìåñü äàâàëà áëèçêèé ïèê.  

 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïèêîâ. Ïðè íàëîæåíèè 
áîëüøîãî ÷èñëà ïèêîâ íåêîòîðûå èç íèõ äàæå íå îáíàðóæèâàëèñü, à 
÷àñòîòà ïðàâèëüíîé èäåíòèôèêàöèè çàìåòíî ñíèæàëàñü. Ïî ýòîé 
ïðè÷èíå çàòðóäíåíà èäåíòèôèêàöèÿ ìíîãèõ ñíîòâîðíûõ è äðóãèõ 
âåùåñòâ, ýëþèðóþùèõ â íà÷àëüíîé ÷àñòè õðîìàòîãðàììû [9].  

 Íèçêèå êîíöåíòðàöèè âåùåñòâà â îáðàçöå. Â ýòîì ñëó÷àå 
íåíàäåæíàÿ èäåíòèôèêàöèÿ âïîëíå îïðàâäàíà, òàê êàê âûñîòà ïèêà 
ñòàíîâèòñÿ ñðàâíèìîé ñ óðîâíåì øóìà ÓÔ-äåòåêòîðà. Êàê ïîêàçàëè 
ýêñïåðèìåíòû [9], ïðè îòíîøåíèè ñèãíàëà ê øóìó, ðàâíîìó 12, 
ïðàâèëüíî èäåíòèôèöèðóåòñÿ íå ìåíåå 95% èçîëèðîâàííûõ ïèêîâ. 
Ñëåäóåò îäíàêî ó÷èòûâàòü, ÷òî â àëãîðèòìå íå äåëàåòñÿ ïîïûòîê 
ñãëàäèòü âëèÿíèå øóìà ïóòåì óñðåäíåíèÿ ñïåêòðîâ, ÷òî, êàê èçâåñòíî èç 
ñòàòèñòèêè, äîëæíî ïðèâåñòè ê óâåëè÷åíèþ òî÷íîñòè. Òàêèì îáðàçîì, 
èìååòñÿ åùå íåêîòîðûé ðåçåðâ äëÿ ñíèæåíèÿ ïîðîãà 
èäåíòèôèöèðóåìîñòè.  

 Âåùåñòâà ñ íåõàðàêòåðíûì ñïåêòðîì, ëèøåííûì òî÷åê ìàêñèìóìà 
èëè òî÷åê ïåðåãèáà. Ïîñêîëüêó ýòè òî÷êè èñïîëüçóþòñÿ ïðè 
èäåíòèôèêàöèè, èõ îòñóòñòâèå ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ âåðîÿòíîñòè 
íåâåðíîé èäåíòèôèêàöèè âî âñåõ âûøå ïåðå÷èñëåííûõ ñëó÷àÿõ.  

 2. Õîòÿ â ñèñòåìå çàëîæåíà âîçìîæíîñòü ñàìîîáó÷åíèÿ, â 
äåéñòâèòåëüíîñòè çàíåñòè â áàçó äàííûõ õðîìàòîãðàôè÷åñêèå è 
ñïåêòðàëüíûå äàííûå íåèçâåñòíîãî âåùåñòâà ìîæíî òîëüêî ïðè íàëè÷èè 
îò÷åòëèâîãî èçîëèðîâàííîãî ïèêà. Íà ïðàêòèêå ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ 
äîâîëüíî ðåäêî, ÷òî ñèëüíî ñíèæàåò ýôôåêòèâíîñòü ñàìîîáó÷åíèÿ è 
òðåáóåò ïðîâåäåíèÿ îòäåëüíûõ àíàëèçîâ èñêëþ÷èòåëüíî ñ öåëüþ 
îáó÷åíèÿ ñèñòåìû.  

 3. Ðåçóëüòàòû ïðåäûäóùèõ àíàëèçîâ ñîõðàíÿþòñÿ ïðîãðàììîé íà 
æåñòêîì äèñêå, îäíàêî åñëè èõ ÷èñëî ïðåâûñèò ìàêñèìàëüíî äîïóñòèìîå 
(îêîëî 130), âñå îíè áóäóò óíè÷òîæåíû è çàïîëíåíèå äèñêà íà÷íåòñÿ 
çàíîâî. Ýòîò ôàêò ïðåïÿòñòâóåò òåîðåòè÷åñêè âîçìîæíîìó «íàêîïëåíèþ 
îïûòà» è ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî àíàëèçà öåëèêîì õðàíèòñÿ ôàéë 
èñõîäíûõ äàííûõ ðàçìåðîì îêîëî 430 êáàéò, êîòîðûé íèêàê íå 
ïðåîáðàçóåòñÿ è íå àðõèâèðóåòñÿ.  

 Ïåðå÷èñëåííûå íåäîñòàòêè ìîæíî áûëî áû óñòðàíèòü ïóòåì 
ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ, ïîñòóïàþùèõ ñ ÓÔ-äåòåêòîðà, 
ñîñòîÿùåé â âûäåëåíèè èñòèííûõ ñïåêòðîâ è õðîìàòîãðàìì êàæäîãî 
âåùåñòâà. Ïîä èñòèííûì ñïåêòðîì áóäåì ïîíèìàòü òîò ñïåêòð, êîòîðûé 
äàâàëî áû äàííîå âåùåñòâî íà îò÷åòëèâîì èçîëèðîâàííîì 
õðîìàòîãðàôè÷åñêîì ïèêå, íå ïîäâåðæåííîì âëèÿíèþ ïèêîâ ñ áëèçêèìè 
âðåìåíàìè óäåðæèâàíèÿ. Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå èñòèííîé 
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õðîìàòîãðàììû. Ïîñêîëüêó èñòèííûé ñïåêòð ÿâëÿåòñÿ íåèçìåííîé 
õàðàêòåðèñòèêîé âåùåñòâà, îí ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ áîëåå 
íàäåæíîé èäåíòèôèêàöèè.  

 Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ îäèí èç ïîäõîäîâ ê 
ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêå äàííûõ, ïîçâîëÿþùèé óñòðàíèòü 
ïåðå÷èñëåííûå íåäîñòàòêè. Â îáùèõ ÷åðòàõ ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä 
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì [12,13].  

 Êàê ñòàíåò âèäíî èç àíàëèçà ñòðóêòóðû èñõîäíûõ äàííûõ, çàäà÷à 
ïðåäîáðàáîòêè ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ XY ZT =  
îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö X è Y ñ íåèçâåñòíûì ÷èñëîì 
ñòîëáöîâ k, ðàâíûì ÷èñëó âåùåñòâ â îáðàçöå.  

 Ïðîñòåéøèé ñïîñîá îïðåäåëèòü k — ïîëîæèòü åãî íàèìåíüøèì, 
ïðè êîòîðîì ðåøåíèÿ äàííîãî óðàâíåíèÿ åùå ñóùåñòâóþò. Îäíàêî íà 
ïðàêòèêå íå èìååò ñìûñëà ãîâîðèòü î òî÷íûõ ðåøåíèÿõ, òàê êàê 
ýëåìåíòû èñõîäíîé ìàòðèöû Z çàäàíû ñ ïîãðåøíîñòÿìè. Â ñàìîì îáùåì 
ñëó÷àå äîëæíà ïðîÿâëÿòüñÿ çàêîíîìåðíîñòü: ÷åì áîëüøå ïîãðåøíîñòü 
èñõîäíûõ äàííûõ, òåì ìåíüøå èíôîðìàöèè ìîæíî èõ íèõ èçâëå÷ü. 
Ïîñêîëüêó ìàòðèöû X è Y êàê ðàç è ÿâëÿþòñÿ èçâëåêàåìîé 
èíôîðìàöèåé, ÷èñëî k ìîæåò óìåíüøèòüñÿ ïðè óâåëè÷åíèè ïîãðåøíîñòè 
èçìåðåíèé. Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî äëÿ åãî îïðåäåëåíèÿ 
íåîáõîäèìî, êàê ìèíèìóì, îáëàäàòü àïðèîðíîé îöåíêîé ïîãðåøíîñòè 
èñõîäíûõ äàííûõ. 

 Ðàññìàòðèâàåìîå ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå èìååò áåñêîíå÷íî ìíîãî 
ðåøåíèé, ïðè÷åì åñëè èçâåñòíî îäíî èç íèõ, òî ëþáîå äðóãîå ìîæåò 
áûòü ðàññ÷èòàíî ïî ïðîñòûì ôîðìóëàì. Òàêèì îáðàçîì, íå ëèøåíà 
ñìûñëà çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåøåíèÿ óêàçàííîãî 
óðàâíåíèÿ. Áóäåò ïîñòðîåí èòåðàöèîííûé ïðîöåññ, ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè 
êîòîðîãî òåì âûøå, ÷åì ìåíüøå ïîãðåøíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ. 
Â ÷àñòíîñòè, åñëè ïîãðåøíîñòü ðàâíà íóëþ, ïðîöåññ ñõîäèòñÿ çà îäèí 
øàã èç ïî÷òè ëþáîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ. 

 Çàäà÷à ðåøåíèÿ ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ íåêîððåêòíî ïîñòàâëåíà ïî 
Àäàìàðó (íåò åäèíñòâåííîñòè). Â òî æå âðåìÿ, äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ 
õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ íåîáõîäèìî èìåòü åäèíñòâåííîå îïèñàíèå 
èñòèííîãî ñïåêòðà è èñòèííîé õðîìàòîãðàììû êàæäîãî âåùåñòâà. Äëÿ 
óñòðàíåíèÿ íåîäíîçíà÷íîñòè (ðåãóëÿðèçàöèè) ïðåäëàãàåòñÿ ââîäèòü 
äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä õðîìàòîãðàìì, ñ÷èòàÿ, ÷òî 
èñòèííûå õðîìàòîãðàììû îïèñûâàþòñÿ ýëåìåíòàìè äîñòàòî÷íî óçêîãî 
ñåìåéñòâà ôóíêöèé (ìîäåëè õðîìàòîãðàôè÷åñêîãî ïèêà). Áóäåò ïîêàçàíî, 
÷òî åñëè ìîäåëü òî÷íà è óäîâëåòâîðÿåò ñïåöèàëüíîìó óñëîâèþ 
íåëèíåéíîñòè, òî ðåøåíèå çàäà÷è ðåãóëÿðèçàöèè ñóùåñòâóåò è 
åäèíñòâåííî. Ïðè ýòîì óäàåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòìû, ïîçâîëÿþùèå 
íàõîäèòü ñïåêòðû è õðîìàòîãðàììû, äîñòàòî÷íî áëèçêèå ê èñòèííûì, 
îïèðàÿñü íà âû÷èñëåííîå ðàíåå ïðîèçâîëüíîå ðåøåíèå. Ïóòåì 
ïîñòåïåííîãî óòî÷íåíèÿ ìîäåëè ïèêà ìîæíî äîáèòüñÿ ïðèåìëåìîé 
òî÷íîñòè îïèñàíèÿ èñõîäíûõ äàííûõ. 
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§2. Ñòðóêòóðà èñõîäíûõ äàííûõ è ïîñòàíîâêà çàäà÷è 

 Ðàññìîòðèì ñòðóêòóðó èñõîäíûõ äàííûõ (ðèñ. 1). Â êàæäûé èç 
ìîìåíòîâ âðåìåíè t tn1 ,.. . ,  , n = 1920, â êîìïüþòåð ïîñòóïàåò íàáîð m 
÷èñåë — ñèãíàëîâ, çàðåãèñòðèðîâàííûõ ÓÔ-äåòåêòîðîì íà äëèíàõ âîëí 
w wm1 ,. . . , , m = 112. Âåëè÷èíà ñèãíàëà z ïðÿìî ïðîïîðöèîíàëüíà 
âçâåøåííîé ñóììå êîíöåíòðàöèé C âñåõ âåùåñòâ, íàõîäÿùèõñÿ â äàííûé 
ìîìåíò íà âûõîäå êîëîíêè. Âåñîâûå êîýôôèöèåíòû F îïðåäåëÿþòñÿ 
ñïîñîáíîñòüþ âåùåñòâ ïîãëîùàòü èçëó÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ äëèí âîëí 
è, î÷åâèäíî, íå çàâèñÿò îò âðåìåíè. Â òî æå âðåìÿ êîíöåíòðàöèè 
âåùåñòâ â ïîäâèæíîé ôàçå íå ìîãóò çàâèñåòü îò äëèíû âîëíû. Òàêèì 
îáðàçîì, ñîâîêóïíîñòü èñõîäíûõ äàííûõ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê 
òàáëè÷íî çàäàííóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ  

  z t w C t F ws s
s

k

( , ) ( ) ( )=
=

∑
1

,  

ãäå k — ÷èñëî õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ â îáðàçöå, C ts ( )— èñòèííàÿ 
õðîìàòîãðàììà s-îãî âåùåñòâà, F ws ( )— èñòèííûé ñïåêòð s-îãî âåùåñòâà. 
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Ðèñ. 1. Ñòðóêòóðà èñõîäíûõ äàííûõ: 
à - ôðàãìåíò èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè; 
á - õàðàêòåðíûé âèä õðîìàòîãðàìì 
 (ôèêñèðîâàíà äëèíà âîëíû); 
â - õàðàêòåðíûé âèä ñïåêòðîâ 
 (ôèêñèðîâàíû 2 ìîìåíòà âðåìåíè). 
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 Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ èñòèííûõ ñïåêòðîâ è õðîìàòîãðàìì ìîæåò 
ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé áîëåå îáùåé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ 
ñòðóêòóðíîãî îïèñàíèÿ ýëåìåíòà ìíîæåñòâà, çàäàííîãî ïóòåì 
îáîáùåííîãî èíäóêòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ.  

 Ãîâîðÿò, ÷òî ìíîæåñòâî M çàäàíî ïóòåì îáîáùåííîãî èíäóêòèâíîãî 
îïðåäåëåíèÿ, åñëè óêàçàíî ïîäìíîæåñòâî M 0 íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ, 
íàáîð îïåðàöèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ ìîæíî ïîðîæäàòü íîâûå ýëåìåíòû 
ìíîæåñòâà M èç óæå èìåþùèõñÿ, è óêàçàíî, ÷òî ìíîæåñòâî M ñîñòîèò èç 
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òåõ è òîëüêî òåõ ýëåìåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû òàêèì 
îáðàçîì. 

 Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M ðàçóìíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå ñòðóêòóðíûõ 
îïèñàíèé (ôîðìóë), ñîñòàâëåííûõ èç îïèñàíèé îòäåëüíûõ íåïðîèçâîäíûõ 
ýëåìåíòîâ è ïîðÿäêà âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé íàä íèìè. Åñëè ïðè ýòîì 
óäàåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïèñûâàòü ñàìè íåïðîèçâîäíûå ýëåìåíòû, òî 
òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâëÿòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà M â 
êîìïàêòíîì âèäå è, êðîìå òîãî, èìåòü èíôîðìàöèþ îá èõ «âíóòðåííåì 
ñòðîåíèè». Êàê ïðàâèëî, íàëè÷èå òàêîé èíôîðìàöèè ïîçâîëÿåò 
ýôôåêòèâíî âû÷èñëÿòü îöåíêè áëèçîñòè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ 
ðàñïîçíàâàíèÿ. 

 Â íàøåì ñëó÷àå ìíîæåñòâîì íåïðîèçâîäíûõ ýëåìåíòîâ ÿâëÿþòñÿ 
ôóíêöèè ñ ðàçäåëåííûìè ïåðåìåííûìè. Íàáîð îïåðàöèé âêëþ÷àåò â 
ñåáÿ îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî. Äîïóñòèìàÿ ôóíêöèÿ 
(ýëåìåíò ïîðîæäåííîãî ìíîæåñòâà) çàäåòñÿ ñ ïîãðåøíîñòÿìè â óçëàõ 
ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñòðóêòóðíîå îïèñàíèå ýòîé 
ôóíêöèè. Èñêîìîå îïèñàíèå äîëæíî áûòü åäèíñòâåííûì è óñòîé÷èâûì 
ïî îòíîøåíèþ ê ïîãðåøíîñòÿì èñõîäíûõ äàííûõ, â ÷àñòíîñòè, ìàëûå 
ïîãðåøíîñòè íå äîëæíû ïðèâîäèòü ê èçìåíåíèþ ÷èñëà íåïðîèçâîäíûõ 
ýëåìåíòîâ â îïèñàíèè. 

 Áóäåì íàçûâàòü íåïðîèçâîäíîé ïîâåðõíîñòüþ âñÿêóþ ôóíêöèþ äâóõ 
ïåðåìåííûõ âèäà f x g y( ) ( ), ãäå f x( ) è g y( ) — ïðîèçâîëüíûå ôóíêöèè, 
îïðåäåëåííûå íà ìíîæåñòâàõ xΩ ⊆ R  è yΩ ⊆ R  ñîîòâåòñòâåííî, 

à  äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòüþ — âñÿêóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ, 
ïðåäñòàâèìóþ â âèäå ñóììû êîíå÷íîãî ÷èñëà íåïðîèçâîäíûõ 
ïîâåðõíîñòåé. 

 Ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ 
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü äîïóñòèìàÿ ïîâåðõíîñòü 

(2.1)  z x y f x g ys s
s

k

( , ) ( ) ( )=
=

∑
1

 

çàäàíà ñ ïîãðåøíîñòÿìè â óçëàõ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè ( , )ξ ηi j , ξi x∈ Ω , 
η j y∈ Ω , i n= 1,.. . , , j m= 1,.. . ,  è ïóñòü äëÿ îïðåäåëåííîñòè n m≤ . ×èñëî 
íåïðîèçâîäíûõ ïîâåðõíîñòåé k íåèçâåñòíî. Òðåáóåòñÿ íàéòè ñòðóêòóðíîå 
îïèñàíèå äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè, â äàííîì ñëó÷àå îïðåäåëèòü k è 
âîññòàíîâèòü çíà÷åíèÿ ôóíêöèé f xs ( ) , g ys ( ) â óçëàõ ñåòêè. 

 Îáîçíà÷èì ÷åðåç M n m,  ïðîñòðàíñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ìàòðèö 
ðàçìåðà n m×  è ââåäåì ìàòðèöû  

  X f Ms i n k= ∈( ) ,ξ  ,  

  Y g Ms j m k= ∈( ) ,η  ,  

  Z z Mi j n m= ∈( , ) ,ξ η . 

Çàïèñàâ ñîîòíîøåíèå (2.1) â óçëàõ ñåòêè, ïîëó÷èì ìàòðè÷íîå óðàâíåíèå 

(2.2)  XY ZT =  
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îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ìàòðèö X è Y ñ íåèçâåñòíûì ÷èñëîì 
ñòîëáöîâ k. Äëÿ îïðåäåëåíèÿ k ïîòðåáóåì, ÷òîáû èñêîìîå ðàçëîæåíèå 
âèäà (2.1) ñîñòîÿëî èç ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà ñëàãàåìûõ. 

 Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà Z M n m∈ ,  íàçûâàåòñÿ k-ðàçëîæèìîé, åñëè k 
— íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóþò ìàòðèöû X M n k∈ ,  è 

Y Mm k∈ , , óäîâëåòâîðÿþùèå óðàâíåíèþ XY ZT = . Óïîðÿäî÷åííàÿ ïàðà 
ìàòðèö ( , )X Y  íàçûâàåòñÿ k-ðàçëîæåíèåì Z. 

 Ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàçëîæåíèé Z áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç M Z
k . 

 Ëåììà 2.1. Ìàòðèöà Z M n m∈ ,  ÿâëÿåòñÿ k-ðàçëîæèìîé òîãäà è 
òîëüêî òîãäà, êîãäà åå ðàíã ðàâåí k. Âñÿêîå k-ðàçëîæåíèå ñîñòîèò èç 
ìàòðèö ïîëíîãî ðàíãà. 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ìàòðèöà Z èìååò 
ðàíã k. Òîãäà îíà íå ìîæåò áûòü q-ðàçëîæèìîé ïðè q<k, èíà÷å åå ðàíã 
áûë áû ìåíüøå k. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, âñÿêàÿ ìàòðèöà ðàíãà k 
ïðåäñòàâèìà â âèäå ñêåëåòíîãî ðàçëîæåíèÿ [3] — ïðîèçâåäåíèÿ n k× - è 
k m× -ìàòðèö, ïðè÷åì â êà÷åñòâå ñòîëáöîâ ïåðâîé èç íèõ ìîæíî âçÿòü k 
ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ Z. Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Z ÿâëÿåòñÿ k-
ðàçëîæèìîé. 

 Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü ( , )X Y  — ïðîèçâîëüíîå k-ðàçëîæåíèå Z. 
Ìàòðèöû X , Y  è Z, î÷åâèäíî, íå ìîãóò èìåòü ðàíã, áîëüøèé k. Îíè 
òàêæå íå ìîãóò èìåòü ðàíã, ìåíüøèé k, òàê êàê èíà÷å, ïî äîêàçàííîìó, 
ìàòðèöà Z îêàçàëàñü áû q-ðàçëîæèìîé ïðè q<k. Ëåììà äîêàçàíà. 

 Ïóñòü ( , )X Y  — ïðîèçâîëüíîå k-ðàçëîæåíèå Z. Òîãäà ñîãëàñíî 
ëåììå ìàòðèöû X XT  è Y YT  íåâûðîæäåíû è (2.2) ðàâíîñèëüíî êàæäîìó 
èç ðàâåíñòâ 

(2.3)  Y Z X X X X ZY Y YT T T= =− −( ) , ( )1 1  . 

 Ëåììà 2.2. Ïóñòü ( , )X Y  — êàêîå-ëèáî k-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Z. 
Òîãäà ìíîæåñòâî âñåõ åå k-ðàçëîæåíèé èìååò âèä 

  1
,{ ( , ) :  ,  rg }k T

Z k kM XA YA A M A k−= ∈ = . 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Î÷åâèäíî, âñÿêàÿ ïàðà ìàòðèö óêàçàííîãî 
âèäà ÿâëÿåòñÿ k-ðàçëîæåíèåì Z. Âåðíî è îáðàòíîå: äëÿ ëþáîãî k-
ðàçëîæåíèÿ ( , )U V  íàéäåòñÿ íåâûðîæäåííàÿ k k× -ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî 
U XA V YA T= = −,  1 . Äåéñòâèòåëüíî, èñïîëüçóÿ (2.3), ëåãêî ïðîâåðèòü 
èñòèííîñòü ýòèõ ðàâåíñòâ, åñëè ïîëîæèòü A Y V V VT T= −( ) 1. Ïðè÷åì A 
íåâûðîæäåíà â ñèëó îöåíîê ðàíãà ñâåðõó è ñíèçó: 

rg rg rgk U XA A k= = ≤ ≤ . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî óêàçàííîãî âèäà è 
ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàçëîæåíèé ìàòðèöû Z ñîâïàäàþò. Ëåììà äîêàçàíà.  

 Íåïîñðåäñòâåííî èç ëåìì 2.1 è 2.2 ñëåäóåò 

 Òåîðåìà 2.1. Åñëè ðàíã ìàòðèöû Z ðàâåí k, òî îíà k-ðàçëîæèìà è  

  1
,{ ( , ) :  ,  rg }k T

Z k kM XA YA A M A k−= ∈ = , 



9 

 

ãäå ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ Z, ìàòðèöà 
Y îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå Y Z X X XT T= −( ) 1. 

 Òàêèì îáðàçîì, ïðè äàííîì îïðåäåëåíèè íåïðîèçâîäíîé 
ïîâåðõíîñòè äëÿ âñÿêîé äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè ìîæíî óêàçàòü 
áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàçëè÷íûõ ñòðóêòóðíûõ îïèñàíèé. Äëÿ îáåñïå÷åíèÿ 
åäèíñòâåííîñòè îïèñàíèÿ íåîáõîäèìî ñóæàòü ìíîæåñòâî íåïðîèçâîäíûõ 
ïîâåðõíîñòåé ïóòåì ââåäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà ôóíêöèè 
f x( ) èëè g y( ). Ýòà çàäà÷à áóäåò ðàññìîòðåíà â §4. 

§3. Àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ k-ðàçëîæåíèé 

 Ñîãëàñíî ëåììå 2.2, ìíîæåñòâî âñåõ k-ðàçëîæåíèé îäíîçíà÷íî 
îïðåäåëÿåòñÿ êàêèì-ëèáî îäíèì åãî ýëåìåíòîì. Ïîýòîìó ïðàêòè÷åñêèé 
èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò çàäà÷à âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ 
äàííîé ìàòðèöû. Çàìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ñ ýòîé öåëüþ òåîðåìû 2.1 
íåöåëåñîîáðàçíî, êîãäà ýëåìåíòû ìàòðèöû Z çàäàíû ñ ïîãðåøíîñòÿìè, 
ïîñêîëüêó åå ðàíã ìîæåò íå ñîâïàäàòü ñ ÷èñëîì íåïðîèçâîäíûõ 
ïîâåðõíîñòåé k. Âîçìîæíûé âûõîä ñîñòîèò â ïðèáëèæåííîì ðåøåíèè 
ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ (2.2) è îïðåäåëåíèè k èç óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî 
òî÷íîãî (â ïðåäåëàõ ïîãðåøíîñòåé Z ) âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà (2.2). 

 Ââåäåì â M n m,  åâêëèäîâó íîðìó 
2/1

1 1

2








= ∑∑

= =

n

i

m

j
ijaA , ãäå A aij n m

=
×

. 

 Îïðåäåëåíèå. Ìàòðèöà Z íàçûâàåòñÿ k ,δ-ðàçëîæèìîé, åñëè k— 
íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì ñóùåñòâóåò k-ðàçëîæèìàÿ ìàòðèöà W 
òàêàÿ, ÷òî Z W− ≤ δ . Ïàðà ìàòðèö ( , )X Y  íàçûâàåòñÿ k ,δ-ðàçëîæåíèåì 
Z, åñëè îíà ÿâëÿåòñÿ k-ðàçëîæåíèåì W. 

 Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷åñêóþ íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåííóþ 
ìàòðèöó ZZ T . Âñå åå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ñîñðåäîòî÷åíû íà îòðåçêå 

äåéñòâèòåëüíîé îñè [ , ]0
2

Z , à ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñîáñòâåííûå âåêòîðû 
ìîãóò áûòü âûáðàíû òàê, ÷òîáû îíè ñîñòàâëÿëè îðòîíîðìèðîâàííóþ 
ñèñòåìó âåêòîðîâ â Rn . Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó, ïðèìûêàþùóþ ê 
èçâåñòíûì ðåçóëüòàòàì [8] î ñèíãóëÿðíîì ðàçëîæåíèè ìàòðèö. 

 Òåîðåìà 3.1. Ïóñòü çàäàíû ìàòðèöà Z M n m∈ ,  è äåéñòâèòåëüíîå 

÷èñëî δ ≥ 0. Ïóñòü λ λ λ1 2≥ ≥ ≥.. . n  — âñå ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ZZ T . 
Åñëè k — íàèìåíüøåå ÷èñëî, ïðè êîòîðîì âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå 

(3.1)  λ λ δ1

2 2+ + ≥ −. . . k Z , 

òî ìàòðèöà Z ÿâëÿåòñÿ k ,δ-ðàçëîæèìîé, ïðè÷åì ìíîæåñòâî íàèëó÷øèõ â 
ñìûñëå åâêëèäîâîé íîðìû k ,δ-ðàçëîæåíèé Z èìååò âèä 

  1
,{ ( , ) :  ,  rg }T T

k kXA Z XA A M A k− ∈ = , 

ãäå n k× -ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ 
âåêòîðîâ ZZ T , îòâå÷àþùèõ k íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì. 
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 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  

 Îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë , ,:  q n q m qJ M M× → R  ïî ôîðìóëå 

  J U V Z UVq
T( , ) = −

2
, 

ïîëàãàÿ ïðè ýòîì rg rgU V q= = , è íàéäåì ïàðó ìàòðèö ( , )U V , 
äîñòàâëÿþùóþ J q  ãëîáàëüíûé ìèíèìóì. Äèôôåðåíöèðóÿ J q  ïî U è V, 
ïîëó÷èì ñèñòåìó íîðìàëüíûõ óðàâíåíèé äëÿ äàííîé çàäà÷è íàèìåíüøèõ 
êâàäðàòîâ (íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ìèíèìóìà): 

(3.2)  
( ) 0,

( ) 0 .

T T

T

U Z UV

Z UV V

 − =


− =
 

 Ïîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà R V VU UT T=  äèàãîíàëèçèðóåìà. Òàê êàê 
ìàòðèöà U UT  ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, íàéäåòñÿ 
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà S ∈M q q,  òàêàÿ, ÷òî S U US ET T− − =1 1 . Äàëåå, òàê 

êàê ìàòðèöà SV VST T  ñèììåòðè÷åñêàÿ è íåâûðîæäåííàÿ, íàéäåòñÿ 
îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà T ∈M q q,  òàêàÿ, ÷òî T SV VS TT T( ) − =1 Λ, ãäå 

1diag( ,..., )qd dΛ =  — äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ïîëîæèì A=TS. Òîãäà, êàê 

ëåãêî ïðîâåðèòü, ARA − =1 Λ , òî åñòü R ïðåîáðàçîâàíèåì ïîäîáèÿ ñ 
íåâûðîæäåííîé ïðåîáðàçóþùåé ìàòðèöåé A ïðèâîäèòñÿ ê 
äèàãîíàëüíîìó âèäó. 

 Ïðîèçâåäåì â ñèñòåìå (3.2) íåâûðîæäåííóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ 

(3.3)  U XA V YA T= = −,    1 . 

Òîãäà ñòîëáöû íîâûõ ìàòðèö X è Y áóäóò îðòîãîíàëüíû: 

  X X E Y YT T= =,    Λ , 

à ñèñòåìà (3.2) ïåðåéäåò â ýêâèâàëåíòíóþ 

  
,    

.

T

T

Y Z X

ZZ X X

 =


= Λ
 

 Âòîðîå èç ïîëó÷åííûõ óðàâíåíèé îçíà÷àåò, ÷òî d dq1,. . . ,  ÿâëÿþòñÿ 
ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè, à ñòîëáöû ìàòðèöû X — ñîîòâåòñòâóþùèìè èì 
ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû ZZ T . 

 Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íå òîëüêî íåîáõîäèìîãî, íî è äîñòàòî÷íîãî 
óñëîâèÿ ìèíèìóìà âû÷èñëèì çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J q

∗ ïðè U è V, 
óäîâëåòâîðÿþùèõ (3.2). Ïîñêîëüêó J U V J X Yq q( , ) ( , )= , èìååì: 

 
2

1tr( ) ( ) tr tr ( ... )T T T T
q qJ Z XY Z XY ZZ Z d d∗ = − − = − Λ = − + + . 

Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J U Vq ( , ) áóäåò äîñòèãàòüñÿ òîãäà è 
òîëüêî òîãäà, êîãäà d dq1,. . . ,  áóäóò q íàèáîëüøèìè ñîáñòâåííûìè 

÷èñëàìè ìàòðèöû ZZ T . Ïðè÷åì, åñëè q=k, òî â ñèëó óñëîâèÿ (3.1) 

  Z UV J ZT
k k− = = − − − ≤∗2 2

1
2λ λ δ. . . . 



11 

 

Åñëè æå q<k, òî äëÿ ëþáûõ U M n q∈ ,  è V Mm q∈ ,  ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî 

  Z UV J ZT
q q− ≥ = − − − >∗2 2

1
2λ λ δ.. . . 

 Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Z îêàçûâàåòñÿ k ,δ-ðàçëîæèìîé. Ïðè ýòîì 
òå è òîëüêî òå k ,δ-ðàçëîæåíèÿ ( , )U V  ìèíèìèçèðóþò J U Vk ( , ) , êîòîðûå 
ïðåîáðàçîâàíèåì (3.3) ñâÿçàíû ñ ïàðîé ( , )X Z XT , â êîòîðîé ìàòðèöà X 
ñîñòàâëåíà èç îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ZZ T , 
îòâå÷àþùèõ k íàèáîëüøèì ñîáñòâåííûì ÷èñëàì.  

 Òåîðåìà äîêàçàíà.  

 Òåîðåìà 3.1 ïîçâîëÿåò íàéòè k ,δ-ðàçëîæåíèå Z, åñëè çàäàíî δ è 
èçâåñòåí íàáîð ñîáñòâåííûõ ÷èñåë è âåêòîðîâ ìàòðèöû ZZ T . Îäíàêî 
ïðè óâåëè÷åíèè ðàçìåðà ìàòðèöû Z çàòðàòû ìàøèííîãî âðåìåíè íà 
íàõîæäåíèå ñïåêòðà ñóùåñòâåííî âîçðàñòàþò. Ïîýòîìó öåëåñîîáðàçíî 
ðàññìàòðèâàòü äðóãèå àëãîðèòìû, íå òðåáóþùèå ÿâíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è 
íà ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. 

 Èññëåäóåì âîçìîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ k ,δ-ðàçëîæåíèé ñ ïîìîùüþ 
èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà, îñíîâàííîãî íà ñîîòíîøåíèÿõ (2.3). 

 Ââåäåì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Ïóñòü X M n k∈ ,  — ìàòðèöà 
ðàíãà k. Ëèíåéíóþ îáîëî÷êó ñòîëáöîâ ìàòðèöû X îáîçíà÷èì ÷åðåç 

( )XL . Ïðîåêöèîííàÿ ìàòðèöà  

  P E X X X XX
T T= − −( ) 1 , 

åñëè ðàññìàòðèâàòü åå êàê ëèíåéíûé îïåðàòîð èç nR  â nR , ñòàâèò â 
ñîîòâåòñòâèå âåêòîðó åãî ïðîåêöèþ íà îðòîãîíàëüíîå äîïîëíåíèå 
ïîäïðîñòðàíñòâà ( )XL . Äàëåå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà 
ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö.  

 1. Ìàòðèöà PX  ñèììåòðè÷íà (P PX
T

X= ), èäåìïîòåíòíà (P P PX X X= ) 
è âûðîæäåíà (P XX = 0, ðàíã PX  ðàâåí n-k ).  
 2. Ìàòðèöà PX  èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî âûáîðà áàçèñà â 
ïîäïðîñòðàíñòâå ( )XL : P PXA X=  äëÿ ëþáîé íåâûðîæäåííîé A M k k∈ , .  
 3. ×åðåç ïðîåêöèîííóþ ìàòðèöó âûðàæàåòñÿ ðåøåíèå çàäà÷è 
íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [3,8]: 

  min
X

AAX B P B− =
2 2

. 

 Ïîñëåäíèé ôàêò ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü ñèíóñ óãëà ϕ π∈[ , / ]0 2  
ìåæäó ïîäïðîñòðàíñòâàìè ( )XL  è 0( )XL , X M n k0 ∈ ,  êàê ìàêñèìàëüíîå 
ðàññòîÿíèå îò åäèíè÷íîãî âåêòîðà îäíîãî èç ïîäïðîñòðàíñòâ äî äðóãîãî 
ïîäïðîñòðàíñòâà: 

(3.4)  sin max
,

ϕ =
∈a M

X

k

P X a

X a1

0

0

. 

 Òåîðåìà 3.2. Ïóñòü ( , )X Y  — íàèëó÷øåå â ñìûñëå åâêëèäîâîé íîðìû 
k ,δ-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Z M n m∈ ,  ðàíãà n, íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå 
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X M n k0 ∈ ,  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0rg TY Y k= , λ λ λ1 2≥ ≥ ≥.. . n  — âñå 

ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû ZZ T . 

 Òîãäà äëÿ èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà 

(3.5)  Y Z X X ZY Y Yr
T

r r r r
T

r= =−
−

1
1, ( )  , r = 1 2, ,.. . 

ñïðàâåäëèâà îöåíêà 

(3.6)  Z X Y kr r
T

r

− ≤ +
−

δ δ
µ

ϕ

1

cos
, 

ãäå µ δ= −2 1Λ , 1diag( ,..., )kΛ = λ λ , ϕ — óãîë ìåæäó ( )XL  è 0( )XL . 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ïîñêîëüêó Z è X 0 — ìàòðèöû ïîëíîãî 
ðàíãà, òî ïðè ëþáîì r > 0 ìàòðèöû X r  è Y r  èìåþò ðàíã k, 
ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå îáðàòíîé ìàòðèöû â (3.5) âñåãäà âîçìîæíî. 
Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: 

  W ZZ T= , 

  S X X X Xr r
T

r
T= −( ) 1 , r = 0 1, ,.. . 

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ (3.5), ëåãêî ïðîâåðèòü ðàâåíñòâà: 

  Z X Y E S Z XY Pr r
T

r
T

Yr
− = − −−( )( )1 , 

  S X X W X X Wr
T r T r= −( )0

1
0 . 

 Ïîñêîëüêó ( , )X Y  — íàèëó÷øåå â ñìûñëå åâêëèäîâîé íîðìû k ,δ-
ðàçëîæåíèå Z, òî, ñîãëàñíî òåîðåìå 3.1, ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ 
îáùíîñòè ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà X ñîñòàâëåíà èç 
îðòîíîðìèðîâàííûõ ñîáñòâåííûõ âåêòîðîâ ìàòðèöû W. Òîãäà 
ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà X X ET =  è WX X= Λ, ñëåäîâàòåëüíî, 

  W X Xr r= Λ , 

  P W P WPX
r

X X
r= ( ) . 

Èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå åäèíè÷íîé ìàòðèöû E P XXX
T= + , íàéäåì: 

  Z X Y P X X X X P WP Z XY Pr r
T

X
r T T

X X
r T

Y r
− = − −− − −( ( ) ( ) )( )Λ1

0
1

0
1 . 

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè óìíîæåíèè ïðîèçâîëüíîé ìàòðèöû íà ïðîåêöèîííóþ 
åå íîðìà ìîæåò òîëüêî óìåíüøèòüñÿ, ïîëó÷èì îöåíêó 

  Z X Y X X Xr r
T r T T r− ≤ + − − −δ δΛ1

0
1

0
2 1 ( ) ≤ + −δ δµr S1

0 . 

 Îöåíèì òåïåðü S 0 . Òàê êàê ìàòðèöà S 0 íå èçìåíèòñÿ, åñëè X 0 
óìíîæèòü ñïðàâà íà ïðîèçâîëüíóþ íåâûðîæäåííóþ k k× -ìàòðèöó, 
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñòîëáöû X 0 îðòîíîðìèðîâàíû. Òîãäà 

  S tr X XX X kT T
0

2

0 0
1

0= ≤−( ) / λ , 

ãäå λ0 – ìèíèìàëüíîå ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû G X XX XT T= 0 0. 
Ïîñêîëüêó ìàòðèöà G ñèììåòðè÷åñêàÿ è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ, λ0 
ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî ïî ôîðìóëå: 
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  λ0
1

=
∈
min

,a M

T

T
k

a Ga
a a

. 

Äåëàÿ â G ïîäñòàíîâêó XX E PT
X= − , ñ ïîìîùüþ (3.4) íàõîäèì: 

  λ ϕ0
0

2

0

2
21= − =max cos

a

XP X a

X a
. 

Çàìåòèì, ÷òî cos ϕ ≠ 0 â ñèëó íåâûðîæäåííîñòè ìàòðèöû X XT
0 . Òàêèì 

îáðàçîì, ñïðàâåäëèâà îöåíêà S k0 ≤ / cos ϕ, îòêóäà íåìåäëåííî 
ñëåäóåò òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.  

 Òåîðåìà äîêàçàíà. 

 Êàê ïîêàçûâàåò (3.6), ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé 
ïîãðåøíîñòè íà÷àëüíûõ äàííûõ ïðîöåññ (3.5) ïîçâîëÿåò äîñòè÷ü 
ïðèåìëåìîé òî÷íîñòè óæå íà ïåðâîì øàãå. Â ÷àñòíîñòè, åñëè èñõîäíàÿ 
ìàòðèöà k-ðàçëîæèìà (δ = 0), ðàâåíñòâî Z X Y T= 1 1  âûïîëíÿåòñÿ òî÷íî 
äëÿ ëþáîãî X 0, óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèþ 0rg TX X k= . 

 Ôîðìóëû (3.5) ìîæíî âèäîèçìåíèòü òàê, ÷òîáû èñêëþ÷èòü 
âû÷èñëåíèå îáðàòíûõ ìàòðèö: 

(3.7)  Y Z X B X ZYr
T

r r r r= =−1 ,    , r = 1 2, ,.. ., 

ãäå íåâûðîæäåííàÿ k k× -ìàòðèöà Br  ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû ñòîëáöû 
ìàòðèöû Y r  áûëè îðòîíîðìèðîâàíû. Ïðè ýòîì, êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, 
ïðîèçâåäåíèå X Yr r

T  íå èçìåíèòñÿ.  

 Ïóñòü, íàïðèìåð, óìíîæåíèå ñïðàâà íà Br  îçíà÷àåò ïðèìåíåíèå 
îðòîãîíàëèçàöèè Ãðàìà-Øìèäòà [3, 8] ê ñòîëáöàì ìàòðèöû Z XT

r −1. 
Òîãäà ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíûì èçìåíèòü ïîðÿäîê âû÷èñëåíèé, ÷åðåäóÿ 
èòåðàöèè îòäåëüíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèö X r  è Y r  ñ äîáàâëåíèåì ê íèì 
íîâûõ ñòîëáöîâ, è îïðåäåëÿòü ÷èñëî k èç óñëîâèÿ äîñòèæåíèÿ çàäàííîé 
òî÷íîñòè. Îïèøåì ýòîò àëãîðèòì ïîäðîáíåå. 

 Çàìåòèì, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ δ â ñèëó òåîðåìû 2.1 
íà÷àëüíûì ïðèáëèæåíèåì äëÿ (3.7) ìîæåò ïîñëóæèòü ìàòðèöà X 0, 
ñîñòàâëåííàÿ èç ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ Z. Âîçüìåì, íàïðèìåð, â 
êà÷åñòâå ïåðâîãî ñòîëáöà X 0 ñòîëáåö Z ñ ìàêñèìàëüíîé íîðìîé. 
Ïîñêîëüêó ìàòðèöû Br  – âåðõíèå òðåóãîëüíûå, çíàÿ ëèøü ïåðâûé 
ñòîëáåö X 0, óæå ìîæíî âû÷èñëèòü ïåðâûå ñòîëáöû Y X Y X1 1 2 2, , ,   , è ò. ä. 
Ïðîâåäÿ N èòåðàöèé, ïîëó÷èì ïåðâûé ñòîëáåö xN

1  èñêîìîé ìàòðèöû X N . 
Â êà÷åñòâå âòîðîãî ñòîëáöà íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ X 0 âîçüìåì òîò 
ñòîëáåö Z, ðàññòîÿíèå îò êîòîðîãî äî 1( )NxL  ìàêñèìàëüíî. 

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïðîâåäÿ íåñêîëüêî èòåðàöèé, ïîëó÷èì âåêòîð xN
2 . 

Òðåòèé ñòîëáåö X 0 òàêæå âûáåðåì èç ìàòðèöû Z, íî óæå èç óñëîâèÿ 
ìàêñèìóìà ðàññòîÿíèÿ äî 1 2( , )N Nx xL . È òàê äàëåå, ïîêà íå îêàæåòñÿ, ÷òî 

íàéäåíà ìàòðèöà X x xN N N
q= 1 .. . , äëÿ êîòîðîé P ZX N

 ìåíüøå çàäàííîãî 
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÷èñëà d. Çàïèøåì äàííûé àëãîðèòì â óäîáíîì äëÿ ìàøèííîé 
ðåàëèçàöèè âèäå. 

 Àëãîðèòì 3.1. 

Âõîä: Z M n m∈ , ; d ≥ 0; ÷èñëî èòåðàöèé N > 0. 

Âûõîä: q > 0; X MN n q∈ , , Y MN m q∈ , : X Y Z dN N
T − ≤ , X X EN

T
N = . 

Îáîçíà÷åíèÿ: n m× -ìàòðèöû Z z zt t t
m= 1. .. ,  t q= 1,.. . , ; 

 n q× -ìàòðèöû X x xr r r
q= 1 . . . ,  r N= 1,.. . , ; 

 m q× -ìàòðèöû Y y yr r r
q= 1 . .. ,  r N= 1,.. . , ; 

 ôóíêöèÿ norm( ) /x x x= . 

1. t : = 1; Z Z1: = ; 
2. j zt

j m
t
j: arg max=

≤ ≤1
; 

3. äëÿ r N= 1,.. . ,  ïîâòîðèòü: 

  1

1

, 1,
:

, 1;

tj
t
r t

r

z r
x

Zy r−

 == 
>

%  

  
1

1

: norm ( )
t

t t s s T t
r r r r r

s

x x x x x
−

=

 
= − 

 
∑% % ;  y Z xr

t T
r
t: = ; 

4. âû÷èñëèòü Z Z x yt t N
t

N
t T

+ = −1: ( ) ; 
5. åñëè Z dt + >1 , òî t t: = + 1 è ïîâòîðèòü 2-5; 
6. èíà÷å ïîëîæèòü q t: = . 

 Äàííûé àëãîðèòì íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî íàéäåííàÿ ïàðà ìàòðèö 
( , )X YN N  áóäåò q,d-ðàçëîæåíèåì Z, òàê êàê â îáùåì ñëó÷àå óñëîâèå 
ìèíèìàëüíîñòè ÷èñëà ñòîëáöîâ ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ. Òåì íå ìåíåå, 
ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ 

 Òåîðåìà 3.3. Ïóñòü âûïîëíåíû âñå óñëîâèÿ òåîðåìû 3.2. Ïóñòü, 
êðîìå òîãî, δ = −Z XY T  è µ < 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ε, 0 2< <ε λk  

ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N 0 òàêîå, ÷òî ïðè d 2 2 2= +δ ε  è N N≥ 0 
âû÷èñëåííàÿ àëãîðèòìîì 3.1 ïàðà ìàòðèö áóäåò k,d-ðàçëîæåíèåì Z. 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèå îêîí÷àíèÿ 
èòåðàöèé (øàã 5) ìîæåò áûòü çàïèñàíî â âèäå Z X Y dN N

T− ≤ . 

 Ïîêàæåì, ÷òî ÷èñëî ñòîëáöîâ q ìàòðèö X N  è YN  íå ìîæåò áûòü 
ìåíüøå k. Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà ìàòðèöà Z áûëà áû p,d-
ðàçëîæèìîé, p q k≤ < , è âûïîëíÿëîñü áû (ñì. òåîðåìó 3.1) íåðàâåíñòâî  

  λ λ1

2 2+ + ≥ −. . . p Z d . 

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó δ = −Z XY T , 

  λ λ λ δ1

2 2+ + + + = −. . . .. .p k Z . 

Âû÷èòàÿ ïåðâîå ñîîòíîøåíèå èç âòîðîãî, ïîëó÷èì: 
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  λ λ δ εp k d+ + + ≤ − =1
2 2 2. .. , 

÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ε λ2 < k  , ñëåäîâàòåëüíî, q k≥ . 

 Âîñïîëüçîâàâøèñü îöåíêîé (3.6), ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè 

  ( ) ( )1 2cos
1 ln ln 1 / 1N

k

− ϕ 
≥ + µ + ε δ − 

 
, 

òî óñëîâèå îêîí÷àíèÿ èòåðàöèé áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ïðè q=k, çíà÷èò, 
ïàðà ìàòðèö ( , )X YN N  áóäåò k,d-ðàçëîæåíèåì Z.  

 Òåîðåìà äîêàçàíà. 

 Èòàê, ïðè ïîäõîäÿùåì âûáîðå ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà N è d 
óäàåòñÿ îïðåäåëèòü îäíî èç k,d-ðàçëîæåíèé Z. Îòìåòèì, ÷òî ïðè 
k n m<< min( , ) ýòîò àëãîðèòì ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýôôåêòèâíûé ìåòîä 
ñæàòèÿ èñõîäíûõ äàííûõ, òàê êàê ïîçâîëÿåò çàìåíèòü ìàòðèöó Z ïàðîé 
ìàòðèö ñóùåñòâåííî ìåíüøèõ ðàçìåðîâ. 

§4. Îïòèìàëüíûå k-ðàçëîæåíèÿ 

 Äëÿ ïîëó÷åíèÿ åäèíñòâåííîãî ñòðóêòóðíîãî îïèñàíèÿ çàäàííîé 
äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè íåîáõîäèìî ðåøàòü çàäà÷ó ðåãóëÿðèçàöèè, 
íàêëàäûâàÿ äîïîëíèòåëüíûå îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî íåïðîèçâîäíûõ 
ïîâåðõíîñòåé. Ïðèâëåêàåìàÿ äëÿ ýòîãî àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ äîëæíà 
óäîâëåòâîðÿòü äâóì òðåáîâàíèÿì. Åå èñïîëüçîâàíèå äîëæíî áûòü 
îáîñíîâàííûì â ðàìêàõ ðåøàåìîé çàäà÷è è åå äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî, 
÷òîáû îòáðîñèòü áåñêîíå÷íîå ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2.2).  

 Â äàííîì ñëó÷àå âûáîð äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè áûë 
ïðîäèêòîâàí òåì, ÷òî ôîðìà õðîìàòîãðàôè÷åñêèõ ïèêîâ, îïðåäåëÿåìàÿ 
ïðîòåêàþùèìè â êîëîíêå ôèçè÷åñêèìè ïðîöåññàìè, äî èçâåñòíîé 
ñòåïåíè îäèíàêîâà (ñì. ðèñ. 1á). Íèæå áóäåò ïîêàçàíî (ñì. §5), ÷òî 
èñòèííûå õðîìàòîãðàììû ìîæíî äîâîëüíî òî÷íî àïïðîêñèìèðîâàòü 
ýëåìåíòàìè ïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé.  

 Äàëåå, â îòëè÷èå îò §2, íåïðîèçâîäíîé ïîâåðõíîñòüþ áóäåì íàçûâàòü 
âñÿêóþ ôóíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ âèäà f x g y( ) ( ), ãäå f x( ) è g y( ) 
îïðåäåëåíû íà xΩ ⊆ R  è yΩ ⊆ R  ñîîòâåòñòâåííî, è f x( ) ïðèíàäëåæèò 

çàäàííîìó ñåìåéñòâó ôóíêöèé F . 

 Ïðè ôèêñèðîâàííîì íàáîðå n ÷èñåë ξi x i n∈ =Ω , ,. . . , 1  ñåìåéñòâî 
F  èíäóöèðóåò ìíîæåñòâî âåêòîð-ñòîëáöîâ 

  { }1[ ( )... ( )] :T
n nf f f= ξ ξ ∈F F  

è ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðà n k×  ñî ñòîëáöàìè èç Fn  

  { }, 1[ ... ] : , 1,...,n k k s nu u u s k= ∈ =F F . 

 Ïóñòü ( , )X Y  — èçâåñòíîå k-ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Z, è ïóñòü äëÿ 
îïðåäåëåííîñòè ñòîëáöû X îðòîíîðìèðîâàíû, X X ET = . Çàäà÷à ñîñòîèò 
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â òîì, ÷òîáû âûÿñíèòü, êàêèì óñëîâèÿì äîëæíî óäîâëåòâîðÿòü 
ñåìåéñòâî F , ÷òîáû ñóùåñòâîâàëà åäèíñòâåííàÿ (ñ òî÷íîñòüþ äî 
ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ) ìàòðèöà ,n kU ∈ F  òàêàÿ, ÷òî ( ) ( )X U=L L , à 

òàêæå íàéòè ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýòîé ìàòðèöû.  

 Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F  íàçûâàåòñÿ k-íåëèíåéíûì ïî 
íàáîðó òî÷åê ( ,.. . , )ξ ξ1 n , åñëè äëÿ ëþáûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåêòîð-
ñòîëáöîâ u u uk0 1, ,. . . ,  èç ìíîæåñòâà nF  è ëþáûõ äåéñòâèòåëüíûõ a ak1 ,. . . ,  
âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå a u a u uk k1 1 0+ + ≠. . . . 

 Ñåìåéñòâà ôóíêöèé, îáëàäàþùèå óêàçàííûì ñâîéñòâîì, 
ñóùåñòâóþò. Íàïðèìåð, ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî  

  { }R
2( ) :xeα − −α= α ∈F   

k-íåëèíåéíî ïî ëþáîìó íàáîðó èç n ðàçëè÷íûõ òî÷åê äëÿ âñåõ 
k n= −1 1,... , . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñîñòàâèì n k× +( )1 -ìàòðèöó èç 
ïðîèçâîëüíûõ ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ âåêòîð-ñòîëáöîâ u u uk0 1, ,. . . ,  , 

ïðèíàäëåæàùèõ ìíîæåñòâó n
αF . Â ñèëó òîæäåñòâà e e e ex x x− − − −=( )α α α2 2 22  

ïåðâûå åå (k+1) ñòðîê îáðàçóþò êâàäðàòíóþ ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ 
óìíîæåíèåì ñòðîê è ñòîëáöîâ îáîáùåííîé ìàòðèöû Âàíäåðìîíäà [3] íà 
ïîëîæèòåëüíûå ÷èñëà. Îïðåëåëèòåëü ïîñëåäíåé îòëè÷åí îò íóëÿ. 
Ñëåäîâàòåëüíî âåêòîð-ñòîëáöû u u uk0 1, ,. . . ,  ëèíåéíî íåçàâèñèìû, à 
óêàçàííîå ñåìåéñòâî, â ñèëó èõ ïðîèçâîëüíîñòè, k-íåëèíåéíî. Çàìåòèì, 
÷òî äàííîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðåäåëüíî 
óïðîùåííàÿ ìîäåëü õðîìàòîãðàôè÷åñêîãî ïèêà. 

 Â òî æå âðåìÿ î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêîå ëèíåéíîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé 
(òàêîå ÷òî äëÿ ëþáûõ 1 2( ), ( )f x f x ∈ F  è 1 2,α α ∈ R  âûïîëíÿåòñÿ 

1 1 2 2( ) ( )f x f xα + α ∈ F ), íàïðèìåð, ìíîæåñòâî ïîëèíîìîâ çàäàííîé 
ñòåïåíè, íå ìîæåò áûòü k-íåëèíåéíûì. 

 Îïðåäåëåíèå. Ñåìåéñòâî ôóíêöèé F  íàçûâàåòñÿ k-òî÷íûì ïî 
íàáîðó òî÷åê ( ,.. . , )ξ ξ1 n  äëÿ äàííîé ìàòðèöû X M n k∈ ,  ðàíãà k, åñëè 

ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ k k× -ìàòðèöà A òàêàÿ, ÷òî ,n kXA ∈ F . 

 Òåîðåìà 4.1. Åñëè F  — ñåìåéñòâî ôóíêöèé, k-íåëèíåéíîå è k-
òî÷íîå ïî íàáîðó òî÷åê ( ,. . . , )ξ ξ1 n  äëÿ äàííîé ìàòðèöû X, òî ñóùåñòâóåò 
è åäèíñòâåííà (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ) ìàòðèöà * ,n kU ∈ F  

òàêàÿ, ÷òî *( ) ( )U X=L L . 

 Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î .  Â ñèëó k-òî÷íîñòè ñåìåéñòâà F  â 
ïîäïðîñòðàíñòâå ( )XL  íàéäóòñÿ k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîð-
ñòîëáöîâ u uk1

∗ ∗,. .. ,  , ïðèíàäëåæàùèõ nF . Â ñèëó k-íåëèíåéíîñòè äðóãèõ 

ýëåìåíòîâ nF  â ( )XL  áûòü íå ìîæåò. Ñëåäîâàòåëüíî òå è òîëüêî òå 
ìàòðèöû U Fn k∈ ,  óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ( ) ( )X U=L L , êîòîðûå 

ñîñòàâëåíû èç âåêòîð-ñòîëáöîâ u uk1
∗ ∗,. .. ,  , âçÿòûõ â ïðîèçâîëüíîì 

ïîðÿäêå. Òåîðåìà äîêàçàíà. 
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 Èç äîêàçàòåëüñòâà ÿñíî, ÷òî k-íåëèíåéíîñòü îáåñïå÷èâàåò 
åäèíñòâåííîñòü, à k-òî÷íîñòü — ñóùåñòâîâàíèå ðåãóëÿðèçîâàííîãî 
ðåøåíèÿ.  

 Çàìåòèì, ÷òî íà ïðàêòèêå ãàðàíòèðîâàòü òî÷íîå ñîâïàäåíèå 
ïîäïðîñòðàíñòâ ( ) ( )X U=L L  íåâîçìîæíî ïî ìíîãèì ïðè÷èíàì: èç-çà 
ïîãðåøíîñòåé èñõîäíûõ äàííûõ, ïîãðåøíîñòåé âû÷èñëåíèÿ ìàòðèöû X 
è, ñàìîå ñóùåñòâåííîå, íåòî÷íîñòè îïèñàíèÿ èñòèííûõ õðîìàòîãðàìì 
ýëåìåíòàìè ñåìåéñòâà F . Îñëàáèì ïîýòîìó òðåáîâàíèå k-òî÷íîñòè: 
áóäåì èñêàòü ìàòðèöó * ,n kU ∈ F , äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó  

  J U P XU( ) =
2
, 

êîòîðûé îáðàùàåòñÿ â íóëü òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ( ) ( )X U=L L . 
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ k-òî÷íûõ ñåìåéñòâ åãî ìèíèìèçàöèÿ äîëæíà 
ïðèâîäèòü ê èñêîìîìó ðåøåíèþ.  

 Îðòîíîðìèðóåì ñòîëáöû ìàòðèöû U u uk≡ 1. . . , ïðèìåíèâ ê íèì 

ïðîöåññ Ãðàìà-Øìèäòà, è îáîçíà÷èì ïîëó÷åííóþ ìàòðèöó % % . . . %U u uk≡ 1 . 
Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïðîåêöèîííûõ ìàòðèö 

  P En0 = ; 

  P P P E u u u us u u
T

s s
T

s
= ≡ − − −

− − −% %.. . % % .. . % %
1 1 1 1 1 1; s k= 2,.. . , . 

Òîãäà 

  %u P u
P us

s s

s s

= , s k= 1,.. . ,  

Âñëåäñòâèå ýëåìåíòàðíûõ ñâîéñòâ åâêëèäîâîé ìàòðè÷íîé íîðìû 

  J U P U
P P u

P u
X

X s s

s ss

k

( ) %= =
=

∑
2

2

2
1

. 

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íàëè÷èè k-òî÷íîñòè P P PX s X= , ïîýòîìó ôóíêöèîíàë 
J U( ) ìîæíî çàìåíèòü îöåíêîé ñâåðõó  

(4.1)  J U
P u

P u
X s

s ss

k

( ) =
=

∑
2

2
1

, 

íå íàðóøèâ ïðè ýòîì òðåáîâàíèÿ ( ) 0 ( ) ( )J U X U= ⇔ =L L . Ââåäåì 
îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ñëàãàåìûõ â (4.1) 

(4.2)  J u J u u u
P u

P u
s s s

X

s

( ) ( ,. . . , , )≡ ≡−1 1

2

2 , s k= 1,.. . ,  

è ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü çàäà÷ ìèíèìèçàöèè  

(4.3)  u J u u us u F s s
n

* * *arg min ( ,.. . , , )=
∈ −1 1 , s k= 1,.. . , . 

 Åñëè ñåìåéñòâî F  óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû 4.1, òî 
ïîñëåäîâàòåëüíàÿ ìèíèìèçàöèÿ (4.3) ïðèâîäèò ê èñêîìîìó ìèíèìóìó 
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ôóíêöèîíàëà J U( ). Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó k-òî÷íîñòè ñóùåñòâóþò 
ðàçëè÷íûå âåêòîðû u uk1

∗ ∗,. .. , , äîñòàâëÿþùèå íóëåâûå çíà÷åíèÿ 
ôóíêöèîíàëàì J J k1 ,.. . ,  ñîîòâåòñòâåííî. Â ñèëó k-íåëèíåéíîñòè ýòè 
âåêòîðû ëèíåéíî íåçàâèñèìû è ñîñòàâëÿþò åäèíñòâåííóþ (ñ òî÷íîñòüþ 
äî ïåðåñòàíîâêè ñòîëáöîâ) ìàòðèöó U ∗, îáðàùàþùóþ J U( ) â íóëü.  

 Òàêèì îáðàçîì, ìèíèìèçàöèþ J U( ) ïî ìíîæåñòâó ,n kF  óäàåòñÿ 

ñâåñòè ê ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòîé çàäà÷å ïîñëåäîâàòåëüíîé 
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëîâ J J k1 ,.. . ,  ïî ìíîæåñòâó nF . 

 Â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà ìèíèìóì J U( ) íå ðàâåí íóëþ (íåò k-
òî÷íîñòè), ìîæíî ãîâîðèòü ëèøü î åãî ïðèáëèæåíîé ìèíèìèçàöèè ñ 
ïîìîùüþ (4.3). ßñíî îäíàêî, ÷òî ÷åì ëó÷øå ñåìåéñòâî F  îïèñûâàåò 
ôóíêöèè f x( ), òåì áëèæå ê íóëþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà J U( ), è òåì 
áëèæå âû÷èñëåííàÿ ñ ïîìîùüþ (4.3) ìàòðèöà U ∗ ê ìàòðèöå, 
ìèíèìèçèðóþùåé J U( ). Íåçàâèñèìî îò òîãî, âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå k-
òî÷íîñòè èëè íåò, ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèå îïòèìàëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ.  

 Îïðåäåëåíèå. Íàçîâåì îïòèìàëüíûì k-ðàçëîæåíèåì ïàðó ìàòðèö 
( , )X Y M Z

k
0 0 ∈  , äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó 

  Φ( % , % ) % , ( % , % )X Y X U X Y M Z
k= − ∈∗ ,  

ãäå U ∗ — ìàòðèöà, âû÷èñëåííàÿ ñîãëàñíî (4.3). 

 Ìèíèìèçèðóÿ Φ ïî ìíîæåñòâó M Z
k  è èñïîëüçóÿ ëåììó 2.2, ëåãêî 

ïîëó÷èòü ôîðìóëû äëÿ ðàñ÷åòà îïòèìàëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ: 

  X XX U Y Y U XT T
0 0

1= =∗ ∗
−, ( ) . 

 Ðàññìîòðèì ÷àñòíûå ñëó÷àè, êîíêðåòèçèðóÿ âèä ñåìåéñòâà F . 

 1. Â çàäà÷å èäåíòèôèêàöèè õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ â êà÷åñòâå 
ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé ìîæíî ââîäèòü êîíå÷íûé íàáîð 
èñòèííûõ õðîìàòîãðàìì (èëè èñòèííûõ ñïåêòðîâ) âåùåñòâ, âêëþ÷åííûõ 
â îáó÷àþùóþ âûáîðêó. Â òàêîì ñëó÷àå ìèíèìèçàöèÿ êàæäîãî èç 
ôóíêöèîíàëîâ J s ñâîäèòñÿ ê ëèíåéíîìó ïåðåáîðó ýëåìåíòîâ êîíå÷íîãî 
ìíîæåñòâà ôóíêöèé. Ïðè÷åì, ðåøèâ çàäà÷ó ïðåäîáðàáîòêè, ìû 
àâòîìàòè÷åñêè ïîëó÷àåì ðåøåíèå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ.  

 Òàêîé ïîäõîä, îäíàêî, èìååò öåëûé ðÿä íåäîñòàòêîâ. 
Îí èñêëþ÷àåò âîçìîæíîñòü âûäåëåíèÿ ñïåêòðà íåèçâåñòíîãî âåùåñòâà è 
ïðèâîäèò ê íåîïðàâäàííîìó óâåëè÷åíèþ îáúåìà îáó÷àþùåé âûáîðêè, 
òðåáóÿ ïðè åå ôîðìèðîâàíèè ñëèøêîì áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ ñ 
öåëüþ ïîëó÷åíèÿ «÷èñòûõ» èçîëèðîâàííûõ ïèêîâ, îò ÷åãî õîòåëîñü áû 
îòêàçàòüñÿ.  

 2. Ïóñòü òåïåðü { }( , ) : pf x= α α ∈ RF  — ïàðàìåòðè÷åñêîå 

ñåìåéñòâî ôóíêöèé, f äèôôåðåíöèðóåìà ïî ïàðàìåòðàì.  

 Îïèøåì ìåòîä ëèíåàðèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ êàæäîé èç çàäà÷ (4.3). 
Ïóñòü âåêòîðû u us1 1

* *,. . . , −  óæå íàéäåíû è òðåáóåòñÿ îïðåäåëèòü âåêòîð 
*
s nu ∈ F , äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (4.2). Ïóñòü α0  — 
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íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå âåêòîðà ïàðàìåòðîâ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî r-îå 
ïðèáëèæåíèå α r  ïðè íåêîòîðîì r ≥ 0 óæå èçâåñòíî. Îáîçíà÷èì  

  u fr
i

r

n
=

×
( , )ξ α

1
; 

  
( , )r

i
r
q n p

f
G

×

 ∂ ξ α
=  

∂α  
; 

  d r r= −+α α1 . 

 Òîãäà â ëèíåéíîì ïðèáëèæåíèè u u Gdr r+ ≈ +1 . Â êà÷åñòâå r + 1-îãî 
ïðèáëèæåíèÿ a r +1 âîçüìåì ðåøåíèå çàäà÷è ìèíèìèçàöèè äðîáíî-
êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà  

(4.4)  J u Gd
P u Gd

P u Gd
s

r X
r

s
r

( )
( )

( )
+ =

+

+

2

2 . 

Ïðèðàâíèâàÿ íóëþ ïðîèçâîäíóþ ïî d, ïîëó÷èì ñèñòåìó óðàâíåíèé  

(4.5)  

( )−  = − − µ − 

 −
µ =

 −

1

2

2

( ) ;

( )

( )

T T r T r
X X s

r
X

r
s

d G P G G P u G P u Gd

P u Gd

P u Gd

 

 Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ïðîñòîé 
èòåðàöèè. Ïîëîæèì íà 0-îì øàãå µ = 0. Íàéäåì èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ d 
è, ïîäñòàâèâ åãî âî âòîðîå, îïðåäåëèì µ . Áóäåì ïîâòîðÿòü óêàçàííóþ 
ïðîöåäóðó, ïîêà çíà÷åíèÿ d è µ  íå ïåðåñòàíóò ñóùåñòâåííî èçìåíÿòüñÿ.  

 Îïèñàííûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ (4.3) õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë 
ñåáÿ íà ïðàêòèêå, îäíàêî âîïðîñ î òåîðåòè÷åñêîì îáîñíîâàíèè åãî 
ñõîäèìîñòè îñòàåòñÿ îòêðûòûì. Íåÿñíî òàêæå, âñåãäà ëè îí ïîçâîëÿåò 
èçáåæàòü íà s-îì øàãå ñõîäèìîñòè ê îäíîìó èç âåêòîðîâ u us1 1

* *,. . . , − , 
íàéäåííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ. Íèæå ïðèâåäåì ëèøü íåêîòîðûå 
ñâîéñòâà ôóíêöèîíàëîâ (4.2), ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ 
òåîðåìû 4.1.  

 1. Ôóíêöèîíàë J us ( ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà 0 1, , 

îáðàùàÿñü â íóëü ðîâíî â k s+ −1  òî÷êàõ u us k,
* *,.. . , , íåïðåðûâåí âñþäó çà 

èñêëþ÷åíèåì òî÷åê u t st
* , < , â êîòîðûõ îí íå îïðåäåëåí. Ïðè÷åì, â 

îáùåì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ïðåäåëà J us ( ) ïðè u ut→ *.  

 2. Ïóñòü 
*

* *

( , )i

q n p

f
G

×

 ∂ ξ α
=  

∂α  
— ìàòðèöà ïðîèçâîäíûõ â òî÷êå 

u ft i n

* *( , )=
×

ξ α
1
, t s< . Òîãäà, ëèíåàðèçóÿ ôóíêöèîíàë J us ( ) â 

îêðåñòíîñòè ut
*, ïîëó÷èì: J u

P G d

PG d
s

X

s

( ) *

*

→
2

2  ïðè d = − →α α* 0. Ëåãêî 
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âèäåòü, ÷òî åñëè P G GX * *= , òî ñóùåñòâóåò ïðåäåë lim ( )
*u u

s
t

J u
→

= 1, òî åñòü â 

òî÷êå ut
* èìååòñÿ âûêîëîòûé ìàêñèìóì.  

 3. Åñëè ñåìåéñòâî F  îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå, òî ñóùåñòâóåò 
lim ( )

*u u
s

t

J u
→

.  
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§5. Àëãîðèòìû ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè äàííûõ 

 Ñîãëàñíî ïîñòàíîâêå çàäà÷è èñõîäíûå äàííûå ïðåäñòàâëåíû â 
âèäå ìàòðèöû ÷èñåë ðàçìåðà 1920 112× , êîòîðàÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê 
òðåõìåðíàÿ ïîâåðõíîñòü z x y( , ), çàäàííàÿ â óçëàõ ïðÿìîóãîëüíîé ñåòêè. 
Çàäà÷ó ïðåäîáðàáîòêè ïðåäëàãàåòñÿ ðåøàòü â ÷åòûðå ýòàïà:  
 1) ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï: âûäåëåíèå íåñóùåé ïîâåðõíîñòè è 
îöåíêà àìïëèòóäû øóìà;  
 2) ðàçáèåíèå ïîâåðõíîñòè íà ôðàãìåíòû, ñîäåðæàùèå 
îòíîñèòåëüíî îáîñîáëåííûå ãðóïïû ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïèêîâ è 
îòñå÷åíèå «ðîâíûõ» ó÷àñòêîâ;  
 3) âû÷èñëåíèå k ,δ-ðàçëîæåíèÿ êàæäîãî èç ôðàãìåíòîâ;  
 4) âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíûõ k-ðàçëîæåíèé ïðè çàäàííîì 
ðåãóëÿðèçèðóþùåì ñåìåéñòâå ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà.  

 Â ðåçóëüòàòå äîëæíû ïîëó÷èòü ñæàòîå îïèñàíèå èñõîäíîé 
ïîâåðõíîñòè, ñîñòàâëåííîå èç îïèñàíèé îòäåëüíûõ ïèêîâ.  

 Áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ ñëåäóþùèõ ñîãëàøåíèé è îáîçíà÷åíèé: 
âðåìÿ t è äëèíà âîëíû w èçìåðåíû â òàêèõ åäèíèöàõ, ÷òî èõ 
öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ ñîâïàäàþò ñ íîìåðàìè ñòðîê è ñòîëáöîâ 
ñîîòâåòñòâåííî èñõîäíîé ìàòðèöû íà÷àëüíûõ äàííûõ Z; ïåðåìåííûå x è 
t òîæäåñòâåííû; ïåðåìåííûå y è w òîæäåñòâåííû.  

 Ïîäãîòîâèòåëüíûé ýòàï ïðåäîáðàáîòêè. Ïðåæäå âñåãî íåîáõîäèìî 
óñòðàíèòü ñèñòåìàòè÷åñêóþ ïîãðåøíîñòü, íàêëàäûâàåìóþ íà ñïåêòðû 
âåùåñòâ îäíîðîäíûì ïîòîêîì ïîäâèæíîé ôàçû (ýëþåíòà). Êðîìå òîãî, 
ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ k ,δ-ðàçëîæåíèÿ òðåáóåò ïðåäâàðèòåëüíîé 
îöåíêè ñðåäíåêâàäðàòè÷íîãî øóìà. Ïðåäëàãàåòñÿ äîâîëüíî ïðîñòîé 
àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ðåøèòü ñðàçó îáå ýòè çàäà÷è. 

 Àëãîðèòì îñíîâàí íà ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ëþáàÿ õðîìàòîãðàììà 
èìååò õîòÿ áû îäèí äîñòàòî÷íî ïðîäîëæèòåëüíûé «ðîâíûé» ó÷àñòîê, íå 
ñîäåðæàùèé ïèêîâ. Êàê ïîêàçûâàåò îïûò, íà ðåàëüíûõ õðîìàòîãðàììàõ 
ýòî òðåáîâàíèå âûïîëíÿåòñÿ âñåãäà. 

 Âûäåëèâ òàêèå ó÷àñòêè è óñðåäíèâ ïî íèì çíà÷åíèå z t w( , ) ïðè 
êàæäîé ôèêñèðîâàííîé äëèíå âîëíû w, ïîëó÷èì ñïåêòð ýëþåíòà g wý ( ). 
Òåïåðü, ÷òîáû ñíÿòü ñ èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè ñèñòåìàòè÷åñêîå 
âîçìóùåíèå, äîñòàòî÷íî âû÷åñòü èç íåå öèëèíäðè÷åñêóþ íåñóùóþ 
ïîâåðõíîñòü ñ îáðàçóþùåé g wý ( ): 

  z t w z t w g wíåâîçì ý( , ) ( , ) ( )= − . 

 Ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé øóì δ  ëåãêî îöåíèâàåòñÿ ïðè óñðåäíåíèè 
ó÷àñòêîâ ïîñòîÿíñòâà.  

 Âûäåëåíèå ó÷àñòêîâ ïîñòîÿíñòâà íà õðîìàòîãðàììå z t w( , ) ïðè 
ôèêñèðîâàííîì w ìîæíî ïðîèçâîäèòü ñîãëàñíî ïðîñòîìó ïîðîãîâîìó 
ðåøàþùåìó ïðàâèëó: åñëè íà èíòåðâàëå äëèíîé íå ìåíåå Tmax ôóíêöèÿ 
îòêëîíÿåòñÿ îò ñâîåãî ñðåäíåãî çíà÷åíèÿ áîëåå ÷åì íà dmax ìåíåå N max  
ðàç, òî èíòåðâàë ñ÷èòàòü ó÷àñòêîì ïîñòîÿíñòâà. Åñëè ïðè 
ôèêñèðîâàííîì w íå îáíàðóæåíî íè îäíîãî ó÷àñòêà ïîñòîÿíñòâà, 
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ñëåäóåò óâåëè÷èòü ïîðîã dmax è ïîâòîðèòü ïîèñê ó÷àñòêîâ ïîñòîÿíñòâà. 
Îïûòíûì ïóòåì áûëè íàéäåíû ïîäõîäÿùèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ: 
Tmax = 40, dmax = 10, N max = 1. Àëãîðèòì ïðîäåìîíñòðèðîâàë íåïëîõóþ 
óñòîé÷èâîñòü: ïðè âàðüèðîâàíèè ýòèõ ïàðàìåòðîâ â äîñòàòî÷íî øèðîêèõ 
ïðåäåëàõ óäàâàëîñü âî âñåõ ñëó÷àÿõ (îêîëî 20 ôàéëîâ èñõîäíûõ äàííûõ, 
âçÿòûõ íàóãàä) íàäåæíî âûäåëÿòü íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü. 

 Âûäåëåíèå ìàññèâîâ. Íàëè÷èå ïðîäîëæèòåëüíûõ ó÷àñòêîâ 
ïîñòîÿíñòâà íà õðîìàòîãðàììàõ, à òàêæå áîëüøàÿ ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû 
èñõîäíûõ äàííûõ ëèøàþò ñìûñëà ïîïûòêó ðàçëîæåíèÿ ýòîé ìàòðèöû 
öåëèêîì. Áîëåå ðàöèîíàëüíî ðàçáèòü èñõîäíóþ ïîâåðõíîñòü íà 
ôðàãìåíòû, ñîäåðæàùèå îòíîñèòåëüíî îáîñîáëåííûå ãðóïïû ïèêîâ 
(íàçîâåì ýòè ôðàãìåíòû ìàññèâàìè), à ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà âîâñå 
èñêëþ÷èòü èç ðàññìîòðåíèÿ. Ðàñïîëîæåíèå i-îãî ìàññèâà áóäåì 
õàðàêòåðèçîâàòü îòðåçêîì îñè âðåìåíè T Ti i

1 2, . Ïî îñè äëèí âîëí 

ìàññèâû áóäóò îõâàòûâàòü âåñü äîïóñòèìûé èíòåðâàë. 

 Çàäà÷à âûäåëåíèÿ ìàññèâîâ ïðè êàæóùåìñÿ ñõîäñòâå ñ çàäà÷åé 
âûäåëåíèÿ íåñóùåé ïîâåðõíîñòè ïðèâîäèò ê ïîñòðîåíèþ áîëåå 
«òîíêîãî» àëãîðèòìà, ïîñêîëüêó ïðèõîäèòñÿ ó÷èòûâàòü ìíîãèå, ÷àñòî 
ïðîòèâîðå÷èâûå òðåáîâàíèÿ. Òàê, íàïðèìåð, îêàçàëîñü, ÷òî ó÷àñòêè 
ïîñòîÿíñòâà ìîãóò íåñêîëüêî îòëè÷àòüñÿ ïî âûñîòå (ðàçíîñòü âûñîò 
äîõîäèò èíîãäà äî 10δ ), â òî æå âðåìÿ, õîòåëîñü áû èäåíòèôèöèðîâàòü 
îòäåëüíûå ïèêè âûñîòîé ïîðÿäêà 4δ  è âûøå. Ñëó÷àéíûå âûáðîñû, 
íîñÿùèå õàðàêòåð øóìà, íå äîëæíû áûòü âûäåëåíû êàê ìàññèâû. 
Ñëèøêîì äëèííûå ìàññèâû öåëåñîîáðàçíî íåêîòîðûì îáðàçîì ðàçáèòü 
íà ïîäìàññèâû, ÷òîáû èçáåæàòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçëîæåíèÿ ñëèøêîì 
áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Â òî æå âðåìÿ ìàññèâû äîëæíû áûòü ïî 
âîçìîæíîñòè áîëåå îáîñîáëåííûìè, è òàê äàëåå. 

 Ïðåäëàãàåòñÿ ñëåäóþùèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé íàéòè 
ïðèåìëåìûé êîìïðîìèññ ìåæäó ïîäîáíîãî ðîäà òðåáîâàíèÿìè è 
äîáèòüñÿ íàäåæíîãî âûäåëåíèÿ ìàññèâîâ.  
 1. Èñïîëüçóåòñÿ êóñî÷íî-ëèíåéíàÿ àïïðîêñèìàöèÿ íåñêîëüêèõ 
(îò 3 äî 10) õðîìàòîãðàìì, âçÿòûõ ïðè çàðàíåå ôèêñèðîâàííûõ 
çíà÷åíèÿõ w. Àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ òàê, ÷òîáû ïîãðåøíîñòü íà 
êàæäîì ó÷àñòêå íå ïðåâûøàëà δ . 
 2. Îòáðàñûâàþòñÿ ó÷àñòêè ïîñòîÿíñòâà ñ êîýôôèöèåíòîì íàêëîíà, 
ïî ìîäóëþ íå ïðåâûøàþùèì amax  è ñðåäíèì çíà÷åíèåì, íå 
ïðåâûøàþùèì Z min . Îñòàëüíûå ó÷àñòêè îáúÿâëÿþòñÿ ìàññèâàìè. 
 3. Îòáðàñûâàþòñÿ ìàññèâû ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ ìåíåå Tmin  
(øóìîâûå âûáðîñû), à òàêæå çàêàí÷èâàþùèåñÿ ïðè t T< 0  
(íåèíôîðìàòèâíûé íà÷àëüíûé ó÷àñòîê õðîìàòîãðàììû). 
 4. Ìàññèâû ïðîäîëæèòåëüíîñòüþ áîëåå Tmax ðàçáèâàþòñÿ íà 
ïîäìàññèâû ïî òî÷êàì ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ (ñìåíà çíàêà 
êîýôôèöèåíòà íàêëîíà ñ «–» íà «+»). Ðàçáèåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî òîé 
òî÷êå ìèíèìóìà, êîòîðàÿ îïòèìèçèðóåò àïðèîðè çàäàííóþ øòðàôíóþ 
ôóíêöèþ. Âèä øòðàôíîé ôóíêöèè ïîäáèðàåòñÿ ñ òåì ðàñ÷åòîì, ÷òîáû 
ðàçáèåíèÿ, áëèæàéøèå ê ñåðåäèíå ìàññèâà èìåëè áîëüøèé ïðèîðèòåò 
(äðîáëåíèå íå äîëæíî áûòü ñëèøêîì ìåëêèì). Óêàçàííîå ïðàâèëî 
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ðàçáèåíèÿ ïðèìåíÿåòñÿ ê ïîäìàññèâàì äî òåõ ïîð, ïîêà 
ïðîäîëæèòåëüíîñòü êàæäîãî èç íèõ íå ñòàíåò ìåíüøåé Tmax . 

 Êàê ïîêàçàëè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû (îêîëî 20 èñõîäíûõ 
ôàéëîâ), äàííûé àëãîðèòì ïîçâîëÿåò äîáèòüñÿ ïîëíîãî ñîîòâåòñòâèÿ ñ 
«èíòóèòèâíî íàèëó÷øèì» ðàçáèåíèåì ïðè ñëåäóþùèõ çíà÷åíèÿõ 
ïàðàìåòðîâ: amax .= 0 5,  Z min = 25,  Tmin = 25,  Tmax = 300,  T0 200= . 

 Ðàçëîæåíèå ìàññèâîâ. Ïîëó÷åííûå íà ïðåäûäóùåì øàãå ôðàãìåíòû 
èñõîäíîé ïîâåðõíîñòè (ìàññèâû) çàäàíû ìàòðèöàìè, ê êîòîðûì äàëåå 
ïðèìåíÿåòñÿ àëãîðèòì 3.1 âû÷èñëåíèÿ k d, -ðàçëîæåíèÿ. Êàê ïîêàçàëè 
âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, öåëåñîîáðàçíî âûáèðàòü ÷èñëî èòåðàöèé 
N = 2 è d = ÷( . . )1 2 1 8 δ , ãäå δ  — âåëè÷èíà øóìà. Ñìûñë ïîñëåäíåé 
ðåêîìåíäàöèè ñòàíîâèòñÿ ÿñíûì èç òåîðåìû 3.3. 

 Óðàâíåíèå õðîìàòîãðàôè÷åñêîãî ïèêà. Îäèí èç ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ 
ðåãóëÿðèçèðóþùåãî ñåìåéñòâà ôóíêöèé F  ñîñòîèò â ðàññìîòðåíèè 
ôèçè÷åñêîé ìîäåëè ïðîòåêàþùèõ â êîëîíêå ïðîöåññîâ è ïîëó÷åíèè íà 
åå îñíîâå ïàðàìåòðè÷åñêèõ óðàâíåíèé ïèêà.  

 Â ïðîñòåéøåé êëàññè÷åñêîé ìîäåëè [4] êîíöåíòðàöèÿ C àäñîðáàòà 
â ïîäâèæíîé ôàçå îïèñûâàåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé âðåìåíè t è 
ðàññòîÿíèÿ x âäîëü íàïðàâëåíèÿ äâèæåíèÿ ïîòîêà. Ôóíêöèÿ C t x( , ) 
óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ 

(5.1)  
∂
∂

∂
∂

∂
∂

C
t

D
C
x

v C
C
x

= −
2

2
( ) , 

îïèñûâàþùåìó äâà îñíîâíûõ ôèçè÷åñêèõ ïðîöåññà: äèôôóçèþ ÷àñòèö 
àäñîðáàòà â ýëþåíòå (D — êîýôôèöèåíò äèôôóçèè) è ïåðåíîñ ÷àñòèö 
àäñîðáàòà ñ ïåðåìåííîé ñêîðîñòüþ v C( ), çàâèñÿùåé îò êîíöåíòðàöèè. 
Ïðè íåêîòîðûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ [4] ýòà çàâèñèìîñòü îïèñûâàåòñÿ 
ôîðìóëîé  

  
v C

C
( )

( )
=

+
1

1 2Γ ω ω
, 

ãäå ω ω1 2,   — êîíñòàíòû, íå çàâèñÿùèå îò êîíöåíòðàöèè, Γ( )C  — 
êîýôôèöèåíò Ãåíðè. Ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ïîäõîäîâ ê îöåíêå 
êîýôôèöèåíòà Ãåíðè, îòëè÷àþùèõñÿ ñîâîêóïíîñòüþ ïðåäïîëîæåíèé 
îòíîñèòåëüíî îäíîðîäíîñòè àäñîðáöèîííûõ ìåñò íà ïîâåðõíîñòè 
àäñîðáåíòà, âçàèìîäåéñòâèÿ àäñîðáèðîâàííûõ ìîëåêóë è òîëùèíå ñëîÿ 
àäñîðáèðîâàííûõ ìîëåêóë:  

Ò à á ë è ö à  5 . 1  

Àâòîð Ôîðìóë îäíîðîä-
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Ôðåéíäëèõ Γ( )C b Ñ b= 1
2  íåò íåò ìîíî 

Ôðóìêèí 
Γ

Γ

Γ
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( )
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C

b e

b e C

b C

b C
=

+
1
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ÁÝÒ 
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( )( )
C

b
b C b C

=
− +

1

2 31 1
 

äà íåò ïîëè 

 
Γ( )C

b
b C

b
b C

=
+

+
+

1

2

3

41 1
 

íåò íåò ìîíî 

Çäåñü b b1 2,  , b3, b4 — êîíñòàíòû.  

 Ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (5.1) ïðè íà÷àëüíîì óñëîâèè C x C x( , ) ( )0 0= δ , 
ãäå δ( )x  — δ -ôóíêöèÿ, è ôèêñèðîâàííîì x L= 0, ãäå L0 — äëèíà 
êîëîíêè, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå [2]:  

(5.2)

  
( )21

3
2

1
( ) exp ( )

k
C t k t C

k tt
ν

 
= − − 

 
, 

ãäå k k k1 2 3, ,  — êîýôôèöèåíòû, íå çàâèñÿùèå îò êîíöåíòðàöèè è 
âðåìåíè.  

 Ôîðìóëà (5.2) íå ïîçâîëÿåò âûðàçèòü C t( ) â ÿâíîì àíàëèòè÷åñêîì 
âèäå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ C t( ) èñïîëüçóþòñÿ èòåðàöèîííûå ÷èñëåííûå 
ìåòîäû ïîèñêà êîðíÿ ôóíêöèè íà îòðåçêå [5]. Äëÿ ôîðìèðîâàíèÿ 
âåêòîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè âèäà (5.2) â ðÿäå áëèçêî îòñòîÿùèõ òî÷åê 
áîëåå ýôôåêòèâíûì îêàçàëîñü ÷èñëåííî ðåøàòü çàäà÷ó Êîøè 
(äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ C t( ) ìîæíî ïîëó÷èòü, 
ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ (5.2) ïî t ). 

 Ïðè ôèêñèðîâàííîì k1 (íàïðèìåð, ðàâíîì 1) ïîëó÷åííîå 
ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ñòàíîâèòñÿ k-íåëèíåéíûì. Óñëîâèå 
k-òî÷íîñòè â îáùåì ñëó÷àå íå âûïîëíÿåòñÿ, ïîñêîëüêó íè îäíà èç 
ôîðìóë, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå 5.1 íå ïîçâîëÿåò èäåàëüíî òî÷íî 
îïèñûâàòü ðåàëüíûå õðîìàòîãðàôè÷åñêèå ïèêè. Òåì íå ìåíåå, êàê 
ïîêàçàëè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî àïïðîêñèìàöèè 
èçîëèðîâàííûõ ïèêîâ, â ñåìåéñòâå (5.2) âñåãäà íàõîäèëèñü ôóíêöèè, 
ïðèáëèæàþùèå ïèêè ñî ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé ïîãðåøíîñòüþ, 
ñîñòàâëÿþùåé íå áîëåå 2 - 6% îò âûñîòû ïèêà. Òàêèì îáðàçîì, 
ïîëó÷åííîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé ïîçâîëÿåò íàõîäèòü îïòèìàëüíûå k-
ðàçëîæåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, íàáîð ñïåêòðîâ è õðîìàòîãðàìì, 
äîñòàòî÷íî áëèçêèõ ê èñòèííûì. 

 Âû÷èñëåíèå îïòèìàëüíîãî k-ðàçëîæåíèÿ ìàññèâà T Ti i
1 2,  ïðîâîäèòñÿ 

ïî ñõåìå (4.2-5). Îñíîâíóþ ñëîæíîñòü ïðè ýòîì ïðåäñòàâëÿþò âûáîð 
õîðîøèõ íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé äëÿ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè (4.4-5) è 
àïïðîêñèìàöèÿ ïèêîâ, ïî êîòîðûì ïðîøëà ãðàíèöà ðàçäåëà ìàññèâîâ.  

 Äëÿ ïîèñêà íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé îòáèðàåòñÿ íåêîòîðîå 
êîëè÷åñòâî q õðîìàòîãðàìì ïðè çàðàíåå ôèêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ 
äëèíû âîëíû (ñîîòâåòñòâóþùóþ n q× -ìàòðèöó îáîçíà÷èì ÷åðåç X 0).  
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 Ïóñòü àïïðîêñèìèðóåòñÿ ïåðâûé ïèê, s = 1. Íà îòîáðàííûõ 
õðîìàòîãðàììàõ íàéäåì íàèáîëüøèé ëîêàëüíûé ìàêñèìóì èç ÷èñëà òåõ, 
êîòîðûå óäàåòñÿ íàäåæíî àïïðîêñèìèðîâàòü âîãíóòîé ïàðàáîëîé. Ïî 
êîýôôèöèåíòàì ïàðàáîëû ðàññ÷èòàåì íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ 
ïàðàìåòðîâ k2  è k3 ñåìåéñòâà ôóíêöèé (5.2). Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû, 
âõîäÿùèå â ôóíêöèþ v C( ), çàäàäèì òàê, ÷òîáû ïîëó÷åííàÿ êðèâàÿ èìåëà 
íàèáîëåå õàðàêòåðíóþ äëÿ õðîìàòîãðàôè÷åñêèõ ïèêîâ íåñèììåòðè÷íóþ 
ôîðìó.  

 Ïóñòü, îòïðàâëÿÿñü èç íàéäåííîãî íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, 
óäàëîñü îïðåäåëèòü âåêòîð u1

*, äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó 
J u1( ). Âîçíèêàåò ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: õîòåëîñü áû âû÷åñòü íàéäåííûé ïèê 
èç õðîìàòîãðàìì X 0 ñ òåì, ÷òîáû â äàëüíåéøåì îïðåäåëÿòü íà÷àëüíûå 
ïðèáëèæåíèÿ äëÿ äðóãèõ ïèêîâ. Îäíàêî, êàê ëåãêî ïîêàçàòü, òî÷íî 
âû÷åñòü ïèê ìîæíî ëèøü òîãäà, êîãäà èçâåñòíû âñå îñòàëüíûå.  

 Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäóþùèì ýâðèñòè÷åñêèì ïðèåìîì. Ïîñëå 
êàæäîãî s-îãî øàãà áóäåì âû÷èòàòü èç õðîìàòîãðàìì X 0 âñå íàéäåííûå 
ïèêè:  

  X X u u A A Ms s s q= − ∈0 1
* *

,. . . , , s k= 1,.. . , ,  

îïðåäåëÿÿ ìàòðèöó A èç óñëîâèÿ ìèíèìóìà íîðìû X s

2
. Ðåøåíèå ýòîé 

çàäà÷è ëåãêî âûðàçèòü ÷åðåç îðòîíîðìèðîâàííûå âåêòîðû % ,. . . , %* *u us1 :  

  X X u u X u u Xs
T

s s
T= − − −0 1 1 0 0

% ( % ) .. . % ( % )* * * * .  

Ïðè ðàñ÷åòàõ áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ áîëåå ïðîñòîé ðåêóððåíòíîé ôîðìóëîé  

  X X u u Xs s s s
T

s= −− −1 1
% ( % )* * .  

Êàê ïîêàçàëè âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû, óêàçàííûé ñïîñîá 
êîððåêòèðîâêè íà÷àëüíîé ìàòðèöû õðîìàòîãðàìì X 0 ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü 
ïðèåìëåìûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ äëÿ ìåòîäà ëèíåàðèçàöèè (4.4-5).  

 Äëÿ àïïðîêñèìàöèè ïèêîâ, ïî êîòîðûì ïðîøëà ãðàíèöà ðàçäåëà, 
èñïîëüçóåòñÿ äâóõïðîõîäíàÿ ñõåìà ïåðåáîðà ìàññèâîâ.  

 Íà ïåðâîì ïðîõîäå â êàæäîì i-îì ìàññèâå ñ ãðàíèöàìè T Ti i
1 2,  

àïïðîêñèìèðóþòñÿ ëèøü òå ïèêè, ó êîòîðûõ íà ýòîì îòðåçêå óäàåòñÿ 
âûäåëèòü ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Äëÿ êàæäîãî ïèêà âû÷èñëÿåòñÿ íîñèòåëü 
— îòðåçîê âðåìåíè, íà êîòîðîì çíà÷åíèå ôóíêöèè ïðåâûøàåò óðîâåíü 
øóìà.  

 Íà âòîðîì ïðîõîäå äëÿ êàæäîãî ìàññèâà ÷èñëî íîñèòåëåé, 
ïåðåñåêàþùèõñÿ ñ îòðåçêîì T Ti i

1 2, , ñðàâíèâàåòñÿ ñ ÷èñëîì k, 

íàéäåííûì àëãîðèòìîì 3.1. Åñëè ïåðâîå îêàçûâàåòñÿ ìåíüøèì, 
àïïðîêñèìàöèÿ ïèêîâ íà îòðåçêå ïðîäîëæàåòñÿ ñîãëàñíî ïðåæíåìó 
àëãîðèòìó, íî ñ ó÷åòîì âñåõ ïèêîâ, íîñèòåëè êîòîðûõ ïåðåêðûâàþò 
îòðåçîê T Ti i

1 2, . 
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§6. Èäåíòèôèêàöèÿ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ 

 Ïî çàâåðøåíèè ïðåäâàðèòåëüíîé îáðàáîòêè èñõîäíûõ äàííûõ 
èäåíòèôèêàöèÿ (ðàñïîçíàâàíèå) âåùåñòâ ñòàíîâèòñÿ îòíîñèòåëüíî 
ïðîñòîé çàäà÷åé. Êàæäîå âåùåñòâî õàðàêòåðèçóåòñÿ ïðèñóùèìè òîëüêî 
åìó èñòèííûì ñïåêòðîì è âðåìåíåì óäåðæèâàíèÿ. Îñòàëüíûå ïàðàìåòðû 
õðîìàòîãðàììû â çíà÷èòåëüíîé ñòåïåíè îïðåäåëÿþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè 
êîëîíêè è ïîýòîìó íå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ èäåíòèôèêàöèè. 

 Âðåìÿ óäåðæèâàíèÿ äàííîãî âåùåñòâà ìîæåò áûòü ëåãêî 
ðàññ÷èòàíî ïî êîýôôèöèåíòàì óðàâíåíèÿ ïèêà. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ñïåêòðîâ 
äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü èõ ñðåäíåêâàäðàòè÷åñêîå èëè ìàêñèìàëüíîå 
îòêëîíåíèå. Âîçìîæíî òàêæå ïîñòðîåíèå äðóãèõ ìåòðèê, â òîì ÷èñëå 
ïàðàìåòðè÷åñêèõ.  

 Äàëåå ñòðîèòñÿ ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ìåòðèê, ó÷èòûâàþùåå 
ïðè ñðàâíåíèè ïèêîâ êàê ñïåêòðû, òàê è âðåìåíà óäåðæèâàíèÿ. Äëÿ 
âûáîðà îïòèìàëüíîé ìåòðèêè, îáåñïå÷èâàþùåé êîððåêòíîå 
ðàñïîçíàâàíèå, äîëæíû áûòü èñïîëüçîâàíû ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîãî 
ïîäõîäà ê îáó÷åíèþ ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ [6-7].  

 Â öåëÿõ òåñòèðîâàíèÿ îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ áûëà ðàçðàáîòàíà 
ñïåöèàëèçèðîâàííàÿ ïðîãðàììà, ïîçâîëÿþùàÿ: 
  — ñ÷èòûâàòü ïðîèçâîëüíûå ó÷àñòêè äîïóñòèìîé ïîâåðõíîñòè èç 
ôàéëà èñõîäíûõ äàííûõ èëè ôàéëà-îïèñàíèÿ è âûâîäèòü èõ íà ýêðàí â 
âèäå äâóìåðíûõ è òðåõìåðíûõ ãðàôèêîâ; 
  — âûäåëÿòü íåñóùóþ ïîâåðõíîñòü; 
  — ðàçáèâàòü èñõîäíóþ ïîâåðõíîñòü íà ìàññèâû; 
  — àïïðîêñèìèðîâàòü èçîëèðîâàííûå ïèêè ýëåìåíòàìè íåñêîëüêèõ 
ïàðàìåòðè÷åñêèõ ñåìåéñòâ ôóíêöèé; 
  — âû÷èñëÿòü ïðîèçâîëüíûå è îïòèìàëüíûå ðàçëîæåíèÿ ìàññèâîâ è 
ñîñòàâëÿòü èç íèõ îïèñàíèå âñåé ïîâåðõíîñòè; 
  — îñóùåñòâëÿòü ïðåîáðàçîâàíèå ôàéëà èñõîäíûõ äàííûõ â áîëåå 
êîìïàêòíûé (5 - 15 êáàéò) ôàéë-îïèñàíèå îïòèìàëüíîãî ðàçëîæåíèÿ. 

 Ïðîãðàììà ðàçðàáîòàíà äëÿ IBM PC AT ïîä MS DOS 5.0 íà ÿçûêå 
ïðîãðàììèðîâàíèÿ Turbo Pascal 6.0. 
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