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Abstract
The review considers basic ideas of machine learning theory concerning generalization bounds

and learning algorithms grounds. Among them are: classical VC theory and structural risk
minimization, effective VC-dimension and data-dependent bounds, margin, ensembles of algorithms
(weighted voting, boosting and bagging), stability, cross-validation. A new combinatorial approach
to proving non-probabilistic generalization bounds is considered a little more detailed.

Вопрос о качестве алгоритмов, синтезированных по конечным выборкам
прецедентов, является фундаментальной проблемой теории обучаемых систем
(machine learning theory).

В общем случае задача обучения по прецедентам заключается в том, что-
бы по заданной выборке пар «объект–ответ» восстановить функциональную
зависимость между объектами и ответами, то есть построить алгоритм, способ-
ный выдавать адекватные ответы на предъявляемые объекты. Когда множество
допустимых ответов конечно, говорят о задачах классификации или распозна-
вания образов. Когда множество допустимых ответов бесконечно, например,
является множеством действительных чисел или векторов, говорят о задачах
восстановления регрессии. Когда объекты соответствуют моментам времени,
а ответы характеризуют будущее поведение процесса или явления, говорят о за-
дачах прогнозирования.

Значительный опыт решения прикладных задач такого типа был накоплен
уже к середине 60-х годов XX века. Большую популярность приобрёл подход,
основанный на построении модели восстанавливаемой зависимости в виде пара-
метрического семейства алгоритмов. С помощью численной оптимизации в се-
мействе выбирался алгоритм, допускающий наименьшее число ошибок на за-
данной обучающей выборке. Проще говоря, осуществлялась подгонка (fitting)
модели под выборку. Функционал частоты ошибок или средней ошибки алго-
ритма на обучающей выборке принято называть эмпирическим риском, а сам
подход — минимизацией эмпирического риска.

На практике исследователи столкнулись с эффектом, называемым переобу-
чением или переподгонкой (overtraining, overfitting). Чем больше у алгоритма
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свободных параметров, тем меньшего числа ошибок на обучении можно до-
биться путём оптимизации. Однако по мере нарастания сложности модели «оп-
тимальные» алгоритмы начинают слишком хорошо подстраиваться под кон-
кретные данные, улавливая не только черты восстанавливаемой зависимости,
но и ошибки измерения обучающей выборки, и погрешность самой модели. В ре-
зультате ухудшается качество работы алгоритма вне обучающей выборки, или,
как говорят, его способность к обобщению (generalization performance).

Из этого наблюдения был сделан вывод, что для всякой задачи существует
оптимальная сложность модели, при которой достигается наилучшее качество
обобщения. Первым формальным обоснованием этого практического опыта ста-
ла статистическая теория восстановления зависимостей по эмпирическим дан-
ным, разработанная В. Н. Вапником и А. Я. Червоненкисом в конце 60-х —
начале 70-х годов [1, 2, 3].

1. Статистическая теория Вапника-Червоненкиса

В статистической теории предполагается, что на множестве объектов суще-
ствует некоторое (неизвестное) распределение вероятностей, и обучающая сово-
купность объектов выбирается случайно и независимо в соответствии с данным
распределением. Предполагается также, что алгоритм, минимизирующий эм-
пирический риск, ищется в некотором заранее фиксированном семействе алго-
ритмов. Оно может содержать множество алгоритмов, доставляющих минимум
эмпирическому риску, однако в статистической теории способ построения алго-
ритма (метод обучения) не рассматривается и предполагается, что в качестве
решения может быть выдан любой алгоритм из этого множества.

Обобщающая способность определяется как вероятность ошибки найденного
алгоритма, либо как частота его ошибок на неизвестной контрольной выборке,
также случайной, независимой и одинаково распределённой.

Далее постулируется принцип равномерной сходимости (uniform convergen-
ce) частоты ошибок. Чтобы по частоте ошибок найденного алгоритма на обу-
чающей выборке можно было судить о частоте его ошибок на любой другой
выборке, эти частоты должны стремиться друг к другу с ростом длины выбор-
ки, причём одновременно (равномерно) по всему семейству алгоритмов. Оценки
качества обучения в статистической теории являются, по сути дела, оценками
скорости этой сходимости. Именно принцип равномерной сходимости и приво-
дит к введению специальной меры сложности семейства алгоритмов, называе-
мой ёмкостью или размерностью Вапника-Червоненкиса (VC-dimension).
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Получение оценок ёмкости для конкретных семейств алгоритмов является
отдельной, зачастую довольно трудной, задачей. Практически сразу было до-
казано, что ёмкость семейства линейных решающих правил равна числу сво-
бодных параметров или, что то же самое, размерности линейного пространства,
в котором строится разделяющая гиперплоскость. Оценки ёмкости получены
также для нейронных сетей [30, 26, 54, 67], решающих деревьев [10], коррект-
ных алгебраических замыканий подмодели АВО [15], комитетных решающих
правил [65], и других семейств.

Основным результатом статистической теории являются количественные
оценки, связывающие надёжность алгоритмов с длиной обучающей выборки
и сложностью семейства. Эти оценки позволяют обосновать метод структурной
минимизации риска (СМР), непосредственно направленный на выбор модели
оптимальной сложности. В СМР фиксируется определённая структура вложен-
ных подсемейств различной сложности, затем в каждом подсемействе решается
задача обучения по прецедентам, и из полученных алгоритмов выбирается тот,
для которого оценка качества принимает наилучшее значение.

К сожалению, оценки Вапника-Червоненкиса сильно завышены, что приво-
дит к требованию слишком длинных обучающих выборок (105–106 объектов),
а в методе структурной минимизации риска — к чрезмерному упрощению ал-
горитмов [55]. Некоторые семейства имеют бесконечную ёмкость и находятся
за границами применимости теории, тем не менее с их помощью удаётся решать
прикладные задачи, и довольно успешно. В частности, это относится к метриче-
ским методам, основанным на явном хранении обучающей выборки, таким как
метод ближайших соседей, а также к методам алгебраического подхода [12, 6],
гарантирующим безошибочное распознавание заданной выборки. На практике
качество обучения почти всегда оказывается существенно лучше, чем предска-
зывает статистическая теория.

Причина завышенности статистических оценок кроется в их слишком боль-
шой общности. Они ориентированы на «худший случай» и не учитывают трёх
важных особенностей самой задачи и процесса поиска её решения, которые мо-
гут оказывать решающее влияние на качество обучения.

Во-первых, это особенности распределения объектов в пространстве. В част-
ности, они могут лежать в подпространстве меньшей размерности. Этот «вы-
рожденный» случай довольно распространён, поскольку в прикладных задачах
наличие зависимых или почти зависимых признаков является скорее правилом,
чем исключением.

Во-вторых, это особенности самой восстанавливаемой зависимости. Она мо-
жет быть гладкой, симметричной, монотонной или обладать другими специаль-
ными свойствами, что резко сужает пространство поиска решения.
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В-третьих, это особенности метода обучения. Он может подстраиваться под
задачу, образуя эффективное подсемейство алгоритмов, реально получаемых
в результате обучения.

Появление статистической теории вызвало большое количество исследова-
ний, направленных на уточнение оценок качества. Однако проблема получения
численных оценок, непосредственно применимых на практике, оказалась вызы-
вающе трудной, и до сих пор остаётся открытой.

Далее будут перечислены некоторые направления современных исследова-
ний по проблемам обоснования обучаемых алгоритмов и получения оценок ка-
чества обучения. Разумеется, предлагаемая классификация весьма условна и не
претендует на полноту.

2. Эффективная сложность

Первое направление связано с понятием эффективной сложности. При ре-
шении конкретной задачи далеко не каждый алгоритм из выбранного семейства
имеет шансы быть полученным в результате обучения. Как правило, реально
работает не всё семейство, а лишь небольшая его часть. Этот факт был заме-
чен ещё В. Н. Вапником, предложившим понятие эффективной ёмкости вме-
сте с алгоритмом её практического измерения [80, 33]. Эффективная ёмкость
не превосходит полной ёмкости семейства и зависит от выборки. Она учитывает
особенности исходного распределения объектов, но не принимает во внимание
особенностей восстанавливаемой зависимости и метода обучения. В дальней-
шем концепция оценок, зависящих от данных (data dependent bounds), получи-
ла развитие во многих работах [74, 82, 34, 35, 28].

К этому направлению примыкают также работы В. Л. Матросова, который
впервые показал, что при специальном выборе метода обучения возможно обес-
печить корректное распознавание любой заданной обучающей выборки, пользу-
ясь подмножеством алгоритмов ограниченной ёмкости [14, 15, 16]. При этом по-
строение алгоритма проводится в алгебраическом расширении семейства АВО
(алгоритмов вычисления оценок) [12]. В отличие от стандартного подхода, здесь
существенно используются свойства метода обучения, но не учитываются осо-
бенности распределения объектов и восстанавливаемой зависимости.

Статья [81] содержит исторический обзор, отражающий процесс постепенно-
го уточнения оценок Вапника-Червоненкиса. Отмечается, что наилучшая оцен-
ка, справедливая при самых общих предположениях, получена М. Талагран-
дом [78]. На её основе выводится новая, несколько более точная, оценка, спра-
ведливая при некотором «разумном» ограничении класса вероятностных рас-
пределений на множестве исходных объектов.
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При использовании оценок, зависящих от данных, метод структурной мини-
мизации риска трансформируется и приводит к построению самоограничиваю-
щих алгоритмов (self bounding learning algorithms) [51]. От исходного СМР они
отличаются тем, что структура вложенных подсемейств не задаётся заранее,
а формируется в процессе обучения. В этом случае оценки качества учитывают
все три типа особенностей: распределение объектов, свойства восстанавливае-
мой зависимости и метода обучения. Результатом обучения является не только
сам алгоритм, но и достаточно точная оценка его обобщающей способности.

Принцип самоограничения алгоритмов применяется также для обоснования
стандартных методов построения решающих деревьев [70]. Эти методы осно-
ваны на аналогичной стратегии — в ходе построения алгоритма по обучающей
выборке происходит последовательное сужение подсемейства алгоритмов, в ко-
тором ведётся поиск решения [61].

3. Отступ (margin)

Второе направление связано с понятием отступа или маржи (margin) в за-
дачах классификации с пороговым решающим правилом. Несколько упрощая,
можно сказать, что отступ — это расстояние от объекта до границы классов. Ес-
ли объект относится алгоритмом к чужому классу, то его отступ отрицателен.
Чем больше в обучающей выборке объектов с большим отступом, тем лучше
разделяются классы, тем надёжнее может быть классификация. Идея уточне-
ния оценок качества заключается в том, чтобы сравнивать вероятность ошибки
не с частотой ошибок на обучении, а с долей обучающих объектов, имеющих
отрицательный или малый положительный отступ. При этом величина эмпири-
ческого риска искусственно завышается, зато вероятность ошибки существенно
более точно оценивается по объектам, далеко отстоящим от границы классов.

Подход, основанный на понятии отступа, оказался особенно плодотворным
при исследовании линейных пороговых классификаторов, в частности, машин
опорных векторов (support vectors machines, SVM) [41, 77] и методов взвешен-
ного голосования.

В работе П. Бартлетта [29] впервые было показано, что эффективная слож-
ность выпуклой комбинации классификаторов равна не суммарной, и даже
не максимальной (как ранее предполагалось), а средней взвешенной сложности
отдельных классификаторов, взятых с теми же весами, с которыми они входят
в комбинацию. Иными словами, взвешенное голосование не увеличивает слож-
ность алгоритма, а лишь сглаживает прогнозы базовых классификаторов. Вы-
текающие отсюда оценки обобщающей способности существенно точнее класси-
ческих сложностных оценок Вапника-Червоненкиса, хотя и они всё ещё сильно
завышены (требуемая длина обучения имеет порядок 104–105). Этот результат
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обосновывает ряд эвристических приёмов, направленных на уменьшение весов
при настройке нейронных сетей, таких как «weight decay» и «early stopping».
Он также позволяет обосновать алгоритмы, использующие метрику (функцию
расстояния) в пространстве объектов, если предположить, что разделяющая
поверхность проходит на достаточном удалении от обучающих объектов [31].

Результаты, первоначально полученные для линейных комбинаций, оказа-
лись применимы и к более широкому классу алгоритмов. В частности, бинарные
решающие деревья и дизъюнктивные нормальные формы допускают представ-
ление в виде выпуклой комбинации булевых функций с пороговым решающим
правилом [52]. Техника отступа позволяет оценивать обобщающую способность
и более сложных алгоритмических композиций, представимых в виде порого-
вых выпуклых комбинаций над пороговыми выпуклыми комбинациями. При-
мерами таких конструкций являются сигмоидальные нейросети с одним скры-
тым уровнем и взвешенное голосование решающих деревьев [64]. Для всех этих
случаев оценки обобщающей способности выражаются через долю обучающих
объектов с малым отступом.

Наиболее ярким конструктивным результатом данного подхода являются ме-
тоды обучения, направленные на явную максимизацию отступа. Они позволяют
строить алгоритмы с лучшей обобщающей способностью, что подтверждается
теоретически и экспериментально [63].

С понятием отступа тесно связана ещё одна мера сложности семейства ал-
горитмов, альтернативная функции роста — fat-размерность (fat-shattering
dimension) [57, 25, 28].

4. Композиции алгоритмов

Третье направление исследований связано с понятием композиции алгорит-
мов. Во многих прикладных задачах удаётся построить несколько различных
алгоритмов, ни один из которых не восстанавливает искомую зависимость до-
статочно хорошо. Тогда имеет смысл объединить эти алгоритмы с помощью
корректирующей операции, в надежде на то, что ошибки одних алгоритмов бу-
дут скомпенсированы другими, и качество композиции окажется лучше, чем
каждого из базовых алгоритмов в отдельности.

Известно несколько альтернативных способов конструирования алгоритми-
ческих композиций.

Наиболее общая теория алгоритмических композиций разработана в алгебра-
ическом подходе к построению корректных алгоритмов, предложенном акаде-
миком РАН Ю. И. Журавлёвым и активно развиваемом его учениками [12, 11].

В методе Л. А. Растригина пространство объектов разбивается на области
компетентности, и для каждой области строится свой алгоритм [17].
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В методе баггинга (bagging — сокращение от «bootstrap aggregation»), пред-
ложенном Л. Брейманом [38, 39, 40], производится взвешенное голосование ба-
зовых алгоритмов, обученных на различных подвыборках данных, либо на раз-
личных частях признакового описания объектов. Выделение подмножеств объ-
ектов и/или признаков производится, как правило, случайным образом.

Метод бустинга (boosting), предложенный Р. Френдом и И. Шапиром [50, 47,
73] также является разновидностью взвешенного голосования, но базовые алго-
ритмы строятся последовательно, и процесс увеличения различий между ними
управляется детерминированным образом. А именно, для каждого базового ал-
горитма, начиная со второго, веса обучающих объектов пересчитываются так,
чтобы он точнее настраивался на тех объектах, на которых чаще ошибались все
предыдущие базовые алгоритмы. Веса алгоритмов также вычисляются исходя
из числа допущенных ими ошибок.

Идея последовательной компенсации ошибок предыдущих алгоритмов ре-
ализована также в оптимизационных (проблемно-ориентированных) методах
алгебраического подхода [18, 5, 6]. В отличие от бустинга, здесь используется
не выпуклая комбинация, а более сложная корректирующая операция в виде
нелинейной монотонной функции достаточно общего вида.

Обобщающая способность бустинга исследована, пожалуй, наиболее хоро-
шо. Во многих случаях экспериментально наблюдается почти неограниченное
улучшение качества обучения при наращивании числа алгоритмов в компози-
ции [48]. Более того, качество на тестовой выборке может продолжать улуч-
шаться даже после достижения безошибочного распознавания обучающей вы-
борки. Эти наблюдения противоречат непосредственным выводам статистиче-
ской теории, основанным на анализе сложности.

Существует несколько объяснений феноменов бустинга. С одной стороны,
бустинг активно максимизирует отступы обучающих объектов, и продолжа-
ет «раздвигать классы» даже после достижения безошибочного распознавания
обучающей выборки [72]. С другой стороны, бустинг строит выпуклую ком-
бинацию вещественнозначных классификаторов, которая проявляет свойство
стабильности [46] (см. ниже).

Имеется много работ по сравнительному анализу обобщающей способности
бустинга и баггинга. Баггинг направлен исключительно на уменьшение вариа-
ции (variance) модели, в то время как бустинг способствует уменьшению и ва-
риации, и смещения (bias) [49]. Эмпирические исследования [76] на 4 реальных
задачах показывают, что бустинг работает лучше на больших обучающих вы-
борках, баггинг — на малых. При увеличении длины выборки бустинг повышает
разнообразие классификаторов активнее, чем баггинг. Наконец, бустинг лучше
воспроизводит границы классов сложной формы.
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Работы Бартлетта, Френда, Шапира и др. решительным образом изменили
представления о соотношении качества и сложности. Если ранее считалось, что
для надёжного восстановления зависимости необходимо ограничивать слож-
ность используемого семейства алгоритмов, то теперь исследователи приходят
к выводу, что семейство может быть сколь угодно сложным, однако первосте-
пенную роль играет метод обучения — тот способ, с помощью которого по обу-
чающей выборке строится алгоритм из выбранного семейства. По всей види-
мости, некоторые разновидности взвешенного голосования, такие как бустинг,
являются «удачными» методами, способными подстраиваться под конкретную
задачу.

5. Стабильность метода обучения

Следующее, четвёртое, направление исследований связано с понятием ста-
бильности (stability) [36, 37, 60]. Метод обучения называется стабильным, если
небольшие вариации обучающей выборки приводят к незначительным изме-
нениям получаемого алгоритма. Существуют различные способы формально-
го определения стабильности, например, в работе [60] вводится 12 различных
определений и устанавливаются взаимосвязи между ними. Как правило, оцен-
ки качества стабильных методов не зависят от сложностных характеристик се-
мейства. В частности, получены оценки стабильности и обобщающей способ-
ности локальных методов типа ближайших соседей и потенциальных функ-
ций [71, 43, 44]. Эти методы широко используются благодаря своей простоте,
однако порождают семейства алгоритмов бесконечной ёмкости. Доказана ста-
бильность бустинга, машин опорных векторов, методов минимизации эмпири-
ческого риска с регуляризирующей штрафной функцией, и некоторых других.
К сожалению, численные оценки требуемой длины обучения для стабильных
методов также сильно завышены, как сложностные, и дают только качествен-
ное обоснование соответствующих алгоритмов.

6. Концентрация вероятности

Современные исследования таких свойств обучаемых алгоритмов, как эф-
фективная сложность, отступ, композиционная структура и стабильность, су-
щественно опираются на современный математический аппарат, описывающий
явление концентрации вероятностной меры (measure concentration). В первых
работах Вапника и Червоненкиса для этой цели использовались классические
неравенства Хёфдинга и Берншнейна. Более точные результаты удаётся полу-
чать с помощью неравенств Чернова [42], метода ограниченных разностей Мак-
Диармида [66] и изопериметрических неравенств Талагранда [78, 79]. Вводное
изложение этих математических техник можно найти в обзорах [27, 62].
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7. Скользящий контроль

Ещё одно направление исследований связано с использованием скользящего
контроля (cross-validation) [45, 59].

Процедура скользящего контроля заключается в следующем. Фиксируется
некоторое множество разбиений исходной выборки на две части: обучающую
и контрольную. Для каждого разбиения выполняется настройка алгоритма
по обучающей подвыборке и вычисляется частота его ошибок на контрольной
подвыборке. Оценка скользящего контроля определяется как средняя по всем
разбиениям частота ошибок на контроле. Фактически, скользящий контроль
непосредственно измеряет обобщающую способность метода обучения на за-
данной конечной выборке.

В зависимости от способа формирования множества разбиений различают
несколько разновидностей скользящего контроля [59]:

если множество разбиений одноэлементно, говорят об оценке качества на от-
дельной тестовой выборке (hold-out estimate);

если используются все разбиения с контрольной выборкой единичной длины,
говорят об оценке с одним отделяемым объектом (leave-one-out estimate);

если используются все разбиения с контрольной выборкой фиксированной,
но не обязательно единичной, длины, говорят об оценке полного скользящего
контроля (complete cross-validation) [68];

если генерируется случайное подмножество разбиений с контрольной выбор-
кой фиксированной длины, говорят о бутстреп-оценке (bootstrap estimate);

если множество разбиений образуется k непересекающимися контрольными
выборками, говорят о k-кратном скользящем контроле (k-fold cross-validation).

На практике скользящий контроль применяется либо для выбора модели
алгоритмов (model selection) из нескольких моделей-претендентов [58], либо
для оптимизации небольшого числа параметров, определяющих структуру ал-
горитма, таких, как степень полинома или количество нейронов на скрытом
уровне нейронной сети. Считается, что настройка значительной доли парамет-
ров по скользящему контролю лишена смысла. Когда контрольная выборка
существенно вовлекается в процесс обучения, скользящий контроль начинает
выдавать смещённую заниженную оценку обобщающей способности. Причиной
является всё то же переобучение, которое приводит к заниженности эмпириче-
ского риска [69]. Известно, что скользящий контроль даёт несмещённую оценку
вероятности ошибки в том случае, когда он используется для проверки качества
по окончании обучения. Однако до сих пор нет исчерпывающих исследований,
показывающих, в какой степени скользящий контроль может использоваться
на стадии обучения.
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Интуиция подсказывает, что скользящий контроль должен характеризовать
обобщающую способность алгоритма лучше, чем частота ошибок на обучении.
Тем не менее, этот факт долгое время не удавалось доказать. Попытки пред-
принимались неоднократно [58, 56, 53], но были получены лишь «разумные»
верхние границы (sanity-check bounds) для отклонения скользящего контроля
от вероятности ошибок алгоритма. Указанные оценки даже несколько хуже,
чем оценки Вапника-Червоненкиса для отклонения эмпирического риска и тре-
буют дополнительных предположений о стабильности метода обучения [56].

Причина этих неудач анализируется в [32], где вводятся и сравниваются два
альтернативных способа формализации понятия обобщающей способности. При
первом способе, близком к подходу Вапника-Червоненкиса, оценивается каче-
ство отдельного алгоритма, полученного в результате обучения. Это приводит
к завышенным оценкам, зависящим от ёмкости семейства и требующим допол-
нительных предположений о стабильности метода обучения [56]. При втором
способе оценивается качество метода обучения в целом. Оказывается, в этом
случае оценка отклонения скользящего контроля от вероятности ошибки ал-
горитма, обученного на случайной выборке, не зависит от ёмкости семейства,
а только от длины обучения и контроля. С ростом длины обеих выборок указан-
ное отклонение стремится к нулю. Данный результат проясняет природу сколь-
зящего контроля и показывает, что завышенность предыдущих оценок связана
с неудачным выбором исходного функционала качества.

Отсюда вытекает важный вывод: теория качества обучения может оказать-
ся весьма чувствительной к исходной аксиоматике, в частности, к формали-
зации самого понятия качества обучения. Второй важный вывод заключается
в том, что скользящий контроль характеризует обобщающую способность мето-
да не намного хуже, чем вероятность ошибки. Наиболее точное выражение эти
идеи нашли в комбинаторном подходе к обоснованию обучаемых алгоритмов.

8. Комбинаторный подход

Комбинаторный подход [4, 9, 8] возник как попытка более точного построения
статистической теории Вапника-Червоненкиса, начиная с исходных её постула-
тов. Для этого имелось две основные предпосылки.

Во-первых, сложилось понимание того, что принцип минимизации эмпириче-
ского риска в заранее заданном семействе алгоритмов не достаточно точно опи-
сывает процесс обучения. Во-первых, не вполне ясно, где проходит граница се-
мейства. Может оказаться так, что формально выписано очень широкое семей-
ство, но на практике процедура обучения выдаёт алгоритмы лишь из небольшой
его части. Во-вторых, доставлять минимум эмпирическому риску могут многие
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алгоритмы, однако в качестве решения всегда выбирается только один. Кон-
кретизация метода его построения, возможно, позволит учесть специфические
особенности процесса обучения. В-третьих, далеко не все методы обучения, хо-
рошо зарекомендовавшие себя на практике, минимизируют эмпирический риск.
В качестве примеров можно привести методы выбора модели по скользящему
контролю или другим внешним критериям [13], методы регуляризации эмпири-
ческого риска, методы явной максимизации отступа, бустинг, баггинг, и т. д.

В комбинаторном подходе явным образом вводится понятие метода обучения
как отображения, которое конечной обучающей выборке ставит в соответствие
некоторый вполне определённый алгоритм. Семейство алгоритмов становится
вторичной конструкцией — это все алгоритмы, которые могут быть получены
в результате применения данного метода обучения ко всевозможным конеч-
ным выборкам. Одновременно появляется возможность единообразно рассмат-
ривать любые методы, а не только минимизацию эмпирического риска.

Второй предпосылкой было понимание того, что вероятность ошибки являет-
ся гипотетической величиной, которую невозможно вычислить, а иногда даже
и оценить, например, в случае малых выборок. В то же время, на практике лю-
бая обучаемая система сталкивается только с конечными выборками, будь то
обучающие, контрольные или рабочие совокупности объектов. Поэтому обоб-
щающую способность алгоритмов целесообразно характеризовать именно отно-
сительно конечных выборок. Желательно также, чтобы функционал качества
можно было с контролируемой точностью измерять по имеющимся эмпири-
ческим данным. Наконец, использование гипотетических вероятностей может
приводить к лишним промежуточным шагам при доказательстве оценок и по-
нижать их точность.

В комбинаторном подходе качество обучения по прецедентам (обобщаю-
щая способность метода) характеризуется функционалами полного скользяще-
го контроля, зависящими только от метода обучения и заданной конечной вы-
борки. Такие функционалы предлагается называть комбинаторными, посколь-
ку они определяются через множество всех разбиений выборки.

Получены верхние оценки комбинаторных функционалов, аналогичные
по своей структуре статистическим [9]. Они оказываются даже более точны-
ми, поскольку вместо сложности всего семейства в них фигурирует сложность
локального подсемейства, состоящего из алгоритмов, выдаваемых методом обу-
чения в данной конкретной задаче.

Комбинаторные оценки, в отличие от статистических, справедливы для лю-
бого метода обучения и любой конечной выборки, не обязательно случайной,
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независимой, одинаково распределённой. Их доказательство проводится исклю-
чительно комбинаторными методами и вообще не опирается на теорию вероят-
ностей. Данный факт представляется весьма неожиданным. До сих пор веро-
ятностная природа проблемы качества обучения оставалась, пожалуй, един-
ственным постулатом статистической теории, никогда не подвергавшимся со-
мнению. Но возможна и другая точка зрения: само понятие вероятности со-
держит «встроенный» предельный переход, поэтому его применение не вполне
уместно в дискретных задачах с конечными, зачастую малыми, выборками.

Комбинаторный подход не отвергает, а уточняет статистическую теорию.
Любая комбинаторная оценка легко «превращается» в вероятностную, если сно-
ва принять стандартный набор вероятностных гипотез и применить операцию
математического ожидания одновременно к функционалу и его оценке. Таким
образом, при переходе от статистической теории к комбинаторной соблюдается
«принцип соответствия».

В то же время, комбинаторная перестройка аксиоматики приводит к суще-
ственному пересмотру многих положений статистической теории.

1. Становится полностью очевидной избыточность требования равномерной
сходимости. На практике восстанавливаемая зависимость и метод обучения все-
гда фиксированы, а обучающая выборка — конечна. Поэтому лишь конечная
часть семейства может быть получена в результате обучения, остальные алго-
ритмы остаются незадействованными. Разумеется, наибольший интерес пред-
ставляют ситуации, когда сложность локального подсемейства оказывается су-
щественно меньше сложности всего семейства. Этот эффект предлагается на-
зывать локализацией семейства алгоритмов. Существование эффекта локали-
зации снимает искусственный запрет на использование сложных алгоритмов.
Важно не столько ограничить ёмкость семейства, сколько разработать метод
обучения, способный подстраиваться под конкретные задачи, всякий раз по-
разному локализуя «рабочую область» семейства. При фиксации восстанавли-
ваемой зависимости метод обучения должен строить алгоритмы, «похожие»
на неё. Тогда не важно, сколько ещё «не похожих» алгоритмов содержится
в семействе. Это свойство предлагается называть локализующей способностью
метода обучения. Оно является важной компонентой его обобщающей способ-
ности.

2. Комбинаторный подход позволяет по-новому взглянуть на проблему по-
строения корректных алгоритмов (не допускающих ошибок на обучающей вы-
борке). Комбинаторные оценки представляются в виде произведения локаль-
ной функции роста, которая может быть много меньше функции роста всего
семейства, и комбинаторного множителя, который быстро возрастает по мере
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увеличения числа ошибок на обучении. Очевидно, для обеспечения коррект-
ности необходимо усложнять конструкцию алгоритмов. Согласно статистиче-
ской теории это приводит к значительному увеличению функции роста всего
семейства, на фоне которого эффект уменьшения комбинаторного множителя
остаётся незаметным. Отсюда делается вывод, что не следует добиваться без-
ошибочной работы алгоритма на обучающем материале. С точки зрения ком-
бинаторного подхода усложнение конструкции алгоритма не обязательно при-
водит к существенному увеличению локальной функции роста. В этом случае
требование корректности становится крайне желательным, поскольку оно рез-
ко уменьшает комбинаторный множитель. Отметим, что идея построения кор-
ректных алгоритмических композиций является центральной в алгебраическом
подходе к распознаванию [12].

3. Отличительной чертой комбинаторного подхода является сохранение ком-
бинаторного множителя в исходном, достаточно громоздком, виде. Элементар-
ные расчёты показывают, что его экспоненциальные приближения, принятые
в статистической теории, приводят к ослаблению оценки в несколько раз. Со-
временные вычислительные средства позволяют достаточно эффективно рабо-
тать с исходной формулой.

4. Существенно трансформируется метод структурной минимизации риска.
Поскольку комбинаторные функционалы можно измерять по выборке, появля-
ется возможность вообще отказаться от завышенных верхних оценок, и перей-
ти к непосредственному использованию скользящего контроля. Но это имен-
но то, что предлагали делать Вапник и Червоненкис на практике, правда, без
видимой связи с основными теоретическими результатами [3]. В комбинатор-
ном подходе построение структуры вложенных подсемейств различной ёмкости
теряет смысл. Вместо этого достаточно брать конечный набор методов обуче-
ния и выбирать из них лучший по критерию скользящего контроля. Некоторые
эмпирические исследования показывают, что данная техника выбора модели
алгоритмов во многих случаях предпочтительнее принципов структурной ми-
нимизации риска и минимальной длины описания (minimum description length),
направленных на явную оптимизацию сложности [55].

5. Предложенное в работах [80, 33] понятие эффективной ёмкости основано
на эмпирическом измерении функционала равномерного отклонения частоты
ошибок в двух выборках для задач классификации. В комбинаторном подходе
этот функционал очевидным образом заменяется на функционал скользяще-
го контроля, что приводит к возникновению нового понятия локальной эффек-
тивной ёмкости. В отличие от эффективной ёмкости по Вапнику, локальная
эффективная ёмкость учитывает все особенности распределения объектов, вос-
станавливаемой зависимости и метода обучения.
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6. Анализ комбинаторных оценок позволяет назвать три основные причины
завышенности сложностных оценок качества: пренебрежение эффектом лока-
лизации, погрешность экспоненциального приближения комбинаторного мно-
жителя и погрешность, связанная с самим переходом от качества к сложно-
сти. Комбинаторный аналог оценок Вапника-Червоненкиса позволяет устра-
нить только первые две причины. В силу третьей причины любые сложностные
оценки качества обучения являются принципиально завышенными.

Данный факт позволяет выдвинуть предположение, что получить приемле-
мые численные оценки качества возможно только при явном учёте априорной
информации о выборке и восстанавливаемой зависимости.

9. Универсальные ограничения

Основная идея этого направления состоит в том, что если метод обучения
строит алгоритмы, в некотором смысле «согласованные» с имеющейся априор-
ной информацией, то обобщающая способность такого метода может оказаться
существенно лучше, чем в общем случае.

Соответствие обучающей выборки (локальной информации) и априорных
ограничений (универсальной информации) подробно изучается в теории уни-
версальных и локальных ограничений К. В. Рудакова [19, 22, 20, 21, 23, 11] с по-
зиций теории категорий и алгебраического подхода к проблеме распознавания.
Алгебраическая теория позволяет проверять непротиворечивость этих двух ти-
пов информации и конструктивно описывать неизбыточные классы моделей
алгоритмов, допускающие построение корректных (не ошибающихся на обуча-
ющей выборке) алгоритмов. Однако оценки обобщающей способности в данной
теории не рассматриваются. Вообще, проблема влияния априорной информа-
ции на качество восстановления зависимости представляется наиболее сложной
и наименее изученной.

Комбинаторный подход существенно облегчает развитие данного направле-
ния, поскольку отпадает необходимость согласовывать априорную информацию
со свойствами вероятностной меры.

В частности, получена не-вероятностная оценка функционала скользяще-
го контроля для случая, когда искомая зависимость монотонна или почти-
монотонна, и метод обучения строит только монотонные отображения [7, 9].
Априорная информация выражается в форме «профиля монотонности» вы-
борки, который характеризует плотность отношения порядка вблизи границы
классов. Данная оценка никогда не превышает единицы, не зависит от слож-
ности семейства (имеющего, как известно, бесконечную ёмкость), и является
существенно более точной на малых выборках, чем оценки, полученные ра-
нее [24, 75].
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Ещё одна не-вероятностная оценка получена для метода ближайшего сосе-
да при наличии априорной информации о компактности классов, выражен-
ной в форме «профиля компактности» выборки. Данная оценка является точ-
ной и вытекает непосредственно из формул эффективного вычисления полного
скользящего контроля для метода ближайших соседей [68]. Она также не зави-
сит от сложностных характеристик семейства, имеющего бесконечную ёмкость.

В заключение отметим, что дополнением к данному обзору является пе-
риодически пополняемая частично аннотированная библиографическая база
MachLearn, размещённая по адресу www.ccas.ru/frc.

Автор выражает глубокую признательность академику РАН Ю. И. Журав-
лёву за оказываемую поддержку и своему Учителю чл.-корр. РАН К. В. Руда-
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