
Êîìáèíàòîðíûå îöåíêè êà÷åñòâà

îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì∗

Ê. Â. Âîðîíöîâ
voron@ccas.ru

3 èþëÿ 2003 ã.
Ïðèíÿòî â ïå÷àòü â Äîêëàäàõ ÐÀÍ

Â ñîîáùåíèè ðàññìàòðèâàþòñÿ ôóíêöèîíàëû ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ è èõ
âåðõíèå îöåíêè, õàðàêòåðèçóþùèå êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ àëãîðèòìîâ ïî ïðåöåäåíò-
íûì ýìïèðè÷åñêèì äàííûì. Ñëó÷àéíîñòü è íåçàâèñèìîñòü èñõîäíûõ äàííûõ
íå ïðåäïîëàãàþòñÿ. Îïèñûâàåòñÿ ýôôåêò ëîêàëèçàöèè ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ
è ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ëîêàëüíîé ôóíêöèè ðîñòà. Ïðèâîäÿòñÿ îöåíêè êà÷åñòâà ìî-
íîòîííûõ êëàññèôèêàòîðîâ, íå âûðîæäåííûå íà ìàëûõ âûáîðêàõ è íå çàâèñÿùèå
îò ñëîæíîñòè ñåìåéñòâà.

Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Çàäàíî ìíîæåñòâî
îáúåêòîâ X, ìíîæåñòâî îòâåòîâ Y è ìíîæåñòâî A îòîáðàæåíèé èç X â Y , íàçûâà-
åìûõ àëãîðèòìàìè. Ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå y∗ : X → Y , íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàä-
ëåæàùåå A, çíà÷åíèÿ êîòîðîãî yi = y∗(xi) èçâåñòíû òîëüêî íà îáúåêòàõ êîíå÷íîé
îáó÷àþùåé âûáîðêè X l = {x1, . . . , xl}. Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü àëãîðèòì a∗ ∈ A, óäî-
âëåòâîðÿþùèé ëîêàëüíûì îãðàíè÷åíèÿì a∗(xi) = yi, i = 1, . . . , l è óíèâåðñàëüíûì
îãðàíè÷åíèÿì a∗ ∈ Au, ãäå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ Au ⊆ A îïðåäåëÿåòñÿ ñïåöèôè-
êîé êîíêðåòíîé çàäà÷è [2]. Èñêîìûé àëãîðèòì a∗ äîëæåí ïðèáëèæàòü âîññòàíàâëè-
âàåìóþ çàâèñèìîñòü y∗ íå òîëüêî íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé âûáîðêè, íî è íà âñ¼ì
ìíîæåñòâå X. Äàííîå òðåáîâàíèå ìîæíî ôîðìàëèçîâàòü ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ
ôóíêöèîíàëîâ êà÷åñòâà, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ áóäóò ðàññìîòðåíû íèæå.

×àñòîòà îøèáîê àëãîðèòìà a ∈ A íà âûáîðêå Xp = {x1, . . . , xp} ⊂ X åñòü

ν(a, Xp) =
1

p

p∑
i=1

I(xi, a(xi)),

ãäå I(x, y) � èíäèêàòîð îøèáêè, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå 1, åñëè îòâåò y ÿâëÿåòñÿ
îøèáî÷íûì äëÿ îáúåêòà x, è 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Îáû÷íî èíäèêàòîð îøèá-

∗Ðàáîòà ïîääåðæàíà Ðîññèéñêèì ôîíäîì ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (� 02-01-00325)
è Ôîíäîì ñîäåéñòâèÿ îòå÷åñòâåííîé íàóêå.



� 2 �

êè îïðåäåëÿþò êàê ôóíêöèþ îòêëîíåíèÿ îòâåòà y îò ïðàâèëüíîãî îòâåòà y∗(x),
íàïðèìåð I(x, y) =

[
|y − y∗(x)| > δ

]
ïðè çàäàííîì δ > 0. Çäåñü è äàëåå êâàäðàò-

íûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò îòîáðàæåíèå ëîãè÷åñêîãî ðåçóëüòàòà â ÷èñëî: [Ëîæü ] = 0,
[Èñòèíà ] = 1.

Îïðåäåëåíèå 1. Ìåòîäîì îáó÷åíèÿ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå µ, êîòîðîå ïðî-
èçâîëüíîé êîíå÷íîé îáó÷àþùåé âûáîðêå X l ñ çàäàííûìè íà íåé îòâåòàìè Y l =

= {y1, . . . , yl} ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå îïðåäåë¼ííûé àëãîðèòì a = µ(X l, Y l). Ãîâîðÿò
òàêæå, ÷òî ìåòîä µ ñòðîèò àëãîðèòì a ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå X l.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìåòîä µ ñòðîèò àëãîðèòìû, âûáèðàÿ èõ èç íåêîòîðîãî ñå-
ìåéñòâà àëãîðèòìîâ A ⊆ Au. Ïðåäïîëàãàÿ îòîáðàæåíèå y∗ ôèêñèðîâàííûì, áóäåì
èñïîëüçîâàòü ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå µ(X l).

Àëãîðèòì a íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì íà âûáîðêå X l, åñëè ν(a, X l) = 0. Ìåòîä µ

íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì íà âûáîðêå X l, åñëè àëãîðèòì µ(X l) êîððåêòåí íà X l.
Êîððåêòíîñòü ìåòîäà íà îáó÷àþùåé âûáîðêå â îáùåì ñëó÷àå íå ãàðàíòèðóåò, ÷òî
ïîñòðîåííûé àëãîðèòì áóäåò ñòîëü æå õîðîøî ðàáîòàòü íà îñòàëüíûõ âûáîðêàõ.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ôóíêöèîíàëîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ êà÷åñòâî àëãîðèòìîâ
âíå îáó÷àþùåé âûáîðêè (ãîâîðÿò òàêæå î ñïîñîáíîñòè àëãîðèòìà ê îáîáùåíèþ èëè
ýêñòðàïîëÿöèè).

1. Ôóíêöèîíàë ÷àñòîòû îøèáîê ν(µ(X l), Xk) íà çàäàííîé êîíòðîëüíîé âû-
áîðêå Xk. Íåäîñòàòîê ýòîãî ôóíêöèîíàëà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ôèêñèðóåòñÿ
íåêîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðîèçâîëüíîå ðàçáèåíèå âûáîðêè X l ∪ Xk íà îáó÷àþ-
ùóþ è êîíòðîëüíóþ ÷àñòè. Åñëè çíà÷åíèå ν(µ(X l), Xk) äîñòàòî÷íî ìàë�î, òî íåò
íèêàêîé ãàðàíòèè, ÷òî ïðè äðóãîì ðàçáèåíèè òîé æå âûáîðêè (X l

1, X
k
1 ) çíà÷åíèå

ν(µ(X l
1), X

k
1 ) áóäåò ñòîëü æå ìàë�î. Òàêèì îáðàçîì, ïðè ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëà

êà÷åñòâà öåëåñîîáðàçíî ó÷èòûâàòü ðàçëè÷íûå ñïîñîáû ðàçáèåíèÿ âûáîðêè. Äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l è k � ïðîèçâîëüíûå ôèêñèðîâàííûå ÷èñëà è L = l + k.

2. Ôóíêöèîíàë ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ:

Ql,k
c (µ, XL) =

1

N

N∑
n=1

ν(µ(X l
n), Xk

n),

ãäå (X l
n, X

k
n), n = 1, . . . , N � âñåâîçìîæíûå ðàçáèåíèÿ âûáîðêè XL íà îáó÷àþùóþ

è êîíòðîëüíóþ ïîäâûáîðêè äëèíîé l è k ñîîòâåòñòâåííî, N = C l
L.

3. Ôóíêöèîíàë ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ, òåðïèìûé ê íåçíà÷èòåëüíîé äîëå îøè-
áîê ε íà êîíòðîëüíîé ïîäâûáîðêå, 0 6 ε < 1:

Ql,k
ε (µ, XL) =

1

N

N∑
n=1

[
ν(µ(X l

n), Xk
n) > ε

]
.
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Òåîðåìà 1. Ôóíêöèîíàëû Ql,k
c è Ql,k

ε ñâÿçàíû äâóñòîðîííèìè îöåíêàìè

εQl,k
ε 6 Ql,k

c 6 ε + (1− ε)Ql,k
ε .

4. Ôóíêöèîíàë ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ, òåðïèìûé ê íåçíà÷èòåëüíûì îòêëîíå-
íèÿì ÷àñòîòû îøèáîê íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå îò ÷àñòîòû îøèáîê íà îáó÷åíèè:

Ql,k
ν,ε(µ, XL) =

1

N

N∑
n=1

[
ν(µ(X l

n), Xk
n)− ν(µ(X l

n), X l
n) > ε

]
.

Åñëè ìåòîä µ êîððåêòåí íà âñåâîçìîæíûõ ïîäâûáîðêàõ äëèíû l, òî ôóíêöèîíàëû
Ql,k

ε è Ql,k
ν,ε ñîâïàäàþò. Â îáùåì ñëó÷àå îíè ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì Ql,k

ν,ε 6 Ql,k
ε .

5. Ïóñòü ìíîæåñòâî îáúåêòîâ X ÿâëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòíûì ïðîñòðàíñòâîì, âû-
áîðêè X l è Xk ñëó÷àéíûå, íåçàâèñèìûå è îäèíàêîâî ðàñïðåäåëåííûå, A � çàäàí-
íîå ñåìåéñòâî àëãîðèòìîâ. Âàïíèêîì è ×åðâîíåíêèñîì ïðåäëîæåí âåðîÿòíîñòíûé
ôóíêöèîíàë ðàâíîìåðíîãî îòêëîíåíèÿ ÷àñòîòû îøèáîê â äâóõ âûáîðêàõ, äëÿ êî-
òîðîãî â ñëó÷àå l = k èìè ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà [1]:

P l,k
ν,ε(A) = P

{
sup
a∈A

(
ν(a, Xk)− ν(a, X l)

)
> ε
}

6 1.5 ∆A(L) e−ε2l,

ãäå ∆A(L) � ôóíêöèÿ ðîñòà ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ A, îïðåäåëÿåìàÿ êàê ÷èñëî
ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ (β1, . . . , βL), βi = I(xi, a(xi)), ïîðîæäàåìûõ âñåâîç-
ìîæíûìè àëãîðèòìàìè a ∈ A íà âñåâîçìîæíûõ âûáîðêàõ XL. Åñëè ñåìåéñòâî A

èìååò êîíå÷íóþ ¼ìêîñòü h, òî ∆A(L) 6 1.5 Lh

h!
.

Ôóíêöèîíàëû ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ Ql,k
c , Ql,k

ε , Ql,k
ν,ε áóäåì íàçûâàòü êîìáèíà-

òîðíûìè. Â îòëè÷èå îò âåðîÿòíîñòíîãî ôóíêöèîíàëà P l,k
ν,ε îíè çàâèñÿò îò ìåòîäà

îáó÷åíèÿ è êîíêðåòíîé âûáîðêè, êîòîðàÿ íå îáÿçàíà áûòü ñëó÷àéíîé. Ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âîçìîæåí ïåðåõîä îò êîìáè-
íàòîðíûõ ôóíêöèîíàëîâ ê âåðîÿòíîñòíûì ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ìàòåìàòè÷åñêîãî
îæèäàíèÿ:

EQl,k
c (µ, XL) = P{I(µ(X l), x) = 1};

EQl,k
ε (µ, XL) = P

{
ν(µ(X l), Xk) > ε

}
;

EQl,k
ν,ε(µ, XL) = P

{
ν(µ(X l), Xk)− ν(µ(X l), X l) > ε

}
6 P l,k

ν,ε(A). (1)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáûå âåðõíèå îöåíêè êîìáèíàòîðíûõ ôóíêöèîíàëîâ ëåã-
êî ïåðåíîñÿòñÿ íà ñîîòâåòñòâóþùèå âåðîÿòíîñòíûå ôóíêöèîíàëû. Êðîìå òîãî,
èç íåðàâåíñòâà (1) ñëåäóåò, ÷òî îöåíêà Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà âåðíà è äëÿ EQl,k

ν,ε.
Îêàçûâàåòñÿ, ýòà æå îöåíêà, è äàæå áîëåå ñèëüíàÿ, âåðíà íåïîñðåäñòâåííî

äëÿ ôóíêöèîíàëà Ql,k
ν,ε(µ, XL) ïðè ïðîèçâîëüíûõ µ è XL. Óñèëåíèå îöåíêè ñâÿçàíî

ñ ýôôåêòîì ¾ëîêàëèçàöèè¿ ôóíêöèè ðîñòà, êîòîðûé ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïðè ôèê-
ñèðîâàííîé âûáîðêå ëèøü êîíå÷íàÿ ÷àñòü ñåìåéñòâà A ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà â ðå-
çóëüòàòå îáó÷åíèÿ, à îñòàëüíûå àëãîðèòìû îñòàþòñÿ íåçàäåéñòâîâàííûìè.
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Îïðåäåëåíèå 2. Ëîêàëüíûì ñåìåéñòâîì àëãîðèòìîâ, ïîðîæä¼ííûì ìåòî-
äîì µ íà âûáîðêå XL, íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ

Al
L(µ, XL) =

{
µ(X l

n)
∣∣ n = 1, . . . , N

}
, N = C l

L.

Îïðåäåëåíèå 3. Ëîêàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà ∆l
L(µ, XL) ìåòîäà µ íà âû-

áîðêå XL íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ áèíàðíûõ âåêòîðîâ (β1, . . . , βL), βi =

= I(xi, a(xi)), ïîðîæäàåìûõ âñåâîçìîæíûìè àëãîðèòìàìè a ∈ Al
L(µ, XL).

Ëîêàëüíàÿ ôóíêöèÿ ðîñòà íå ïðåâîñõîäèò ∆A(L) è îãðàíè÷åíà ñâåðõó ÷èñ-
ëîì C l

L, â òî âðåìÿ êàê ∆A(L) 6 2L.
Îïðåäåëåíèå 4. Ñòåïåíüþ íåêîððåêòíîñòè ìåòîäà µ íà âûáîðêå XL íàçû-

âàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ ÷àñòîòà îøèáîê íà âñåâîçìîæíûõ îáó÷àþùèõ ïîäâûáîðêàõ
äëèíû l:

σl
L(µ, XL) = max

n=1,...,N
ν(µ(X l

n), X l
n).

Åñëè ìåòîä µ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì íà âñåõ ïîäâûáîðêàõ äëèíû l, òî σl
L =

= 0. Â äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ ∆l
L, Al

L è σl
L

ñ îïóùåííûìè àðãóìåíòàìè (µ, XL).
Òåîðåìà 2. Ïðè ëþáûõ µ è XL ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Ql,k
ν,ε(µ, XL) < ∆l

L(µ, XL) · Γl
L(ε, σl

L), (2)

ãäå Γl
L(ε, σ) = max

m

∑
s

Cs
mC l−s

L−m

C l
L

, èíäåêñ m ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò dεke äî k + σl,

èíäåêñ s ïðîáåãàåò çíà÷åíèÿ îò max{0, m− k} äî min
{⌊

l
L
(m− εk)

⌋
, σl
}
.

Âåëè÷èíó Γl
L(ε, σ) áóäåì íàçûâàòü êîìáèíàòîðíûì ìíîæèòåëåì.

Ñëåäñòâèå 1. Îöåíêà (2) íå óáûâàåò ïî σ, ïîñêîëüêó Γl
L(ε, σ) íå óáûâàåò ïî σ.

Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ ïðè σ = 0, êîãäà ìåòîä ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì:

Γl
L(ε, 0) =

C l
L−dεke

C l
L

6

(
k

L

)εk

.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè l = k è ëþáûõ (µ, XL) äëÿ ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà Ql,k
ν,ε

ñïðàâåäëèâà îöåíêà Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà ñ òî÷íîñòüþ äî çàìåíû ôóíêöèè ðîñòà
âñåãî ñåìåéñòâà íà ëîêàëüíóþ ôóíêöèþ ðîñòà:

Ql,k
ν,ε(µ, XL) < 1.5 ∆l

L(µ, XL) e−ε2l 6 1.5 ∆A(L) e−ε2l. (3)

Îòìåòèì, ÷òî íåò îñîáûõ îñíîâàíèé ïðèðàâíèâàòü l è k, çà èñêëþ÷åíèåì óäîá-
ñòâà îöåíèâàíèÿ Γl

L, ïîýòîìó ìû ðàññìàòðèâàåì îáùèé ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ l è k.
Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò îçíà÷àåò, ÷òî êà÷åñòâî îáó÷åíèÿ ìîæíî îïèñûâàòü íå

òîëüêî íà ÿçûêå òåîðèè âåðîÿòíîñòåé, íî è ñ ïîìîùüþ êîìáèíàòîðíûõ ôóíêöèî-
íàëîâ, çàâèñÿùèõ îò âûáîðêè, è îñíîâàííûõ íà èäåå ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. Îöåí-
êà (3) ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé âûáîðêè, íå îáÿçàòåëüíî ñëó÷àéíîé è íåçàâèñèìîé.
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Â òåîðèè âåðîÿòíîñòåé íåçàâèñèìîñòü îçíà÷àåò èíâàðèàíòíîñòü âåðîÿòíîñò-
íîé ìåðû îòíîñèòåëüíî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíîâîê ýëåìåíòîâ âûáîðêè. Â êîì-
áèíàòîðíîé ïîñòàíîâêå âìåñòî íåçàâèñèìîñòè âûáîðêè äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü
èíâàðèàíòíîñòü ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà îòíîñèòåëüíî âñåâîçìîæíûõ ïåðåñòàíî-
âîê âûáîðêè (ñèììåòðè÷íîñòü ôóíêöèîíàëà). Çàìåòèì, ÷òî âñå ââåäåííûå âû-
øå êîìáèíàòîðíûå ôóíêöèîíàëû ñèììåòðè÷íû. Äàííîå îãðàíè÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñó-
ùåñòâåííî áîëåå ñëàáûì, ïîñêîëüêó îíî íàêëàäûâàåòñÿ íå íà èñõîäíûå äàííûå,
à íà èñïîëüçóåìûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà. Òàêèì îáðàçîì, ïðèðîäà îöåíêè (3) îêà-
çûâàåòñÿ èñêëþ÷èòåëüíî êîìáèíàòîðíîé è âûòåêàåò èç äèñêðåòíîñòè èíäèêàòîðà
îøèáêè I(x, y) è ñèììåòðè÷íîñòè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà.

Äëÿ êîìáèíàòîðíûõ ôóíêöèîíàëîâ âîçìîæíî ïîëó÷åíèå äàæå áîëåå òî÷íûõ
îöåíîê, çàâèñÿùèõ îò ñâîéñòâ êîíêðåòíîé âûáîðêè. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå îöåíêè
ïîçâîëÿþò ó÷åñòü ýôôåêò ëîêàëèçàöèè ôóíêöèè ðîñòà. Â ñèëó íåðàâåíñòâà (1)
âåðîÿòíîñòíûé ôóíêöèîíàë ðàâíîìåðíîãî îòêëîíåíèÿ ÷àñòîò ìîæåò ðàññìàòðè-
âàòüñÿ êàê âåðõíÿÿ îöåíêà ôóíêöèîíàëà ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. Ïîòåðÿ òî÷íîñòè
â ýòîé îöåíêå ñâÿçàíà ñ èçáûòî÷íîñòüþ òðåáîâàíèÿ ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè.

Ïðåäñòàâèì îòíîøåíèå ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòåé íåðàâåíñòâà (3) â ñëåäóþùåì
âèäå:

∆(A) 1.5 e−ε2l

Ql,k
ν,ε

=
∆(A)

∆l
L

· 1.5 e−ε2l

Γl
L

· ∆l
LΓl

L

Ql,k
ν,ε

.

Â êàæäîé èç äðîáåé ÷èñëèòåëü ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé çíàìåíàòåëÿ. Òðè ñî-
ìíîæèòåëÿ â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îïèñûâàþò ñîîòâåòñòâåííî òðè îñíîâíûå
ïðè÷èíû çàâûøåííîñòè âåðîÿòíîñòíûõ îöåíîê êà÷åñòâà. Ïåðâàÿ ïðè÷èíà � ïðå-
íåáðåæåíèå ýôôåêòîì ëîêàëèçàöèè. Ñëîæíîñòü êîíå÷íîãî ïîäñåìåéñòâà àëãîðèò-
ìîâ Al

L, ðåàëüíî ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëüòàòå îáó÷åíèÿ, ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííî
ìåíüøå ñëîæíîñòè âñåãî ñåìåéñòâà A. Âòîðàÿ ïðè÷èíà � îòíîñèòåëüíàÿ ïîãðåø-
íîñòü ýêñïîíåíöèàëüíîé îöåíêè êîìáèíàòîðíîãî ìíîæèòåëÿ, êîòîðàÿ, â îòëè÷èå
îò àáñîëþòíîé ïîãðåøíîñòè, çàìåòíî óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì l. Òðåòüÿ ïðè÷èíà �
ïîãðåøíîñòü ðàçëîæåíèÿ ôóíêöèîíàëà ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ â ïðîèçâåäåíèå ëî-
êàëüíîé ôóíêöèè ðîñòà ∆l

L è êîìáèíàòîðíîãî ìíîæèòåëÿ Γl
L.

Ïåðñïåêòèâíûì ïîäõîäîì ê ïîâûøåíèþ òî÷íîñòè îöåíîê ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîë-
íûé îòêàç îò èñïîëüçîâàíèÿ ñëîæíîñòíûõ õàðàêòåðèñòèê ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ.
Îöåíêè òàêîãî âèäà èçâåñòíû äëÿ ñòàáèëüíûõ àëãîðèòìîâ [5] è âûïóêëûõ êîìáè-
íàöèé êëàññèôèêàòîðîâ [4]. Ìû ðàññìàòðèâàåì åù¼ îäèí ñëó÷àé � êîãäà èìååòñÿ
àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèÿ î ìîíîòîííîñòè èëè ïî÷òè ìîíîòîííîñòè âîññòàíàâëèâà-
åìîé çàâèñèìîñòè. Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ìîíîòîííûõ êëàññèôèêàòîðîâ îáñó-
æäàåòñÿ â [6]. Ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííûõ àëãîðèòìîâ ïî êîíå÷íûì âûáîðêàì
ðàññìàòðèâàþòñÿ â [3] äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè.

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè, â êîòîðîé ìíîæåñòâî X ÷àñòè÷íî óïî-
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ðÿäî÷åíî, Y = {0, 1}, èíäèêàòîð îøèáêè èìååò âèä I(x, y) = |y∗(x) − y|, ìåòîä
îáó÷åíèÿ µ âûáèðàåò àëãîðèòìû èç ìíîæåñòâà A âñåõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé
èç X â Y .

Îïðåäåëåíèå 5. Ñòåïåíüþ íåìîíîòîííîñòè âûáîðêè XL íàçûâàåòñÿ íàè-
ìåíüøàÿ ÷àñòîòà îøèáîê, äîïóñêàåìûõ íà íåé ìîíîòîííûìè àëãîðèòìàìè:

δ(XL) = min
a∈A

ν(a, XL).

Âûáîðêà XL íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè èç xi 6 xj ñëåäóåò yi 6 yj äëÿ
âñåõ i, j = 1, . . . , L. Âûáîðêà ìîíîòîííà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà δ(XL) = 0.
Åñëè ìåòîä µ ñòðîèò àëãîðèòìû ñ ìèíèìèìàëüíîé ÷àñòîòîé îøèáîê íà îáó÷àþùåé
âûáîðêå â êëàññå âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé A, òî ýòîò ìåòîä áóäåò êîððåêòíûì
íà ëþáîé ìîíîòîííîé âûáîðêå [3].

Îïðåäåëåíèå 6. Âåðõíèì è íèæíèì êëèíîì îáúåêòà xi ∈ XL íàçûâàþòñÿ
ñîîòâåòñòâåííî ìíîæåñòâà

W0(xi) =
{
xk ∈ XL

∣∣ xi < xk è yk = 0
}

;

W1(xi) =
{
xk ∈ XL

∣∣ xk < xi è yk = 1
}

.

Ìîùíîñòü êëèíà wi = |Wyi
(xi)| õàðàêòåðèçóåò ãëóáèíó ïîãðóæåíèÿ îáúåêòà xi

â òîò êëàññ, êîòîðîìó îí ïðèíàäëåæèò. ×åì ìåíüøå wi, òåì áëèæå îáúåêò ê ãðàíè-
öå êëàññà. Äëÿ ãðàíè÷íûõ îáúåêòîâ wi = 0. Åñëè ìîíîòîííûé àëãîðèòì äîïóñêàåò
îøèáêó íà îáúåêòå xi, òî îí äîïóñêàåò îøèáêó è íà âñåõ îáúåêòàõ èç êëèíà Wyi

(xi).
Äàííûé ôàêò ñóùåñòâåííî èñïîëüçóåòñÿ ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëåäóþùåé òåîðåìû.

Òåîðåìà 3. Åñëè ìåòîä µ ñòðîèò àëãîðèòì ñ ìèíèìèìàëüíîé ÷àñòîòîé îøè-
áîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå â êëàññå âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, è åñëè ñòåïåíü
íåìîíîòîííîñòè âûáîðêè XL ðàâíà δ, òî

Ql,k
c (µ, XL) 6

1

L

L∑
i=1

wi<δL+k

min{δL,l,wi}∑
s=0

Cs
wi

C l−s
L−1−wi

C l
L−1

. (4)

Ñëåäñòâèå. Îöåíêà ìîíîòîííî íå óáûâàåò ïî δ, äîñòèãàÿ íàèìåíüøåãî çíà-
÷åíèÿ ïðè δ = 0, êîãäà âûáîðêà ìîíîòîííà è ìåòîä µ ÿâëÿåòñÿ êîððåêòíûì:

Ql,k
c (µ, XL) 6

1

L

L∑
i=1

wi<k

C l
L−1−wi

C l
L−1

6
1

L

L∑
i=1

wi<k

(
k

L

)wi

.

Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà, â îòëè÷èå îò ñëîæíîñòíûõ, âñåãäà íå ïðåâûøàåò 1. Íàè-
áîëüøåå çíà÷åíèå 1 äîñòèãàåòñÿ, åñëè wi = 0 äëÿ âñåõ i = 1, . . . , L. Ýòî òîò ñëó÷àé,
êîãäà îáà êëàññà ñîñòîÿò èç ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ îáúåêòîâ, è âñÿ âûáîðêà ðàñïà-
äàåòñÿ íà äâå àíòèöåïè. Íàèìåíüøåå çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ, êîãäà âûáîðêà ìîíî-
òîííà è ëèíåéíî óïîðÿäî÷åíà. Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî êëèíüåâ ìîùíîñòè w íå ïðå-
âûøàåò 2 äëÿ âñåõ w = 1, . . . , k, îòêóäà âûòåêàåò Ql,k

c 6 2/l.
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�ìêîñòü êëàññà ìîíîòîííûõ êëàññèôèêàòîðîâ áåñêîíå÷íà, ïîñêîëüêó íà âû-
áîðêå äëèíû L, ñîñòîÿùåé èç ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóåòñÿ ðîâíî
2L äèõîòîìèé. Òàêèì îáðàçîì, êëàññè÷åñêàÿ òåîðèÿ Âàïíèêà-×åðâîíåíêèñà âîîá-
ùå íå äà¼ò îöåíîê êà÷åñòâà äëÿ äàííîãî ñëó÷àÿ. Èçâåñòíî [6], ÷òî ýôôåêòèâíàÿ
¼ìêîñòü êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé íå ïðåâîñõîäèò äëèíû ìàêñèìàëüíîé àíòè-
öåïè â âûáîðêå XL. Îöåíêà (4) ñóùåñòâåííî áîëåå òî÷íàÿ, îñîáåííî ïðè ìàëûõ
âûáîðêàõ.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü àêàäåìèêó ÐÀÍ Þ. È. Æóðà-
âë¼âó çà îêàçàííóþ ïîääåðæêó è ñâîåìó Ó÷èòåëþ ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ê. Â. Ðóäàêîâó
çà ïîñòîÿííîå âíèìàíèå ê ðàáîòå è öåííûå çàìå÷àíèÿ.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ

1 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 1

Äîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü äâóñòîðîííèõ îöåíîê εQl,k
ε 6 Ql,k

c 6 ε + (1− ε)Ql,k
ε .

Ââåä¼ì ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå νlk
n = ν(µ(X l

n), Xk
n), n = 1, . . . , N . Ñîîòíî-

øåíèå εQl,k
ε 6 Ql,k

c âûòåêàåò èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà ε
[
νlk

n > ε
]

6 νlk
n , ñïðàâåä-

ëèâîãî äëÿ ëþáîãî ε èç îòðåçêà [ 0, 1 ].
Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ ðàçîáü¼ì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {1, . . . , N}

íà äâà ïîäìíîæåñòâà N1 = {n ∈ N | νlk
n > ε} è N2 = {n ∈ N | νlk

n 6 ε}. Òîãäà

Ql,k
ε =

1

N

N∑
n=1

[
νlk

n > ε
]

=
|N1|
N

;

Ql,k
c =

1

N

(∑
n∈N1

νlk
n +

∑
n∈N2

νlk
n

)
6

6
|N1|
N

+
ε|N2|
N

=
|N1|
N

+ ε
N − |N1|

N
= ε + (1− ε)Ql,k

ε .

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû ôóíêöèîíàëû Ql,k

c è Ql,k
ε ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ

êàê âçàèìîçàìåíÿåìûå. Äëÿ îöåíèâàíèÿ êà÷åñòâà ìîæíî âûáèðàòü òîò ôóíêöèî-
íàë, ñ êîòîðûì óäîáíåå ðàáîòàòü â êàæäîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå.

2 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2

Èäåÿ äîêàçàòåëüñòâà â öåëîì ñëåäóåò Âàïíèêó [1], çà èñêëþ÷åíèåì òîãî, ÷òî
ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìáèíàòîðíûé ôóíêöèîíàë ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ âìåñòî âåðî-
ÿòíîñòíîãî ôóíêöèîíàëà ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè ÷àñòîò â äâóõ ïîäâûáîðêàõ.

Ââåä¼ì íà ëîêàëüíîì ñåìåéñòâå àëãîðèòìîâ Al
L îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè,

ïîëîæèâ, ÷òî ïðîèçâîëüíûå àëãîðèòìû a è a′ èç Al
L ýêâèâàëåíòíû òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà îíè äîïóñêàþò îøèáêè íà îäíèõ è òåõ æå îáúåêòàõ âûáîðêè XL:

a ∼ a′ ⇔ (∀x ∈ XL) I(x, a) = I(x, a′).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆m ÷èñëî ñïîñîáîâ ïîëó÷èòü m îøèáîê íà äàííîé âûáîðêå
âñåâîçìîæíûìè àëãîðèòìàìè èç Al

L.
Îòíîøåíèå ýêâèâàëåíòíîñòè ðàçáèâàåò ìíîæåñòâî Al

L íà êëàññû ýêâèâàëåíò-
íîñòè, îáîçíà÷àåìûå äàëåå Ami, ãäå m � ÷èñëî îøèáîê, äîïóñêàåìûõ íà âûáîð-
êå XL àëãîðèòìàìè äàííîãî êëàññà, i � ïîðÿäêîâûé íîìåð êëàññà ñðåäè âñåõ
êëàññîâ, àëãîðèòìû êîòîðûõ äîïóñêàþò m îøèáîê, i = 1, . . . , ∆m.
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Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî Al
L ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñå-

êàþùèõñÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè:

Al
L =

L⋃
m=0

∆m⋃
i=1

Ami.

Î÷åâèäíî, êîëè÷åñòâî âñåõ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè ðàâíî ëîêàëüíîé ôóíêöèè
ðîñòà ìåòîäà µ íà âûáîðêå XL:

∆l
L =

L∑
m=0

∆m. (5)

Ýêâèâàëåíòíîñòü íà àëãîðèòìàõ ïîðîæäàåò ýêâèâàëåíòíîñòü íà ðàçáèåíèÿõ,
åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíûõ n è n′ èç {1, . . . , N} ïîëîæèòü n ∼ n′ ⇔ µ(X l

n) ∼ µ(X l
n′).

Ïðè ýòîì íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé îáðàçóþòñÿ êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè, âçàèìíî
îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóþùèå êëàññàì Ami:

Nmi =
{
n
∣∣ µ(X l

n) ∈ Ami

}
.

Ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé òàêæå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêà-
þùèõñÿ êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè:

{1, . . . , N} =
L⋃

m=0

∆m⋃
i=1

Nmi.

Çàïèøåì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà Qν+ε(µ, XL), ñóììèðóÿ ðàçáèåíèÿ îòäåëüíî ïî
êàæäîìó êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè:

Ql,k
ν,ε(µ, XL) =

1

N

L∑
m=0

∆m∑
i=1

∑
n∈Nmi

[ν(µ(X l
n), Xk

n) > ν(µ(X l
n), X l

n) + ε].

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ýêâèâàëåíòíîñòåé íà àëãîðèòìàõ è ðàçáèåíèÿõ, çíà÷å-
íèå ôóíêöèîíàëà íå èçìåíèòñÿ, åñëè àëãîðèòì µ(X l

n), n ∈ Nmi, çàìåíèòü íà ïðîèç-
âîëüíûé ýëåìåíò ami èç êëàññà Ami. Ó÷ò¼ì òàêæå, ÷òî ïðè m 6 εk è ïðè m > k+σl

Ll

ïîä çíàêîì ñóììû îêàçûâàåòñÿ íóëü. Ïîýòîìó ñóììèðîâàíèå ìîæíî ïðîèçâîäèòü
íå ïî âñåì m, à òîëüêî îò m0 = dεke äî m1 = k + σl

Ll.
Èòàê,

Ql,k
ν,ε(µ, XL) =

m1∑
m=m0

∆m∑
i=1

1

N

∑
n∈Nmi

[ν(ami, X
k
n) > ν(ami, X

l
n) + ε]︸ ︷︷ ︸

γmi

. (6)

Îáîçíà÷èì âíóòðåííþþ ñóììó ÷åðåç γmi è îöåíèì å¼ ñâåðõó, çàìåíèâ ñóììèðîâà-
íèå ïî êëàññó ýêâèâàëåíòíîñòè Nmi ñóììèðîâàíèåì ïî âñåì ðàçáèåíèÿì. Îáîçíà-
÷èì ïîëó÷åííóþ îöåíêó ÷åðåç γ̃m:

γmi 6 γ̃m ≡ 1

N

N∑
n=1

[ν(ami, X
k
n) > ν(ami, X

l
n) + ε].
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç s ÷èñëî îøèáîê, äîïóñêàåìûõ àëãîðèòìîì ami íà îáó÷àþùåé
ïîäâûáîðêå X l

n. Òîãäà γ̃m åñòü äîëÿ ðàçáèåíèé âûáîðêè XL, ïðè êîòîðûõ m−s
k

>

> s
l

+ ε. Âûðàæàÿ îòñþäà s, ïîëó÷àåì s < (m − εk)l/L. Èìååòñÿ òàêæå âòîðîå
îãðàíè÷åíèå s < σl

Ll, âûòåêàþùåå èç îïðåäåëåíèÿ ïîêàçàòåëÿ íåêîððåêòíîñòè.
Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

s 6 s1 ≡ min
(
b(m− εk)l/Lc , σl

Ll
)
. (7)

Êðîìå òîãî, íà s íàêëàäûâàþòñÿ äâà îãðàíè÷åíèÿ ñíèçó: s > 0 è s > m − k, ïî-
ñêîëüêó îáùåå ÷èñëî îøèáîê m íå ìîæåò ïðåâûøàòü ñóììû s+k. Òàêèì îáðàçîì,

s > s0 ≡ max(0, m− k). (8)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Γm,s
L,l äîëþ ðàçáèåíèé âûáîðêè äëèíû L íà äâå ïîäâûáîðêè,

ïðè êîòîðûõ èç m îøèáîê â ïåðâóþ ïîäâûáîðêó äëèíû l ïîïàäàþò s îøèáîê.
Èç êîìáèíàòîðèêè èçâåñòíî, ÷òî

Γm,s
L,l =

Cs
mC l−s

L−m

C l
L

. (9)

Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà γ̃m ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû γ̃m =
∑

s Γm,s
L,l ïî âñåì s,

óäîâëåòâîðÿþùèì (7) è (8). Çàìåòèì, ÷òî îíà íå çàâèñèò îò i, ïîýòîìó â (6) å¼ ìîæ-
íî âûíåñòè çà çíàê ñóììèðîâàíèÿ ïî i. Îöåíèâàÿ, ñîãëàñíî (5), ñóììó âåëè÷èí ∆m

ëîêàëüíîé ôóíêöèåé ðîñòà, ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó:

Qν+ε(µ, XL) 6
m1∑

m=m0

∆m∑
i=1

γ̃m =

m1∑
m=m0

∆mγ̃m < ∆l
L max

m06m6m1

s1∑
s=s0

Γm,s
L,l .︸ ︷︷ ︸

Γl
L(ε,σl

L)

Ïîäñòàâëÿÿ ñþäà Γm,s
L,l èç (9), ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ îöåíêó.

3 Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 3

Çàïèøåì â ôóíêöèîíàëå ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ ÷àñòîòó îøèáîê ÷åðåç ñóììó
èíäèêàòîðîâ îøèáêè è ïîìåíÿåì ìåñòàìè çíàêè ñóììèðîâàíèÿ:

Ql,k
c (µ, XL) =

1

N

N∑
n=1

1

k

∑
x∈Xk

n

I(x, µ(X l
n)) =

=
1

k

L∑
i=1

1

N

N∑
n=1

[xi ∈ Xk
n]I(xi, µ(X l

n))︸ ︷︷ ︸
Ni

. (10)
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Âíóòðåííÿÿ ñóììà, îáîçíà÷åííàÿ ÷åðåç Ni, âûðàæàåò ÷èñëî ðàçáèåíèé âûáîð-
êè XL, ïðè êîòîðûõ îáúåêò xi îêàçûâàåòñÿ â êîíòðîëüíîé ÷àñòè âûáîðêè, è ïî-
ñòðîåííûé äëÿ äàííîãî ðàçáèåíèÿ àëãîðèòì äîïóñêàåò íà í¼ì îøèáêó.

Îöåíèì Ni, âîñïîëüçîâàâøèñü ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì êëèíüåâ, âûòåêàþùèì
íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ. Åñëè àëãîðèòì a ìîíîòîííûé è äîïóñêàåò îøèá-
êó íà îáúåêòå xi, òî îí äîïóñêàåò îøèáêó è íà âñåõ îáúåêòàõ èç êëèíà Wi = Wyi

(xi).
Â çàâèñèìîñòè îò ñîîòíîøåíèÿ ìîùíîñòè êëèíà wi = |Wi| è ñòåïåíè íåìîíîòîí-
íîñòè âûáîðêè âîçìîæíû òðè ñëó÷àÿ.

Åñëè wi 6 δL, òî Ni îöåíèì ñâåðõó òðèâèàëüíûì îáðàçîì � ÷èñëîì ðàçáèåíèé,
ïðè êîòîðûõ xi ïîïàäàåò â êîíòðîëüíóþ âûáîðêó:

Ni 6 C l
L−1. (11)

Åñëè wi > δL + k, òî íè ïðè êàêîì ðàçáèåíèè ìîíîòîííûé àëãîðèòì íå áóäåò
îøèáàòüñÿ íà xi, ïîñêîëüêó δL+k åñòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îøèáîê, êîòîðîå ìîæåò
äîïóñòèòü ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ íà âñåé âûáîðêå XL. Ýòî âûòåêàåò èç äîïóùåíèÿ,
÷òî ìåòîä µ ñòðîèò àëãîðèòì ñ ìèíèìèìàëüíûì ÷èñëîì îøèáîê íà îáó÷àþùåé
âûáîðêå â êëàññå âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Ìèíèìàëüíîå ÷èñëî îøèáîê íà ëþáîé
ïîäâûáîðêå X l

n íå ïðåâîñõîäèò ìèíèìàëüíîãî ÷èñëà îøèáîê íà âñåé âûáîðêå XL.
Ñëåäîâàòåëüíî ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷åíèè íå ïðåâûøàåò δL. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì
ñëó÷àå Ni = 0.

Ðàññìîòðèì òðåòèé ñëó÷àé, êîãäà δL < wi < δL + k. Ïóñòü s � ÷èñëî îáúåê-
òîâ èç Wi, íàõîäÿùèõñÿ â îáó÷àþùåé âûáîðêå, 0 6 s 6 min{δL, l}. Èìååòñÿ Cs

wi

ñïîñîáîâ ïîäåëèòü êëèí Wi íà s îáó÷àþùèõ îáúåêòîâ è s− wi êîíòðîëüíûõ. Äëÿ
êàæäîãî èç ýòèõ ñïîñîáîâ èìååòñÿ C l−s

L−1−wi
âàðèàíòîâ âûáðàòü l − s îáó÷àþùèõ

îáúåêòîâ èç îñòàâøèõñÿ L− 1− wi. Â èòîãå ïîëó÷àåì îöåíêó ÷èñëà ðàçáèåíèé:

Ni 6
min{δL,l,wi}∑

s=0

Cs
wi

C l−s
L−1−wi

. (12)

Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî òàêæå è â ïåðâîì ñëó÷àå, ïîñêîëüêó (12) îáðàùàåòñÿ
â (11), êîãäà âåðõíèé ïðåäåë ñóììèðîâàíèÿ ðàâåí wi (â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíûì
êîìáèíàòîðíûì òîæäåñòâîì � ñâ¼ðòêîé Âàíäåðìîíäà).

Ïðåäñòàâèì N â âèäå N = C l
L = L

k
C l

L−1 è ïîäñòàâèì íàéäåííóþ îöåíêó äëÿ Ni

â (10), ó÷èòûâàÿ, ÷òî Ni = 0 ïðè wi > δL + k:

Ql,k
c (µ, XL) 6

1

k

L∑
i=1

wi<δL+k

k

L

min{δL,l,wi}∑
s=0

Cs
wi

C l−s
L−1−wi

C l
L−1

,

îòêóäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò òðåáóåìîå (4).


