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Ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûå ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà
(êîíñïåêò ëåêöèé)

�1 Çàäà÷è îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì

Îïð 1 Çàäà÷à îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì Z = 〈Ii, If , M
u, {xk, yk}q

k=1〉, ãäå
Ii � ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ èíôîðìàöèé,
If � ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ èíôîðìàöèé,
{xk, yk}q

k=1 ⊂ Ii × If � îáó÷àþùàÿ âûáîðêà,
Mu � ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé èç Ii â If .

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîððåêòíûé àëãîðèòì A : Ii → If òàêîé, ÷òî:
10. A(xk) = yk, äëÿ âñåõ k = 1, . . . , q � ëîêàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.
20. A ∈ Mu � óíèâåðñàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ.

Îïð 2 Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè: If = R.

Îïð 3 Çàäà÷à êëàññèôèêàöèè íà l íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ: If = {0, . . . , l − 1}.

�2 Îïòèìèçàöèîííûé ïîäõîä

Øàã 1 Âûáèðàåòñÿ M ⊆ Mu � ýâðèñòè÷åñêàÿ èíôîðìàöèîííàÿ ìîäåëü àëãîðèòìîâ.
Øàã 2 Âûáèðàåòñÿ Q : Mu × (Ii × If )

q → R+ � ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà.
Øàã 3 Ðåøàåòñÿ çàäà÷à ìèíèìèçàöèè Q ïðè çàäàííîé âûáîðêå {xk, yk}q

k=1:

A∗ = arg min
A∈M

Q(A, {xk, yk}q
k=1).

Ïðèìåð 1 (ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà)
Ââåä¼ì wk � âåñà îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ, k = 1, . . . , q.
Ôóíêöèîíàë ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè � äëÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè:

Q =

q∑

k=1

wk (A(xk)− yk)
2 .

Ôóíêöèîíàë êîëè÷åñòâà îøèáîê � äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè:

Q =

q∑

k=1

wk[A(xk) 6= yk].
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�3 Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä

Øàã 1 Âûáèðàåòñÿ Ie � ïðîñòðàíñòâî îöåíîê.
Øàã 2 Âûáèðàåòñÿ M0 ⊆ {B : Ii → Ie} � ìîäåëü àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ.
Øàã 3 Âûáèðàåòñÿ M1 ⊆ ⋃∞

p=0{C : Ip
e → If} � ñåìåéñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë.

Øàã 4 Âûáèðàåòñÿ F ⊆ ⋃∞
p=0{F : Ip

e → Ie} � ñåìåéñòâî êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé.
Øàã 5 Ñòðîèòñÿ êîððåêòíûé àëãîðèòì âèäà A = C ◦ F (B1, . . . , Bp):

Ii If

Ip
e Ie

-A=C◦F (B1,...,Bp)

?
B1,...,Bp

-F

6
C

Âñå ñóïåðïîçèöèè âèäà C ◦B îáðàçóþò ìîäåëü àëãîðèòìîâ M = M1 ◦M0.
Âñå ñóïåðïîçèöèè âèäà C ◦ F (B1, . . . , Bp) îáðàçóþò å¼ F-ðàñøèðåíèå F(M) = M1 ◦ F(M0).
Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ñåìåéñòâà M0, F, M1 âûáðàíû òàê, ÷òî F(M) ⊆ Mu.

Îïð 4 Ãëîáàëüíûé áàçèñ äëÿ çàäà÷è Z � íàáîð àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp

èç M0 òàêîé, ÷òî äëÿ ëþáîé âûáîðêè {vk}q
k=1 ∈ (If )

q

∃F ∈ F, ∃C ∈ M1 : A(xk) = vk, k = 1, . . . , q.

Îïð 5 Ëîêàëüíûé áàçèñ äëÿ çàäà÷è Z � íàáîð àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp

èç M0 òàêîé, ÷òî

∃F ∈ F, ∃C ∈ M1 : A(xk) = yk, k = 1, . . . , q.

Ãëîáàëüíûé áàçèñ äëÿ çàäà÷è Z ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Z ðåãóëÿðíà.
Ëîêàëüíûé áàçèñ äëÿ çàäà÷è Z ñóùåñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Z ðàçðåøèìà.
Ãëîáàëüíûé áàçèñ ÿâëÿåòñÿ òàêæå è ëîêàëüíûì. Îáðàòíîå â îáùåì ñëó÷àå íåâåðíî.

Êëàññè÷åñêèå è ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûå ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà:

Êëàññè÷åñêèå Ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûå
Òèï áàçèñà ãëîáàëüíûé ëîêàëüíûé
Òðåáîâàíèå ê çàäà÷å ðåãóëÿðíîñòü ðàçðåøèìîñòü
Öåëü ïîñòðîåíèÿ äîê-âî òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèå ïðèêëàäíûõ çàäà÷
Ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ðàçëîæåíèå ïî áàçèñó ÷èñëåííàÿ îïòèìèçàöèÿ
Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà âûñîêàÿ íèçêàÿ
Êà÷åñòâî ýêñòðàïîëÿöèè íèçêîå âûñîêîå
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�4 Ôóíêöèîíàëû êà÷åñòâà àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ:

Q : M0
∗ × (Ii × If )

q → R+.

Êàíîíè÷åñêèé ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ Q(B) ïî Q(A):

Q(B) = min
C∈F1

Q(C ◦B).

Ïðèìåð 2 (çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè)
Ïîëîæèì If = Ie = R.
Ðåøàþùèå ïðàâèëà íå èñïîëüçóþòñÿ: M1 = {C(B) ≡ B}.
Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà:

Q(B) =

q∑

k=1

wk (B(xk)− yk)
2 .

Äëÿ åãî ìèíèìèçàöèè ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.

Ïðèìåð 3 (çàäà÷à êëàññèôèêàöèè)
Ïîëîæèì If = {0, 1}, Ie = R.
Ñåìåéñòâî ïîðîãîâûõ ðåøàþùèõ ïðàâèë: M1 = {[B > γ] : γ ∈ R}.
Ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà:

Q(B) = min
γ∈R

q∑

k=1

wk

∣∣[B(xk) > γ]− yk

∣∣.

Åãî ìèíèìèçàöèÿ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó è ðåøåíèþ ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî
âåñà â ñèñòåìå q íåðàâåíñòâ ñ âåñàìè wk, k = 1, . . . , q, îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà B è ïîðîãà γ:





B(xk) 6 γ, åñëè yk = 0;
B(xk) > γ, åñëè yk = 1;

ïðè ýòîì ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî âåñ ïîäñèñòåìû ðàâåí ñóììå âåñîâ âñåõ âõîäÿùèõ â íå¼ íåðàâåíñòâ.
Ýòî êëàññè÷åñêàÿ NP -ïîëíàÿ êîìáèíàòîðíàÿ çàäà÷à. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü
ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö.
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�5 Îïòèìèçàöèîííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ëîêàëüíûõ áàçèñîâ

Îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ îïåðàòîðà F (B1, . . . , Bp):
(
F ∗, B∗

1 , . . . , B
∗
p

)
= arg min

B1,...,Bp∈M0

F∈F

Q(F (B1, . . . , Bp)).

Ñîâìåñòíàÿ ìèíèìèçàöèÿ ïî âñåì B1, . . . , Bp è F ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé ïðîáëåìîé.
Ðàññìîòðèì èòåðàöèîííûé ïðîöåññ ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàðàùèâàíèÿ áàçèñà:
Øàã 1 Ïåðâûé îïåðàòîð ñòðîèòñÿ òàêæå, êàê â îïòèìèçàöèîííîì ïîäõîäå:

B∗
1 = arg min

B1∈M0

Q(B1).

Øàã 2 Åñëè êà÷åñòâî îïåðàòîðà B∗
1 íå óäîâëåòâîðÿåò, ñòðîèòñÿ âòîðîé îïåðàòîð, êîòîðûé

îáúåäèíÿåòñÿ ñ ïåðâûì ñ ïîìîùüþ êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè:

(B∗
2 , F

∗) = arg min
B2∈M0

F∈F

Q(F (B∗
1 , B2)).

Øàã 3 Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ äî ïîëó÷åíèÿ îïåðàòîðà F (B1, . . . , Bp) óäîâëåòâîðèòåëüíîãî
êà÷åñòâà, ëèáî äî äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî p:

(B∗
p , F

∗) = arg min
Bp∈M0

F∈F

Q(F (B∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp)). (5.1)

Øàã 4 Ïî îêîí÷àíèè íàðàùèâàíèÿ âîçìîæíà ïîâòîðíàÿ îïòèìèçàöèÿ îïåðàòîðîâ:

(B∗
r , F

∗) = arg min
Br∈M0

F∈F

Q(F (B∗
1 , . . . , B

∗
r−1, Br, B

∗
r+1, . . . , B

∗
p)).

Â äàëüíåéøåì áóäåò èññëåäîâàòüñÿ âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè (Bp, F )

íà øàãå 3 ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ïîñòðîåíèþ Bp è F ñ ïðèìåíåíèåì ãîòîâûõ îïòèìèçàöè-
îííûõ ìåòîäîâ, ðàçðàáîòàííûõ ðàíåå äëÿ ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíîé çàäà÷è

B∗
p = arg min

Bp∈M0

Q(Bp). (5.2)

Áóäóò ïîëó÷åíû ôîðìóëû ïåðåñ÷¼òà âåñîâ îáúåêòîâ wk è îòâåòîâ yk, ñ ïîìîùüþ êîòî-
ðûõ ëþáîé ñòàíäàðòíûé ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.2) ïðåîáðàçóåòñÿ â ìåòîä ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (5.1). Ýòè ôîðìóëû ñóùåñòâåííî çàâèñÿò îò âèäà ñåìåéñòâà F. Áóäóò ðàññìîòðåíû
ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ, ïîëèíîìèàëüíûõ è ìîíîòîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé.
Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ çàäà÷à ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè (Bp, F ) íå äîïóñêàåò íåïîñðåäñòâåí-
íîãî ñâåäåíèÿ ê (5.2). Òîãäà å¼ ðåøåíèå ðàçáèâàåòñÿ íà äâà øàãà, èç êîòîðûõ ìîæåò áûòü
îáðàçîâàí îòäåëüíûé èòåðàöèîííûé ïðîöåññ:

B∗
p = arg min

Bp∈M0

Q(F ∗(B∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp)); (5.3)

F ∗ = arg min
F∈F

Q(F (B∗
1 , . . . , B

∗
p)).
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�6 Èëëþñòðàöèè ê ìåòîäó íàðàùèâàíèÿ ëîêàëüíîãî áàçèñà

Çàäà÷à íà ïëîñêîñòè: Ii = R2, If = {◦,×}, M0 � ïðÿìûå íà ïëîñêîñòè.
Îïåðàòîð F (B1, . . . , Bp) ñòðîèò êóñî÷íî-ëèíåéíóþ ðàçäåëÿþùóþ ïîâåðõíîñòü.
Êàæäûé èç îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp−1 ðàçìå÷àåò òîëüêî îäíó ïîëóïëîñêîñòü.
Îïåðàòîð Bp ðàçìå÷àåò îáå ïîëóïëîñêîñòè.

Ïðèìåð 4 Ðàçäåëèìîñòü îäíîé ïëîñêîñòüþ.
Âûâîä: èòåðàöèè ìîãóò çàêîí÷èòüñÿ ïîñëå ïåðâîãî øàãà.

Ïðèìåð 5 Ðàçäåëèìîñòü îäíîé ïëîñêîñòüþ íå äîñòèãàåòñÿ, äâóìÿ � äîñòèãàåòñÿ.
Âûâîä: ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàðàùèâàíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü ëîêàëüíûé áàçèñ.

Ïðèìåð 6 Ïîñëå ïåðâîãî øàãà 1 îøèáêà, ïîñëå âòîðîãî 3 îøèáêè.
Âûâîä 1: ïðèõîäèòñÿ ïðèìåíÿòü ðàçëè÷íûå óõèùðåíèÿ, ÷òîáû èçáåæàòü ïîâòîðà B∗

2 = B∗
1 .

Âûâîä 2: íà ïðîìåæóòî÷íûõ èòåðàöèÿõ êà÷åñòâî ìîæåò óõóäøàòüñÿ.

Ïðèìåð 7 Ïîñëå òðåòüåãî øàãà 0 îøèáîê. Àëüòåðíàòèâà: ïîñëå ïîñòðîåíèÿ B2 âåðíóòüñÿ
ê îïòèìèçàöèè B1. Òîæå 0 îøèáîê, ïðè ýòîì B3 óæå íå íóæåí.
Âûâîä: ïðè ïîâòîðíîé îïòèìèçàöèè íåêîòîðûå îïåðàòîðû ìîãóò îêàçàòüñÿ ëèøíèìè.

Ïðèìåð 8 Îïòèìèçàöèÿ B1 íè÷åãî íå äà¼ò. Âîçüì¼ì B1 íàîáóì è îïòèìèçèðóåì B2.
Âûâîä: íèçêîå êà÷åñòâî îïåðàòîðà ìîæåò áûòü ñêîìïåíñèðîâàíî íà ñëåäóþùèõ øàãàõ.
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�7 Ëèíåéíûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè

Ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé ïðè Ie = R:

FL =

{
F (B1, . . . , Bp) =

p∑
i=1

αiBi

∣∣∣∣ αi ∈ R, i = 1, . . . , p

}
.

Äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè ïîëîæèì

If = Ie = R, M1 = {C(B) ≡ B} ,

Q(B) =

q∑

k=1

(B(xk)− yk)
2.

Ââåä¼ì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

Z = [B∗
i (xk)]

i=1,p−1
k=1,q , a = [αi]i=1,p−1,

z(Bp) = [Bp(xk)]k=1,q, y = [yk]k=1,q.

Òåîðåìà 1 (î ñâîäèìîñòè)
Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Bp â çàäà÷àõ (5.2) è (5.3)
ïðè αp 6= 0 ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè îäíîãî è òîãî æå êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

Q(Bp) = ‖z(Bp)− v‖2,

ïðè÷¼ì

v =





y, äëÿ çàäà÷è (5.2);
1

αp
(y − Za), äëÿ çàäà÷è (5.3).

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàïèøåì ôóíêöèîíàë äëÿ çàäà÷è (5.2) â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Q(Bp) = ‖z(Bp)− y‖2.

Òåïåðü çàïèøåì ôóíêöèîíàë äëÿ çàäà÷è (5.3):

Q(F ∗(B∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp)) = ‖Za + z(Bp)αp − y‖2 = α2

p‖z(Bp)− 1
αp

(y − Za)‖2.

Îòáðàñûâàÿ ïîëîæèòåëüíûé ìíîæèòåëü α2
p, çàêëþ÷àåì, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ýòîãî ôóíêöè-

îíàëà ýêâèâàëåíòíà ìèíèìèçàöèè ‖z(Bp)− v‖2. ¥

Óïðàæíåíèå 1 Â îòëè÷èå îò (5.3), çàäà÷à (5.1) íå ñâîäèòñÿ ê òîé æå ïîñòàíîâêå,
÷òî (5.2). Ïîêàçàòü, ÷òî ðåøåíèå (5.1) ýêâèâàëåíòíî ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Q(Bp) = min
F∈F

Q(F (B∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp)) = ‖PZ(y − αpz(Bp))‖2, ãäå

αp =
zT (Bp)PZy

zT (Bp)PZz(Bp)
,

PZ = Z(ZT Z)−1ZT .
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Äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè â 2 íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà ïîëîæèì:

If = {0, 1}, Ie = R, M1 = {[B > γ] | γ ∈ R} ,

Q(B) = min
γ∈R

q∑

k=1

∣∣[B(xk) > γ]− yk

∣∣.

Òåîðåìà 2 (î ñâîäèìîñòè)
Â ñëó÷àå êëàññèôèêàöèè ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Bp â çàäà÷àõ (5.2) è (5.3) ïðè αp 6= 0 ñâî-
äèòñÿ ê ïîèñêó è ðåøåíèþ ìàêñèìàëüíîé ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû â ñèñòåìå q íåðàâåíñòâ

z(Bp) ≶ v

îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Bp ∈ M0 è ïîðîãà γ ∈ R, ïðè÷¼ì

v =





γ, äëÿ çàäà÷è (5.2);
1

αp
(γ − Za), äëÿ çàäà÷è (5.3).

(≶)k =





6, åñëè yk = 0, äëÿ çàäà÷è (5.2);
>, åñëè yk = 1, äëÿ çàäà÷è (5.2);
6, åñëè yk = 0 è αp > 0, äëÿ çàäà÷è (5.3);
>, åñëè yk = 1 è αp > 0, äëÿ çàäà÷è (5.3);
>, åñëè yk = 0 è αp < 0, äëÿ çàäà÷è (5.3);
<, åñëè yk = 1 è αp < 0, äëÿ çàäà÷è (5.3);

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàïèøåì ôóíêöèîíàë äëÿ çàäà÷è (5.2) â âèäå ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:





Bp(xk) 6 γ, åñëè yk = 0;
Bp(xk) > γ, åñëè yk = 1.

Â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ ýòî òî æå ñàìîå, ÷òî z(Bp) ≶ γ, ãäå (≶)k =





6, åñëè yk = 0;
>, åñëè yk = 1.

Òåïåðü çàïèøåì ôóíêöèîíàë äëÿ çàäà÷è (5.3):

Za + z(Bp)αp ≶ γ, (≶)k =





6, åñëè yk = 0;
>, åñëè yk = 1.

Âûðàæàÿ îòñþäà z(Bp), ïîëó÷àåì òðåáóåìîå. ¥
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�8 Ïîëèíîìèàëüíûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè

Ñåìåéñòâî ïîëèíîìèàëüíûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé, Ie = R:

FP =

{
F (B1, . . . , Bp) =

s∑
i=1

αiBpi−1+1 . . . Bpi

∣∣∣∣
αi ∈ R, i = 1, . . . , s

0 = p0 < p1 < · · · < ps = p

}
.

Äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè ïîëîæèì

If = Ie = R, M1 = {C(B) ≡ B} ,

Q(B) =

q∑

k=1

(B(xk)− yk)
2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ⊗ è ® îïåðàöèè ïîêîìïîíåíòíîãî óìíîæåíèÿ è äåëåíèÿ âåêòîðîâ.

Òåîðåìà 3 (î ñâîäèìîñòè)
Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Bp â çàäà÷àõ (5.2) è (5.3) ñâî-
äèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè îäíîãî è òîãî æå êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà

Q(Bp) =

q∑

k=1

w2
k(Bp(xk)− vk)

2,

ïðè÷¼ì

v =





y, äëÿ çàäà÷è (5.2);
(y − Za)® w, äëÿ çàäà÷è (5.3);

wk =





1, äëÿ çàäà÷è (5.2);
[B∗

ps−1+1(xk) . . . B∗
p−1(xk)]k=1,q; äëÿ çàäà÷è (5.3);

Z = [B∗
pi−1+1(xk) . . . B∗

pi
(xk)]

i=1,s−1
k=1,q .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Çàïèøåì ôóíêöèîíàë äëÿ çàäà÷è (5.2) â ìàòðè÷íûõ îáîçíà÷åíèÿõ:

Q(Bp) = ‖z(Bp)− y‖2 = ‖w ⊗ (z(Bp)− v)‖2,

ïîñêîëüêó w � â äàííîì ñëó÷àå âåêòîð, ñîñòîÿùèé èç åäèíèö.
Òåïåðü çàïèøåì ôóíêöèîíàë äëÿ çàäà÷è (5.3):

Q(F ∗(B∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp)) = ‖Za + w ⊗ z(Bp)− y‖2

= ‖w ⊗ (z(Bp)− (y − Za)® w)‖2

= ‖w ⊗ (z(Bp)− v)‖2.

Òàêèì îáðàçîì, îáå çàäà÷è ñâîäÿòñÿ ê ìèíèìèçàöèè îäíîãî è òîãî æå ôóíêöèîíàëà. ¥
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�9 Äðîáíî-êâàäðàòè÷íûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè

Ñåìåéñòâî êâàäðàòè÷íûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé, Ie = R:

FQ =

{
F (B1,W1, . . . , Bp,Wp) =

p∑
i=1

αiBiWi

∣∣∣∣ αi ∈ R, i = 1, . . . , p

}
.

Ñåìåéñòâî äðîáíî-êâàäðàòè÷íûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé, Ie = R:

FDQ =

{
F (B1,W1, . . . , Bp, Wp) =

∑p
i=1 αiBiWi∑p

i=1 Wi

∣∣∣∣ αi ∈ R, i = 1, . . . , p

}
, ãäå

Bi ∈ M0
i � ìîäåëè àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ,

Wi ∈ M̃0
i � ìîäåëè îáëàñòåé êîìïåòåíòíîñòè,

Wi(x) ∈ [0, 1] � ôóíêöèÿ, õàðàêòåðèçóþùàÿ êîìïåòåíòíîñòü îïåðàòîðà Bi � ÷åì áîëü-
øå Wi(x), òåì âûøå ñòåïåíü äîâåðèÿ ê ðåçóëüòàòó Bi(x).
Èòåðàöèîííûé ïðîöåññ íàðàùèâàíèÿ ëîêàëüíîãî áàçèñà ïîçâîëÿåò íàñòðîèòü íå òîëüêî
ñàìè îïåðàòîðû Bi, íî è ñîîòâåòñòâóþùèå èì îáëàñòè êîìïåòåíòíîñòè Wi.

Ïðèìåð 9 (íåêîòîðûå ïðîñòûå ðàçíîâèäíîñòè îáëàñòåé êîìïåòåíòíîñòè)
Ïóñòü f(x) � íåêîòîðûé ïðèçíàê, ρ(x, x′) � çàäàííàÿ ìåòðèêà íà ìíîæåñòâå îáúåêòîâ Ii.
1. Ôóíêöèÿ ñ ïàðàìåòðàìè K è M , îïðåäåëÿþùàÿ êîìïåòåíòíîñòü îïåðàòîðà Bi ïî ïðà-
âèëó ¾÷åì áëèæå çíà÷åíèå ïðèçíàêà f ê ÷èñëó M , òåì âûøå êîìïåòåíòíîñòü Bi¿:

Wi(x) =
1

1 + K(f(x)−M)2
.

2. Ôóíêöèÿ ñ ïàðàìåòðàìè K è M , îïðåäåëÿþùàÿ êîìïåòåíòíîñòü îïåðàòîðà Bi ïî ïðà-
âèëó ¾÷åì áîëüøå çíà÷åíèå ïðèçíàêà f , òåì âûøå êîìïåòåíòíîñòü Bi¿:

Wi(x) =
1

2
+

1

2
th(K(f(x)−M)).

3. Ôóíêöèÿ ñ ïàðàìåòðàìè K è x0, îïðåäåëÿþùàÿ êîìïåòåíòíîñòü îïåðàòîðà Bi ïî ïðàâèëó
¾÷åì áëèæå ê òî÷êå x0, òåì âûøå êîìïåòåíòíîñòü Bi¿:

Wi(x) =
1

1 + Kρ(x, x0)
.
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�10 Ìîíîòîííûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè

Ñåìåéñòâî ìîíîòîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé:

FM =
∞⋃

p=0

{
F : Ip

e → If

∣∣∣∣ (∀u, v ∈ Ip
e) u 6 v → F (u) 6 F (v)

}
,

ãäå If è Ie � ïðîèçâîëüíûå ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà, ðåøàþùèå ïðàâèëà íå èñ-
ïîëüçóþòñÿ.
Ýëåìåíòû u è v íåñðàâíèìû: u ‖ v, åñëè ¬(u 6 v) ∧ ¬(v 6 u).
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð {uk, vk}n

k=1 ìîíîòîííà, åñëè uj 6 uk → vj 6 vk äëÿ âñåõ j, k.

Ëåììà 4 (î ïðîâåäåíèè ìîíîòîííîé ôóíêöèè ÷åðåç çàäàííûå òî÷êè)
Ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ f : U → V òàêàÿ, ÷òî f(uk) = vk äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n ñóùåñòâóåò
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk, vk}n

k=1 ìîíîòîííà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Íåîáõîäèìîñòü. Åñëè f ìîíîòîííà, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk, f(uk)}n

k=1 ìîíîòîííà.
Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {uk, vk}n

k=1 ìîíîòîííà. Ïîñòðîèì ôóíêöèþ f

â êëàññå êóñî÷íî ïîñòîÿííûõ ôóíêöèé. Ïîëîæèì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî u ∈ U :

I(u) = {k | uk 6 u};

f(u) =





min
k=1,...,n

vk, åñëè I(u) = ∅;

max
k∈I(u)

vk, åñëè I(u) 6= ∅.

Ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà, ïîñêîëüêó äëÿ ïðîèçâîëüíûõ u è u′ èç U

u 6 u′ → I(u) ⊆ I(u′) → f(u) 6 f(u′).

Ôóíêöèÿ f ïðèíèìàåò çàäàííûå çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ uk, òàê êàê äëÿ âñåõ k = 1, . . . , n

k ∈ I(uk) → I(uk) 6= ∅ → f(uk) = max
j∈I(uk)

vj = vk,

ïðè÷¼ì ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ ïðè j = k â ñèëó ìîíîòîííîñòè {uk, vk}n
k=1:

j ∈ I(uk) → uj 6 uk → vj 6 vk. ¥
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�11 Äåôåêòíûå ïàðû è òåîðåìà ñõîäèìîñòè

Îáîçíà÷åíèÿ:

S = {1, . . . , q};
ak = [Bi(xk)]

p
i=1 , k ∈ S;

fk = F (B1, . . . , Bp)(xk) = F (ak), k ∈ S.

Óñëîâèå êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà F (B1, . . . , Bp) â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ:

F (ak) = yk, k ∈ S.

Îïð 6 Ïàðà èíäåêñîâ (j, k) ∈ S2 äåôåêòíàÿ äëÿ B, åñëè yj < yk è B(xj) > B(xk).

Îïð 7 Äåôåêò îïåðàòîðà B � ìíîæåñòâî âñåõ åãî äåôåêòíûõ ïàð:

D(B) =
{
(j, k) ∈ S2

∣∣ yj < yk ∧B(xj) > B(xk)
}

.

Îïð 8 Ñîâîêóïíûé äåôåêò îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp:

Dp(B1, . . . , Bp) = D(B1) ∩ · · · ∩ D(Bp) =
{
(j, k) ∈ S2

∣∣ yj < yk ∧ aj > ak

}
.

Ñîêðàù¼ííîå îáîçíà÷åíèå: Dp ≡ Dp(B1, . . . , Bp).

Òåîðåìà 5 Ñëåäóþùèå òðè óñëîâèÿ ýêâèâàëåíòíû:

Dp(B1, . . . , Bp) = ∅;

(∃F ∈ FM) D(F (B1, . . . , Bp)) = ∅;

(∃F ∈ FM) F (ak) = yk, k ∈ S;

Äîêàçàòåëüñòâî.

Dp(B1, . . . , Bp) = ∅ ↔ · · · ïî îïðåäåëåíèþ ñîâîêóïíîãî äåôåêòà

↔ ∀(j, k) ∈ S2 ¬(ak 6 aj ∧ yj < yk) ↔ · · · èç ëîãèêè: ¬(A ∧B) = (A → ¬B)

↔ ∀(j, k) ∈ S2 (ak 6 aj) → (yk 6 yj) ↔
↔ {ak, yk}k∈S � ìîíîòîííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ↔ · · · ïî Ëåììå 4

↔ (∃F ∈ FM) (∀k ∈ S) F (ak) = yk ↔
↔ (∃F ∈ FM) ∀(j, k) ∈ S2 (ak 6 aj) → (F (ak) 6 F (aj)) ↔
↔ (∃F ∈ FM) ∀(j, k) ∈ S2 ¬(ak 6 aj ∧ F (ak) > F (aj)) ↔ · · · ïî îïð. äåôåêòà

↔ (∃F ∈ FM) D(F (B1, . . . , Bp)) = ∅. ¥
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Ñëåäñòâèå 1 ×òîáû óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå êîððåêòíîãî àëãîðèòìà F (B1, . . . , Bp),
äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ñîâîêóïíûé äåôåêò ïóñò. Äëÿ ýòîãî íå òðåáóåòñÿ ñòðîèòü F .
Ñëåäñòâèå 2 Ìîæíî ââåñòè ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà

Q(B) = |D(B)|.

Ñëåäñòâèå 3 Ïðè äîáàâëåíèè îïåðàòîðà Bp ñîâîêóïíûé äåôåêò íå óâåëè÷èâàåòñÿ:

D(B1, . . . , Bp) ⊆ D(B1, . . . , Bp−1).

Óñòðàíåíèå äåôåêòíîé ïàðû (j, k) ïðîèñõîäèò ïðè óñëîâèè

Bp(xj) < Bp(xk), (j, k) ∈ D(B1, . . . , Bp−1),

ïðè ýòîì ïàðà âåêòîðîâ ak 6 aj ïåðåõîäèò â ðàçðÿä íåñðàâíèìûõ.

Òåîðåìà 6 (î ñõîäèìîñòè) Ïóñòü çàäàí îïåðàòîð B1, è ìîäåëü M0 òàêîâà, ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî m-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà ∆ ⊆ {(j, k) ∈ S2 | yj < yk}, m > 1, ìîæíî ïîñòðîèòü
îïåðàòîð B, äëÿ êîòîðîãî B(xj) < B(xk) ïðè âñåõ (j, k) ∈ ∆. Òîãäà èòåðàöèîííûé ïðî-
öåññ (5.1) ñòðîèò ëîêàëüíûé áàçèñ B1, B2, . . . , Bp, â êîòîðîì p 6

⌈
Q(B1)

m

⌉
+ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Áóäåì ïîñëåäîâàòåëüíî ñòðîèòü îïåðàòîðû Br èç M0, r = 2, 3, . . . , äëÿ êîòîðûõ

Br(xj) < Br(xk), (j, k) ∈ ∆r.

Ñîãëàñíî óñëîâèþ òåîðåìû ìîæíî âûáðàòü îïåðàòîð Br òàê, ÷òî ∆r ⊆ Dr−1(B1, . . . , Br−1)

è |∆r| > m, r = 2, 3, . . . Òîãäà

|Dr(B1, . . . , Br)| 6 |Dr−1(B1, . . . , Br−1)| −m.

Ñëåäîâàòåëüíî, äåôåêò áóäåò èñ÷åðïàí ïðè r =
⌈

Q(B1)
m

⌉
+ 1. ¥
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�12 Äåôåêòíûå òðîéêè è äâóñòîðîííÿÿ îöåíêà Q(F (B1, . . . , Bp))

Îïð 9 Òðîéêà èíäåêñîâ (j, s, k) ∈ S3 äåôåêòíàÿ äëÿ
B1, . . . , Bp, åñëè

ak 6 aj, as ‖ ak, as ‖ aj;

yj < yk, yj 6 ys 6 yk.

Äåôåêòíàÿ òðîéêà èìååò îñíîâàíèå (j, k), âåðøèíó s,
ðåáðà (s, k) è (s, j). Åñëè yj < ys < yk, òî òðîéêà
(j, s, k) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äåôåêòíîé.

Îñíîâàíèå äåôåêòíîé òðîéêè ïðèíàäëåæèò ñîâîêóïíîìó äåôåêòó: (j, k) ∈ Dp.

Ëåììà 7 Ñîâîêóïíûé äåôåêò íåóñòðàíèì ìîíîòîííûìè êîððåêòèðóþùèìè îïåðàöèÿìè:

(∀F ∈ FM) Dp ⊆ D(F (B1, . . . , Bp)).

Ëåììà 8 Åñëè â S3 åñòü ñòðîãî äåôåêòíàÿ òðîéêà, òî

(∀F ∈ FM) Dp ⊂ D(F (B1, . . . , Bp)).

Ëåììà 9 Åñëè â S3 íåò äåôåêòíûõ òðîåê, òî

(∃F ∈ FM) Dp = D(F (B1, . . . , Bp)).

Ñëåäñòâèå Äëÿ ìèíèìèçàöèè Q(F (B1, . . . , Bp)) ñëåäóåò ñòðîèòü Bp òàê, ÷òîáû óñòðà-
íèòü êàê ìîæíî áîëüøå äåôåêòíûõ ïàð èç D(B1, . . . , Bp−1). Â ïåðâóþ î÷åðåäü äîëæíû
óñòðàíÿòüñÿ ïàðû, ëåæàùèå â îñíîâàíèå íàèáîëüøåãî êîëè÷åñòâà äåôåêòíûõ òðîåê.
Ãèïîòåçà Âîçìîæíî ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ F òàê, ÷òîáû
ðàçíîñòü D(F (B1, . . . , Bp))\Dp ñîñòîÿëà òîëüêî èç ð¼áåð äåôåêòíûõ òðîåê.
Ñëåäñòâèå Ïóñòü Tjk � ñóììàðíîå ÷èñëî ð¼áåð äåôåêòíûõ òðîåê ñ îñíîâàíèåì (j, k).
Òîãäà ñóùåñòâóåò êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ F ∈ FM òàêàÿ, ÷òî

|Dp| 6 Q(F (B1, . . . , Bp)) 6 |Dp|+
∑

(j,k)∈Dp

Tjk. (12.1)
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�13 Ñîâìåñòíàÿ îïòèìèçàöèÿ Bp è F

Îïð 10 Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà g(z) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè
ôóíêöèîíàëà g′(z) ïî ìíîæåñòâó Z, åñëè âûïîëíÿþòñÿ äâà óñëîâèÿ:

min
z∈Z

g(z) = min
z∈Z

g′(z);

g(z) < g′(z) äëÿ âñåõ z ∈ Z.

Òåîðåìà 10 Ìèíèìèçàöèÿ ôóíêöèîíàëà Q(F (B∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp)) ñîâìåñòíî ïî îïåðàòî-

ðó Bp è êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè ïðàâîé ÷àñòè (12.1), êîòî-
ðàÿ íå çàâèñèò îò F . Äàííàÿ çàäà÷à, â ñâîþ î÷åðåäü, ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å ïîèñêà è ðåøå-
íèÿ ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

Bp(xj) < Bp(xk), ñ âåñîì Tjk, (j, k) ∈ Dp−1(B
∗
1 . . . , B∗

p−1). (13.1)

Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (5.1) ñîâìåñòíîé îïòèìèçàöèè îïåðàòîðà Bp è êîððåêòèðóþùèé
îïåðàöèè F ñâîäèòñÿ ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó âûïîëíåíèþ òð¼õ øàãîâ:
Øàã 1.
Ïîñòðîèòü îïåðàòîð Bp ïóò¼ì ðåøåíèÿ ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ñè-
ñòåìå íåðàâåíñòâ (13.1).
Ïðîáëåìà: ïîñòàíîâêà çàäà÷è (13.1) íåñòàíäàðòíàÿ, òàê êàê îáû÷íî îãðàíè÷åíèÿ îòíîñÿòñÿ
ê îòäåëüíûì îáúåêòàì, à íå ïàðàì îáúåêòîâ.
Øàã 2.
Íàéòè çíà÷åíèÿ fk ∈ If , k ∈ S, íàèìåíåå îòêëîíÿþùèåñÿ îò yk, äëÿ êîòîðûõ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü {ak, fk}k∈S ìîíîòîííà:





∑

k∈S

(fk − yk)
2 → min;

fj 6 fk, åñëè aj 6 ak.

Ýòî ÷àñòíàÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Èçâåñòíû ýôôåêòèâíûå ìåòîäû
å¼ ðåøåíèÿ, íî â äàííûõ ëåêöèÿõ îíè íå ðàññìàòðèâàþòñÿ.
Øàã 3.
Ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ (â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè íåïðåðûâíóþ è äîñòàòî÷íî
ãëàäêóþ) ôóíêöèþ F , ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç q òî÷åê, çàäàííûõ ìîíîòîííîé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ {ak, fk}k∈S:

F (ak) = fk, k ∈ S.
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�14 Òåîðåìû ñâåäåíèÿ

Ââåä¼ì ñîêðàù¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ:

Dp−1 = Dp−1(B
∗
1 , . . . , B

∗
p−1);

Dp = Dp(B
∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Tk âåðõíþþ îöåíêó ÷èñëà äåôåêòíûõ ïàð, â êîòîðûå ìîæåò âõîäèòü k-ûé
îáúåêò ïðè îïòèìàëüíîì âûáîðå êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè:

Tk =

q∑
j∈Dk

(1 + Tjk);

Dk =
{
j ∈ S

∣∣ (k, j) ∈ Dp−1 èëè (j, k) ∈ Dp−1

}
.

Òåîðåìà 11 (î ñâîäèìîñòè â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè)
Â ñëó÷àå êëàññèôèêàöèè íà 2 íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà, êîãäà If = {0, 1}, Ie = R è

Q(B) = min
γ∈R

q∑

k=1

wk

∣∣[B(xk) > γ]− yk

∣∣,

ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Bp â çàäà÷àõ (5.2) è (5.1) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó è ðåøåíèþ ñîâìåñòíîé
ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ñèñòåìå q íåðàâåíñòâ îòíîñèòåëüíî îïåðàòîðà Bp ∈ M0

è ïîðîãà γ ∈ R:




Bp(xk) 6 γ, ïðè yk = 0;

Bp(xk) > γ, ïðè yk = 1.

Â çàäà÷å (5.2) îáúåêòû èìåþò âåñà wk = 1, k ∈ S.
Â çàäà÷å (5.1) îáúåêòû èìåþò âåñà wk = Tk, k ∈ S.

Òåîðåìà 12 (î ñâîäèìîñòè â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè)
Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè, êîãäà If = Ie = R, M1 = {C(B) ≡ B} è

Q(B) =

q∑

k=1

wk(B(xk)− yk)
2,

ïîñòðîåíèå îïåðàòîðà Bp â çàäà÷àõ (5.2) è (5.1) ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè êâàäðàòè÷íîãî
ôóíêöèîíàëà Q(Bp).
Â çàäà÷å (5.2) îáúåêòû èìåþò âåñà wk = 1, k ∈ S.
Â çàäà÷å (5.1) îáúåêòû èìåþò âåñà wk = Tk/d

2
k, k ∈ S, ãäå

dk = 1
2

min
j∈Dk

|yk − yj|.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåì 11 è 12.
Äëÿ çàäà÷è (5.2) óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî.
Ïåðâàÿ ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà îäèíàêîâà äëÿ òåîðåì 11 è 12.
1. Îöåíèì ñâåðõó ôóíêöèîíàë, ìèíèìèçèðóåìûé â (5.1), ñ ïîìîùüþ íåðàâåíñòâà (12.1):

Q(F (B∗
1 , . . . , B

∗
p−1, Bp)) 6 |Dp|+

∑

(j,k)∈Dp

Tjk =

=
∑

(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk)
[
(j, k) ∈ D(Bp)

]
=

=
∑

(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk)
[
bj > bk

]
,

ãäå ââåäåíî îáîçíà÷åíèå bk = Bp(xk), äëÿ âñåõ k ∈ S.
2. Â ñëó÷àå êëàññèôèêàöèè âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

[bj > bk] 6 [bj > γ] + [bk 6 γ], äëÿ ëþáûõ bj, bk, γ èç R.

Ó÷ò¼ì òàêæå, ÷òî yj < yk ýêâèâàëåíòíî yj = 0, yk = 1 â ñèëó äâóõýëåìåíòíîñòè If .∑

(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk)
[
bj > bk

]
6

6 min
γ∈R

∑

(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk)
(
[bj > γ] + [bk 6 γ]

)
=

= min
γ∈R

∑

(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk)
(∣∣[bj > γ]− yj

∣∣ +
∣∣[bk > γ]− yk

∣∣
)

=

= min
γ∈R

∑
j∈S
yj=0

∣∣[bj > γ]− yj

∣∣ ∑

k:(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk) +
∑

k∈S
yk=1

∣∣[bk > γ]− yk

∣∣ ∑

j:(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk) =

= min
γ∈R

∑

k∈S

∣∣[bk > γ]− yk

∣∣ ∑
j∈Dk

(1 + Tjk) = min
γ∈R

∑

k∈S

Tk

∣∣[bk > γ]− yk

∣∣.

3. Â ñëó÷àå âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè âîñïîëüçóåìñÿ îöåíêîé

[bj > bk] 6
[|bj − yj| > dj

]
+

[|bk − yk| > dk

]
, äëÿ ëþáûõ (j, k) ∈ Dp−1,

çàòåì íåðàâåíñòâîì [x > A] 6
(

x
A

)2, ñïðàâåäëèâûì ïðè ëþáûõ íåîòðèöàòåëüíûõ x, A.
∑

(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk)
[
bj > bk

]
6

6
∑

(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk)
[|bj − yj| > dj

]
+

[|bk − yk| > dk

]
6

=
∑
j∈S

[|bj − yj| > dj

] ∑

k:(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk) +
∑

k∈S

[|bk − yk| > dk

] ∑

j:(j,k)∈Dp−1

(1 + Tjk) =

=
∑

k∈S

Tk

[|bk − yk| > dk

]
6

6
∑

k∈S

Tk

d2
k

(
bk − yk

)2
=

∑

k∈S

wk

(
B(xk)− yk

)2
. ¥
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�15 Ìîíîòîííàÿ àïïðîêñèìàöèÿ â Rp

Ïóñòü Ie = R, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ak, fk}k∈S ìîíîòîííàÿ, òî÷êè ïðîíóìåðîâàíû ïî âîç-
ðàñòàíèþ çíà÷åíèé f1 6 f2 . . . 6 fq.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèè F ∈ FM òàêîé, ÷òî F (ak) = fk, k ∈ S.

Îïð 11 Îáëàñòè äîìèíèðîâàíèÿ âåêòîðà ak, k ∈ S:

M>
k = {a ∈ Ip

e | ak 6 a} � âåðõíÿÿ îáëàñòü;
M⊥

k = {a ∈ Ip
e | a 6 ak} � íèæíÿÿ îáëàñòü.

Îïð 12 Ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ îò âåêòîðà a = (a1, . . . , ap)

äî îáëàñòåé äîìèíèðîâàíèÿ:

r>k (a) = µ
(
(a1

k − a1)+, . . . , (ap
k − ap)+

)
;

r⊥k (a) = µ
(
(a1 − a1

k)+, . . . , (ap − ap
k)+

)
;

ãäå µ : Rp
+ → R+ � çàäàííàÿ íåóáûâàþùàÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íóëåâîå çíà÷åíèå

òîëüêî â òî÷êå (0, . . . , 0).

Îïð 13 Ôóíêöèè ðàññòîÿíèÿ îò âåêòîðà a = (a1, . . . , ap) äî áëèæàéøåé îáëàñòè äîìè-
íèðîâàíèÿ íà óðîâíå γ, ãäå f1 6 γ < fq:

h>k (a, γ) = min
k:fk>γ

r>k (a);

h⊥k (a, γ) = min
k:fk6γ

r⊥k (a);

Òåîðåìà 13 (î ìîíîòîííîì êîððåêòîðå äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè)
Ïóñòü â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè If = {0, 1} è f1 < fq. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (a) =
[
h>k (a, 0) 6 h⊥k (a, 0)

]

îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî íå óáûâàåò íà Rp, ïðè÷¼ì F (ak) = fk äëÿ âñåõ k ∈ S.

Òåîðåìà 14 (î ìîíîòîííîì êîððåêòîðå äëÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè)
Ïóñòü â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè If = R è f1 < fq. Òîãäà ôóíêöèÿ

F (a) = f1 +

q−1∑

k=1

(fk+1 − fk)Φ(a, fk), ãäå Φ(a, γ) =
h⊥k (a, γ)

h⊥k (a, γ) + h>k (a, γ)
,

îïðåäåëåíà è ìîíîòîííî íå óáûâàåò íà Rp, ïðè÷¼ì F (ak) = fk äëÿ âñåõ k ∈ S.
Ôóíêöèÿ F (a) íåïðåðûâíà, åñëè ôóíêöèÿ µ(a) íåïðåðûâíà.
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�16 Ïðèìåðû ìîíîòîííîé àïïðîêñèìàöèè â R2

Äèñêðåòíàÿ ñòóïåíüêà F (a), a ∈ R2, â çà-
äà÷å êëàññèôèêàöèè.

Íåïðåðûâíàÿ ñòóïåíüêà Φ(a, fk), a ∈ R2,
íà óðîâíå fk â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ ðå-
ãðåññèè.

Ìîíîòîííàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ
F (a), a ∈ R2, â çàäà÷å âîññòàíîâëåíèÿ
ðåãðåññèè.

Êëàññè÷åñêèé ãëàäêèé ñïëàéí, ïîñòðî-
åííûé ïî ìîíîòîííîé âûáîðêå, ìîæåò
îêàçàòüñÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèåé.


