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Îïèñàí îïòèìèçàöèîííûé ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíûõ àëãîðèòìîâ
íà îñíîâå òåõíîëîãèè àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ïðîáëåìå ðàñïîçíà-
âàíèÿ. Ðàññìîòðåíî ïðèìåíåíèå äàííîãî ìåòîäà â ñëó÷àÿõ ëèíåéíûõ
è ìîíîòîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé ïðè ðåøåíèè çàäà÷ êëàññè-
ôèêàöèè è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè. Ïðåäëîæåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ
îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ïîñòàâëåííûõ â ðàáîòå [1].

Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ, ðàçâèâàåìûé øêîëîé àêàäå-
ìèêà ÐÀÍ Þ. È. Æóðàâë¼âà, îñíîâàí íà èäåå ïîñòðîåíèÿ êîððåêòíûõ àëãîðèòìîâ
ñ ïîìîùüþ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé íàä íåñêîëüêèìè ýâðèñòè÷åñêèìè àëãîðèòìà-
ìè. Ïðè ïðàêòè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ýòîé èäåè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü óìåíüøåíèÿ
ñëîæíîñòè ïîëó÷àåìîé àëãîðèòìè÷åñêîé ñóïåðïîçèöèè. Â äàííîé ðàáîòå ýòî äîñòèãà-
åòñÿ ïóò¼ì èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ íàñòðîéêè (âûáîðà ïàðàìåòðîâ)
àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè. Äàííàÿ òåõíèêà èçó÷à-
ëàñü ðàíåå â ðàáîòå [1] äëÿ ñåìåéñòâà ìîíîòîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé. ßâëÿ-
ÿñü ôàêòè÷åñêè ïðîäîëæåíèåì [1], íàñòîÿùàÿ ðàáîòà ïðåñëåäóåò äâå îñíîâíûå öåëè.

Âî-ïåðâûõ, ïðåäëàãàåòñÿ îáùàÿ ìåòîäîëîãèÿ íàñòðîéêè àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðà-
òîðîâ, ïðè êîòîðîé ó÷èòûâàåòñÿ íå òîëüêî èñõîäíàÿ îáó÷àþùàÿ âûáîðêà, íî è ñòðóê-
òóðà ñóïåðïîçèöèè. Ïðè ýòîì òåõíèêà íàñòðîéêè îñíîâûâàåòñÿ íà ñâåäåíèè äàííîé
çàäà÷è ê óæå èçâåñòíûì, ÷òî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ðàçðàáîòêè íîâûõ ñïåöèàëüíûõ
ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ êàæäîé èç èñïîëüçóåìûõ ìîäåëåé àëãîðèòìè÷åñêèõ îïå-
ðàòîðîâ. Ðàññìàòðèâàþòñÿ òàêæå êîìáèíèðîâàííûå ñòðàòåãèè íàñòðîéêè, ñîâìåùà-
þùèå íàñòðîéêó íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó è êîìïåíñàöèþ ñîâîêóïíîé îøèáêè îñòàëü-
íûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ. Èñïîëüçîâàíèå äàííîé òåõíèêè èëëþñòðèðóåòñÿ
íà ïðèìåðå ëèíåéíûõ è ìîíîòîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé.
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âàíèé (êîä ïðîåêòà 96-01-00552)
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Âî-âòîðûõ, ðàññìîòðåíèå ñåìåéñòâà ìîíîòîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé äî-
âîäèòñÿ çäåñü äî êîíöà è çàâåðøàåòñÿ ïîñòðîåíèåì ýôôåêòèâíûõ ÷èñëåííûõ ìåòî-
äîâ, êîòîðûå îñòàëèñü çà ðàìêàìè ðàáîòû [1]. Îïèñûâàþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìîíî-
òîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ äîïîëíèòåëüíûì òðåáîâàíèÿì
íåïðåðûâíîñòè è ãëàäêîñòè.

1 Îïòèìèçàöèîííûé ìåòîä ñèíòåçà êîððåêòíûõ àë-
ãîðèòìîâ

1. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ [2, 3]. Èìååòñÿ ìíîæå-
ñòâî íà÷àëüíûõ èíôîðìàöèé Ii è ìíîæåñòâî ôèíàëüíûõ èíôîðìàöèé If . Òðåáóåòñÿ
ïîñòðîèòü àëãîðèòì, ðåàëèçóþùèé îòîáðàæåíèå èç Ii â If , óäîâëåòâîðÿþùåå ëîêàëü-
íûì îãðàíè÷åíèÿì âèäà A(xk) = yk, k = 1, . . . , q, è äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì
âèäà A ∈ Mu, ãäå {xk}q

k=1 � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Ii, {yk}q
k=1 �

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà If è Mu � çàäàííîå ìíîæåñòâî îòîáðà-
æåíèé èç Ii â If . Àëãîðèòì, óäîâëåòâîðÿþùèé ëîêàëüíûì è äîïîëíèòåëüíûì îãðà-
íè÷åíèÿì, íàçûâàåòñÿ êîððåêòíûì. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïàð {xk, yk}q

k=1 íàçûâàåòñÿ
îáó÷àþùåé âûáîðêîé.

Èòàê, ðàññìàòðèâàåìûå çàäà÷è ðàñïîçíàâàíèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþòñÿ ïÿò¼ð-
êîé 〈Ii, If ,M

u, {xk}q
k=1, {yk}q

k=1〉. Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâà ðàñïðîñòðàí¼í-
íûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ: çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè
(If = {0, 1}) è çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè (If = R).

2. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê ïðîáëåìå ðàñïîçíàâàíèÿ îñíîâàí íà ñëåäóþùåé ñõå-
ìå ñèíòåçà êîððåêòíûõ àëãîðèòìîâ [2, 3]. Íàðÿäó ñ ìíîæåñòâàìè Ii è If ââîäèò-
ñÿ ïðîñòðàíñòâî îöåíîê Ie. Çàòåì âûáèðàåòñÿ ìîäåëü àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ
M0 ⊆ M0

∗ = {B : Ii → Ie}, ñåìåéñòâî ðåøàþùèõ ïðàâèë M1 ⊆
∞⋃

p=0

{C : Ip
e → If} è ñå-

ìåéñòâî êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé F ⊆
∞⋃

p=0

{F : Ip
e → Ie}. Âñå òðè ñåìåéñòâà îòîáðà-

æåíèé ñòðîÿòñÿ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû M1 ◦F(M0) ⊆ Mu. Òåì ñàìûì ãàðàíòèðóåòñÿ,
÷òî âñå àëãîðèòìû óäîâëåòâîðÿþò äîïîëíèòåëüíûì îãðàíè÷åíèÿì ¾ïî ïîñòðîåíèþ¿.
Îáùèå ïîäõîäû ê ïîñòðîåíèþ F-ðàñøèðåíèé ìîäåëåé àëãîðèòìîâ ðàçâèâàþòñÿ â òå-
îðèè óíèâåðñàëüíûõ è ëîêàëüíûõ îãðàíè÷åíèé [4, 5, 6].

Çàìåòèì, ÷òî ñóïåðïîçèöèÿ B(x) ≡ F (B1(x), . . . , Bp(x)) îñóùåñòâëÿåò îòîáðà-
æåíèå èç Ii â Ie, è ïîýòîìó òàêæå ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêèì îïåðàòîðîì, êîòî-
ðûé áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ F (B1, . . . , Bp). Äàëåå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà àëãî-
ðèòì A ñòðîèòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp èç M0,
êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F èç F è ðåøàþùåãî ïðàâèëà C èç M1, òî åñòü A =

= C(F (B1, . . . , Bp)).
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3. Ïóñòü çàäàí ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ Q: M0
∗ → R,

ïðèíèìàþùèé íóëåâîå çíà÷åíèå Q(B) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò
ðåøàþùåå ïðàâèëî C èç M1, ïðè êîòîðîì àëãîðèòì A = C ◦ B êîððåêòåí. Â ýòîì
ñëó÷àå çàäà÷à ñèíòåçà êîððåêòíîãî àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê òîìó, ÷òîáû íàéòè àëãî-
ðèòìè÷åñêèå îïåðàòîðû B1, . . . , Bp èç M0 è êîððåêòèðóþùóþ îïåðàöèþ F èç F, ïðè
êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà Q(F (B1, . . . , Bp)). Äëÿ ðåøåíèÿ ïîñòàâ-
ëåííîé çàäà÷è ïðåäëàãàåòñÿ îáùèé èòåðàöèîííûé ìåòîä, îñíîâàííûé íà ïîî÷åð¼ä-
íîé íàñòðîéêå àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè, êîòîðûé
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Â êà÷åñòâå íóëåâîãî ïðèáëèæåíèÿ âûáèðàåòñÿ îïåðàòîð B1 èç M0, íàéäåííûé
ïóò¼ì ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Q(B). Ñëåäóþùèå îïåðàòîðû B2, B3, . . . ñòðîÿòñÿ
ïî î÷åðåäè, ïðè÷¼ì ïîñëå äîáàâëåíèÿ î÷åðåäíîãî îïåðàòîðà ïðîèçâîäèòñÿ ïîâòîðíàÿ
îïòèìèçàöèÿ ðàíåå ïîñòðîåííûõ îïåðàòîðîâ è êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè. Ïðè ýòîì
íà êàæäîì øàãå èòåðàöèîííîãî ïðîöåññà ðåøàåòñÿ îäíà èç äâóõ çàäà÷: ôóíêöèîíàë
êà÷åñòâà ìèíèìèçèðóåòñÿ ëèáî ïî îïåðàòîðó Br ïðè ôèêñèðîâàííûõ F è B1, . . . , Br−1,
Br+1, . . . , Bp:

B∗
r = arg min

Br∈M0

Q(F (B1, . . . , Br, . . . , Bp)), r = 1, . . . , p, (1.1)

ëèáî ïî êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè F ïðè ôèêñèðîâàííûõ B1, . . . , Bp:

F ∗ = arg min
F∈F

Q(F (B1, . . . , Bp)). (1.2)

Îïèñàííûé ïðîöåññ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âàðèàíò ïîêîîðäèíàòíîãî ñïóñêà ñ òåì îò-
ëè÷èåì, ÷òî îïðåäåëåíèå êàæäîé ¾êîîðäèíàòû¿ B1, . . . , Bp è F òðåáóåò ðåøåíèÿ îò-
äåëüíîé, êàê ïðàâèëî ìíîãîïàðàìåòðè÷åñêîé, îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è.

Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà (1.1) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ïðèñïîñîáèòü äëÿ ýòîãî ìåòîäû, èçíà÷àëüíî ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ áîëåå
ïðîñòîé çàäà÷è

B∗
r = arg min

Br∈M0

Q(Br). (1.3)

Âîçìîæíîñòü òàêîãî ñâåäåíèÿ âûòåêàåò èç ñëåäóþùèõ îáùèõ ñîîáðàæåíèé. Ïðè ïî-
ñòðîåíèè êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè îáû÷íî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî êàæäûé èç îïå-
ðàòîðîâ Br ïðåäâàðèòåëüíî íàñòðîåí íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó, ñêàæåì, â ðåçóëüòà-
òå ðåøåíèÿ çàäà÷è âèäà (1.3) èëè àíàëîãè÷íîé åé. Â òî æå âðåìÿ ïðè íàñòðîéêå
îïåðàòîðà Br äîëæíà áûòü ñäåëàíà ïîïðàâêà, ó÷èòûâàþùàÿ åãî ìåñòî â ñóïåðïîçè-
öèè F (B1, . . . , Bp), òî åñòü âëèÿíèå îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ è êîððåêòèðóþùåé îïå-
ðàöèè. Ñïîñîá òåõíè÷åñêîé ðåàëèçàöèè òàêîé ïîïðàâêè â îáùåì ñëó÷àå çàâèñèò îò
ñåìåéñòâà F è ìíîæåñòâ Ie è If . Îäíàêî â êîíå÷íîì èòîãå å¼ ââåäåíèå ñâîäèòñÿ ëèáî
ê íàñòðîéêå íà êîìïåíñàöèþ ñîâîêóïíîé îøèáêè îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ, ëèáî ê áîëåå
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òî÷íîé íàñòðîéêå íà âûäåëåííîì ïîäìíîæåñòâå îáúåêòîâ ïðè âîçìîæíîì óâåëè÷å-
íèè ïîãðåøíîñòåé íà äðóãèõ îáúåêòàõ îáó÷åíèÿ. Òèïè÷íûìè ñïîñîáàìè ðåàëèçàöèè
ïîäîáíûõ äîïîëíèòåëüíûõ òðåáîâàíèé ÿâëÿþòñÿ: ââåäåíèå âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ
îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ, èñêëþ÷åíèå íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà îáúåêòîâ èç îáó÷àþùåé
âûáîðêè è ìîäèôèêàöèÿ öåëåâîãî âåêòîðà [yk]

q
k=1. Áîëüøèíñòâî èç èñïîëüçóåìûõ ìî-

äåëåé àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ è ìåòîäîâ èõ îïòèìèçàöèè äîïóñêàþò ââåäåíèå
òàêèõ ïîïðàâîê.

Óêàçàííûé ôàêò ïîçâîëÿåò íå ðàññìàòðèâàòü êîíêðåòíûå ìåòîäû îïòèìèçà-
öèè (1.1) äëÿ îòäåëüíûõ ìîäåëåé àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ, à îãðàíè÷èòüñÿ ïîëó-
÷åíèåì ïîñòàíîâîê çàäà÷, àíàëîãè÷íûõ òåì, êîòîðûå âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà-
÷è (1.3). Ïðè òàêîì ñâåäåíèè êîððåêòèðîâêà ÷èñëåííûõ ìåòîäîâ ëèáî âîîáùå íå òðå-
áóåòñÿ, ëèáî ÿâëÿåòñÿ íåñëîæíûì òåõíè÷åñêèì óïðàæíåíèåì.

Íàëè÷èå ïàðû îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ (1.1) è (1.3), äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ïîä-
õîäèò îäèí è òîò æå ÷èñëåííûé ìåòîä, åñòåñòâåííî ïðèâîäèò ê êîìáèíèðîâàííîé
ïîñòàíîâêå åäèíîé çàäà÷è îïòèìèçàöèè. Ñòåïåíü áëèçîñòè ïîëó÷åííîé çàäà÷è ê ïåð-
âîé èëè âòîðîé ìîæíî ïàðàìåòðèçîâàòü ÷èñëîâûì ïàðàìåòðîì λ ∈ [0, 1]. Îäèí èç
ñïîñîáîâ ïàðàìåòðèçàöèè ñîñòîèò â ïîñòðîåíèè ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà

Qλ(Br) = (1− λ) Q(Br) + λ Q(F (B1, . . . , Br, . . . , Bp)). (1.4)
Äðóãîé ñïîñîá îñíîâàí íà áîëåå äåòàëüíîì ðàññìîòðåíèè ïîñòàíîâîê çàäà÷, ê êî-

òîðûì ñâîäÿòñÿ (1.1) è (1.3). Äîïóñòèì, ÷òî îíè ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó çàäà÷ è
õàðàêòåðèçóþòñÿ âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ α1 è α2 ñîîòâåòñòâåííî. Åñëè ìíîæåñòâî äî-
ïóñòèìûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðîâ ÿâëÿåòñÿ âûïóêëûì ìíîæåñòâîì â ëèíåéíîì âåêòîð-
íîì ïðîñòðàíñòâå, òî çàäà÷à ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ (1−λ)α2 +λα1 òàêæå ïðèíàäëå-
æèò äàííîìó êëàññó, è å¼ ðåøåíèå ìîæåò ðàññìàòðèâàòüñÿ â êà÷åñòâå êîìïðîìèññíîé
ñòðàòåãèè íàñòðîéêè.

Îò ñïîñîáà ïàðàìåòðèçàöèè â îáùåì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ òîëüêî, ÷òîáû ïðè ãðàíè÷-
íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ ðåàëèçîâàëèñü ¾÷èñòûå¿ ñòðàòåãèè íàñòðîéêè, à èìåííî:

� ïðè λ = 0 äîëæíà ðåøàòüñÿ çàäà÷à (1.3), ñîñòîÿùàÿ â íàñòðîéêå àëãîðèòìè-
÷åñêîãî îïåðàòîðà Br íà èñõîäíóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó áåç ó÷¼òà åãî äàëüíåéøåãî
èñïîëüçîâàíèÿ â êà÷åñòâå àðãóìåíòà êîððåêòèðóþùåé îïåðàöèè;

� ïðè λ = 1 äîëæíà ðåøàòüñÿ çàäà÷à (1.1), â êîòîðîé îïåðàòîð Br íàñòðàèâàåòñÿ
èñêëþ÷èòåëüíî íà êîìïåíñàöèþ íåòî÷íîñòåé, äîïóùåííûõ îñòàëüíûìè îïåðàòîðàìè.

Êàæäàÿ èç ýòèõ äâóõ ¾÷èñòûõ¿ ñòðàòåãèé íàñòðîéêè èìååò ñâîè íåäîñòàòêè.
Â ïåðâîì ñëó÷àå, ìíîãîêðàòíî ðåøàÿ îäíó è òó æå çàäà÷ó, ìû ïîëó÷èì îäèíà-

êîâûå îïåðàòîðû B1, . . . , Bp. Äàæå ïðè âàðüèðîâàíèè ìåòîäà íàñòðîéêè íåò íèêàêîé
ãàðàíòèè, ÷òî ìû íå ïîëó÷èì íàáîð èç ïî÷òè îäèíàêîâûõ îïåðàòîðîâ. Òîãäà íèêàêàÿ
êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ íå ïîçâîëèò ïîñòðîèòü àëãîðèòì, êà÷åñòâåííî îòëè÷àþ-
ùèéñÿ îò óæå èìåþùèõñÿ. Ýòî ïðèâåä¼ò ëèáî ê íåîïðàâäàííîìó íàðàùèâàíèþ ÷èñëà
îïåðàòîðîâ, ëèáî âîîáùå ê îòêàçó îò èäåè êîððåêöèè.
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Âî âòîðîì ñëó÷àå ìîäåëü îïåðàòîðîâ M0 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ êîìïåíñàöèè ñóì-
ìàðíîé îøèáêè îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ, íî íå äëÿ àïïðîêñèìàöèè çàâèñèìîñòè ìåæäó
íà÷àëüíûìè è ôèíàëüíûìè èíôîðìàöèÿìè. Ïîäîáíîå èñïîëüçîâàíèå ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ íåöåëåñîîáðàçíûì äëÿ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ ìîäåëåé, ñòðóêòóðà êîòîðûõ
¾ïî ïîñòðîåíèþ¿ ó÷èòûâàåò ñïåöèôè÷åñêèå îñîáåííîñòè ýòîé çàâèñèìîñòè.

Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà λ îáðàçóþòñÿ êîìáèíèðîâàííûå ñòðà-
òåãèè íàñòðîéêè, ïðèâîäÿùèå ê êîìïðîìèññó ìåæäó íàñòðîéêîé íà îáó÷àþùóþ âû-
áîðêó è êîìïåíñàöèåé ñîâîêóïíîé îøèáêè îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïîÿâëåíèå äîïîë-
íèòåëüíîãî ïàðàìåòðà ïîâûøàåò ãèáêîñòü è íàñòðàèâàåìîñòü ñóïåðïîçèöèè â öåëîì.
Íà ïðàêòèêå ýòîò ïàðàìåòð íàçíà÷àåòñÿ èç àïðèîðíûõ ñîîáðàæåíèé, ó÷èòûâàþùèõ
îñîáåííîñòè âûáðàííîé ìîäåëè M0 è ñåìåéñòâà F, èõ óíèâåðñàëüíîñòü è àäåêâàò-
íîñòü ðåøàåìîé çàäà÷å. Ïðèåìëåìîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà ïðåäëàãàåòñÿ ïîäáè-
ðàòü â õîäå âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ.

2 Ëèíåéíûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè
Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ïðîñòðàíñòâà îöåíîê Ie ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R
è îïðåäåëèì ñåìåéñòâî ëèíåéíûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé:

FL =
{

F (B1, . . . , Bp) =

p∑
i=1

αiBi

∣∣∣ αi ∈ R, i = 1, . . . , p
}

.

Êàæäàÿ ëèíåéíàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ îäíîçíà÷íî çàäà¼òñÿ íàáîðîì èç
p ïàðàìåòðîâ α1, . . . , αp. Èíîãäà íà ïàðàìåòðû íàêëàäûâàþò äîïîëíèòåëüíûå îãðà-
íè÷åíèÿ, íàïðèìåð òðåáóþò èõ íåîòðèöàòåëüíîñòè, è/èëè ÷òîáû ñóììà èõ ìîäóëåé
ðàâíÿëàñü åäèíèöå. Ëèíåéíûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè íàä ìíîæåñòâàìè íåêîð-
ðåêòíûõ àëãîðèòìîâ áûëè âïåðâûå ââåäåíû Þ. È. Æóðàâë¼âûì [2, 3] ïðè ðàññìîò-
ðåíèè çàäà÷è êëàññèôèêàöèè.

1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà èñïîëüçîâàíèå ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ êîððåêòèðóþùèõ îïå-
ðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè ñ äâóìÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ êëàññàìè,
If = {0, 1}. Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå M1 îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ïîðîãîâûõ ðå-
øàþùèõ ïðàâèë {C(B) = θ(B − c) | c ∈ R}, ãäå θ � ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà.

Ïîëîæèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà Q ðàâíûì ÷èñëó îøèáî÷íûõ êëàññèôèêàöèé
îáúåêòîâ îáó÷åíèÿ ïðè óñëîâèè îïòèìàëüíîãî âûáîðà ðåøàþùåãî ïðàâèëà:

Q(B) = min
c∈R

q∑

k=1

|θ(B(xk)− c)− yk|.

Ïåðåíóìåðóåì ýëåìåíòû îáó÷àþùåé âûáîðêè {xk, yk}q
k=1 òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû

ïåðâûå q0 ýëåìåíòîâ ïðèíàäëåæàëè ïåðâîìó êëàññó, à îñòàëüíûå (q−q0) ýëåìåíòîâ �
âòîðîìó êëàññó. Òàêèì îáðàçîì, y1 = . . . = yq0 = 0 è yq0+1 = . . . = yq = 1. Ëåãêî
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âèäåòü, ÷òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà ðàâíî íàèìåíüøåìó ÷èñëó íåâûïîëíåííûõ íåðà-
âåíñòâ â ñèñòåìå

{
B(xk) 6 c, k = 1, . . . , q0;

B(xk) > c, k = q0 + 1, . . . , q;

Äîïóñòèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî â íàáîðå àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ B1, . . . , Bp âñå îïåðàòîðû êðîìå ïîñëåäíåãî ôèêñèðîâàíû è ðåøàåòñÿ çàäà÷à îï-
òèìèçàöèè îïåðàòîðà Bp. Ââåä¼ì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ:

Z0 = [Bi(xk)]
i=1,p−1
k=1,q0

, Z1 = [Bi(xk)]
i=1,p−1
k=q0+1,q,

z0 = [Bp(xk)]k=1,q0 , z1 = [Bp(xk)]k=q0+1,q,

a = [αi]i=1,p−1.

Òîãäà çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Q(Bp) ðàâíî íàèìåíüøåìó ÷èñëó íåâûïîëíåííûõ
íåðàâåíñòâ â ñèñòåìå

{
z0 6 c;

z1 > c;
(2.1)

à çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà Q(F (B1, . . . , Bp)) � íàèìåíüøåìó ÷èñëó íåâûïîëíåííûõ
íåðàâåíñòâ â ñèñòåìå

{
Z0a + z0αp 6 c;

Z1a + z1αp > c.
(2.2)

Çàäà÷à (1.2) ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Q(F (B1, . . . , Bp)) ïî êîððåêòèðóþùåé
îïåðàöèè F ïðè ôèêñèðîâàííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó
ìàêñèìàëüíîé ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ñèñòåìû ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ (2.2) ñ íåèç-
âåñòíûìè a, αp è c. Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñòàíäàðòíûå ìåòîäû [7, 8, 9].

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýòîãî æå ôóíêöèîíàëà ïî îïåðàòîðó Bp ïðè ôèêñèðîâàí-
íûõ B1, . . . , Bp−1 è F ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìàêñèìàëüíîé ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ñè-
ñòåìû íåðàâåíñòâ

{
z0 6 (c− Z0a)/αp;

z1 > (c− Z1a)/αp;
ëèáî

{
z0 > (c− Z0a)/αp;

z1 < (c− Z1a)/αp;

ïðè αp > 0 è αp < 0 ñîîòâåòñòâåííî. Äàííàÿ çàäà÷à ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíà çàäà-
÷å (2.1).

Ïîñòðîèì êîìáèíèðîâàííûé êðèòåðèé íàñòðîéêè ïðè ïðîèçâîëüíîì λ ∈ [0, 1].
Âûáåðåì [λq] íîìåðîâ k1, . . . , k[λq] èç ìíîæåñòâà {1, . . . , q} è ïîòðåáóåì, ÷òîáû äëÿ
îáúåêòîâ îáó÷àþùåé âûáîðêè xk1 , . . . , xk[λq]

âûïîëíÿëèñü ñîîòâåòñòâóþùèå èì íåðà-
âåíñòâà ñèñòåìû (2.2), à äëÿ îñòàëüíûõ ýëåìåíòîâ � íåðàâåíñòâà ñèñòåìû (2.1).

Ïðè λ = 0 ïîëó÷àåì ñèñòåìó (2.1), ïðèâîäÿùóþ ê íàñòðîéêå îïåðàòîðà Bp íà èñ-
õîäíóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó. Ïðè λ = 1 ïîëó÷àåì ñèñòåìó (2.2), ïðèâîäÿùóþ ê
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íàñòðîéêå íà êîìïåíñàöèþ íåòî÷íîñòè îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ
çíà÷åíèÿõ λ èìååì âñåâîçìîæíûå êîìáèíèðîâàííûå ñòðàòåãèè íàñòðîéêè. Èñïîëüçî-
âàíèå òàêîé ñòðàòåãèè ñâîäèòñÿ ê âûáîðó ïîäìíîæåñòâà òî÷åê îáó÷àþùåé âûáîðêè,
íà êîòîðûõ æåëàòåëüíî äîñòè÷ü ëó÷øåãî êà÷åñòâà ðàñïîçíàâàíèÿ. Ìåòîäîì ðåøåíèÿ,
òàê æå êàê äëÿ (2.1) è (2.2), ïî-ïðåæíåìó îñòà¼òñÿ ïîèñê ìàêñèìàëüíîé ñîâìåñòíîé
ïîäñèñòåìû.

2. Ðàññìîòðèì òåïåðü èñïîëüçîâàíèå ñåìåéñòâà ëèíåéíûõ êîððåêòèðóþùèõ îïå-
ðàöèé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè, If = R.

Âîçüì¼ì â êà÷åñòâå ñåìåéñòâà ðåøàþùèõ ïðàâèë M1 ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç
åäèíñòâåííîãî òîæäåñòâåííîãî îòîáðàæåíèÿ C(B) ≡ B. Ôàêòè÷åñêè ýòî îçíà÷àåò,
÷òî ðåøàþùèå ïðàâèëà íå èñïîëüçóþòñÿ.

Ïîëîæèì ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà Q ðàâíûì ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé íåâÿçêå:

Q(B) =

q∑

k=1

(B(xk)− yk)
2.

Äîïóñòèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî â íàáîðå àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòî-
ðîâ B1, . . . , Bp âñå îïåðàòîðû, êðîìå ïîñëåäíåãî, ôèêñèðîâàíû, è ðåøàåòñÿ çàäà÷à
îïòèìèçàöèè îïåðàòîðà Bp. Ââåä¼ì ìàòðè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ: Z = [Bi(xk)]

i=1,p−1
k=1,q , z =

= [Bp(xk)]k=1,q, a = [αi]i=1,p−1, y = [yk]k=1,q. Òîãäà

Q(Bp) = ‖z − y‖2; (2.3)
Q(F (B1, . . . , Bp)) = ‖Za + zαp − y‖2. (2.4)

Çàäà÷à (1.2) ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Q(F (B1, . . . , Bp)) ïî êîððåêòèðóþùåé
îïåðàöèè F ïðè ôèêñèðîâàííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ ñâîäèòñÿ ê íàõîæäå-
íèþ âåêòîðà (a, αp) è ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ [10].

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ýòîãî ôóíêöèîíàëà ïî îïåðàòîðó Bp ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ B1, . . . , Bp−1 è F . Ïóò¼ì ýëåìåíòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé îí ïðèâîäèòñÿ ê
âèäó

Q(F (B1, . . . , Bp)) = α2
p ‖z − ỹ‖2, ãäå ỹ = (y − Za)/αp.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî λ ∈ [0, 1] îïðåäåëèì ôóíêöèîíàë Qλ êàê âçâåøåííóþ ñóììó
ôóíêöèîíàëîâ (2.3) è (2.4):

Qλ(Bp) = (1− λ) ‖z − y‖2 + λα2
p ‖z − ỹ‖2.

Ïðèâîäÿ ïîäîáíûå, ïîëó÷àåì, ÷òî çàäà÷à åãî ìèíèìèçàöèè ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

Q′
λ(Bp) = ‖z − y′(λ)‖2, ãäå y′(λ) =

(1− λ)y + λα2
pỹ

1− λ + λα2
p

. (2.5)
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Ïðè λ = 0 îïåðàòîð Bp íàñòðàèâàåòñÿ íà èñõîäíóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó, ïðè
λ = 1 � íà êîìïåíñàöèþ íåòî÷íîñòè îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ
çíà÷åíèÿõ λ ïîëó÷àþòñÿ êîìáèíèðîâàííûå ñòðàòåãèè íàñòðîéêè. Çàäà÷è ìèíèìèçà-
öèè òð¼õ ôóíêöèîíàëîâ (2.3), (2.4) è (2.5) ôîðìàëüíî ýêâèâàëåíòíû è îòëè÷àþòñÿ
òîëüêî öåëåâûì âåêòîðîì: y, ỹ, y′(λ).

3 Ìîíîòîííûå êîððåêòèðóþùèå îïåðàöèè
Ïóñòü If è Ie � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííûå ìíîæåñòâà. Â êà÷åñòâå F âîçüì¼ì ñåìåé-
ñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé èç Ip

e â If ïðè ïðîèçâîëüíîì íàòóðàëüíîì p,
÷òî ïîçâîëèò íàì èçáåæàòü îòäåëüíîãî ðàññìîòðåíèÿ ðåøàþùèõ ïðàâèë. Îòíîøåíèå
ïîðÿäêà íà Ip

e è ìîíîòîííîñòü îòîáðàæåíèé ïîíèìàþòñÿ â îáùåïðèíÿòîì ñìûñëå.
1. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî èíäåêñîâ {1, . . . , q} ÷åðåç Q è ââåä¼ì ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {ak}q
k=1, ñîñòîÿùóþ èç q âåêòîðîâ ak = [Bi(xk)]i=1,p, k ∈ Q.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïàðà èíäåêñîâ (j, k) ∈ Q2 íàçûâàåòñÿ äåôåêòíîé ïàðîé àëãî-
ðèòìè÷åñêîãî îïåðàòîðà B, åñëè yj < yk è B(xj) > B(xk). Ìíîæåñòâî âñåõ äåôåêòíûõ
ïàð îïåðàòîðà B îáîçíà÷èì ÷åðåç D(B).

×èñëî äåôåêòíûõ ïàð ìîæíî èñïîëüçîâàòü êàê ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà, ïîñêîëüêó
D(B) = ∅ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå F òàêîå,
÷òî F (B(xk)) = yk äëÿ âñåõ k èç Q. Ïîëîæèì Q(B) = |D(B)|.

Îïðåäåëåíèå 2. Ìíîæåñòâî D(B1, . . . , Bp) = D(B1) ∩ . . . ∩ D(Bp) íàçûâàåòñÿ
äåôåêòîì íàáîðà îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp.

Îïðåäåëåíèå 3. Òðîéêà èíäåêñîâ (j, s, k) ∈ Q3 íàçûâàåòñÿ äåôåêòíîé òðîéêîé
äëÿ íàáîðà àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp, åñëè:

(à) ïàðà (j, k) ïðèíàäëåæèò äåôåêòó D(B1, . . . , Bp);
(á) âåêòîð as íåñðàâíèì ñ aj è ak;
(â) âûïîëíåíà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ yj 6 ys 6 yk.
Äåôåêòíàÿ òðîéêà (j, s, k) íàçûâàåòñÿ ñòðîãî äåôåêòíîé, åñëè yj < ys < yk. Ïàðà

(j, k) íàçûâàåòñÿ îñíîâàíèåì äåôåêòíîé òðîéêè (j, s, k),
Â ðàáîòå [1] ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à (1.3) íàñòðîéêè îïåðàòîðà Br ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó

ìàêñèìàëüíîé ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

Bp(xj) < Bp(xk) äëÿ âñåõ (j, k): yj < yk, (3.1)

à çàäà÷à (1.1) � ê ïîèñêó ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ñèñòåìå
íåðàâåíñòâ

Bp(xj) < Bp(xk) ñ âåñîì wjk äëÿ âñåõ (j, k) ∈ D(B1, . . . , Bp−1), (3.2)

ãäå âåñ ïîäñèñòåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà âåñîâ âõîäÿùèõ â íå¼ íåðàâåíñòâ. Âå-
ñà îòäåëüíûõ íåðàâåíñòâ âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå wjk = t0jk + 1

2
tjk + 1, ãäå tjk è
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t0jk � ñîîòâåòñòâåííî ÷èñëî äåôåêòíûõ è ñòðîãî äåôåêòíûõ òðîåê ñ îñíîâàíèåì (j, k)

äëÿ íàáîðà îïåðàòîðîâ (B1, . . . , Bp−1). Íàøåé áëèæàéøåé öåëüþ áóäåò ðàññìîòðåíèå
ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ (3.1) è (3.2), êîòîðûå îñòàëèñü çà ðàìêàìè ðàáîòû [1].

Îñíîâíîé íåäîñòàòîê ïîëó÷åííûõ ïîñòàíîâîê â òîì, ÷òî îíè íå ÿâëÿþòñÿ ñòàí-
äàðòíûìè äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ. Îáû÷íî êàæäîå îãðàíè÷åíèå íà îïåðàòîð Bp

îòíîñèòñÿ òîëüêî ê îäíîìó îáúåêòó îáó÷åíèÿ, à ÷èñëî îãðàíè÷åíèé èìååò ïîðÿäîê q.
Â ñëó÷àå ìîíîòîííûõ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé êàæäîå îãðàíè÷åíèå îòíîñèòñÿ
ê ïàðå îáúåêòîâ. ×èñëî îãðàíè÷åíèé ïîëó÷àåòñÿ ïîðÿäêà q2, ïðè÷¼ì îãðàíè÷åíèÿ
î÷åâèäíûì îáðàçîì çàâèñèìû: âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (3.1) äëÿ ïàð (j, k) è (k, s) ïî
òðàíçèòèâíîñòè âëå÷¼ò èõ âûïîëíåíèå äëÿ ïàðû (j, s). Ïðè ïîñòðîåíèè ýôôåêòèâíî-
ãî ÷èñëåííîãî ìåòîäà ýòîò ôàêò ëèáî äîëæåí ó÷èòûâàòüñÿ ÿâíî, ëèáî ñèñòåìà (3.1)
äîëæíà áûòü ñâåäåíà ê ñèñòåìå îãðàíè÷åíèé, îòíîñÿùèõñÿ ê îòäåëüíûì îáúåêòàì,
à íå ïàðàì îáúåêòîâ. Èìåííî âòîðîãî ïîäõîäà áóäåì ïðèäåðæèâàòüñÿ â äàëüíåéøåì.

2. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà çàäà÷ó êëàññèôèêàöèè, äëÿ êîòîðîé òàêîå ñâåä�åíèå îêà-
çûâàåòñÿ íàèáîëåå åñòåñòâåííûì. Ïîëîæèì If = {0, 1}, Ie = R.

Êàæäîå èç íåðàâåíñòâ (3.1) äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ïðè óñëîâèè yj < yk, îòêóäà
ñëåäóåò yj = 0 è yk = 1. Â ðåçóëüòàòå êàæäîå íåðàâåíñòâî ñèñòåìû (3.1) ðàñïàäàåòñÿ
íà äâà: Bp(xj) 6 c è Bp(xk) > c, ãäå c � çàäàííàÿ ïîðîãîâàÿ êîíñòàíòà.

Ââåä¼ì ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

I0 = {k ∈ Q | yk = 0},
I1 = {k ∈ Q | yk = 1},

Dp
0 = {k ∈ Q | ∃j (k, j) ∈ D(B1, . . . , Bp)},

Dp
1 = {k ∈ Q | ∃j (j, k) ∈ D(B1, . . . , Bp)}.

Ìíîæåñòâà èíäåêñîâ Dp
0 è Dp

1 ïåðå÷èñëÿþò âñå îáúåêòû, îáðàçóþùèå äåôåêò è ïðè-
íàäëåæàùèå ïåðâîìó è âòîðîìó êëàññàì ñîîòâåòñòâåííî. Î÷åâèäíî, ÷òî Dp−1

0 ⊆ I0 è
Dp−1

1 ⊆ I1.
Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè Q(Bp) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ìàêñèìàëüíîé ñîâìåñòíîé ïîäñè-

ñòåìû â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ
{

Bp(xk) 6 c, k ∈ I0;

Bp(xk) > c, k ∈ I1.
(3.3)

Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà Q(F (B1, . . . , Bp)) ïî îïåðàòîðó Bp ∈ M0 ïðè
ôèêñèðîâàííûõ B1, . . . , Bp−1 ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû c ìàêñèìàëü-
íûì âåñîì â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

{
Bp(xk) 6 c, ñ âåñîì wk, k ∈ Dp−1

0 ;

Bp(xk) > c, ñ âåñîì wk, k ∈ Dp−1
1 ;

(3.4)
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ãäå âåñà wk ÿâëÿþòñÿ îöåíêîé ÷èñëà íåðàâåíñòâ ñèñòåìû (3.2), âûïîëíÿåìûõ ïðè
âûïîëíåíèè k-ãî íåðàâåíñòâà äàííîé ñèñòåìû. Íàïðèìåð, ìîæíî ïîëîæèòü

wk =
1

2

q∑
j=1

(wjk + wkj), (3.5)

ñ÷èòàÿ, ÷òî wjk = 0 äëÿ âñåõ (j, k), íå ïðèíàäëåæàùèõ D(B1, . . . , Bp−1).
Êîìáèíèðîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ íàñòðîéêè ïðè çàäàííîì λ ∈ [0, 1] ñâîäèòñÿ ê ïîèñ-

êó ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû c ìàêñèìàëüíûì âåñîì â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ



Bp(xk) 6 c, ñ âåñîì 1 + λwk, k ∈ Dp−1
0 ;

Bp(xk) 6 c, ñ âåñîì 1− λ, k ∈ I0 \Dp−1
0 ;

Bp(xk) > c, ñ âåñîì 1 + λwk, k ∈ Dp−1
1 ;

Bp(xk) > c, ñ âåñîì 1− λ, k ∈ I1 \Dp−1
1 ;

(3.6)

Ïðè λ = 0 ñèñòåìà (3.6) ïðåîáðàçóåòñÿ â (3.3) è îïåðàòîð Bp íàñòðàèâàåòñÿ íà èñõîä-
íóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó. Ïðè λ = 1 îíà ïðåîáðàçóåòñÿ â (3.4) è íàñòðîéêà èä¼ò íà
êîìïåíñàöèþ íåòî÷íîñòè îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷åíèÿõ λ

ïîëó÷àþòñÿ êîìáèíèðîâàííûå ñòðàòåãèè íàñòðîéêè. Âñå òðè çàäà÷è (3.3), (3.4) è (3.6)
ðåøàþòñÿ îäíèì è òåì æå ÷èñëåííûì ìåòîäîì ïîèñêà ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàê-
ñèìàëüíîãî âåñà è îòëè÷àþòñÿ òîëüêî ñïîñîáîì ïðèïèñûâàíèÿ âåñîâ íåðàâåíñòâàì.

3. Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè, If = Ie = R. Îáû÷íî
â ýòîì ñëó÷àå èñïîëüçóþò ñðåäíåêâàäðàòè÷íûé ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà:

Q0(B) =

q∑

k=1

(B(xk)− yk)
2 → min

B∈M0
. (3.7)

Â òî æå âðåìÿ ìèíèìèçàöèÿ ÷èñëà äåôåêòíûõ ïàð îïåðàòîðà F (B1, . . . , Bp) ïðè ôèê-
ñèðîâàííûõ B1, . . . , Bp−1 ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî
âåñà â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (3.2). Ðàçëè÷èå â ïîñòàíîâêàõ çàäà÷ (3.7) è (3.2) äåëàåò
íåâîçìîæíûì êàê èõ ðåøåíèå îäíèì è òåì æå ìåòîäîì, òàê è ïîñòðîåíèå êîìáè-
íèðîâàííîé ñòðàòåãèè íàñòðîéêè îïåðàòîðà Bp. Ïîýòîìó èìååò ñìûñë ñâåñòè çàäà-
÷ó (3.2) ê ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà, àíàëîãè÷íîãî (3.7). Ðàçóìååòñÿ, òî÷íîå ñâåäå-
íèå íåâîçìîæíî. Îäíàêî âûáîð ôóíêöèîíàëà êà÷åñòâà èçíà÷àëüíî îñíîâàí íà ýâðè-
ñòèêàõ, ïîýòîìó ëþáîå óäîáíîå åãî èçìåíåíèå, â îáùåì ñîõðàíÿþùåå öåëü íàñòðîéêè,
ïðåäñòàâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì.

Âîñïîëüçóåìñÿ òåì, ÷òî áëèçîñòü çíà÷åíèé Bp(xk) ê çíà÷åíèÿì yk ÿâëÿåòñÿ äî-
ñòàòî÷íûì óñëîâèåì äëÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèé (3.2). Ïîòðåáóåì, ÷òîáû ðàññòîÿ-
íèÿ |Bp(xk)− yk| áûëè íå ñëèøêîì âåëèêè äëÿ âñåõ k, îáðàçóþùèõ äåôåêòíûå ïàðû
èç ìíîæåñòâà D(B1, . . . , Bp).

Ââåä¼ì ìíîæåñòâà èíäåêñîâ
D+

p−1,k = {j ∈ Q | (k, j) ∈ D(B1, . . . , Bp−1)}, k = 1, . . . , q;

D−
p−1,k = {j ∈ Q | (j, k) ∈ D(B1, . . . , Bp−1)}, k = 1, . . . , q;

Dp−1 = {k ∈ Q | D+
p−1,k ∪D−

p−1,k 6= ∅};
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è ðàññìîòðèì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ

yk − δk < Bp(xk) < yk + δk, k ∈ Dp−1, (3.8)

ãäå δk = 1
2
min

(
∆y+

k , ∆y−k
)
, ∆y+

k = min
j∈D+

p−1,k

(yj − yk), ∆y−k = min
j∈D−p−1,k

(yk − yj), è ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî D+
p−1,k (èëè D−

p−1,k) ïóñòî, òî çíà÷åíèå ∆y+
k (èëè ∆y−k )

íå îïðåäåëåíî è ïðè âû÷èñëåíèè δk íå ó÷èòûâàåòñÿ.
Ñèñòåìà (3.8) â îáùåì ñëó÷àå íåñîâìåñòíà. Êàê è äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè,

ïðèïèøåì êàæäîìó íåðàâåíñòâó âåñîâîé êîýôôèöèåíò (3.5). Òåì ñàìûì çàäà÷à ñâå-
ëàñü ê ïîèñêó ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî âåñà â ñèñòåìå íåðàâåíñòâ (3.8).
Äëÿ å¼ ðåøåíèÿ ïðèìåíèì ïðèáëèæ¼ííûé ìåòîä, íå ãàðàíòèðóþùèé ìàêñèìàëüíîñòè
íàéäåííîé ïîäñèñòåìû. Ïîòðåáóåì, ÷òîáû çíà÷åíèÿ |Bp(xk) − yk|/δk áûëè îäíîâðå-
ìåííî ìàëû äëÿ âñåõ k ∈ Dp−1. Ñ ó÷¼òîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ wk çàïèøåì ýòî
òðåáîâàíèå â âèäå

Q1(Bp) =

q∑

k=1

γk(Bp(xk)− yk)
2 → min

Bp∈M0
, (3.9)

ãäå γk = wk/δ
2
k ïðè k ∈ Dp−1 è γk = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Â èòîãå ïóò¼ì äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ìîäèôèêàöèé ìû ñâåëè çàäà÷ó ïîèñêà
ñîâìåñòíîé ïîäñèñòåìû ìàêñèìàëüíîãî âåñà (3.2) ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè ôóíêöèî-
íàëà ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèáêè (3.9). Ïåðâàÿ ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîÿëà â óñèëåíèè
îãðàíè÷åíèé íà îïåðàòîð Bp, ÷òî ïîçâîëèëî óìåíüøèòü ÷èñëî îãðàíè÷åíèé. Âòîðàÿ
ìîäèôèêàöèÿ, íàïðîòèâ, ïðèâåëà ê îñëàáëåíèþ òðåáîâàíèé ê îïåðàòîðó Bp, íî ïîç-
âîëèëà âèäîèçìåíèòü ôóíêöèîíàë êà÷åñòâà.

Ïîëó÷åííûé ôóíêöèîíàë (3.9) èìååò ñîâåðøåííî ïðîçðà÷íóþ èíòåðïðåòàöèþ:
íàñòðîéêà ïðîèçâîäèòñÿ íà îáúåêòàõ, îáðàçóþùèõ äåôåêò îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp−1,
ïðè÷¼ì ïðèîðèòåò îòäà¼òñÿ (ïîñðåäñòâîì âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ γk) òåì èç íèõ,
êîòîðûå ëåæàò â îñíîâàíèè íàèáîëüøåãî ÷èñëà äåôåêòíûõ òðîåê.

Ñõîäñòâî ôóíêöèîíàëîâ (3.7) è (3.9) ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîìáèíèðîâàííóþ
ñòðàòåãèþ íàñòðîéêè ïðè çàäàííîì λ ∈ [0, 1]:

Qλ(Bp) = (1− λ) Q0(Bp) + λ Q1(Bp) =

=

q∑

k=1

(1− λ + γkλ)(Bp(xk)− yk)
2. (3.10)

Ïðè λ = 0 ýòîò ôóíêöèîíàë ïåðåõîäèò â Q0(Bp) è îïåðàòîð Bp íàñòðàèâàåòñÿ
íà èñõîäíóþ îáó÷àþùóþ âûáîðêó. Ïðè λ = 1 îí ïðåîáðàçóåòñÿ â Q1(Bp), è íàñòðîéêà
èä¼ò íà êîìïåíñàöèþ íåòî÷íîñòè îñòàëüíûõ îïåðàòîðîâ. Ïðè ïðîìåæóòî÷íûõ çíà÷å-
íèÿõ λ ðåàëèçóþòñÿ êîìáèíèðîâàííûå ñòðàòåãèè íàñòðîéêè. Äëÿ ìèíèìèçàöèè âñåõ
òð¼õ ôóíêöèîíàëîâ (3.7), (3.9) è (3.10) ìîæíî ïðèìåíÿòü îäíè è òå æå ìåòîäû, íà-
ïðèìåð ìåòîä íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ.
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4. Ðàññìîòðèì íàêîíåö çàäà÷ó ïîñòðîåíèÿ ìîíîòîííîé êîððåêòèðóþùåé îïåðà-
öèè F , äîñòàâëÿþùåé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó êà÷åñòâà

Q(F ) = |D(F (B1, . . . , Bp))|

ïðè ôèêñèðîâàííûõ àëãîðèòìè÷åñêèõ îïåðàòîðàõ B1, . . . , Bp.
Åñëè äåôåêò íàáîðà îïåðàòîðîâ B1, . . . , Bp íåïóñò, òî ïîñòðîèòü ìîíîòîííóþ

ôóíêöèþ F , óäîâëåòâîðÿþùóþ ñèñòåìå ðàâåíñòâ F (ak) = yk, k ∈ Q, íåâîçìîæíî.
Îäíàêî ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ìåòîäîì, îïèñàííûì â [1], ÷òîáû, ìèíèìàëüíûì îá-
ðàçîì èçìåíèâ çíà÷åíèÿ yk, îáåñïå÷èòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ

aj < ak → yj 6 yk äëÿ âñåõ (j, k) ∈ Q2. (3.11)

Èòàê, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ F , ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
çàäàííûå òî÷êè {ak, yk}q

k=1. Îïèøåì îäèí èç ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ òàêîé ôóíêöèè äëÿ
ñëó÷àÿ Ie = R.

Ñ êàæäûì èç âåêòîðîâ ak ñâÿæåì äâà ìíîæåñòâà, êîòîðûå íàçîâ¼ì ñîîòâåòñòâåí-
íî âåðõíåé è íèæíåé îáëàñòüþ ìîíîòîííîñòè âåêòîðà ak:

M1
k = {a ∈ Rp | ak 6 a};

M0
k = {a ∈ Rp | a 6 ak}.

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíóþ p-àðíóþ íåïðåðûâíóþ íåóáûâàþùóþ íà Rp
+ ôóíêöèþ

µ(ρ1, . . . , ρp), ïðèíèìàþùóþ íóëåâîå çíà÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ρ1 = . . . =

= ρp = 0. Íà ïðàêòèêå â êà÷åñòâå ôóíêöèè µ ìîæíî áðàòü ìàêñèìóì, ñóììó, êîðåíü
èç ñóììû êâàäðàòîâ, è äðóãèå.

Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âåêòîðîâ a èç Rp è ak èç {ak}q
k=1 îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå îò a

äî âåðõíåé è íèæíåé îáëàñòåé ìîíîòîííîñòè âåêòîðà ak ñîîòâåòñòâåííî:

r1(a, ak) = µ
(
(a1

k − a1)+, . . . , (ap
k − ap)+

)
,

r0(a, ak) = µ
(
(a1 − a1

k)+, . . . , (ap − ap
k)+

)
,

ãäå èíäåêñ ¾+¿ îáîçíà÷àåò îïåðàöèþ ñðåçêè: z+ = z ïðè z > 0, è z+ = 0 ïðè z 6 0.
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèé âûòåêàþò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà ââåä¼ííûõ ðàñ-

ñòîÿíèé:
(à) ôóíêöèÿ r1(a, ak) íåâîçðàñòàþùàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó;
(á) ôóíêöèÿ r0(a, ak) íåóáûâàþùàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó;
(â) âåêòîð a ∈ Ip

e ïðèíàäëåæèò îáëàñòè ìîíîòîííîñòè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ðàññòîÿíèå äî íå¼ ðàâíî íóëþ: a ∈ Mβ

k ⇔ rβ(a, ak) = 0, ãäå β = 0, 1;
(ã) åñëè ôóíêöèÿ µ íåïðåðûâíà, òî ôóíêöèè r1 è r0 òàêæå íåïðåðûâíû.
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Ïåðåíóìåðóåì îáúåêòû îáó÷àþùåé âûáîðêè òàê, ÷òîáû âûïîëíÿëàñü öåïî÷êà
íåðàâåíñòâ y1 6 y2 6 . . . 6 yq. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî Y ∈ [y1, yq) îïðåäåëèì ôóíêöèè

h1
Y (a) = min

{k:yk>Y }
r1(a, ak);

h0
Y (a) = min

{k:yk6Y }
r0(a, ak);

fY (a) =
h0

Y (a)

h0
Y (a) + h1

Y (a)
;

Îïðåäåëåíèå ôóíêöèé h1
Y è h0

Y êîððåêòíû, òàê êàê ìíîæåñòâà èíäåêñîâ, ïî êîòîðûì
áåðóòñÿ ìèíèìóìû, íåïóñòûå â ñèëó óñëîâèÿ y1 6 Y < yq.

Ôóíêöèÿ fY (a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåïðåðûâíóþ ìîíîòîííóþ ¾ñòóïåíüêó¿, ðàâ-
íóþ åäèíèöå íà îáúåäèíåíèè âåðõíèõ îáëàñòåé ìîíîòîííîñòè ìíîæåñòâà âåêòîðîâ
{ak | yk > Y } è íóëþ íà îáúåäèíåíèè íèæíèõ îáëàñòåé ìîíîòîííîñòè ìíîæåñòâà
âåêòîðîâ {ak | yk 6 Y }. Â ïðîñòðàíñòâå ìåæäó ýòèìè îáëàñòÿìè îíà ïðèíèìàåò
âñåâîçìîæíûå ïðîìåæóòî÷íûå çíà÷åíèÿ.

Òåîðåìà 1. Åñëè y1 6 Y < yq, òî ôóíêöèÿ fY (a) íåïðåðûâíàÿ, íåóáûâàþùàÿ,
ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, 1], ïðè÷¼ì íà âåêòîðàõ ak � òîëüêî 0 èëè 1:

fY (ak) = θ(yk − Y ), k ∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ h1
Y (a) íåâîçðàñòàþùàÿ. Âîçüì¼ì ïðî-

èçâîëüíûå âåêòîðû a è b èç Rp, a 6 b. Èç óñëîâèÿ y1 6 Y < yq è îïðåäåëåíèÿ
ôóíêöèè h1

Y ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ òàêèå k è j èç Q, äëÿ êîòîðûõ h1
Y (a) = r1(a, ak)

è h1
Y (b) = r1(b, aj). Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè ðàññòîÿíèÿ r1(b, aj) âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-

ñòâî r1(b, aj) 6 r1(b, ak). Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ r1 íåâîçðàñòàþùàÿ ïî ïåðâîìó àðãóìåí-
òó, ñïðàâåäëèâî òàêæå íåðàâåíñòâî r1(b, ak) 6 r1(a, ak). Îáúåäèíÿÿ îáà íåðàâåíñòâà,
ïîëó÷àåì r1(b, aj) 6 r1(a, ak), èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, h1

Y (b) 6 h1
Y (a). Íî ýòî â ñèëó

ïðîèçâîëüíîñòè âåêòîðîâ a è b îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ h1
Y (a) íåâîçðàñòàþùàÿ.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ h0
Y (a) ÿâëÿåòñÿ íåóáûâàþùåé. Ñëåäîâà-

òåëüíî ôóíêöèÿ fY (a) íåóáûâàþùàÿ êàê ñóïåðïîçèöèåÿ íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé.
Äîêàæåì, ÷òî ôóíêöèè h1

Y è h0
Y íå ìîãóò îäíîâðåìåííî îáðàòèòüñÿ â íóëü. Äî-

ïóñòèì, ÷òî ýòî íå òàê. Òîãäà èç óñëîâèÿ y1 6 Y < yq ñëåäóåò, ÷òî íàéäóòñÿ k è j

èç Q, äëÿ êîòîðûõ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî r1(a, ak) = r0(a, aj) = 0. Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî yj 6 Y < yk. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïîñêîëüêó ðàññòîÿíèÿ äî îáëàñòåé ìîíîòîííîñòè
ðàâíû íóëþ, ak 6 a 6 aj. Ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ ïðîòèâîðå÷àò óñëîâèþ (3.11).
Òàêèì îáðàçîì, çíàìåíàòåëü â îïðåäåëåíèè ôóíêöèè fY (a) íèêîãäà íå îáðàùàåòñÿ
â íóëü.

Âñå ôóíêöèè r1(a, ak), r0(a, ak), k = 1, . . . , q, íåïðåðûâíû ïî ïåðâîìó àðãóìåíòó.
Ôóíêöèè h1

Y (a) è h0
Y (a) íåïðåðûâíû, òàê êàê ìèíèìóì íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé åñòü

íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíêöèÿ fY (a) íåïðåðûâíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà a ∈ Rp â ñèëó ïîëîæèòåëüíîñòè h1
Y (a) è h0

Y (a) ñïðà-
âåäëèâà öåïî÷êà íåðàâåíñòâ 0 6 h0

Y (a) 6 h0
Y (a)+h1

Y (a), îòêóäà ñëåäóåò 0 6 fY (a) 6 1.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé âåêòîð ak èç ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {ak}q

k=1. Åñëè yk >

> Y , òî h1
Y (ak) = r1(ak, ak) = 0, ñëåäîâàòåëüíî fY (ak) = 1. Åñëè æå yk 6 Y ,

òî h0
Y (ak) = r0(ak, ak) = 0, çíà÷èò fY (ak) = 0. Îáúåäèíÿÿ îáà ñëó÷àÿ, çàêëþ÷àåì,

÷òî íà âåêòîðàõ ak ôóíêöèÿ fY (a) âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå fY (ak) = θ(yk − Y ).
Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ñëåäñòâèå. Äëÿ çàäà÷ êëàññèôèêàöèè èñêîìàÿ êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ èìå-

åò âèä F (a) = θ
(
f 1

2
(a)− 1

2

)
, ãäå θ � ôóíêöèÿ Õýâèñàéäà.

Äëÿ çàäà÷ âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè êîððåêòèðóþùàÿ îïåðàöèÿ ñòðîèòñÿ â âèäå
ñóììû q ýëåìåíòàðíûõ ñòóïåí÷àòûõ ôóíêöèé âèäà fY (a):

F (a) = y1 +

q−1∑

k=1

(yk+1 − yk) fyk
(a).

Òåîðåìà 2. Ôóíêöèÿ F (a) îïðåäåëåíà íà âñ¼ì ìíîæåñòâå Rp, íåïðåðûâíà, ìî-
íîòîííî íå óáûâàåò è óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ F (ak) = yk äëÿ âñåõ k ∈ Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ôóíêöèÿ F (a) íåïðåðûâíàÿ è íåóáûâàþùàÿ êàê ñóììà q íåïðå-
ðûâíûõ íåóáûâàþùèõ ôóíêöèé. Ñîãëàñíî ïðåäûäóùåé òåîðåìå ñïðàâåäëèâî òîæäå-
ñòâî fyk

(aj) = θ(yj − yk) äëÿ âñåõ j è k èç Q. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî j ∈ Q

F (aj) = y1 +

q−1∑

k=1

(yk+1 − yk) θ(yj − yk) = y1 +

j−1∑

k=1

(yk+1 − yk) = yj.

Òåîðåìà äîêàçàíà.
Ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ F (a) îáëàäàåò âàæíûì äëÿ êîððåêòèðóþùèõ îïåðàöèé

ñâîéñòâîì ãëàäêîñòè. Ïðè÷¼ì ïîä ãëàäêîñòüþ â äàííîì ñëó÷àå óäîáíåå ïîíèìàòü íå
äèôôåðåíöèðóåìîñòü, à îòñóòñòâèå ó ôóíêöèè ðåçêèõ ñêà÷êîâ â ïðîìåæóòêàõ ìåæäó
òî÷êàìè {ak}q

k=1. Äëÿ îöåíîê ãëàäêîñòè â òàêîì, ìåíåå ñòðîãîì, ïîíèìàíèè ìîæíî
èñïîëüçîâàòü êîíå÷íî-ðàçíîñòíûå ìåòîäû. Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçàëè,
÷òî ïî çíà÷åíèþ êîíå÷íî-ðàçíîñòíîãî ôóíêöèîíàëà ãëàäêîñòè ïîñòðîåííàÿ ôóíêöèÿ
îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêîé ê êëàññè÷åñêèì ìíîãîìåðíûì ñïëàéíàì.

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ ïðèçíàòåëüíîñòü ÷ë.-êîðð. ÐÀÍ Ê. Â. Ðóäàêîâó çà
ïîñòàíîâêó çàäà÷è è êëþ÷åâóþ èäåþ èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ïî-
ñòðîåíèÿ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûõ áàçèñîâ.
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