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Äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ, ñïðàâåäëèâûõ äëÿ äåôîðìèðó-
åìûõ ñèñòåì è ïîëó÷åííûõ èç âàðèàöèîííîãî ïðèíöèïà Ãà-
ìèëüòîíà â ðàìêàõ îáùåãî ôîðìàëèçìà ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ,
ïîëó÷åíû óñëîâèÿ èíâàðèàíòíîñòè îòíîñèòåëüíî ïåðåõîäà ê
äðóãîé ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòè
óñëîâèÿ òàêæå äîñòàòî÷íû äëÿ òîãî, ÷òîáû îáåñïå÷èòü èñ-
êëþ÷åíèå ãðàâèòàöèîííûõ ñèë â ñèñòåìå îòñ÷åòà, ñîâåðøàþ-
ùåé óñêîðåííîå äâèæåíèå, ÷òî óêàçûâàåò íà ïðèìå÷àòåëüíóþ
ñâÿçü. Â ýòîé ïóáëèêàöèè îñóùåñòâëÿåòñÿ ðàñïðîñòðàíåíèå
íà äåôîðìèðóåìûå ñèñòåìû ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â [1]
äëÿ òâåðäîãî òåëà, è äîïîëíÿþòñÿ ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå â
îáùåì êîíòåêñòå ðàáîò [2, 3].

Êëþ÷åâûå ñëîâà: äåôîðìèðóåìûå ìåõàíè÷åñêèå ñèñòåìû,
ãëàâíîå ðàññëîåíèå, ñâÿçíîñòü, áåçðàçëè÷èå ïî îòíîøåíèþ ê âû-
áîðó ñèñòåìû îòñ÷åòà, èñêëþ÷åíèå ãðàâèòàöèè.

1. Ââåäåíèå. Çàñëóæèâàåò âíèìàíèÿ òî, ÷òî ïðèíöèï íåçà-
âèñèìîñòè ñèë èíåðöèè îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà, èëè ïðèí-
öèï ¾îáúåêòèâíîñòè¿, îáñóæäàëñÿ â ëèòåðàòóðå. Êîíå÷íî, åñëè
ðàçðåøåíà ïðîèçâîëüíàÿ çàìåíà ñèñòåìû îòñ÷åòà, òî, áóäó÷è
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ñòðîãî îãðàíè÷åííûì ñâîèì îáùèì âèäîì f =
d

dt
mv, âòîðîé

çàêîí Íüþòîíà â äèíàìèêå ÷àñòèöû ïðîÿâëÿåòñÿ êàê çàêîí, çà-
âèñÿùèé îò âûáîðà ñèñòåìû îòñ÷åòà. Îäíàêî òàê êàê âñå îñòàëü-
íûå ñèëû ÿâëÿþòñÿ îáúåêòèâíûìè âåëè÷èíàìè (ñì., íàïðèìåð,
ðàáîòû Íîëëÿ [4, 5]), òî ¾íåîáúåêòèâíîñòü¿ ëèøü òîëüêî ñèë
èíåðöèè ïðèâåëà áû ê ïðîòèâîðå÷èÿì â çàêîíàõ ìåõàíèêè. Ïðè-
ñòàëüíîå èçó÷åíèå ýòîãî ïðåäìåòà íóæäàåòñÿ â áîëåå òùàòåëü-
íîì àíàëèçå.

Â [1] áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ïðèíöèï îáúåêòèâíîñòè, ïðèìåíåí-
íûé ê ñèëàì èíåðöèè, îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì, ÷òîáû ïðè-
äàòü ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó êëàññè÷åñêèì óðàâíåíèÿì Íüþ-
òîíà - Ýéëåðà â äèíàìèêå òâåðäûõ òåë, à íå òîëüêî â äèíàìèêå
÷àñòèö. Ìàòåìàòè÷åñêèå ðàìêè, ïîçâîëÿþùèå îñóùåñòâèòü òà-
êîé âûâîä, ðîäñòâåííû òåì, ÷òî èñïîëüçîâàëèñü Â.È.Àðíîëüäîì
â [6]. Òàêîé ïîäõîä òàêæå ýôôåêòèâåí â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëî-
æåíèÿõ â çàäà÷àõ äèíàìèêè ìíîãèõ òåë, ñì. [7]. Ýòà ïîçèöèÿ îñ-
íîâûâàåòñÿ íà áîëåå èëè ìåíåå ïðîèçâîëüíîé ìîäåëè òâåðäîãî
òåëà, ðàññìàòðèâàåìîãî êàê ñîâîêóïíîñòü ÷àñòèö. Îíà îïèðàåò-
ñÿ íà áîëåå ñëàáûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ñâîäÿùèåñÿ ê ñëåäóþùåìó:

i) Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî S òâåðäîãî òåëà � ýòî
ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû Ëè D . Ýòî îçíà-
÷àåò, ÷òî ãðóïïà D äåéñòâóåò ñâîáîäíî è òðàíçèòèâíî íà
ïðîñòðàíñòâå S (D � ýòî ¾ãðóïïà ïåðåìåùåíèé¿, íà ïðàê-
òèêå îíà áóäåò åâêëèäîâîé ãðóïïîé â ðàçìåðíîñòè òðè).

ii) Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ñêîðîñòüþ è ìîìåíòîì òåëà îïðåäå-
ëåíî èçîìîðôèçìîì H : TS → T ∗S êàñàòåëüíîãî âåêòîð-
íîãî ðàññëîåíèÿ íà êîêàñàòåëüíîå âåêòîðíîå ðàññëîåíèå
ïðîñòðàíñòâà S, êîòîðîå èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî ïîä-
íÿòûõ äåéñòâèé ãðóïïû D íà TS è T ∗S (H(g.v) = g.H(v),
ãäå g ∈ D ).

iii) Ñèëû èíåðöèè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé îáúåêòèâíûå âåëè÷è-

4



íû, îïðåäåëåííûå ïî îòíîøåíèþ ê ïðîèçâîëüíîé ñèñòåìå
îòñ÷åòà. Ïî îòíîøåíèþ ê ãàëèëååâñêèì, à íå ê ïðîèçâîëü-
íûì ñèñòåìàì îòñ÷åòà èõ çíà÷åíèå ðàâíî âçÿòîé ñî çíàêîì
ìèíóñ ïðîèçâîäíîé ïî âðåìåíè îò ìîìåíòà ñîîáðàçíî êà-
íîíè÷åñêîé ñâÿçíîñòè ∇ ïðîñòðàíñòâà S.

Ñâîéñòâî i) ëèøü ïåðåíîñèò ïîíÿòèå ¾æåñòêîñòè¿. Îíî îïðå-
äåëÿåò äèôôåðåíöèàëüíóþ ãåîìåòðèþ íà ïðîñòðàíñòâå S ïåðå-
íîñîì ãåîìåòðèè íà ãðóïïå Ëè D . Ýòîãî îêàçûâàåòñÿ äîñòà-
òî÷íî äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ñòðóêòóðó ìíîãîîáðàçèÿ íà
ïðîñòðàíñòâå S ñ ïîìîùüþ óñëîâèÿ, ñîãëàñíî êîòîðîìó äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî âûáîðà r â ïðîñòðàíñòâå S (¾èñõîäíîãî ïîëîæåíèÿ
òåëà¿) áèåêöèÿ g 7→ g.r èç ãðóïïû D â ïðîñòðàíñòâî S ÿâëÿ-
åòñÿ èçîìîðôèçìîì. Ãåîìåòðèÿ ïðîñòðàíñòâà S íå çàâèñèò îò
ýòîãî âûáîðà è ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü âñþ êèíåìàòèêó òâåðäûõ
òåë, âêëþ÷àÿ ýôôåêòû, ñâÿçàííûå ñ çàìåíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà,
â ñâîáîäíîì îò êîîðäèíàò âèäå áåçîòíîñèòåëüíî ê åãî íà÷àëü-
íîìó ïîëîæåíèþ. Â ÷àñòíîñòè, êàíîíè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü ∇ íà
ïðîñòðàíñòâå S, óïîìèíàåìàÿ â iii), ñîîòâåòñòâóåò ïðàâîèíâà-
ðèàíòíîé ñâÿçíîñòè Êàðòàíà ãðóïïû D è îïðåäåëåíà âíóòðåí-
íèì îáðàçîì.

Ñâîéñòâî ii) ïðîñòî îçíà÷àåò, ÷òî îòíîøåíèå ìåæäó ñêîðî-
ñòüþ è ìîìåíòîì � ýòî ¾îáúåêò¿, ñâÿçàííûé ñ òåëîì è ÷òî äëÿ
ôèêñèðîâàííîãî ïîëîæåíèÿ òåëà ýòî îòíîøåíèå ëèíåéíî. Ýêâè-
âàëåíòíîå âûðàæåíèå ii) âûâîäèò íà ïåðåäíèé ïëàí ¾îáîáùåí-
íûé òåíçîð èíåðöèè¿, âûãëÿäÿùèé êàê ¾áèíîð èíåðöèè¿, ïðå-
îáðàçóþùèé ¾êèíåìàòè÷åñêèå ìîòîðû¿ â ¾ìîòîðû êîëè÷åñòâà
äâèæåíèÿ¿ è ââåäåííûé Ô.Ì.Äèìåíòáåðãîì â âèíòîâîì èñ÷èñ-
ëåíèè êàê îòîáðàæåíèå s 7→ Hs èç S â L(d, d∗) òàêîå, ÷òî

äëÿ âñåõ s ∈ S è âñåõ g ∈ D: Hg.s = Ad ∗g ◦Hs ◦ Ad g−1, (1.1)

ãäå d � àëãåáðà Ëè ãðóïïû Ëè D , Ad è Ad ∗ � ïðèñîåäèíåííîå
è êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèÿ ãðóïïû D â àëãåáðå d .
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Âñÿêîå îïðåäåëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ôîðìû îïåðàòîðîâ Hs

(èëè îïåðàòîðîâ H) ïðèâîäèò ê ïðèíöèïó îáúåêòèâíîñòè: ñî-
ãëàñíî iii), â ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà âäîëü äâèæåíèÿ t 7→
s(t) (∈ S) ìîìåíò, îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì t 7→ H(v(t)) (∈
T ∗S), è ñèëà èíåðöèè J (t) ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì

J (t) = − ∇
dt

H
(
v(t)

)
, ∀v(t) = d

dt
s(t) (∈ TS).

Â [1] äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâîâàíèå îáúåêòèâíîé âåëè÷èíû, óäî-
âëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ iii), ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó îáùåìó
ñâîéñòâó îïåðàòîðîâ Hs:

∀s ∈ S, ∀U ∈ t, ∀V ∈ d : Cs(U, V ) = 0, (1.2)

ãäå áèëèíåéíîå îòîáðàæåíèå Cs : d× d → d∗ îïðåäåëåíî êàê

Cs(X, Y ) = ad ∗X.Hs(Y ) + ad ∗Y.Hs(X)] +Hs

(
[X, Y ]

)
.

(ad è ad ∗ � ïðèñîåäèíåííîå è êîïðèñîåäèíåííîå ïðåäñòàâëåíèÿ
àëãåáðû Ëè d â d è â d∗, òàê ÷òî adX.Y = [X,Y ], ãäå [·, ·] �
ñêîáêà Ëè àëãåáðû Ëè d, ad ∗X = −tadX).

Êîãäà, êàê ýòî èìååò ìåñòî â åâêëèäîâîé ãðóïïå â ðàçìåðíî-
ñòè 3, àëãåáðà Ëè d îñíàùåíà íåâûðîæäåííûì,Ad -èíâàðèàíòíûì
âíåøíèì ïðîèçâåäåíèåì, ýòà àëãåáðà Ëè d è åå äâîéñòâåííîå
ïðîñòðàíñòâî d∗ ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû. Â ýòîì ñëó÷àå
ìîìåíò ïðåäñòàâëåí ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðîâ Hs ∈ L(d) è Cs

ñòàíîâèòñÿ îòîáðàæåíèåì Cs : d× d → d:

Cs(X,Y ) = [X,Hs(Y )] + [Y,Hs(X)] +Hs

(
[X, Y ]

)
.

Íàêîíåö, â [1] äîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðóïïà Ëè D � îáû÷-
íàÿ åâêëèäîâà ãðóïïà â ðàçìåðíîñòè, òî ñâîéñòâî (1.2) îïðå-
äåëÿåò ìàòåìàòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó ñèììåòðè÷åñêèõ 1 îïåðà-

1ò.å. ⟨Hs(X), Y ⟩ = ⟨Hs(Y ), X⟩. Íåñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû çàâèñÿò åùå
îò îäíîãî âåùåñòâåííîãî ïàðàìåòðà, ñì. [1].
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òîðîâ Hs è îíè ñ íåîáõîäèìîñòüþ � òå ñàìûå îïåðàòîðû ìå-
õàíèêè Íüþòîíà - Ýéëåðà, îïðåäåëåííûå ïîëíîé ìàññîé, öåí-
òðîì ìàññ è òåíçîðîì èíåðöèè. Ñâîéñòâà, òàêèå êàê òåîðåìà
Ê¼íèãà, âêëþ÷åíû â (1.1) è, â êîíå÷íîì èòîãå, âñÿ êëàññè÷åñêàÿ
ìåõàíèêà òâåðäîãî òåëà âûâîäèòñÿ èç i), ii), iii).

Ìàòåìàòè÷åñêèå îñíîâàíèÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðó-
åìûõ òåë ñ òî÷êè çðåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè èçëîæå-
íû â [3], èõ ïðèëîæåíèå ê ìåõàíèêå àôôèííî-äåôîðìèðóåìûõ
òåë ðàçâèòî â [2]. Íåêîòîðûå àñïåêòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ãîëîíî-
ìèè äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè èçëîæåíû â [8, 9]. Âìåñòî i), ii),
iii) òåïåðü ïðåäïîëàãàåòñÿ:

iv) (S,X,D, π) � ãëàâíîå ðàññëîåíèå, ãäå X = S/D � ïðîñòðàí-
ñòâî îðáèò, à π : S → X � êàíîíè÷åñêàÿ ïðîåêöèÿ. (Èíûìè
ñëîâàìè, S � ìíîãîîáðàçèå, D � ãðóïïà Ëè, äåéñòâèå ñëåâà
êîòîðîé � äèôôåðåíöèðóåìîå, ñâîáîäíîå, ñîáñòâåííîå, íî
â îáùåì ñëó÷àå íåòðàíçèòèâíîå.)

v) ïðîñòðàíñòâî S îñíàùåíî ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé (· | ·),
èíâàðèàíòíîé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû D.

vi) Îñíîâíûì ïðèíöèïîì äèíàìèêè ÿâëÿåòñÿ ïðèíöèï Ãà-
ìèëüòîíà.

Ãðóïïà Ëè D â iv) � ýòî ãðóïïà, ïîðîæäåííàÿ ïðåîáðàçîâà-
íèÿìè, ñîõðàíÿþùèìè ôîðìó ñèñòåìû. Íà ïðàêòèêå åþ áó-
äåò åâêëèäîâà ãðóïïà ïåðåìåùåíèé, à X áóäåò ¾ïðîñòðàíñòâîì
ôîðì¿. Ïðåäïîëîæåíèå v) ââîäèò áèëèíåéíóþ äèôôåðåíöèàëü-
íóþ ôîðìó, àññîöèèðîâàííóþ ñ êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèåé. Òîãäà
íà ðàññëîåíèè (S,X,D, π) ìîæåò áûòü âûâåäåíà îñìûñëåííàÿ
ãëàâíàÿ ñâÿçíîñòü ∇, òàê íàçûâàåìàÿ ¾äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿç-
íîñòü¿. Ýòà ñâÿçíîñòü ââîäèò îñìûñëåííûì îáðàçîì íåãîëî-
íîìíûå êîîðäèíàòû, òî÷íåå, êîìïîíåíòû ôîðìû ñâÿçíîñòè,
ðàñùåïëÿþùèå êèíåòè÷åñêóþ ýíåðãèþ íà ýíåðãèþ äâèæåíèé
êàê òâåðäîãî òåëà è ýíåðãèþ äåôîðìàöèé (ñì. íèæå ðàçä. 2.1).
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Ýëåìåíòàðíûé çàêîí äèíàìèêè, îñíîâàííûé íà åñòåñòâåí-
íîì ïðåäïîëîæåíèè, âûãëÿäÿùåì êàê iii), ñòàíîâèòñÿ íåäîñòóï-
íûì â äàííûõ ðàìêàõ. Â [3] ìû ïðèáåãàëè ê ïðèíöèïó Ãàìèëü-
òîíà, ÷òîáû ïðèäàòü ñìûñë òîìó, êàê çäåñü äàëåå áóäóò âû-
âåäåíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå (2.6). Ãðóáî ãîâîðÿ, ïåð-
âîå óðàâíåíèå óïðàâëÿåò äåôîðìàöèÿìè ñèñòåìû, â òî âðåìÿ
êàê âòîðîå óïðàâëÿåò äâèæåíèåì ¾çàìîðîæåííîé¿ ñèñòåìû. Êî-
íå÷íî, ýòè óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà
çà ñ÷åò ïðèñóòñòâèÿ ïåðåêðåñòíûõ ñëàãàåìûõ, ïðåäñòàâëåííûõ
êàê (−∇xK(s)(.)(V) + J(s) (V,Ω

Γ
(ẋ, ·)) è ∇xI(s)(ẋ)(V)). Ýòè

ñëàãàåìûå èìåþò ïðèìå÷àòåëüíûé âèä, â êîòîðûé âêëþ÷åíû
äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü è åå êðèâèçíà. Îäíàêî ïðèåìëåìûå ìå-
õàíè÷åñêèå ìîäåëè äîëæíû áûòü íå çàâèñÿùèìè îò ñèñòåìû îò-
ñ÷åòà, ïî êðàéíåé ìåðå, íå çàâèñÿùèìè îò âûáîðà ãàëèëååâñêîé
ñèñòåìû îòñ÷åòà. Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî íå îêàçûâàåòñÿ âûïîë-
íåííûì àâòîìàòè÷åñêè äëÿ ïðîèçâîëüíîé ðèìàíîâîé ñòðóêòó-
ðû íà ïðîñòðàíñòâå S èëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ëàãðàíæèàíà, äà-
æå åñëè îí èìååò êàê â ðàññìîòðåííîì íèæå ñëó÷àå ñòàíäàðò-
íûé âèä (2.1). Öåëü íàñòîÿùåé ðàáîòû ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû
ñîñðåäîòî÷èòü âíèìàíèå íà ìàòåìàòè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ, îáåñïå-
÷èâàþùèõ òàêóþ èíâàðèàíòíîñòü.

Ñîãëàñíî íàøåé öåëè, ïðåäïîëîæåíèÿ iv), v), vi) èëè ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå íèæå óðàâíåíèå (2.6), îòíîñÿòñÿ ê ñèñòåìàì, ñâî-
áîäíî äâèæóùèìñÿ â ïðîñòðàíñòâå. Ïîÿâëåíèå äîïîëíèòåëüíûõ
êèíåìàòè÷åñêèõ ñâÿçåé âëå÷åò íåîáõîäèìîñòü èçìåíåíèÿ óðàâ-
íåíèÿ (2.6), íàïðèìåð, çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ìíîæèòåëåé Ëàãðàí-
æà èëè ðåàêöèé ñâÿçè â ïðàâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé. Ïðèìå÷à-
òåëüíî, ÷òî ãëàâåíñòâóþùèå èäåè, òàêèå êàê èíâàðèàíòíîñòü
ïî îòíîøåíèþ ê äåéñòâèÿì ãðóïï è èñïîëüçîâàíèå íåãîëîíîì-
íûõ ïåðåìåííûõ, íàïðèìåð, V â (2.1), ñâÿçàíû ñ òàê íàçûâàå-
ìûìè óðàâíåíèÿìè Ïóàíêàðå - ×åòàåâà, èçëîæåííûìè â êëàñ-
ñè÷åñêèõ ðàáîòàõ ïî àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêå (ñì., íàïðèìåð,
ðàáîòó Â.Â.Ðóìÿíöåâà [10], à òàêæå ïóáëèêàöèþ [3]).
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Â ðàçä. 2 áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà 2.2, äàþùàÿ íåîáõîäèìûå
è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ èíâàðèàíòíîñòè óðàâíåíèé (2.6) ïî
îòíîøåíèþ ê çàìåíàì ãàëèëååâñêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà. Ãðóáî ãî-
âîðÿ, òå óñëîâèÿ, êîòîðûå, ñ îäíîé ñòîðîíû, èìåþò ìåñòî äëÿ çà-
ìîðîæåííûõ ñèñòåì, ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé íå ÷òî èíîå êàê óñëî-
âèå, íàéäåííîå â [1] äëÿ òâåðäîãî òåëà. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äâà
óñëîâèÿ, ïðèñóùèå èìåííî äåôîðìèðóåìûì ñèñòåìàì, ñîäåð-
æàò äèíàìè÷åñêóþ ñâÿçíîñòü, àññîöèèðîâàííóþ ñ ðèìàíîâîé
ñòðóêòóðîé v) è åå êðèâèçíîé.

Â ðàçä. 3 áóäåò äîêàçàíî, ÷òî äåôîðìèðóåìûå ñèñòåìû ïîä-
÷èíÿþòñÿ óðàâíåíèÿì äâèæåíèÿ (2.6), à èç óñëîâèé èíâàðèàíò-
íîñòè â òåîðåìå 2.2 ñëåäóåò ¾ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíîñòè¿, ïîç-
âîëÿþùèé èñêëþ÷èòü ãðàâèòàöèîííûé ýôôåêò çà ñ÷åò ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî âûáîðà óñêîðåííî äâèæóùåéñÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà.

Â ïðèëîæåíèè ñ öåëüþ ïðîÿñíèòü ñâÿçü ñî çíàêîìûìè âåëè-
÷èíàìè, èìåþùèìè ìåñòî â îáùåé ìåõàíèêå, òàêèìè êàê ïîëå
ìîìåíòîâ, ñèëîâîé è êèíåìàòè÷åñêèé âèíòû, ïðèâîäÿòñÿ êîí-
êðåòíûå ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáðû Ëè d è åå ïîäàëãåáð.

2. Óñëîâèÿ Ãàëèëååâñêîé èíâàðèàíòíîñòè äëÿ óðàâ-

íåíèé äâèæåíèÿ äåôîðìèðóåìûõ ñèñòåì.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ãåîìåòðèÿ ãëàâíûõ ðàñ-
ñëîåíèé. Òåîðèÿ ãëàâíûõ ðàññëîåíèé èçëîæåíà â òðàêòà-
òàõ ïî äèôôåðåíöèàëüíîé ãåîìåòðèè, íàïðèìåð, â [11] èëè [12,
ãë. XVI]. Â îòíîøåíèè ìåõàíèêè, ñëåäóåò îòîñëàòü ÷èòàòåëÿ ê
ïðåäïîëîæåíèÿì iv), v), vi) ðàçä. 1, è ê [3].

Ïóñòü D× S ∋ (g, s) 7→ g.s � äåéñòâèå ñëåâà D íà ïðîñòðàí-
ñòâå S, à D× TS ∋ (g, v) 7→ g.v � ïîäíÿòîå äåéñòâèå D íà êàñà-
òåëüíîì ïðîñòðàíñòâå TS. Ïðàêòè÷íî îáîçíà÷èòü δs (ñîîòâåò-
ñòâåííî δx è òàê äàëåå) ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð ê
ìíîãîîáðàçèþ S (ñîîòâåòñòâåííî ê ïðîñòðàíñòâó X) ñ íà÷àëîì
s (ñîîòâ. x).

Ãîðèçîíòàëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà TsS äëÿ äè-
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íàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè îïðåäåëåíî êàê îðòîãîíàëüíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî ê ñëîþ s ñîãëàñíî ðèìàíîâîé ñòðóêòóðå v). Ôîðìà
ñâÿçíîñòè è åå êðèâèçíà îáîçíà÷åíû êàê ω (ïðèíèìàþùàÿ çíà-
÷åíèÿ â d 1-ôîðìà) è Ω (ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â d 2-ôîðìà),
ïðè÷åì ¾δs (∈ TS) ãîðèçîíòàëüíà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ω(δs) = 0¿. Ïðèìåðû ÿâíûõ âû÷èñëåíèé äèíàìè÷åñêèõ ñâÿçíî-
ñòåé è èõ êðèâèçí äëÿ êîíêðåòíûõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ïðåä-
ñòàâëåíû â [2, 9] äëÿ àôôèííî-äåôîðìèðóåìûõ òåë è â ïðèëî-
æåíèè ðàáîòû [3] äëÿ ñèñòåì òâåðäûõ òåë.

Ãîðèçîíòàëüíàÿ è âåðòèêàëüíàÿ ñîñòàâëÿþùèå δs ∈ TS áó-
äóò îáîçíà÷åíû êàê hor δs è vert δs. Åñëè f : S → E � äèôôå-
ðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå èç S â âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî E,
òî ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî fT : TS → TE ∼ E × E � åãî êà-
ñàòåëüíîå ïðîñòðàíñòâî è df : TS → E � åãî äèôôåðåíöèàë
(df(δs) = p2f

T (δs)); ïðè ôèêñèðîâàííîì s df(s) îáîçíà÷àåò
èíäóöèðîâàííîå îòîáðàæåíèå TsS → E. Ñâÿçíîñòü ïîçâîëÿåò
îïðåäåëèòü êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ ∇f(δs) = df(hor δs)
äëÿ v ∈ TS, ïðåäñòàâëÿþùóþ ñîáîé íå ÷òî èíîå, êàê äèôôå-
ðåíöèàë âäîëü êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ èç TS. Åñëè Q � ìíîãî-
îáðàçèå è ϕ : Q → S, òî ìîæíî îïðåäåëèòü ∇qf(δq), ïîëàãàÿ
∇qf(ϕ(q))(δq) = df(ϕ(q))(hor ∂qϕ(δq)).

Äèíàìè÷åñêàÿ ñâÿçíîñòü òàêæå ìîæåò áûòü îõàðàêòåðè-
çîâàíà ãîðèçîíòàëüíûì ïîäíÿòèåì Γ: S ×X TX → TS, òàêèì,
÷òî hor δs = Γ(s, δx) ïðè δx = πT (δs). Òîãäà πTΓ(s, δx) = δx,
Γ(g.s, δx) = g.Γ(s, δx). Òàêæå ìîæíî îïðåäåëèòü êîâàðèàíò-
íóþ ïðîèçâîäíóþ âäîëü êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ äëÿ áàçû X
êàê ∇xf(s)(δx) = df

(
Γ(s, δx)

)
äëÿ δx ∈ TxX ñ x = π(s). Òîãäà

∇xf(s)(δx) = ∇f(δs), êîãäà δx = πT (δs). Íàäî çàìåòèòü, ÷òî
∇xf îïðåäåëåíà íå íà TX, à íà S×X TX.

Ðàññìîòðèì ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà
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ñòàíäàðòíîãî âèäà

L(t, ṡ) =
1

2
(ṡ | ṡ)− Π(t, s) =

=
1

2
J(s)(V,V) +

1

2
Jdef (ẋ, ẋ)− Π(t, s), (2.1)

ṡ =
ds

dt
, V = ω(ṡ), x = π(s), ẋ = πT (ṡ),

êàê âàðèàöèîííûé ïðèíöèï ñ ôèêñèðîâàííûìè êîíöàìè íà
ýòîì ðàññëîåíèè, ïðèâîäÿùèé ê óðàâíåíèÿì Ýéëåðà (2.6), âû-
ïèñàííûì íèæå.

Âåëè÷èíà 1/2Jdef(ẋ, ẋ) = Kdef � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ äå-
ôîðìàöèé, ñâÿçàííàÿ ñ ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé Jdef , êîððåêòíî
îïðåäåëåííàÿ íà X áëàãîäàðÿ èíâàðèàíòíîñòè äåéñòâèÿ D íà S.
Òàêîå ðàçäåëåíèå êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òó
ñàìóþ ïðè÷èíó îïðåäåëåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.

Âåëè÷èíà 1/2J(s)(V,V) = K(V) � êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ
çàìîðîæåííîé ñèñòåìû. Ìîæíî îïðåäåëèòü I(s) ∈ L(d, d∗) êàê
J(s)(X,Y ) = ⟨I(s).X, Y ⟩, òîãäà J(s) è I(s) � ¾êîâàðèàíòíûé¿ è
¾ñìåøàííûé òåíçîðû èíåðöèè¿ çàìîðîæåííîé ñèñòåìû â êîí-
ôèãóðàöèè s.

Ðàññìîòðèì I, J, K êàê îòîáðàæåíèÿ èç S â âåêòîðíûå ïðî-
ñòðàíñòâà L(d, d∗), L2(d), Q2(d) (âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì íà d). Íàïðèìåð, ∇K(s) áóäåò îòîáðàæåíèåì
v 7→ ∇K(v) èç TsS â Q2(d), è ïîýòîìó∇K(v)(X, Y ) èìååò ñìûñë.
Ýòè îòîáðàæåíèÿ îáëàäàþò ñâîéñòâàìè èíâàðèàíòíîñòè, ê êî-
òîðûì ìû áóäåì ÷àñòî îáðàùàòüñÿ:

J(g.s)(X, Y ) = J(s)(Ad g−1.X,Ad g−1.Y ),
I(g.s) = Ad ∗g ◦ I(s) ◦ Ad g−1,

(2.2)

dJ(δs)(X,X) = ∇J(δs)(X,X)− 2J(s) ([ω(δs), X], X) , (2.3)

dI(δs) = ad ∗ω(δs) ◦ I(s)− I(s) ◦ adω(δs) +∇I(δs) (2.4)
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∀s ∈ S, δs ∈ TsS.

Ñ îòîáðàæåíèåì s 7→ I(s) ñâÿçàíî î÷åíü âàæíîå îòîáðàæåíèå
s 7→ C(s) ∈ L2(d; d

∗), îïðåäåëåííîå êàê

C(s)(X, Y ) = ad ∗X.I(s)(Y ) + ad ∗Y.I(s)(X) + I(s)
(
[X, Y ]

)
,

s ∈ S, X, Y ∈ d.

Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ãëàâíîãî ðàññëîåíèÿ, S ïîêðûòî îòêðû-
òûìè ïîäìíîæåñòâàìè π−1(O), ãäå O � îòêðûòîå ïîäìíîæåñòâî
â X ñ ëîêàëüíûìè êàðòàìè âèäà s = g.r(q) = φ(q, g), ãäå g è
q = (q1, . . . , qd) ïðèíàäëåæàò D è îòêðûòîìó ïîäìíîæåñòâó Q
ïðîñòðàíñòâà Rd, ãäå qi � êîîðäèíàòû, îïèñûâàþùèå ôîðìó ñè-
ñòåìû π(s). Ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ñèñòåìå îòñ÷åòà ïðèí-
öèï Ãàìèëüòîíà, ïðèìåíåííûé ê îáëàñòè π−1(O) è îáëàäàþùèé
òàêèì ëîêàëüíûì ïðåäñòàâëåíèåì, ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì äâè-
æåíèÿ, âûïèñàííûì â [3]:

d

dt
∂q̇ Kdef − ∂qKdef −∇qK(s)(V)+

+J(s) (V,Ad g.Ωr(q̇, ·)) = Q−∇qΠ(t, s),

d

dt
I(s)(V) = F−£Π(t, s).

(2.5)

Ïóñòü ωr è Ωr âîññòàíàâëèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ q 7→ r(q), íà-
ïðèìåð; Ωr(δq, δ

′q) = Ω
(
rT (δq), rT (δ′q)

)
. Ïóñòü Kr(q) = K(r(q))

� çíà÷åíèå íà �ñå÷åíèè� q 7→ r(q) âåëè÷èíû Jr(q) = J(r(q)). Åñëè
ïîëîæèòü U = Ad g−1V, òî ôîðìóëà (2.3) ñ δs = ∂qφ(q, g)(δq) =
LT

g r
T (q, δq) ïðèâîäèò ê áîëåå ÿâíîìó âèäó, îïèðàþùåìóñÿ íà

ïåðåìåííûå q, îïèñûâàþùèå ôîðìó è ñîãëàñîâàííûå ñ ëàãðàí-
æåâûì îïèñàíèåì äâèæåíèÿ:

∇qK(s)(δq)(V) = ∂qKr(q)(δq)(U) + Jr(q)([ωr(δq),U],U),
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J(s)
(
V,Ad g.Ωr(q̇, δq)

)
= Jr(q)

(
U,Ωr(q̇, δq)

)
.

Ïóñòü ∇X
îáîçíà÷àåò êîâàðèàíòíóþ ïðîèçâîäíóþ â ñâÿçíîñòè

Ëåâè-×èâèòà, àññîöèèðîâàííóþ ñ ðèìàíîâîé ñòðóêòóðîé Jdef íà
X. Çàìåòèì, ÷òî êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ ∇ â äèíàìè÷åñêîé
ñâÿçíîñòè è ∇X

� äâå ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûå îïåðàöèè äèôôå-
ðåíöèðîâàíèÿ. Ïðèìåíåíèå ê (2.5) êëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ
èç ðèìàíîâîé äèíàìèêè âåäåò ê ãåîìåòðè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
ëåâûõ ÷àñòåé óðàâíåíèé Ëàãðàíæà è äàåò⟨ d

dt
∂q̇ Kdef − ∂qKdef , δq

⟩
= Jdef

(∇X
ẋ

dt
, δx

)
.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî åñëè δx = πT
(
∂qφ(q, g)(δq)

)
, è îïðåäå-

ëèòü ΩΓ : S ×X (TX ×X TX) → d êàê Ω(Γ(s, ξ1),Γ(s, ξ2)), ãäå ×X

îçíà÷àåò ïðîèçâåäåíèå ñëîåâ íàä X, òî

∇qK(s)(δq)(V) = ∇xK(s)(δx),

J(s) (V,Ad g.Ωr(q̇, δq)) = J(s) (V,ΩΓ(s, ẋ, δx)) .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò âíóòðåííèé (¾ýéëåðîâñêèé¿) âèä óðàâ-
íåíèé äâèæåíèÿ (2.5) â âèäå ðàâåíñòâà â T ∗

xX è ðàâåíñòâà â d∗:

Òåîðåìà 2.1 Äëÿ ôóíêöèé Ëàãðàíæà âèäà (2.1), óðàâíåíèÿ
Ýéëåðà âûãëÿäÿò êàê

Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(s)(.)(V) + J(s) (V,Ω

Γ
(ẋ, ·)) =

= Q−∇xΠ(t, s),

d

dt
I(s)(V) = F−£Π(t, s),

(2.6)

ãäå x = π(s), à ∇X
� êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â ñâÿçíîñòè

Ëåâè-×èâèòà ïðîñòðàíñòâà X, àññîöèèðîâàííîãî ñ Jdef . Âåëè-
÷èíû V = ω(ṡ), Ω

Γ
(ẋ, ·) è ∇xK(s)(V) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ëè-

íåéíûå ôîðìû δx 7→ Ω(Γ(s, ẋ),Γ(s, δx)) è δx 7→ ∇xK(s)(δx)(V).
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Ñ ïîìîùüþ êîâàðèàíòíîé ïðîèçâîäíîé âòîðîå óðàâíåíèå (2.6)
òàêæå ìîæåò áûòü ïðèâåäåíî ê âèäó

I(s)(V̇) + ad ∗V.I(s)(V) +∇xI(s)(ẋ)(V) = F−£Π(t, s). (2.7)

Åñëè òåïåðü ïðèíÿòü ïðèíöèï Ãàìèëüòîíà çà ôóíäàìåíòàëü-
íûé ïðèíöèï äèíàìèêè, òî ñèñòåìà îòñ÷åòà äîëæíà áûòü ãàëè-
ëååâñêîé è òîãäà óðàâíåíèÿ (2.6) îêàçûâàþòñÿ âåðíûìè óðàâ-
íåíèÿìè äâèæåíèÿ äëÿ ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìû. Îäíàêî ñî-
ãëàñîâàííîñòü äèíàìèêè òðåáóåò òîãî, ÷òî êîëü ñêîðî ýòè óðàâ-
íåíèÿ ñïðàâåäëèâû â îäíîé ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà, îíè
äîëæíû îñòàâàòüñÿ ñïðàâåäëèâûìè è â ëþáîé äðóãîé ãàëèëååâ-
ñêîé ñèñòåìå îòñ÷åòà. Äîêàçûâàåìàÿ íèæå òåîðåìà 2.2 ñîäåðæèò
íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû ýòî ñâîéñòâî
áûëî âûïîëíåíî.

Ãàëèëååâñêàÿ èíâàðèàíòíîñòü è óðàâíåíèÿ (2.6).
Ðàññìîòðèì äâå ñèñòåìû îòñ÷åòà �R èR′. Ïóñòü ñèñòåìà îòñ÷å-
òà R áóäåò ãàëèëååâñêîé, òàê ÷òî äèíàìè÷åñêèå óðàâíåíèÿ (2.6)
â R îêàçûâàþòñÿ âûïîëíåííûìè. Íî ñèñòåìà îòñ÷åòà R′ íå îáÿ-
çàòåëüíî òàêîâà íà íàñòîÿùåì ýòàïå. Íàøà ïåðâàÿ öåëü ñîñòîèò
â òîì, ÷òîáû âûâåñòè óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî ñèñòå-
ìû îòñ÷åòà R′. Âûâîä áóäåò ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàòüñÿ
íà äèôôåðåíöèàëüíîå èñ÷èñëåíèå íà ãðóïïàõ Ëè è ìíîãîîáðà-
çèÿõ, à òàêæå íà ñâîéñòâàõ èíâàðèàíòíîñòè (2.2), (2.3), (2.4).

Ïðåæäå âñåãî ñóùåñòâóåò äèôôåðåíöèðóåìîå îòîáðàæåíèå
t 7→ M(t) ∈ D , çàäàþùåå äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà R′ îòíî-
ñèòåëüíî ñèñòåìû îòñ÷åòà R (è îòíîñèòåëüíî ñàìîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà R′), òàêîå, ÷òî åñëè s (ñîîòâåòñòâåííî σ) ∈ S � êîí-
ôèãóðàöèÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, íàáëþäàåìàÿ ïî îòíîøåíèþ
ê R (ñîîòâåòñòâåííî ê R′) â ìîìåíò âðåìåíè t, òî

s = M(t).σ, s, σ ∈ S,

îòêóäà π(s) = π(σ) = x. Ïîëàãàÿ

U = ϑr(Ṁ), U′ = ϑℓ(Ṁ) ≡ AdM−1.U, V = ω(ṡ), W = ω(σ̇),
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ãäå ϑr è ϑℓ � ïðàâàÿ è ëåâàÿ ôîðìû Ìàóðåðà-Êàðòàíà D , äîêà-
æåì, ÷òî

V = U+AdM.W, V̇ = U̇+AdM.Ẇ + [U,AdM.W] (2.8)

è ÷òî ïåðâîå è âòîðîå óðàâíåíèÿ (2.6) ñîîòâåòñòâåííî ýêâè-
âàëåíòíû óðàâíåíèÿì

Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(σ)(.)(W) + J(σ)(W,Ω

Γ
(ẋ, .))−

−∇xK(σ)(.)(U′)−∇xJ(σ)(.)(U
′,W)+

+J(σ)(U′,Ω
Γ
(ẋ, .)) = Q−∇xΠ

′(t, σ).

(2.9)

d

dt
I(σ)(W) +C(σ)(U′,W) + ad ∗U′.I(σ)(U′)+

+∇xI(σ)(ẋ)(U
′) + I(σ)

(
dU′

dt

)
= F′ −£Π′(t, σ),

(2.10)

ãäå F′ = Ad ∗M−1.F è Π′(t, σ) = Π(t,M.σ) � ñèëà è ïîòåíöèàë,
íàáëþäàåìûå â ñèñòåìå îòñ÷åòà R′.

2Îáîçíà÷èì ÷åðåç σs îòîáðàæåíèå g 7→ g.s, êîòîðîå íå ñëå-
äóåò ïóòàòü ñ òî÷êîé σ â ïðîñòðàíñòâå S. Òîãäà

ṡ = σT
s

(
ϑr(Ṁ)

)
+ LT

M(σ̇).

Âåëè÷èíà ϑr(Ṁ) � ýòî ïåðåíîñíàÿ ñêîðîñòü, îáóñëîâëåííàÿ äâè-
æåíèåì ñèñòåìû îòñ÷åòà R′, â òî æå âðåìÿ w = σ̇ îïèñûâà-
åò ñêîðîñòü ñèñòåìû ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìå îòñ÷åòà R′.
Â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ω ê ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿì è â ñè-
ëó îáùèõ ñâîéñòâ ñâÿçíîñòè ïîëó÷àåòñÿ ïåðâîå óðàâíåíèå (2.8).
Âòîðîå óðàâíåíèå (2.8) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

d

dt
AdM = adϑr(Ṁ) ◦ AdM.
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Åñëè ïðåäïîëîæèòü, ÷òî s = M.σ, ãäå M ∈ D , òî äëÿ
ôèêñèðîâàííûõ X è Y â d

∇xJ(s)(δx)(X, Y )=∇xJ(σ)(δx)(AdM
−1.X,AdM−1.Y ),(2.11)

∇xI(s)(δx)(X)=AdM∗.∇xI(σ)(δx)(AdM
−1.X). (2.12)

Ëèíåéíûå ôîðìû ∇xJ(s)(δx)(AdM
−1.X,AdM−1.Y ) è

∇xJ(σ)(δx)(X, Y ), ñîîòâåòñòâåííî ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé çíà÷åíèÿ
äèôôåðåíöèàëîâ ñîîòíîøåíèé σ 7→ J(σ)(AdM−1.X,AdM−1.Y )
è s 7→ J(s)(X, Y ) äëÿ δx ∈ TxX íà

w = Γ(σ, δx) è v = Γ(s, δx) = LT
M(w).

Áîëåå òîãî, J(M.σ)(X, Y ) = J(σ)(AdM−1.X,AdM−1.Y ), è äèô-
ôåðåíöèðîâàíèå ïî σ ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé äàåò

dJ(M.σ)(LT
M(w))(X, Y ) = dJ(σ)(w)(AdM−1.X,AdM−1.Y ).

Äèôôåðåíöèðîâàíèå ñëîæíîé ôóíêöèè äàåò dJ(M.σ)(LT
M(w)) ≡

dJ(s)(v), îòêóäà ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (2.11), ýêâèâàëåíòíîå

⟨∇xI(s)(δx)(X), Y ⟩ = ⟨∇xI(σ)(δx)
(
AdM−1.X

)
,AdM−1.Y ⟩

=
⟨
Ad ∗M.∇xI(σ)(δx)

(
AdM−1.X

)
, Y

⟩
è ýêâèâàëåíòíîå ñîîòíîøåíèþ (2.12), òàê êàê ýòî ñîîòíîøåíèå
èìååò ìåñòî äëÿ âñåõ X è Y ∈ d. Èç (2.8) è (2.11) ïîëó÷àåòñÿ,
÷òî

∇xK(s)(δx)(V) = ∇xK(σ)(δx)(U′ +W) =

= ∇xK(σ)(δx)(W) +∇xJ(σ)(δx)(U
′,W) +

+∇xK(σ)(δx)(U′). (2.13)

Òàê êàê

Ω(LT
Mv1, L

T
Mv2) = AdM.Ω(v1, v2), Γ(M.σ, δx) = LT

MΓ(σ, δx),
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òî èìåþò ìåñòî ðàâåíñòâà

Ω
Γ
(s, ẋ, δx) = AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx) ∀δx ∈ TxX,

J(s)(V,Ω
Γ
(ẋ, δx)) = J(σ)(W,Ω

Γ
(ẋ, δx)) + (2.14)

+J(σ)(U′,Ω
Γ
(ẋ, δx)).

Èç (2.13) è (2.14) ñëåäóåò, ÷òî ïåðâîå óðàâíåíèå (2.6) ýêâèâà-
ëåíòíî óðàâíåíèþ (2.9).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.2) è ðàâåíñòâà
d

dt
Ad ∗M = ad ∗ϑr(Ṁ) ◦

Ad ∗M ≡ Ad ∗M ◦ ad ∗ϑℓ(Ṁ) ñëåäóåò, ÷òî

I(s)(V) = Ad ∗M.I(σ)(W) + I(s)(U),

d

dt
I(s)(V) = Ad ∗M.

( d

dt
I(σ)(W) + ad ∗U′.I(σ)(W)

)
+

d

dt
I(s)(U).

Èìååì I(s)(U) = Ad ∗M.I(σ)(U′). Ñ ïîìîùüþ (2.4), ãäå w = σ̇
ìîæíî íàéòè, ÷òî

d

dt
I(s)(U) = Ad ∗M.

(
ad ∗U′.I(σ)(U′) + ad ∗W.I(σ)(U′)−

−I(σ)(adW.U′)
)
+

+ Ad ∗M.
(
∇I(w)(U′) + I(σ)

(dU′

dt

))
,

d

dt
I(s)(V) = Ad ∗M.

( d

dt
I(σ)(W)

)
+

+ Ad ∗M.
(
ad ∗U′.I(σ)(W) + ad ∗W.I(σ)(U′) +

+I(σ)([U′,W]) + ad ∗U′.I(σ)(U′)
)
+

+ Ad ∗M.
(
∇I(w)(U′) + I(σ)

(dU′

dt

)
=

)
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= Ad ∗M.
( d

dt
I(σ)(W) +C(σ)(U′,W)+

+ad ∗U′.I(σ)(U′) +∇xI(σ)(ẋ)(U
′) + I(σ)

(dU′

dt

))
,

(2.15)

òàê êàê πT (ṡ) = πT (w) = ẋ, ∇I(w) = ∇xI(σ)(ẋ)). Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, äëÿ u ∈ d

⟨£(Π(t, s)),u⟩ =
[
d

dτ
Π(t, exp(τu).s)

]
τ=0

.

Îäíàêî exp(τu).s = exp(τu).(M.σ) = M.M−1. exp(τu).(M.σ) =
M. exp(τAdM−1.u).σ, òàê ÷òî

⟨£(Π(t, s)),u⟩ = ⟨£Π′(t, σ),AdM−1.u⟩ = ⟨Ad ∗M.£Π′(t, σ),u⟩,

ãäå Π′ îïðåäåëåíî ñîîòíîøåíèåì Π′(t, σ) = Π(t,M.σ) äëÿ σ ∈ S.
Òàê êàê u ìîæåò áûòü ëþáûì èç ìíîæåñòâà d, òî

£(Π(t, s)) = Ad ∗M.£Π′(t, σ).

Åñëè ïîäñòàâèòü òîëüêî ÷òî ïîëó÷åííûå ñîîòíîøåíèÿ âî âòî-
ðîå óðàâíåíèå (2.6), òî ïîëó÷àåòñÿ óðàâíåíèå (2.10), òàê êàê
Ad ∗M � àâòîìîðôèçì ïðîñòðàíñòâà d∗.

Ïóñòü
K(s) = {Ω(s)(v,w) | v,w ∈ TsS}.

Òàê êàê êàæäûé ãîðèçîíòàëüíûé âåêòîð èç TsS èìååò âèä v =
Γ(s, u), ãäå u ∈ TxX, òî

{Ω
Γ
(s, u, v) | u, v ∈ TxX} = {Ω(s)(v,w) | v,w ∈ TsS} = K(s).

Òåîðåìà 2.2 Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå òîãî,
÷òîáû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.6) áûëè îäíèìè è òåìè æå âî
âñåõ ãàëèëååâñêèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, èìååò âèä

∀s ∈ S, ∀U ∈ t :


a) ∀X ∈ d : C(s)(U,X) = 0,
b) ∀X ∈ d : ∇J(s)(U,X) = 0,
c) ∀X ∈ K(s) : J(s)(U,X) = 0,
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ãäå ∇ � êîâàðèàíòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ â äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè,
à Ω (â îïðåäåëåíèè K(s)) � ôîðìà êðèâèçíû äèíàìè÷åñêîé ñâÿç-
íîñòè.

Ïðèìå÷àòåëüíî, ÷òî ñâîéñòâî b) ýêâèâàëåíòíî ñëåäóþùåìó

∀s ∈ S, ∀U ∈ t ∇I(s)(U) = 0

â L(TsS, d∗). Íàäî çàìåòèòü, ÷òî I(s) ∈ L(d, d∗) è I(s)(U) ∈ d∗,
ïîýòîìó ∇I(s)(U) ∈ L(TsS, d∗)).

Ñâîéñòâî a) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óñëîâèå îáúåêòèâíîñòè èíåð-
öèîííûõ ñèë (òîðñîðîâ), äåéñòâóþùèõ íà çàìîðîæåííóþ ñèñòå-
ìó. Ñîãëàñíî ðåçóëüòàòó, äîêàçàííîìó â ðàáîòå [1, ðàçä.7],
åñëè D � îáû÷íàÿ ãðóïïà äâèæåíèé, òî ýòî ñâîéñòâî îïðåäåëÿ-
åò ìàòåìàòè÷åñêóþ ôîðìó îïåðàòîðà I(s) íà êàæäîì ñëîå èç
ðàññëîåíèÿ.

Ñâîéñòâî c), âîîáùå ãîâîðÿ, íå íàäî ïðîâåðÿòü äëÿ ëþáîé
èíâàðèàíòíîé ðèìàíîâîé ñòðóêòóðû íà S. Îäíàêî ýòî ñâîéñòâî
äîëæíî áûòü îáÿçàòåëüíî ïðîâåðåíî äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ãàëèëååâ-
ñêîé èíâàðèàíòíîñòè çàêîíîâ äèíàìèêè.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî â ðàçä. 4, áåçîòíîñèòåëüíî ê îáùåé òåî-
ðèè ñâîéñòâà a), b), è c) íàäî ïðîâåðÿòü äëÿ êîíêðåòíûõ îáùèõ
ìîäåëåé ñèñòåì òâåðäûõ òåë èëè àôôèííî-äåôîðìèðóåìûõ òåë.

2Ðàññìîòðèì äâå ãàëèëååâñêèõ ñèñòåìû îòñ÷åòà R è R′, òà-
êèå, ÷òî M(t) = A. exp(tU) ïðè U ∈ t è ôèêñèðîâàííîì A ∈ D .
Òîãäà âåëè÷èíà U′ = U òàêæå ïîñòîÿííà. Ýêñïîíåíöèàëüíîå
îòîáðàæåíèå exp îïðåäåëåíî íà ãðóïïå Ëè D , è òàê êàê t �
àëãåáðà Ëè ïîäãðóïïû ïîñòóïàòåëüíûõ äâèæåíèé, òî exp(tU) �
ïîñòóïàòåëüíîå äâèæåíèå ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ. Äëÿ ïðîèç-
âîëüíîãî âûáîðà R è R′ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî R
è R′ äîëæíû áûòü èäåíòè÷íû òåì, ÷òî áûëè âûâåäåíû èç òåî-
ðåìû 2.1. Îäíàêî, êàê áûëî ïîêàçàíî âûøå, óðàâíåíèÿ, âûâå-
äåííûå èç ýòîé òåîðåìû äëÿ ñèñòåìû îòñ÷åòà R, ýêâèâàëåíòíû
óðàâíåíèÿì (2.9) è (2.10). Ïîýòîìó íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
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óñëîâèå òîãî, ÷òî äîïîëíèòåëüíûå ñëàãàåìûå, ïîÿâëÿþùèåñÿ â
ëåâûõ ÷àñòÿõ óðàâíåíèé (2.9) è (2.10) (äëÿ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòè
U′) îáðàùàþòñÿ â íóëü äëÿ âñåõ äèíàìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ è äëÿ
âñåõ âûáîðîâ ãàëèëååâñêîé ñèñòåìû îòñ÷åòà R′:

−∇xK(σ)(.)(U′)−∇xJ(σ)(.)(U
′,W) + J(σ)(U′,Ω

Γ
(ẋ, .)) = 0.

C(σ)(U′,W) + ad ∗U′.I(σ)(U′) +∇xI(σ)(ẋ)(U
′) = 0,

Çàôèêñèðóåì ìîìåíò âðåìåíè t = to. Ïðåæäå âñåãî óñëî-
âèå ñëåäóåò ïðîâåðèòü, êîãäà ñèñòåìà îòñ÷åòà R′ âûáðàíà òà-
êèì îáðàçîì, ÷òî M(to) = e äëÿ äàííîé ñêîðîñòè U ∈ t. Îäíàêî
äëÿ âñåõ êîíôèãóðàöèé s ñèñòåìû â ìîìåíò âðåìåíè to è äëÿ
âñåõ çàäàííûõ çíà÷åíèé X ∈ d, u ∈ TxX ñóùåñòâóåò äèíàìè÷å-
ñêèé ïðîöåññ, òàêîé ÷òî W = X è ẋ = u. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
âñåõ U ∈ t, âñåõ X ∈ d è âñåõ u ∈ TxX äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ
ñîîòíîøåíèÿ:

−∇xK(σ)(.)(U)−∇xJ(σ)(u)(U,X) + J(σ)(U,Ω
Γ
(u, .)) = 0,

C(σ)(U,X) + ad ∗U.I(σ)(U) +∇xI(σ)(u)(U) = 0.

Â ýòèõ óðàâíåíèÿõ ìîæíî çàìåíèòü U , X, u íà αU , βX, γu è ïî-
ëó÷èòü äâà ïîëèíîìèàëüíûõ óñëîâèÿ, êîòîðûå äîëæíû âûïîë-
íÿòüñÿ äëÿ âñåõ (α, β, γ) ∈ R3. Äëÿ òîãî ÷òîáû êîýôôèöèåíòû
ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ îáðàùàëèñü â íóëü, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,
÷òîáû äëÿ ëþáûõ s ∈ S, U ∈ t âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ

∀X ∈ d:C(s)(U,X) = 0,
ad ∗U.I(s)(U) = 0,
∇xI(s)(.)(U) = 0 (â T ∗

xX),
∇xK(s)(.)(U) = 0 (â T ∗

xX),
∀X ∈ d:∇xJ(s)(.)(U,X) = 0 (â T ∗

xX),
∀u ∈ TxX: J(s)(U,ΩΓ

(u, .)) = 0 (â T ∗
xX).

(2.16)

Íàîáîðîò, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî åñëè óñëîâèÿ (2.16) âûïîë-
íåíû, òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ îòíîñèòåëüíî R è R′ èäåíòè÷íû
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äëÿ ëþáîãî âûáîðà ãàëèëååâñêèõ ñèñòåì îòñ÷åòà R è R′. Îä-
íàêî ýòè ñâîéñòâà íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè äðóã îò äðóãà. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

C(s)(U,U) = ad ∗U.I(s)(U) + ad ∗U.I(s)(U) + I(s)([U,U ]) =
= 2 ad ∗U.I(s)(U),

òî âòîðîå ñâîéñòâî îêàçûâàåòñÿ ñëåäñòâèåì ïåðâîãî è ìîæåò
áûòü óäàëåíî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî çàìåòèòü, ÷òî

J(s)(U,X) = ⟨I(s)(U), X⟩ =⇒

∇J(v)(U,X) = ⟨∇I(v)(U), X⟩, v ∈ TsS,
òàê ÷òî ïîñêîëüêó âåêòîð èç TsS èìååò âèä v = Γ(s, δx), ãäå δx ∈
TxX, è ïîñêîëüêóK(s) � êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, àññîöèèðîâàííàÿ
ñ J(s), òî

∀X ∈ d, ∀v ∈ TsS : ∇J(v)(U,X) = 0 ⇐⇒
∀X ∈ d, ∀ δx ∈ TxX : ∇xJ(s)(δx)(U,X) = 0 ⇐⇒

∀ δx ∈ TxX : ∇xI(s)(δx)(U) = 0 =⇒
∀ δx ∈ TxX : ∇xK(s)(δx)(U) = 0.

Ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó òðåòüå è ÷åòâåðòîå
ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ïÿòîãî è ìîãóò áûòü óäàëåíû. Â
êîíå÷íîì èòîãå óñëîâèÿ (2.16) ñâîäÿòñÿ ê ñâîéñòâàì a), b) è
c).

Çäåñü è äàëåå îòíîñèòåëüíî ãðóïïû D áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî îíà
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïåðåìåùåíèé òðåõìåðíîãî åâêëèäîâà òî÷å÷-
íîãî ïðîñòðàíñòâà E è ÷òî d è d∗ áóäóò îòîæäåñòâëåíû ñ ïîìî-
ùüþ ôîðìû Êëåéíà [· | ·], òàê ÷òî ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñîîòíîøå-
íèå I(s) ∈ L(d) è îíî îïðåäåëåíî êàê [I(s)(X) | Y ] = J(s)(X, Y )
� ñì. Ïðèëîæåíèå.

Ëåììà 1. Ïóñòü D � îáûêíîâåííàÿ åâêëèäîâà ãðóïïà.
Íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå âûïîëíåíèÿ ñâîéñòâà a)
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ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñóùåñòâóþò äèôôåðåíöèðóåìûå ýêâèâà-
ðèàíòíûå îòîáðàæåíèÿ s 7→ ms èç S â ]0,+∞[, s 7→ cs èç S â
E è s 7→ Is èç S â L(E) òàêèå, ÷òî äëÿ s ∈ S, X è Y ∈ d:

ôóíêöèÿ Is ñèììåòðè÷íà è ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà äëÿ
âñåõ s,

J(s)(X, Y ) = msX(cs) · Y (cs) + Is(ωX) · ωY .

Ýêâèâàðèàíòíîñòü ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ ïî îòíîøåíèþ ê äåé-
ñòâèþ ãðóïïû D , ò.å.

mg.s = ms, cg.s = g(cs), Ig.s = g ◦ Is ◦ g−1 = g∗Is,

ãäå g ñîñòàâëÿåò ëèíåéíóþ ÷àñòü àôôèííîãî îòîáðàæåíèÿ g.
2Êàæäûé ñëîé ðàññëîåíèÿ (S,X, π,D) � ýòî ãëàâíîå îäíî-

ðîäíîå ïðîñòðàíñòâî ãðóïïû D , ïîýòîìó ðåçóëüòàò, äîêàçàííûé
â [1, ðàçä.7], ïðèìåíèì ê ðèìàíîâîé ñòðóêòóðå, èíäóöèðîâàí-
íîé îäíèì ê îäíîìó èç S è âåäåò ê àëãåáðàè÷åñêèì ñâîéñòâàì,
ýêâèâàëåíòíûì ñâîéñòâó a), èìåííî: ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå
s 7→ ms èç S â R (êîòîðîå ôàêòè÷åñêè ïîñòîÿííî íà êàæäîì
ñëîå ðàññëîåíèÿ) è ñóùåñòâóþò îòîáðàæåíèÿ s 7→ cs èç S â
E , s 7→ Is èç S â Lsim(d) ñ àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, óïî-
ìÿíóòûìè â ëåììå 1 è âåäóùèìè ê óïîìÿíóòîìó âûðàæåíèþ
äëÿ J(s)(X,Y ). Ñâîéñòâà èíâàðèàíòíîñòè è ýêâèâàðèàíòíîñòè
âûâîäÿòñÿ èç ñîîòíîøåíèÿ J(g.s)(Ad g.X,Ad g.Y ) = J(s)(X, Y ),
ïðåîáðàçóþùåãî X è Y â t èëè cs.

Ëåììà 2. Åñëè îäíîðîäíîå ïðîñòðàíñòâî S ñâÿçíî è âûïîë-
íÿåòñÿ ñâîéñòâî a), òî ñâîéñòâî b) ýêâèâàëåíòíî âûñêàçûâà-
íèþ:

ms ïîñòîÿííî íà ïðîñòðàíñòâå S è d c(v) = 0, åñëè
âåêòîð v ∈ TS ãîðèçîíòàëåí.

(2.17)

2Èç ðåçóëüòàòà, äîêàçàííîãî â [1], ñëåäóåò, ÷òî åñëè ε � äó-
àëüíîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî ε2 = 0, ðàññìîòðåííîå êàê R-ëèíåéíûé
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îïåðàòîð â d, ïðåîáðàçóþùèé êàæäîå âåêòîðíîå ïîëå â d â ïî-
ñòîÿííîå âåêòîðíîå ïîëå íà t:

εI(s)(U) = ms U ∀U ∈ t, − (2.18)

è â îáùåì ñëó÷àå, åñëè u ∈ E � çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ U â
ïðîèçâîëüíîé òî÷êå E :

∀a ∈ E : I(s)(U)(a) = ms u×−→csa. (2.19)

Óñëîâèå b) îçíà÷àåò, ÷òî∇I(s)(U) = 0. Ýòî ýêâèâàëåíòíî âûñêà-
çûâàíèþ î òîì, ÷òî äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TS
âåëè÷èíà dI(v)(U) îáðàùàåòñÿ â íóëü d, èëè ÷òî ïðîèçâîäíûå
ëåâûõ ÷àñòåé ñîîòíîøåíèé (2.18) è (2.19) îáðàùàþòñÿ â íóëü.

Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.18) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ s 7→ ms äèô-
ôåðåíöèðóåìà. Îäíàêî èç ñâîéñòâà b) è èç (2.18) ñëåäóåò, ÷òî
dm(v) = 0 äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v. Òàê êàê âå-
ëè÷èíà ms ïîñòîÿííà íà ñëîÿõ, òî dm(v) = 0 äëÿ âñåõ âåðòè-
êàëüíûõ âåêòîðîâ v. Ïîýòîìó dm(v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ TS. Ñëå-
äîâàòåëüíî, âåëè÷èíà m ïîñòîÿííà íà ñâÿçíîì ìíîãîîáðàçèè S.
Òàê êàê J(s)(U,U) = mu2 è J(s) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà íà d , òî m > 0.

Òåïåðü èç b) è ñîîòíîøåíèÿ (2.19) ñëåäóåò, ÷òî îòîáðàæåíèå
s 7→ cs äèôôåðåíöèðóåìî è ÷òî

d
(
I(v)(U)(a)

)
= md

(
u×−→csa

)
= −mu× d c(v) = 0

äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TsS è äëÿ âñåõ u. Îêîí-
÷àòåëüíî

d c(v) = 0

äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TsS. È íàîáîðîò, åñëè
âåëè÷èíà ms ïîñòîÿííà íà S è åñëè ïðåäûäóùåå ñâîéñòâî âû-
ïîëíåíî, òî óñëîâèå b) òàêæå âûïîëíåíî.
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Òåîðåìà 2.3 Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî S ñâÿçíî è ïóñòü D �
îáû÷íàÿ åâêëèäîâà ãðóïïà. Íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëî-
âèÿ òîãî, ÷òî óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.6) îñòàþòñÿ òåìè æå
ñàìûìè âî âñåõ ãàëèëååâñêèõ ñèñòåìàõ îòñ÷åòà, òàêîâû:

1. Ñóùåñòâóåò ÷èñëî m > 0 è äèôôåðåíöèðóåìûå ýêâèâàðè-
àíòíûå îòîáðàæåíèÿ s 7→ cs èç S â E è s 7→ Is èç S â
L(E), òàêèå ÷òî äëÿ s ∈ S, X è Y ∈ d:

Is � ñèììåòðè÷åñêàÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ
ôóíêöèÿ äëÿ âñåõ s,

J(s)(X, Y ) = mX(cs) · Y (cs) + Is(ωX) · ωY .

2. Äëÿ âñåõ ãîðèçîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TS èìååò ìåñòî
ñîîòíîøåíèå d c(v) = 0.

3. Äëÿ âñåõ s ∈ S âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå K(s) ⊂ cs, ãäå
cs � ïîäàëãåáðà Ëè âåêòîðíûõ ïîëåé X ∈ d, òàêèõ ÷òî
X(cs) = 0.

Ñâîéñòâî 1 îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ¾çàìîðîæåííûõ ñèñòåì¿ èíåðò-
íûå ñâîéñòâà îïèñûâàþòñÿ êàê äëÿ òâåðäîãî òåëà; ñâîéñòâî 2
îçíà÷àåò, ÷òî êîãäà èãðàþò ðîëü äåôîðìàöèè, öåíòð ìàññ ñè-
ñòåìû îñòàåòñÿ ôèêñèðîâàííûì âäîëü ãîðèçîíòàëüíûõ êðèâûõ
äèíàìè÷åñêîé ñâÿçíîñòè.

2Ñâîéñòâà ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè: åñëè âûïîëíåíû óñëî-
âèÿ a), b) è c), òî ñâîéñòâà 1 è 2 ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé ñëåäñòâèÿ
ëåììû 1. Èç ñâîéñòâà 1 ñëåäóåò, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-
ñòâà d, îðòîãîíàëüíîå t îòíîñèòåëüíî áèëèíåéíîé ôîðìû J(s),
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäïðîñòðàíñòâî cs, òàê ÷òî ñâîéñòâî 3 ýê-
âèâàëåíòíî óñëîâèþ c). Îáðàòíîå î÷åâèäíî.
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3. Èñêëþ÷åíèå ãðàâèòàöèè â äèíàìèêå. Êëàññè÷åñêàÿ
òåîðèÿ èñêëþ÷åíèÿ ãðàâèòàöèè â ¾ñâîáîäíî ïàäàþùåé¿ ñèñòå-
ìå îòñ÷åòà îáû÷íî èçëàãàåòñÿ äëÿ ÷àñòèö. Â ýòîì ðàçäåëå ýòà
òåîðèÿ îáúÿñíÿåòñÿ äëÿ ñèñòåì ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðèè ãëàâíûõ
ðàññëîåíèé. Áîëåå òîãî, âî ãëàâó óãëà ñòàâèòñÿ ïðèìå÷àòåëü-
íàÿ ñâÿçü � ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà, êîòîðûå êàê ýòî áûëî
äîêàçàíî â ðàçä. 2, íåîáõîäèìû è äîñòàòî÷íû äëÿ ãàëèëååâñêîé
èíâàðèàíòíîñòè çàêîíîâ äèíàìèêè, îêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûìè
äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ãðàâèòàöèè â ¾ñâîáîäíî ïàäàþùèõ¿ ñèñòåìàõ
îòñ÷åòà.

Çàìå÷àíèå. Êîíå÷íî, ïîìèìî óïîìÿíóòûõ âàæíåéøèõ
ñâîéñòâ, ïðèõîäèòñÿ ñòàëêèâàòüñÿ ñ òîé ðîëüþ, êîòîðóþ èãðàåò
ðàâåíñòâî èíåðòíîé è ãðàâèòàöèîííîé ìàññ, à òàêæå ñîâïàäåíèå
èíåðòíîãî è ãðàâèòàöèîííîãî öåíòðîâ ìàññ.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà ãðàâèòàöèîííîå ïî-
ëå ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíî êàê ïîñòîÿííîå ïî íàïðàâëåíèþ è
âåëè÷èíå, îêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâûì ¾ïðèíöèï ýêâèâàëåíòíî-
ñòè¿, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé îñíîâó äëÿ ýéíøòåéíîâñêîé òåî-
ðèè ãðàâèòàöèè. Òàêæå õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî â íåêîòîðûõ êîí-
êðåòíûõ ïðîáëåìàõ äèíàìèêè ñïóòíèêîâ â öåíòðàëüíîì íüþòî-
íîâñêîì ïîëå ñèë òàêîå ïðåäïîëîæåíèå íå áûëî áû êîððåêòíûì,
à ïîñåìó, ÷òîáû îïðåäåëèòü äîñòàòî÷íî àêêóðàòíî äåéñòâèå ãðà-
âèòàöèè, áûëî áû íåîáõîäèìî ïðèíÿòü âî âíèìàíèå ãðàäèåíò
ãðàâèòàöèîííîãî ïîëÿ â ïðàâîé ÷àñòè âòîðîãî óðàâíåíèÿ (3.1).

Â ýòîì ðàçäåëå D ïî-ïðåæíåìó áóäåò åâêëèäîâîé ãðóïïîé
äâèæåíèé â ðàçìåðíîñòè 3, d è d∗ îòîæäåñòâëåíû ñ ïîìîùüþ
ôîðìû Êëåéíà. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó, ïîäâåðæåííóþ äåéñòâèþ
ãðàâèòàöèè è âíåøíèõ ñèë èíîãî ïðîèñõîæäåíèÿ, îïèñàííûõ
êàê F. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðàâèòàöèÿ ìîæåò áûòü îïèñàíà
(âíåøíåé) ñèëîé mgG(cs,χ) ∈ cs, ïðèëîæåííîé ê ¾öåíòðó òÿ-
æåñòè¿, ãäå m � ãðàâèòàöèîííàÿ ìàññà, g � óñêîðåíèå ñèëû
òÿæåñòè, χ � ôèêñèðîâàííûé è íîðìàëèçîâàííûé ýëåìåíò t,
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îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå äåéñòâèÿ ãðàâèòàöèè, cs � ïîäàë-
ãåáðà Ëè àëãåáðû d, ñâÿçàííàÿ ñ ïîâîðîòàìè âîêðóã öåíòðà
òÿæåñòè. Èñïîëüçóÿ îáîçíà÷åíèÿ èç ïðèëîæåíèÿ, ìîæíî îïè-
ñàòü ¾òîðñîð¿ G(cs,χ) êàê ïîëå ìîìåíòîâ, òàêèõ ÷òî X(cs) = 0
è ω

X
= χ. Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.4 Äëÿ ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû òàêîé, ÷òî ïðî-
ñòðàíñòâî S ñâÿçíî, è óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì èíâàðèàíò-
íîñòè òåîðåìû 2.2 (èëè ýêâèâàëåíòíûì óñëîâèÿì òåîðåìû
2.3) è ïðåáûâàþùåé ïîä äåéñòâèåì ãðàâèòàöèè, îïðåäåëåííîé,
êàê è âûøå, ñ ïîìîùüþ χ è g, â íåèíåðöèàëüíîé ñèñòåìå îò-
ñ÷åòà R′, äâèæóùåéñÿ îòíîñèòåëüíî ãàëèëååâñêîé ñèñòåìû
îòñ÷åòà ñîîáðàçíî t 7→ M(t) = exp(z(t)χ) ñ z̈(t) = g, äèíàìè-
÷åñêèå óðàâíåíèÿ îêàçûâàþòñÿ ïðåæíèìè, åñëè ñèñòåìà îò-
ñ÷åòà R′ áûëà áû ãàëèëååâñêîé è íå áûëî áû ãðàâèòàöèè.

2Ïî îòíîøåíèþ ê íåêîòîðîé ãàëèëååâñêîé ñèñòåìå îòñ÷å-
òà R óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (2.6) çàïèñûâàþòñÿ êàê
Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(s)(.)(V) + J(s) (V,Ω

Γ
(ẋ, ·)) = Q,

I(s)(V̇) + [V, I(s)(V)] +∇xI(s)(ẋ)(V)=F+mgG(cs,χ),

(3.1)

ãäå d è d∗ îòîæäåñòâëåíû è ad ∗V ñòàíîâèòñÿ adV. Êàê è â íà-
÷àëå ðàçä. 2, ðàññìîòðèì èíóþ ñèñòåìó îòñ÷åòà R′, äâèæåíèå
êîòîðîé â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå áóäåò çàâèñÿùèì îò âðåìåíè
ïîñòóïàòåëüíûì ïåðåìåùåíèåì ïî îòíîøåíèþ ê R, îïðåäåëÿå-
ìûì êàê M(t) = exp

(
z(t)χ

)
, ãäå χ ∈ t. Ïîëîæåíèÿ s è σ ñèñòå-

ìû ïî îòíîøåíèþ ê ñèñòåìàì îòñ÷¼òà R è R′ âíîâü ñâÿçàíû ñî-
îòíîøåíèåì s = M.σ, èç êîòîðîãî ñëåäóåò, ÷òî π(s) = π(σ) = x.
Òîãäà â (2.8) ìû äîëæíû ïðèíÿòü ϑr(Ṁ) = żχ, à â (3.1) �

V=żχ+AdM.W, V̇=z̈χ+ ż[χ,AdM.W]+AdM.Ẇ, W=ω(σ̇).
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Ïðåæäå âñåãî äîêàæåì, ÷òî èç ñâîéñòâ òåîðåìû 2.2 âûòåêàåò,
÷òî äëÿ δx ∈ TxX

∇xK(s)(δx)(V) = ∇xK(σ)(δx)(W),

J(s)
(
V,Ω

Γ
(ẋ, δx)

)
= J(σ)

(
W,Ω

Γ
(ẋ, δx)

)
,

∇xI(s)(δx)(V) = AdM.∇xI(σ)(δx)(W).

(3.2)

Èç ôîðìóëû (2.11) è ðàâåíñòâà AdM−1.χ = χ ïîëó÷àåòñÿ, ÷òî
äëÿ ôèêñèðîâàííûõ M è W

∇xK(s)(δx)(V)=∇xK(σ)(δx)(AdM−1.V) =

= ∇xK(σ)(δx)(W + żχ)=

=
⟨
∇x

(
K(σ)(W) + żJ(σ)(χ,W) +

1

2
ż2J(σ)(χ, χ)

)
, δx

⟩
.

Òîãäà ïåðâîå ñâîéñòâî (3.2) ñëåäóåò èç òåîðåìû 2.2 b). Òàê
êàê Ω

Γ
(s, ẋ, δx) = AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx) è AdM.χ = χ, òî

J(s)
(
V,Ω

Γ
(s, ẋ, δx)

)
=

= J(s)
(
AdM.W,AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx))

)
+

+J(s)
(
żχ,AdM.Ω

Γ
(σ, ẋ, δx))

)
=

= J(σ)
(
W,Ω

Γ
(σ, ẋ, δx)

)
+ ż J(σ)

(
χ,Ω

Γ
(σ, ẋ, δx))

)
.

Âòîðîå ñâîéñòâî (3.2) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñëåäñòâèå èç χ ∈ t,
Ω

Γ
(σ, ẋ, δx) ∈ K(σ) è c). Ïîñëåäíåå èç ñâîéñòâ (3.2) � ñëåä-

ñòâèå (2.12) è b) (ñì. çàìå÷àíèå ïîñëå òåîðåìû 2.2). Òàê êàê
Jdef è Q çàâèñÿò ëèøü îò (x, ẋ), òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûáîðà
ôóíêöèè t 7→ z(t) ïåðâîå óðàâíåíèå (3.1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíå-
íèþ

Jdef

(∇X
ẋ

dt
, ·
)
−∇xK(σ)(W) + J(σ) (W,Ω

Γ
(ẋ, ·)) = Q. (3.3)
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Íåêîòîðûå íåïîñðåäñòâåííûå âû÷èñëåíèÿ èëè ïðèëîæåíèå (2.15)
ñ ïîñòîÿííûì U′ = χ äàþò

I(s)(V̇) + [V, I(s)(V)] +∇xI(s)(ẋ)(V) =

= AdM.
{
I(σ)(Ẇ) + [W, I(σ)(W)] +∇xI(σ)(ẋ)(W)

}
+

+AdM.
{
żC(σ)(χ,W) + ż2[χ, I(σ)(χ)]

}
+ z̈ mG(cs,χ) =

= AdM.
{
I(σ)(Ẇ)+[W, I(σ)(W)]+∇xI(σ)(ẋ)(W)

}
+z̈ mG(cs,χ),

òàê êàê, ñîãëàñíî äîêàçàííîìó â [1, ðàçä.7], èç ñâîéñòâà a) òåî-
ðåìû 2.2 ñëåäóåò, ÷òî

C(σ)(χ,W) = 0, [χ, I(σ)(χ)] = 0, I(s)(χ) = mG(cs,χ).

(íà ýòîì øàãå m, cs � èíåðòíàÿ ìàññà è öåíòð ìàññ, âûâåäåí-
íûå èç ñâîéñòâà a), ñì. òàêæå ëåììó 1). Òåïåðü, åñëè ïðåäïîëî-
æèòü, ÷òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, èíåðòíàÿ è ãðàâèòàöèîííàÿ ìàññû,
à ñ äðóãîé ñòîðîíû � öåíòð ìàññ è öåíòð òÿæåñòè ñîâïàäàþò, òî
âòîðîå óðàâíåíèå (3.1) çàïèøåòñÿ êàê

AdM.
{
I(σ)(Ẇ)+[W, I(σ)(W)]+∇qI(σ)(q̇)(W)

}
+z̈ mG(cs,χ) =

= F+mgG(cs,χ).

Åñëè ìû çàäàäèì äâèæåíèå ñèñòåìû îòñ÷åòà R′ êàê z̈(t) = g, òî
âòîðîå óðàâíåíèå (3.1) áóäåò ýêâèâàëåíòíûì óðàâíåíèþ

I(σ)(Ẇ) + [W, I(σ)(W)] +∇xI(σ)(ẋ)(W) = Φ, (3.4)

ãäå ñîãëàñíî îáúåêòèâíîñòè ñèë Φ = AdM−1.F � âíåøíÿÿ ñè-
ëà, çà èñêëþ÷åíèåì ãðàâèòàöèè, êàê îíà íàáëþäàåìà â ñèñòåìå
îòñ÷åòà R′. Òåïåðü óðàâíåíèÿ (3.3) è (3.4) � òå ñàìûå óðàâ-
íåíèÿ, êîòîðûå áûëè áû ïîëó÷åíû èç ïðèíöèïà Ãàìèëüòîíà ñ
ïîìîùüþ ñèñòåìû îòñ÷åòà R′, åñëè áû îíà áûëà ãàëèëååâñêàÿ.
Òåîðåìà 3.4 äîêàçàíà.
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4. Ïðèìåðû. Ïîêàæåì, ÷òî óñëîâèÿ îáùèõ òåîðåì 2.2
è 3.4 áûëè âûïîëíåíû â çàäà÷àõ î äâèæåíèè êîíêðåòíûõ ìåõà-
íè÷åñêèõ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â [2] è [3] (ñèñòåìû îáû÷íûõ
òâåðäûõ òåë èëè àôôèííî-äåôîðìèðóåìîãî òåëà). ×òîáû îáëåã-
÷èòü ÷òåíèå, âûïèøåì â ïðèëîæåíèè ê ýòîé ñòàòüå êîíêðåòíûå
ïðåäñòàâëåíèÿ àëãåáð Ëè, èãðàþùèõ ðîëü â ýòèõ ïðèìåðàõ.

Ñèñòåìà òâåðäûõ òåë. Ðàññìîòðèì ñèñòåìó òâåðäûõ òåë,
ñòåñíåííûõ ëèøü âíóòðåííèìè ãîëîíîìíûìè ñâÿçÿìè � ñì.
ðàçä.2.2, ïðèìåð 3 è ïðèëîæåíèå â ðàáîòå [3]. Ïóñòü B � êî-
íå÷íîå ìíîæåñòâî, ¾ñïèñîê¿ òåë, îáðàçóþùèõ ñèñòåìó. Ñîãëàñ-
íî ñâîéñòâàì i), ii), iii), ðàçä. 1, êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàí-
ñòâî êàæäîãî òåëà a ∈ B � ýòî ãëàâíîå îäíîðîäíîå ïðîñòðàí-
ñòâî Sa ãðóïïû D, è èíåðòíûå ñâîéñòâà òåëà îïðåäåëåíû êàê
Ha : TSa → TSa èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, îïåðàòîðàìè Ha(sa) ∈
L(d).

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî ñèñòåìû â öåëîì ïðåäñòàâ-
ëÿåò ñîáîé ïîäìíîãîîáðàçèå S ïðîèçâåäåíèÿ

∏
a∈B Sa, èíâà-

ðèàíòíîãî ïîä äåéñòâèåì D . Ýëåìåíò s èç S (ñîîòâåòñòâåí-
íî v èç TsS) � ýòî ñåìåéñòâî s = (sa | a ∈ B ) (ñîîòâåòñòâåí-
íî, v = (va | a ∈ B , va ∈ TsaSa)), óäîâëåòâîðÿþùåå óñëî-
âèÿì, íàëîæåííûì âíóòðåííèìè ñâÿçÿìè. Çàìåòèì, ÷òî Θa �
ýòî d-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà S, òàêàÿ ÷òî Θa(v) = ϑ(va), ãäå
ϑ � êàíîíè÷åñêàÿ d-çíà÷íàÿ 1-ôîðìà íà Sa (ñì. [1]). Ââîäÿ îáîá-

ùåííûé ñìåøàííûé òåíçîð èíåðöèè
◦
H(s) =

∑
a∈BHa(sa) çàìî-

ðîæåííîé ñèñòåìû â ïîëîæåíèè s, èìååì

J (v,w) =
∑
a∈B

[Ha(sa)(Θa(v)) | Θa(w)],

ϖ(v) =
◦
H(s)−1

(∑
a∈B

Ha(sa)(Θa(v))
)
, (4.1)

J(s)(X,Y ) = [
◦
H(s)(X) | Y ],
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ãäå
v, w ∈ TS, o(v) = o(w), X, Y ∈ d.

Ñâîéñòâî a) òåîðåìû 2.2 èìååò âèä

∀ s ∈ S, ∀U ∈ t, ∀X ∈ d : [U,
◦
Hs(X)]+[X,

◦
Hs(U)]+

◦
Hs([U,X]) = 0.

Îíî âûïîëíåíî, òàê êàê äëÿ êàæäîãî îïåðàòîðà Ha(sa) âûïîë-
íåíû óñëîâèÿ (1.2), ââåäåííûå â ðàçä. 1.

Îòîæäåñòâèì àëãåáðó Ëè d ñ àëãåáðîé Ëè êîñîñèììåòðè÷å-
ñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà E . Äëÿ U ∈ t è X ∈ d, òàê êàê X �
àôôèííîå îòîáðàæåíèå, òî

J(s)(U,X) =
∑
a∈B

mau ·X(csa) = u ·
∑
a∈B

maX(csa) = mu ·X(cs),

(4.2)
ãäå u � çíà÷åíèå âåêòîðíîãî ïîëÿ U âî âñåõ òî÷êàõ èç E . csa
è cs ∈ E � öåíòðû ìàññ òåëà a è ñèñòåìû â êîíôèãóðàöèè s =
(sa) ∈ S. Íåòðóäíî äîêàçàòü, ÷òî äëÿ v ∈ TS:

mdcs(v) =
∑
a∈B

maVa(csa) Va = Θa(v), m =
∑
a∈B

ma,

ãäå ma � ìàññà òåëà a. Ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (4.1), óñëîâèå,
îçíà÷àþùåå, ÷òî âåêòîð v ãîðèçîíòàëåí, ïðèíèìàåò âèä∑

a∈B

Ha(sa)(Va) = 0.

Ñîîòíîøåíèå, âêëþ÷àþùåå ëèíåéíûé è óãëîâîé ìîìåíòû, â ðàç-
âåðíóòîì âèäå çàïèñûâàåòñÿ êàê

∑
a∈B

 −mac̃sa ma1

Isa, mac̃sa

×

 ωa

Va(o)

 =

 0

0

 ,
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ãäå csa = −→ocsa è c̃sa � îïåðàòîð ¾âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ ñ csa¿.
Âûäåëÿÿ ÷àñòü, äàþùóþ ëèíåéíûé ìîìåíò, âûâîäèì, ÷òî∑

a∈B

maVa(csa) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ãîðèçîíòàëüíîãî v âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
dcs(v) = 0 è ñ ó÷åòîì (4.2) âûïîëíÿåòñÿ ñâîéñòâî b).

Êðèâèçíà Ξ äëÿ ϖ âû÷èñëåíà â ïóáëèêàöèè [3]: äëÿ v, w ∈
TS, o(v) = o(w) = s

Ξ(v,w) =
◦
H(s)−1

(∑
a∈B

δHa(sa)
(
Θa(v)−ϖ(v),Θa(w)−ϖ(w)

))
.

Âûðàæåíèå

δHa(sa)(X,Y ) = [Ha(sa)(X), Y ]+[X,Ha(sa)(Y )]−Ha(sa)
(
[X, Y ])−

ýòî ¾äèôôåðåíöèàë¿ Ha(sa) ∈ L(d) (êî-ãðàíèöà â êîãîìîëîãèè
àëãåáð Ëè). Äëÿ êëàññè÷åñêèõ òâåðäûõ òåë âñå îòîáðàæåíèÿ

δHa(sa) ïðèíèìàþò ñâîè çíà÷åíèÿ â t, ãäå
◦
H(s)−1 � èçîìîðôèçì

t íà z−s (àëãåáðà Ëè ãðóïïû ïîâîðîòîâ âîêðóã öåíòðà ìàññ ñè-
ñòåìû), ïîýòîìó Ξ(v,w) ∈ z−s . Ôîðìóëà (4.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî
J(s)

(
U,Ξ(v,w)

)
= 0 äëÿ U ∈ t è óñëîâèå c) âûïîëíåíî.

Àôôèííî-äåôîðìèðóåìûå òåëà. Âîñïîëüçóåìñÿ íåïî-
ñðåäñòâåííûì ïîäõîäîì ê äèíàìèêå àôôèííî-äåôîðìèðóåìîãî
òåëà â åâêëèäîâîì àôôèííîì ïðîñòðàíñòâå E , ïðåäñòàâëåííûì
â ïóáëèêàöèè [2], â ÷àñòíîñòè â ðàçä.5.3. Â îáîçíà÷åíèÿõ íà-
ñòîÿùåé ñòàòüè ôîðìóëà (40) èç [2] äëÿ X è Y ∈ d ïðèìåò
âèä

J(s)(X,Y ) = mX(cs) · Y (cs) + Js(ΩX ,ΩY ), (4.3)

ãäå cs � öåíòð ìàññ òåëà â êîíôèãóðàöèè s. ΩX è ΩY êîñîñèì-
ìåòðè÷íû è

Js(ΩX ,ΩY ) =

∫
ΩX

(−→csx) · ΩY

(−→csx) dµs(x).

31



Ñâîéñòâà a), b), c) òåîðåìû 2.2 ìîãóò áûòü âûâåäåíû íåïîñðåä-
ñòâåííî. Íà ñàìîì äåëå, ñâîéñòâî a) èìååò âèä

∀ s ∈ S, ∀U ∈ t, ∀X ∈ d : [U,
◦
Hs(X)]+[X,

◦
Hs(U)]+

◦
Hs([U,X]) = 0,

ãäå
◦
Hs ∈ L(d) � îïåðàòîð èíåðöèè, àññîöèèðîâàííûé ñ çàìîðî-

æåííûì òåëîì. Èíûìè ñëîâàìè, ýòî òâåðäîå òåëî, êîíôèãóðà-
öèè êîòîðîãî ñîñðåäîòî÷åíû íà ñëîå èç s. Ïîýòîìó óñëîâèå a)
âûïîëíåíî, êàê è â äèíàìèêå òâåðäîãî òåëà.

Â ðàáîòå [9] äîêàçàíî, ÷òî äëÿ äèôôåðåíöèàëà îòîáðàæå-
íèÿ s 7→ cs èç S â E èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî dcs(v) = 0 äëÿ ãîðè-
çîíòàëüíûõ âåêòîðîâ v ∈ TsS. Ñîãëàñíî (4.3) äëÿ ïîñòîÿííîãî
âåêòîðíîãî ïîëÿ U ∈ t, ðàâíîãî u â êàæäîé òî÷êå ïðîñòðàí-
ñòâà E : J(s)(U,X) = mu · X(cs). Òîãäà ∇J(s)(X,U) = 0 äëÿ
U ∈ t. Ïîýòîìó ñâîéñòâî b) âûïîëíåíî.

Â ðàáîòå [2] äîêàçàíî Ïðåäëîæåíèå 4-2, ñîãëàñíî êîòîðîìó
ôîðìà êðèâèçíû Ξ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ Ξ(v,w) ∈ z−s ,
àëãåáðà Ëè êîñîñèììåòðè÷åñêèõ âåêòîðíûõ ïîëåé íà E îáðà-
ùàåòñÿ â íóëü â öåíòðå ìàññ cs. Òàê êàê ΩU = 0 äëÿ U ∈ t è
Ξ(v,w)(cs) = 0, òî èç ôîðìóëû (4.3) ñëåäóåò ñâîéñòâî c):

J(s)
(
U,Ξ(v,w)

)
= 0 v, w ∈ TsS.

5. Ïðèëîæåíèå. Ïóñòü E è E � åâêëèäîâî àôôèííîå ïðî-
ñòðàíñòâî è àññîöèèðîâàííîå âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü
Ga(E) è D � àôôèííàÿ ãðóïïà è ãðóïïà äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà
E , g è d � èõ àëãåáðû Ëè. Ñîãëàñíî îáùåìó ðåçóëüòàòó (ñì. [11,
ãëàâà I.4] èëè [12, ãëàâà V.2]) àëãåáðà Ëè g (ñîîòâåòñòâåííî
d) èçîìîðôíà è áóäåò îòîæäåñòâëåíà ñ àëãåáðîé Ëè àôôèííûõ
(ñîîòâåòñòâåííî êîñîñèììåòðè÷íûõ) âåêòîðíûõ ïîëåé íà E . Òî-
ãäà, åñëè X, Y, Z : E → E îáîçíà÷àþò âåêòîðíûå ïîëÿ íà E ,
òî g è d, à òàêæå íåêîòîðûå ïðèìå÷àòåëüíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
îïðåäåëåíû êàê
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• X ∈ g ⇐⇒ ñóùåñòâóåò Ω
X
∈ L(E), òàêàÿ ÷òîX(p) = X(q)+

Ω
X
(−→pq) (p, q ∈ E).

• Ñêîáêà Ëè Z = [X, Y ] îïðåäåëåíà êàê Z(p) = Ω
X
(Y (p))−

Ω
Y
(X(p)) äëÿ p ∈ E .

• àëãåáðà Ëè d = {X ∈ g | Ω
X
êîñîñèììåòðè÷íà} (ïîäàëãåá-

ðà Ëè â g).

• t = {X ∈ g | Ω
X
= 0}, ìíîæåñòâî ïîñòîÿííûõ âåêòîðíûõ

ïîëåé íà E (èäåàë g è d).

• za = {X ∈ g | X(a) = 0} (a ôèêñèðîâàí â E).

t (⊂ d) � àëãåáðà Ëè ãðóïïû ïàðàëëåëüíûõ ïåðåíîñîâ ïðîñòðàí-
ñòâà E (íîðìàëüíàÿ ïîäãðóïïà, âêëþ÷åííàÿ â D), za � àëãåáðà
Ëè ïîäãðóïïû â Ga(E) ýëåìåíòîâ, îñòàâëÿþùèõ òî÷êó a èíâà-
ðèàíòíîé, è z−a = za∩d � àëãåáðà Ëè ãðóïïû ïîâîðîòîâ âîêðóã a.
Òîãäà g = t⊕ za, d = t⊕ z−a .

Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà E ðàâíà òðåì (è ïðîñòðàí-
ñòâî E îðèåíòèðóåìî), òî êîñîñèììåòðè÷íûå îïåðàòîðû îïèñà-
íû ñ ïîìîùüþ âåêòîðíûõ ïðîèçâåäåíèé è X ∈ d òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò ω

X
∈ E, òàêàÿ ÷òî

X(p) = X(q) + ω
X
×−→pq (p, q ∈ E).

Òîãäà íåâûðîæäåííîå âíóòðåííåå ïðîèçâåäåíèå, ôîðìà Êëåéíà,
îïðåäåëåíà íà d êàê

[X | Y ] = ω
X
·Y (a)+ω

Y
·X(a) (çíà÷åíèå, íå çàâèñÿùåå îò a ∈ E).

Â îáùåé ìåõàíèêå ýëåìåíòû d îïèñûâàþò ïîëÿ ñêîðîñòåé â äâè-
æåíèÿõ êàê òâåðäîãî öåëîãî (¾êèíåìàòè÷åñêèå ìîòîðû¿ â òåî-
ðèè âèíòîâ) è ýëåìåíòû d∗ îïèñûâàþò òîðñîðû (¾äèíàìè÷åñêèå
âèíòû¿). Â ðàçìåðíîñòè òðè d è d∗ ìîãóò áûòü îòîæäåñòâëåíû
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ñ ïîìîùüþ ôîðìû Êëåéíà, è òîãäà âåêòîðíîå ïîëå M, ñîîò-
âåòñòâóþùåå äèíàìè÷åñêîìó âèíòó T ∈ d∗ (⟨T, V ⟩ = [M | V ]
äëÿ âñåõ V ∈ d) � ýòî ïîëå ìîìåíòîâ äèíàìè÷åñêîãî âèíòà T .
Åñëè M ∈ t, òî äèíàìè÷åñêèé âèíò ñâîäèòñÿ ê ìîìåíòó ñèë, à
åñëè M ∈ za, òî îí ðàâåí ñèëå, äåéñòâóþùåé âäîëü ïðÿìîé,
çàäàâàåìîé a.

Ýëåìåíò Ga(E) (ñîîòâåòñòâåííî D ) � ýòî îòîáðàæåíèå g : E →
E , òàêîå ÷òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò g ëèíåéíîé ãðóïïû GL(E) (ñî-
îòâåòñòâåííî ñïåöèàëüíîé îðòîãîíàëüíîé ãðóïïû SO(E)), óäî-
âëåòâîðÿþùèé ñîîòíîøåíèþ g(p) = g(q) + g(−→pq). Òîãäà Ad g.X
� âåêòîðíîå ïîëå g ◦X ◦ g−1 : p 7→ gX

(
g−1(p)

)
.
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ÓÄÊ 531.36; 517.96

ÎÁ ÓÑÒÎÉ×ÈÂÎÑÒÈ ÏÐÅÄÅËÜÍÎ ÏÅÐÈÎÄÈ×ÅÑÊÈÕ
ÐÅØÅÍÈÉ ÈÍÒÅÃÐÎÄÈÔÔÅÐÅÍÖÈÀËÜÍÛÕ

ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÒÈÏÀ ÂÎËÜÒÅÐÐÀ

Â.Ñ. Ñåðãååâ

Óêàçûâàþòñÿ äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ àñèìïòîòè÷åñêîé
óñòîé÷èâîñòè ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêîãî ðå-
øåíèÿ èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ, çàâèñÿùåãî îò
ìàëîãî ïåðèîäè÷åñêîãî (ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêîãî) âîçìóùå-
íèÿ, â ñëó÷àå, êîãäà ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîãî óðàâíåíèÿ àñèì-
ïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: èíòåãðîäèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ
òèïà Âîëüòåððà, òåîðèÿ êîëåáàíèé, àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷è-
âîñòü

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ðàññìàòðèâàåòñÿ èíòåãðîäèôôå-
ðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå òèïà Âîëüòåððà

dx

dt
= Ax+

t∫
0

K(t− s)x(s)ds+ µf(t) + F (x, t),

x ∈ Rn, f = col(f1, ..., fn), F = col(F1, ..., Fn),

(1.1)

â êîòîðîì 0 ≤ µ << 1, A = (aij) − (n × n)-ïîñòîÿííàÿ ìàòðè-
öà, K(t) = (Kij(t)) ∈ C è f(t) ∈ C ïðè t ∈ R+ = {t ∈ R :
t ≥ 0}, F (x, t) - íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïî t ∈ R+ ôóíê-
öèÿ, êëàññà C2 ïî x â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ïðè÷åì
F (0, t) ≡ 0, F ′

x(x, t)|x=0 ≡ 0. Ôóíêöèþ µf(t) áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê âîçìóùåíèå.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ìàòðèöàK(t) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∥K(t)∥ ≤ C exp(−βt), C, β = const > 0. (1.2)
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Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îïðåäåëåíèÿ.
Îïðåäåëåíèÿ

1.Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ φ(t) ïðèíàä-
ëåæèò êëàññó e1(α), ò.å. φ(t) ∈ e1(α), åñëè ïðè t ∈ R+ âûïîë-
íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥φ(t)∥ ≤ C exp(αt), C, α = const, C > 0.

2. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íåïðåðûâíàÿ íà ìíîæåñòâå
0 ≤ s ≤ t < +∞ ôóíêöèÿ Φ(t, s) ïðèíàäëåæèò êëàññó e2(α),
ò.å. Φ(t, s) ∈ e2(α), åñëè íà ýòîì ìíîæåñòâå ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

∥Φ(t, s)∥ ≤ C exp[α(t− s)].

3. Íåïðåðûâíóþ ïðè t ∈ R+ ôóíêöèþ f(t) áóäåì íàçûâàòü
ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêîé, ò.å. ïðèíàäëåæà-
ùåé êëàññó lpe(T, α), åñëè

f(t) = fp(t) + fe(t), (1.3)

ãäå fe(t) ∈ e1(α) (α < 0) è íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ fp(t) ÿâëÿåòñÿ
ïåðèîäè÷åñêîé ñ ïåðèîäîì T .

4.Äâèæåíèå, îïèñûâàåìîå ôóíêöèåé âèäà (1.3), áóäåì íàçû-
âàòü ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì.

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ â óðàâíåíèè (1.1) ôóíêöèÿ f(t) è F (x, t)
êàê ôóíêöèÿ t ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì x ïðåäñòàâëÿþò ñî-
áîé ôóíêöèè êëàññà lpe(T, α) (α < 0).

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå

det(λEn − A−K∗(λ)) = 0, (1.4)

ãäå K∗(λ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ìàòðèöû K(t), îïðåäå-
ëåííîå â êîìïëåêñíîé ïîëóïëîñêîñòè Reλ > −β, èìååò â ýòîé
ïîëóïëîñêîñòè êîíå÷íîå ÷èñëî êîðíåé λ′

j (j = 1, ..., N ; N ≥ n).
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Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà êîðíè óðàâíåíèÿ (1.4) óäîâëåòâî-
ðÿþò óñëîâèÿì

Reλ′
j < 0, j = 1, ..., N (1.5)

è, ñëåäîâàòåëüíî, íóëåâîå ðåøåíèå íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ
(ò.å. ïðè µ = 0) ýêñïîíåíöèàëüíî óñòîé÷èâî.

Ïóñòü X(t − s) � ôóíäàìåíòàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé ëèíå-
àðèçîâàííîãî íåâîçìóùåííîãî óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íèæíèì ïðå-
äåëîì èíòåãðèðîâàíèÿ s â èíòåãðàëüíîì ÷ëåíå [1], òàêàÿ ÷òî
X(0) = En. Òîãäà ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèé (1.5) ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî

∥X(t− s)∥ ≤ C ′ exp[−β′(t− s)], C ′, β′ = const > 0, C ′ ≥ 1.
(1.6)

Íà îñíîâàíèè òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ïðåäåëüíî ïåðèîäè-
÷åñêèõ ðåøåíèé [2] èìååì ïðèìåíèòåëüíî ê ðàññìàòðèâàåìîìó
ñëó÷àþ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) âûïîëíåíû óñëîâèÿ
(1.2), (1.6). Òîãäà

1) îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè
íóëÿ áóäåò ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêèì;

2) åñëè ôóíêöèÿ F (x, t) àíàëèòè÷åñêàÿ ïî x, òî ýòî ðåøå-
íèå áóäåò ïðåäñòàâëÿòüñÿ ñòåïåííûì ðÿäîì ïî µ è ïðî-
èçâîëüíûì íà÷àëüíûì çíà÷åíèÿì x0 ïåðåìåííîé x ïðè
0 ≤ µ ≤ µ0, ∥x0∥ ≤ δ0 äëÿ íåêîòîðûõ µ0, δ0 > 0.
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2. Óñòîé÷èâîñòü ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ.

Ïóñòü x0(t) � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (1.1) ñ íà÷àëüíûì
çíà÷åíèåì x0. Äëÿ ôóíêöèè F (x, t), îáëàäàþùåé ïðîèçâîäíû-
ìè ïî x â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ, ðåøåíèå x0(t), îáðàùà-
þùååñÿ â íîëü ïðè x0 = 0, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå
x0(t) = x0x̃

0(t, x0), ïðè÷åì ôóíêöèÿ x̃0(t, x0) íåïðåðûâíà è îãðà-
íè÷åíà ïî x0 â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè B(x0) òî÷êè x0 = 0 è ïðè-
íàäëåæèò êëàññó lpe(T, α) (α < 0) ïðè êàæäîì ôèêñèðîâàííîì
x0 = 0 èç ýòîé îêðåñòíîñòè.

Ïîëîæèì x0 = µx′
0, ãäå x′

0 � ôèêñèðîâàííûé âåêòîð. Òîãäà
ìîæíî çàïèñàòü

x0(t) = µφ(t, µ),

ãäå φ(t, µ) � íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïî t è µ ôóíêöèÿ ïðè
t ∈ R+ è 0 ≤ µ ≤ µ0.

Ââåäåì ïåðåìåííóþ y çàìåíîé x = µφ(t, µ) + y è áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü óðàâíåíèå

dy

dt
= Ay +

t∫
0

K(t− s)y(s)ds+ F (µφ(t, µ) + y, t)− F (µφ(t, µ), t).

(2.1)
Ó÷èòûâàÿ ñâîéñòâà ôóíêöèè F (x, t), ïîëîæèì

Φ(t, µ) =
∂F (x, t)

∂x

∣∣∣
x=µφ(t,µ)

, (2.2)

ãäå Φ(t, µ) � ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêàÿ ïî t
ôóíêöèÿ, íåïðåðûâíàÿ îãðàíè÷åííàÿ ïî µ â îáëàñòè èçìåíåíèÿ
ñâîèõ àðãóìåíòîâ.

Ðàññìîòðèì ëèíåéíóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (2.1):

dy

dt
= Ay +

t∫
0

K(t− s)y(s)ds+ Φ(t, µ)y. (2.3)
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Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φ(t, µ) (2.1) òàêîâà, ÷òî íàéäåòñÿ íå
çàâèñÿùàÿ îò t è µ ïîñòîÿííàÿ Φ0 > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè t ∈ R+,
0 ≤ µ ≤ µ0 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

∥Φ(t, µ)∥ ≤ Φ0. (2.4)

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü äëÿ óðàâíåíèÿ (1.1) âûïîëíÿþòñÿ óñëî-
âèÿ (1.2), (1.6) è ïóñòü

Φ0 <
β′

C ′ . (2.5)

Òîãäà

1) ïî ôèêñèðîâàííîìó ÷èñëó ε > 0 íàéäåòñÿ 0 < κ < β′ òà-
êîå, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå y(t) óðàâíåíèÿ (2.3) óäîâëåòâî-
ðÿåò ïðè t ∈ R+ íåðàâåíñòâó

∥y(t)∥ < ε exp(−κt), (2.6)

êîãäà åãî íà÷àëüíîå çíà÷åíèå y(0) = y0 ïîä÷èíåíî îãðàíè-
÷åíèþ

∥y0∥
ε

+
Φ0

β′ − κ
<

1

C ′ . (2.7)

2) ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1.1) àñèìïòîòè÷åñêè (ýêñïîíåíöèàëüíî) óñòîé÷è-
âî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû áàçèðóåòñÿ íà ñõåìå, èñïîëüçî-
âàííîé â [1, ñ.127], [3] è íà èíòåãðàëüíîé ôîðìóëå

y(t) = X(t)y0 +

t∫
0

X(t− s)Φ(s, µ)y(s)ds, (2.8)
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ýêâèâàëåíòíîé óðàâíåíèþ (2.3) âìåñòå ñ íà÷àëüíûì óñëîâèåì
y(0) = y0.

Âûáåðåì ñîãëàñíî óñëîâèþ (2.5) ÷èñëî κ (0 < κ < β′), óäî-
âëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó

Φ0 <
β′ − κ

C ′ . (2.9)

Ôèêñèðóåì ε > 0 è ïîêàæåì, ÷òî åñëè âåëè÷èíà ∥y0∥ äîñòà-
òî÷íî ìàëà, ò.å. íàéäåòñÿ δ > 0 òàêîå, ÷òî ∥y0∥ < δ, òî ðåøåíèå
y(t) óðàâíåíèÿ (2.3) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (2.6), åñëè íà-
÷àëüíîå çíà÷åíèå y0 ïîä÷èíåíî óñëîâèþ (2.7).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íåðàâåíñòâî (2.6) èìååò ìåñòî ëèøü ïðè
0 ≤ t < t0, à ïðè t = t0 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∥y(t0)∥ = ε exp(−κt0).

Òîãäà ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèÿì (1.6), (2.4) � (2.9) ïîëó÷àåì
îöåíêè

∥y(t0)∥ = ε exp(−κt0) ≤

≤ ∥X(t0)∥∥y0∥+
t0∫
0

∥X(t0 − s)∥Φ0∥y(s)∥ds ≤

≤ C ′ exp(−β′t0)∥y0∥+ C ′

t0∫
0

exp[−β′(t0 − s)]Φ0ε exp(−κs)ds <

< C ′ exp(−κt0)
(
∥y0∥+

εΦ0

β′ − κ

)
< ε exp(−κt0),

ò. å. ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òàêèì îáðàçîì, íåðàâåíñòâî (2.6)
ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ 0 ≤ t < +∞ è èìååò ìåñòî ýêñïîíåíöèàëü-
íàÿ óñòîé÷èâîñòü íóëåâîãî ðåøåíèÿ ëèíåàðèçîâàííîé ñèñòåìû.
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Åñëè äëÿ óðàâíåíèÿ (2.3) Y ∗(t) (Y ∗(0) = En) � ôóíäàìåí-
òàëüíàÿ ìàòðèöà ðåøåíèé, àíàëîãè÷íàÿ X(t), òî ñîãëàñíî ñîîò-
íîøåíèþ (2.6) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥Y ∗(t)∥ ≤ C∗ exp(−κt), C∗ = const > 0; (2.10)

ïðè÷åì ïîñòîÿííàÿ κ ïîä÷èíåíà óñëîâèþ (2.7).

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ (2.1) ïðè âûïîë-
íåíèè óñëîâèé (1.6), (2.4), (2.5), (2.7), ÿâëÿþùèõñÿ äîñòàòî÷-
íûìè äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåëà ìåñòî îöåíêà (2.10), ñïðàâåäëèâà
òåîðåìà îá óñòîé÷èâîñòè ïî ïåðâîìó ïðèáëèæåíèþ [4] è ðàñ-
ñìàòðèâàåìîå ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèîäè÷åñêîå ðåøå-
íèå àñèìïòîòè÷åñêè (ýêñïîíåíöèàëüíî) óñòîé÷èâî.

Óêàçàííûå íåðàâåíñòâà ñîâìåñòíî ñ îöåíêîé èññëåäóåìîãî
ðåøåíèÿ, êîòîðàÿ ïîëó÷àåòñÿ ìåòîäîì ìàæîðàíòíûõ ôóíêöèé
[5] òàê æå, êàê â [4], ïîçâîëÿþò äàòü îöåíêó îáëàñòè ïðèòÿæå-
íèÿ.

3. Îöåíêà îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ. Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå
ïðèìåðà âðàùàòåëüíûå êîëåáàíèÿ âàëà â âÿçêîóïðóãèõ îïîðàõ
ïîä äåéñòâèåì ñèëû òÿæåñòè ñ ìîìåíòîì

Mg = −M sinϑ, M = const > 0

è âÿçêîóïðóãèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ â îïîðàõ è çàäàííûõ ëèíåé-
íûì èíòåãðàëüíûì îïåðàòîðîì Âîëüòåððà [6]

Mv = −kϑ+

t∫
0

K ′(t− s)ϑ(s)ds, k = const > 0, K ′(t) ∈ C,

à òàêæå ìàëûõ âèáðàöèîííûõ ñèë ñ ìîìåíòîì µf(t) � ïåðèîäè-
÷åñêîé ôóíêöèåé, µ << 1.
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Âàë ñîâåðøàåò âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ âîêðóã ãîðèçîí-
òàëüíîé îñè OO1 è ìîäåëèðóåòñÿ âûòÿíóòûì òâåðäûì òåëîì,
â êîíöû êîòîðîãî æåñòêî çàäåëàíû äâå âÿçêîóïðóãèå îïîðû, à
âòîðûå êîíöû îïîð ôèêñèðîâàíû â íåïîäâèæíîì ïðîñòðàíñòâå.
Ìàññàìè îïîð ïðåíåáðåãàåì.

Óãîë ϑ ïîâîðîòà òåëà îòñ÷èòûâàåòñÿ îò âåðòèêàëè. Ðàññìàò-
ðèâàåòñÿ îêðåñòíîñòü íèæíåãî óñòîé÷èâîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíî-
âåñèÿ (â îòñóòñòâèå âèáðàöèîííûõ ñèë).

Ïðîäåìîíñòðèðóåì íà äàííîì ïðèìåðå âîçìîæíûé ñïîñîá
îöåíêè îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî ïåðèî-
äè÷åñêîãî äâèæåíèÿ, îòâå÷àþùåãî ñîîòâåòñòâóþùåìó ðåøåíèþ
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ âàëà

Jϑ̈+ kϑ−
t∫

0

K ′(t− s)ϑ(s)ds+M sinϑ− µf(t) = 0, (3.1)

ãäå J � ìîìåíò èíåðöèè òåëà îòíîñèòåëüíî îñè OO1.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî âñå êîðíè λi õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî óðàâ-

íåíèÿ
Jλ2 + (k +M)λ−K∗(λ) = 0,

ãäå K∗(λ) � ïðåîáðàçîâàíèå Ëàïëàñà äëÿ ôóíêöèè K ′(t), èìåþò
îòðèöàòåëüíûå âåùåñòâåííûå ÷àñòè.

Ïîëîæèì x1 = ϑ̇, x2 = ϑ è ïðåäñòàâèì óðàâíåíèå (3.1) â
âèäå ñèñòåìû, äëÿ êîòîðîé ìàòðèöó ôóíäàìåíòàëüíîé ñèñòåìû
ðåøåíèé îäíîðîäíîãî ëèíåéíîãî ïðèáëèæåíèÿ ñ íèæíèì ïðå-
äåëîì s èíòåãðèðîâàíèÿ îáîçíà÷èì, êàê è ðàíåå, ÷åðåç X(t−s).

Äëÿ ìàòðèöû X(t) ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

∥X(t)∥ ≤ C ′ exp(−β′t), C ′, β′ = const > 0. (3.2)

Ïóñòü x0(t) = col(x0
1(t), x

0
2(t)) � ýêñïîíåíöèàëüíî ïðåäåëüíî

ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå, ñóùåñòâóþùåå ñîãëàñíî [2] è óäîâëåòâî-
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ðÿþùåå óðàâíåíèþ (3.1), çàïèñàííîìó â èíòåãðàëüíîé ôîðìå:

x(t) = X(t)x0 +

t∫
0

X(t− s)(F (x(s)) + µf ′(s))ds, (3.3)

ãäå
F (x) = col(F1, 0), F1 = −M1(sinx2 − x2),

M1 = M/J, f ′(x) = col(f(t)/J, 0)

è x0 = col(ϑ̇0, ϑ)0 � íà÷àëüíîå çíà÷åíèå.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç u = col(u1, u2) ìàæîðàíòó ôóíêöèè x, ïî-

ñòðîåííóþ â âèäå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî x0, µ, è ÷åðåç F ∗
1 (x2) �

ìàæîðàíòó Ëÿïóíîâà [5, 4] ôóíêöèè F1(x2), â êà÷åñòâå êîòîðîé
âîçüìåì F ∗

1 (x2) = M1x
3
2/6.

Ñîñòàâèì íà îñíîâàíèè (3.3) òàêèì æå ñïîñîáîì, êàê â [4],
ìàæîðèðóþùèå óðàâíåíèÿ, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå íåðàâåíñòâî
(3.2) è îãðàíè÷åííîñòü ôóíêöèè f(t),

∥f(t)∥ ≤ f0, f0 = const > 0, t ∈ R+.

Èìååì óðàâíåíèÿ

u2 = C ′(|ϑ̇0|+ |ϑ0|) + C ′M1
u3
2

6β′ + µφ∗, u1 = u2, (3.4)

ãäå φ∗ = f0C
′/(β′J). Óðàâíåíèÿ (3.4) îïðåäåëÿþò u1, u2 â âèäå

ñõîäÿùèõñÿ ñòåïåííûõ ðÿäîâ ïî ìàëûì âåëè÷èíàì |ϑ̇0|, |ϑ0|, µ.
Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ïîñòîÿííûå u0

1, u
0
2, v0 è ìàæîðàíòó v,

ïîëàãàÿ

ϑ̇0 = µu0
1, ϑ0 = µu0

2,

v0 = C ′(|u0
1|+ |u0

2|) + φ∗, u2 = µ(v0 + v).
(3.5)
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Òîãäà íà îñíîâàíèè (3.4) ïîëó÷àåì ìàæîðèðóþùåå óðàâíå-
íèå

v = µ2C
′M1

6β′ (v0 + v)3, (3.6)

èç êîòîðîãî v îïðåäåëÿåòñÿ â ôîðìå ñòåïåííîãî ðÿäà ïî µ. Ðàäè-
óñ ñõîäèìîñòè µ0 ýòîãî ðÿäà íàõîäèòñÿ êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ
(3.6) è ñîîòíîøåíèÿ [5], ïîëó÷àåìîãî äèôôåðåíöèðîâàíèåì ïî
v óðàâíåíèÿ (3.6),

1 = µ2C
′M1

2β′ (v0 + v)2. (3.7)

Ñîîòíîøåíèå (3.7) äàåò çíà÷åíèå

v =
α0

µ
− v0, α0 =

( 2β′

C ′M1

) 1
2
, (3.8)

ïîäñòàâèâ êîòîðîå â óðàâíåíèå (3.6), ïîëó÷àåì

v =
1

2
v0. (3.9)

Ñëåäîâàòåëüíî, íà îñíîâàíèè (3.6), (3.8) íàõîäèì

µ0 =
2α0

3v0
, ò. å. µ0 =

2α0

3[C ′(|u0
1|+ |u0

2|) + φ∗]
, (3.10)

è ñòåïåííîé ðÿä ïî µ äëÿ v(µ) ñõîäèòñÿ ïðè 0 ≤ µ ≤ µ0.
Èòàê, ó÷èòûâàÿ (3.5), (3.9), (3.10), äëÿ u2 ïîëó÷àåì îöåíêó

u2 ≤
3

2
µ0v0 = α0. (3.11)

Â êà÷åñòâå ïîñòîÿííîé Φ0 ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (2.2) âîçüìåì
âåëè÷èíó

Φ0 = M1.
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Âû÷èñëèì îöåíêó îáëàñòè ïðèòÿæåíèÿ äëÿ ïðåäåëüíî ïåðè-
îäè÷åñêîãî ðåøåíèÿ x0(t) = col(x0

1(t), x
0
2(t)).

Ïîëîæèì x1 = x0
1(t) + y1 x2 = x0

2(t) + y2. Äëÿ âîçìóùåíèÿ
y = col(y1, y2) èìååì óðàâíåíèå â ôîðìå (2.1)

dy

dt
= Ay +

t∫
0

K(t− s)y(s)ds+ Φ(t, µ)y + F ′(x0(t) + y),

ãäå F ′ = col(F ′
1(x

0
2(t)+y2), 0) è F ′

1(x
0
2(t)+y2) � ñòåïåííîé ðÿä ïî y2

ôóíêöèè F1(x
0
2(t) + y2), íà÷èíàþùèéñÿ ñ êâàäðàòè÷íîãî ÷ëåíà,

A è Φ(t, µ) � èçâåñòíûå ìàòðèöû ñîãëàñíî óðàâíåíèþ (3.1).
Ïóñòü w = col(w1, w2) � ìàæîðàíòà ôóíêöèè y, ãäå w1 >> y1,

w2 >> y2.
Ìàæîðàíòó V ôóíêöèè F1(x

0
2(t) + y2), èñïîëüçóÿ ðàíåå ââå-

äåííóþ ìàæîðàíòó äëÿ ôóíêöèè sinx, âîçüìåì â âèäå

V =
M1

6
(w3

2 + 3w2
2u2),

ãäå ìàæîðàíòà u2 ôóíêöèè x0
2(t) ïîä÷èíåíà íåðàâåíñòâó (3.11).

Äëÿ ìàæîðàíòû w2 ââèäó íåðàâåíñòâà (2.6) èìååì óðàâíåíèå

w2 = ε(|y01|+ |y02|) +
M1

6κ
(w3

2 + 3w2
2u2), (3.12)

ãäå y01, y
0
2 � íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ ôóíêöèé y1, y2.

Ãðàíèöà îáëàñòè èçìåíåíèÿ ìàëîé âåëè÷èíû y∗

y∗ = ε(|y01|+ |y02|)

(ïîñêîëüêó |y01|, |y02| ìàëû) îïðåäåëÿåòñÿ [5] ñîîòíîøåíèåì

1 =
M1

2κ
(w2

2 + 2w2u2) (3.13)
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ñîâìåñòíî ñ óðàâíåíèåì (3.12). Âû÷èòàÿ èç (3.12) ñîîòíîøåíèå
(3.13), óìíîæåííîå íà 1

3
w2, ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî

2

3
w2 = ε(|y01|+ |y02|) +

M1

6κ
w2

2u2. (3.14)

Èñêëþ÷èâ w2
2 èç (3.13) è (3.14), ïîëó÷àåì ëèíåéíîå ñîîòíî-

øåíèå, èç êîòîðîãî íàõîäèì w2:

w2 =
κ(u2 + 3y∗)

2κ+M1u2
2

. (3.15)

Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèå w2 (3.15) â (3.14) è ïîëàãàÿ

κ̃ =
κ

2κ+M1u2
2

, (3.16)

ïðèõîäèì ê óðàâíåíèþ îòíîñèòåëüíî y∗ :

9κ̃2u2M1y
∗2 + (6κ− 12κκ̃+ 6M1κ̃

2u2
2)y

∗ + κ̃2M1u
3
2 − 4κκ̃u2 = 0.

(3.17)
Ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå y∗+ óðàâíåíèÿ (3.17), ó÷èòûâàÿ (3.16),

ìîæíî ïðåäñòàâèòü ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé òàêèì îáðàçîì:

y∗+ = −u2

3κ
(3κ+M1u

2
2) +

(2κ+ u2
2M1)

3
2

3κM
1
2
1

èëè â äðóãîé ôîðìå:

y∗+ =
κ

3B
(8κ+M1u

2
2),

B = M1u2(3κ+M1u
2
2) + (2κ+M1u

2
2)

3
2

√
M1.

(3.18)

Òàêèì îáðàçîì, èìååì îöåíêó äëÿ èçìåíåíèÿ íà÷àëüíûõ çíà-
÷åíèé

|y01|+ |y02| <
y∗+
ε
, (3.19)
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è, êðîìå òîãî, îäíîâðåìåííî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî,
âûòåêàþùåå èç óñëîâèÿ (2.7):

|y01|+ |y02| <
ε

C ′ −
εΦ0

β′ − κ
. (3.20)

Íåðàâåíñòâî (3.20) ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî, íàïðèìåð,
âûáîðîì ìàëîé âåëè÷èíû M â âûðàæåíèè Φ0 = M/J , ò.å. ïðè
óñëîâèè, ÷òî öåíòð ìàññ âàëà ðàñïîëîæåí âáëèçè îò îñè âðàùå-
íèÿ.

Ïîäñòàâèâ â ôîðìóëó (3.18) ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå u2 = α0

ñîãëàñíî (3.11), (3.8) è îáîçíà÷åíèÿì â ôîðìóëå (3.3), ïîëó÷èì
äëÿ ìàêñèìàëüíîãî çíà÷åíèÿ y∗ âåëè÷èíû y∗+ âûðàæåíèå

y∗ =
κ

3B∗

(
8κ+

2β′

C ′

)
,

B∗ =
(M
J

) 1
2
[(2β′

C ′

) 1
2
(
3κ+

2β′

C ′

)
+
(
2κ+

2β′

C ′

) 3
2
]
.

(3.21)

Ïîñòîÿííàÿ C ′, âõîäÿùàÿ â ñîîòíîøåíèÿ (3.19) � (3.21), òðå-
áóåò îòäåëüíîãî îïðåäåëåíèÿ ëèáî ÷èñëåííî, ëèáî àíàëèòè÷å-
ñêè. Íàïðèìåð, äëÿ ìàëûõ èíòåãðàëüíûõ ÿäåð K(t) ýòî ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíî ïóòåì ïîñòðîåíèÿ îáùåãî ðåøåíèÿ ëèíåéíî-
ãî óðàâíåíèÿ ìåòîäîì ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé (èëè â
âèäå ðÿäà ïî ìàëîìó ïàðàìåòðó) è ïîñëåäóþùåãî ìàæîðèðîâà-
íèÿ ýòîãî ðåøåíèÿ, êàê ýòî áûëî ïðîäåëàíî âûøå.

Îöåíêà (3.19) äîëæíà âûïîëíÿòüñÿ íàðÿäó ñ óñëîâèåì (3.20),
íàëîæåííûì íà ëèíåàðèçîâàííîå óðàâíåíèå. Ïðè ýòîì îñòàþòñÿ
ñâîáîäíûìè ïàðàìåòðû ε, κ, µ, âûáîðîì êîòîðûõ (ïðè çàäàííîé
C ′) ìîæíî ðàñïîðÿäèòüñÿ äëÿ ðàñøèðåíèÿ îöåíêè.

Äëÿ èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà µ ââèäó (3.8), (3.10) èìååì ñëåäó-
þùèé èíòåðâàë:

0 ≤ µ < µ0 =
1

3
√
M

(2β′J

C ′

) 3
2
[(|u0

1|+ |u0
2|)β′ + f0]

−1.
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Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 12-01-00536
è 12-08-00637).
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ÓÄÊ 531

ÎÁ ÎÏÒÈÌÀËÜÍÛÕ ÏÀÐÀÌÅÒÐÀÕ ÇÀÒÎ×ÊÈ
ÈÍÑÒÐÓÌÅÍÒÀ ÍÀ ÒÎ×ÈËÜÍÎÌ ÊÐÓÃÅ

À. Ñ. Ñóìáàòîâ

Ðåøåíà ýëåìåíòàðíàÿ çàäà÷à î íàõîæäåíèè òî÷êè ñî-

ïðèêîñíîâåíèÿ è óãëà íàêëîíà èíñòðóìåíòà, çàòà÷èâàåìîãî

íà òî÷èëüíîì êðóãå, ïðè êîòîðûõ äàâëåíèå êðóãà íà èíñòðó-

ìåíò îêàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíûì ïî âåëè÷èíå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóõîå òðåíèå, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ, óãîë òðåíèÿ, ðàâíîâåñèå, ìèíèìóì ôóíêöèè.

Âñåì, êîìó ïðèõîäèëîñü òî÷èòü èíñòðóìåíò, íàïðèìåð çóáè-
ëî íà àáðàçèâíîì êðóãå, õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî åñëè íåïðàâèëüíî
ðàññ÷èòàòü ñèëó, òî÷êó ñîïðèêîñíîâåíèÿ è íàêëîí èíñòðóìåí-
òà, òî ìîæíî íå óäåðæàòü èíñòðóìåíò â ðóêàõ. Ïîñëåäñòâèÿ
áûâàþò ñåðüåçíûå.

Íà ðèñ. äåêàðòîâû îñè êîîðäèíàò èìåþò ñâîèì íà÷àëîì òî÷-
êó êàñàíèÿ O îäíîðîäíîãî ñòåðæíÿ (çóáèëà) è òî÷èëüíîãî êðó-
ãà. Îñü Ox ñîñòàâëÿåò óãîë α ñ ãîðèçîíòîì, à ñòåðæåíü � óãîë β
ñ îñüþ Ox. Ñèëà òÿæåñòè P ïðèëîæåíà â ñåðåäèíå G ñòåðæíÿ,
OG = a. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ óäåðæàíèÿ ñòåðæíÿ â ðàâíîâå-
ñèè òðåáóåòñÿ ïðèëîæèòü ê íåìó ñîñðåäîòî÷åííóþ ñèëó (Fx, Fy)
â òî÷êå ñòåðæíÿ, îòñòîÿùåé îò åãî êîíöà O íà ðàññòîÿíèè λa
(0 < λ ≤ 2), à òàêæå ìîìåíò M . Ñî ñòîðîíû êðóãà íà ñòåðæåíü
äåéñòâóþò ñèëà íîðìàëüíîãî äàâëåíèÿ Rx = N > 0 è ñèëà
òðåíèÿ ñêîëüæåíèÿ Ry = −Nf < 0 (f � êîýôôèöèåíò òðåíèÿ
ñêîëüæåíèÿ 1).

1Ñàìñîíîâ Â.À. Î÷åðêè î ìåõàíèêå: Íåêîòîðûå çàäà÷è, ÿâëåíèÿ è ïà-

ðàäîêñû. Èæåâñê: ÍÈÖ
”
Ðåãóëÿðíàÿ è õàîòè÷åñêàÿ äèíàìèêà“ . 2001. 80 ñ.
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Ðèñ.1. Òî÷èëüíûé êðóã

Èç óðàâíåíèé ðàâíîâåñèÿ ñòåðæíÿ (ìîìåíò ñèë ïîäñ÷èòàí
îòíîñèòåëüíî òî÷êè O)

N − P sinα + Fx = 0, −Nf − P cosα + Fy = 0,
M − Pa cos(α + β) + λa (Fy cos β − Fx sin β) = 0.

íàõîäèì ñèëó

N =
cos γ

λ sin(γ + β)

[
− M

a
+ (1− λ)P cos(α + β)

]
, (1)

ãäå γ = arctg f � óãîë òðåíèÿ.
Èç ïîëó÷åííîé ôîðìóëû ñëåäóåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿ-

ùåãî ñèëîâîãî ìîìåíòàM (è ñîîòâåòñòâóþùåé ñîñðåäîòî÷åííîé
ñèëû) ñòåðæåíü ìîæåò áûòü óðàâíîâåøåí, ïîñêîëüêó óñëîâèå
N > 0 âñåãäà ìîæåò áûòü óäîâëåòâîðåíî. Íî èç ýòîé æå ôîð-
ìóëû ñëåäóåò, ÷òî ïðè äîïîëíèòåëüíîì óñëîâèè (ïîëàãàåì, ÷òî
−π/2 < α + β < π/2, −π/2 < β < π/2)

1− λ

sin(γ + β)
> 0

ñòåðæåíü ìîæíî óðàâíîâåñèòü òîëüêî òðåìÿ ñîñðåäîòî÷åííûìè
ñèëàìè: ðåàêöèåé ñî ñòîðîíû òî÷èëüíîãî êðóãà, âåñîì ñòåðæíÿ
è ïðèëîæåííîé ê ñòåðæíþ ñèëîé òî÷èëüùèêà. Èìåííî: â ñëó÷àå
λ < 1 (ïàëüöû òî÷èëüùèêà ðàñïîëîæåíû áëèçêî ê òî÷èëüíîìó
êðóãó) ñóììà óãëà β è óãëà òðåíèÿ äîëæíà áûòü ïîëîæèòåëü-
íîé, à â ñëó÷àå λ > 1 � îòðèöàòåëüíîé.
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Åù¼ çàìå÷àåì, ÷òî, êîãäà β → − γ, ñèëà N íåîãðàíè÷åííî
âîçðàñòàåò (âïðî÷åì, íèêîãäà îïûòíûé òî÷èëüùèê íå äåðæèò
èíñòðóìåíò íàâñòðå÷ó íàáåãàþùåìó òî÷èëüíîìó êðóãó).

Ïóñòü ê ñòåðæíþ ïðèëîæåí óðàâíîâåøèâàþùèé ñèëîâîé ìî-
ìåíò M è âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

− M

a
+ (1− λ)P > 0. (2)

Ôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ M è λ è çàäàäèìñÿ âîïðîñîì:
èìååò ëè ñèëà äàâëåíèÿ N êàê ôóíêöèÿ ïåðåìåííûõ α è β ýêñ-
òðåìàëüíûå çíà÷åíèÿ?

Ïåðâûé äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè q = λN(α, β)/ cos γ ðàâåí

dq = q ′
α dα + q ′

β dβ ,

q ′
α =

(λ− 1)P sin(α + β)

sin(γ + β)
,

q ′
β =

M

a
cos(γ + β) + (λ− 1)P cos(γ − α)

sin2(γ + β)
.

Êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèè îïðåäåëÿþòñÿ ñèñòåìîé óðàâ-
íåíèé

q ′
α = 0, q ′

β = 0.

Èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ íàõîäèì, ÷òî α = − β. Òîãäà âòîðîå óðàâ-
íåíèå cos(γ + β) = 0 ïîçâîëÿåò íàéòè êðèòè÷åñêóþ òî÷êó (îíà
îêàçûâàåòñÿ åäèíñòâåííîé ïðè òåõ îãðàíè÷åíèÿõ, êîòîðûå áûëè
íàëîæåíû âûøå íà ïðîìåæóòêè èçìåíåíèÿ óãëîâ):

α = γ − π/2, β = π/2− γ , (3)

ò.å. β � óãîë, äîïîëíèòåëüíûé ê óãëó òðåíèÿ, α ïî çíàêó ïðîòè-
âîïîëîæåí óãëó β.
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Â òî÷êå (3) â ñèëó óñëîâèÿ (2) ïðàâàÿ ÷àñòü (1) ïîëîæèòåëü-
íà, êàê è äîëæíî áûòü.

Âòîðîé äèôôåðåíöèàë ðàâåí

d2q = A(dα)2 + 2C dα dβ +B(dβ)2.

Çäåñü

A =
(λ− 1)P cos(α + β)

sin(γ + β)
, C =

(λ− 1)P sin(γ − α)

sin2(γ + β)
,

B =

M

a

[
sin2(γ + β)− 2

]
+ 2(1− λ)P cos(γ − α) cos(γ + β)

sin3(γ + β)
.

Â òî÷êå ( 3 )

A = (λ− 1)P , B = − M

a
, C = (λ− 1)P ,

AB − C2 = (λ− 1)P

[
− M

a
+ (1− λ)P

]
.

Â ñèëó óñëîâèÿ (2) çíàêè âûðàæåíèé A è AB−C2 ñîâïàäàþò.
Îíè èìåþò çíàê ïëþñ òîëüêî ïðè óñëîâèè, ÷òî λ > 1. Òàêèì
îáðàçîì, åñëè

λ > 1,

òî ëîêàëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèè N(α, β) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå
(3), ïðè÷åì ñîãëàñíî âûðàæåíèþ (1)

Nmin =
1

λ
√

1 + f 2

[
− M

a
+ (1− λ)P

]
. (4)

Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå, åñëè λ ≤ 1, â íàéäåííîé êðèòè÷åñêîé òî÷êå
ýêñòðåìóìà íåò.
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Çàìåòèì, ÷òî èç (2) âûòåêàåò, ÷òî P > M/a, ïîýòîìó âûðà-
æåíèå (4) êàê ôóíêöèÿ ïàðàìåòðà λ ìîíîòîííî óáûâàåò. Åñëè
äëÿ âñåõ çíà÷åíèé 1 < λ ≤ 2 íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíÿåòñÿ, òî
− 0, 5(M/a + P ) cos γ > 0 � ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå çíà÷åíèå
äàâëåíèÿ òî÷èëüíîãî êðóãà íà ñòåðæåíü. Åñëè ïðè íåêîòîðîì
1 < λ∗ ≤ 2 âûðàæåíèå â ëåâîé ÷àñòè (2) îáðàùàåòñÿ â íóëü,
òî â ñëó÷àå λ = λ∗ òî÷èëüùèê óäåðæèâàåò â ðàâíîâåñèè èí-
ñòðóìåíò, íå èñïûòûâàÿ ñèëîâîãî âîçäåéñòâèÿ ñî ñòîðîíû òî-
÷èëüíîãî êðóãà (èäåàëüíûé ñëó÷àé, ïîòîìó ÷òî â ñèëó çíàíèÿ
ëèøü ïðèáëèæ¼ííî çíà÷åíèÿ êîýôôèöèåíòà f , ñëåäîâàòåëüíî,
è óãëà òðåíèÿ γ

”
ïîéìàòü“ òî÷íî ýòî ïîëîæåíèå èíñòðóìåíòà

íà ïðàêòèêå íåâîçìîæíî).
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî

ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 12-01-00536
è 12-08-00637).
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ÓÄÊ 531.36, 334.01

Î ÐÀ×ÈÒÅËÜÍÎÌ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ Ñ
ÒÎ×ÊÈ ÇÐÅÍÈß ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ

À.À.Áóðîâ

Âîïðîñ î ðà÷èòåëüíîì è íåðà÷èòåëüíîì õîçÿéñòâîâàíèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðåä-
ëàãàåòñÿ ïîäõîä ê åãî îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ àíàëîãà óðàâíåíèé
Íüþòîíà è óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, äàåòñÿ ýêî-
íîìè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ìåõàíèêè
òàêèõ, íàïðèìåð, êàê êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.

Â 2009 ãîäó èñïîëíèëîñü ñòî ëåò ñ âûõîäà çíàìåíèòîé
ïóáëèêàöèè Ëåîíà Âàëüðàñà �Ýêîíîìèêà è ìåõàíèêà� [1]. Â
ýòîé ñâîåé ïîñëåäíåé ðàáîòå Ë.Âàëüðàñ åùå ðàç ñäåëàë ïîïûò-
êó íàéòè àíàëîãè ìåæäó çàêîíàìè ïîâåäåíèÿ õîçÿéñòâóþùèõ
ñóáúåêòîâ è çàêîíàìè ìåõàíèêè. Òàêàÿ åñòåñòâåííàÿ èäåÿ,
ïðåæäå âñåãî, ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ òîé èëè èíîé àêñèîìàòè-
êè, ïîçâîëÿþùåé òàê èëè èíà÷å îïèñûâàòü ïðîèçâîäñòâî è
ïîòðåáëåíèå, âîñõîäÿùàÿ, âåðîÿòíî, ê ðàáîòàì Àäàìà Ñìè-
òà, äîñòàòî÷íî øèðîêî ïðåäñòàâëåíà â èññëåäîâàíèÿõ ñîâðå-
ìåííûõ ýêîíîìèñòîâ [2�9]. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿì, âîçíèêàþùèì êàê óðàâíåíèÿ ýêñòðåìà-
ëåé äèñêîíòèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà ïîëåçíîñòè. Òàêèå óðàâ-
íåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû â ìåõàíèêå � îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñ äèññèïàòèâíûìè ñèëàìè ñïåöèàëüíî-
ãî âèäà, îïðåäåëåííûìè ñïîñîáîì ââåäåíèÿ äèñêîíòèðîâàíèÿ.
Ïðè èõ èññëåäîâàíèè, â ÷àñòíîñòè, ñòàâèòñÿ âîïðîñ èçó÷å-
íèÿ ðåãóëÿðíîãî è õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, óñòàíîâèâøèõñÿ
�äâèæåíèé� è èõ óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì, çàäà÷à ïðîèçâîä-
ñòâà, êàê ïðàâèëî, ôîðìóëèðóåòñÿ òàê ( [10]): �âûáðàòü íîð-
ìó íàêîïëåíèÿ s òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèâåäåííîå

55



ïîòðåáëåíèå1 íà ïëàíîâîì ïåðèîäå�.
Â òî æå âðåìÿ, ñêîðåå âñåãî èìåííî �ðûíî÷íàÿ� îðèåíòèðî-

âàííîñòü ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé íå äàëà âîçìîæíîñòè âû÷ëå-
íèòü ïðîñòóþ è ïîíÿòíóþ àêñèîìàòèêó, àíàëîãè÷íóþ íüþ-
òîíîâñêîé, èçâåñòíîé èç ìåõàíèêè � âî ãëàâó èññëåäîâàíèé
ñòàâèòñÿ íàëè÷èå òîâàðíîãî îáìåíà, ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè
è ïðî÷èå ôàêòîðû, çàòåíÿþùèå ñìûñë ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåá-
ëåíèÿ, êàê ýëåìåíòîâ ÷åëîâå÷åñêîãî áûòèÿ. Áîëåå òîãî, êàê íà
òî óêàçûâàþò, íàïðèìåð, ðåçóëüòàòû [9,11], ïðàâèëüíîå îïè-
ñàíèå áîëüøèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííà
ðîëü èãðîâîãî ýëåìåíòà, åùå áîëåå óñóãóáëÿåìàÿ íàëè÷èåì äå-
íåã â èõ ñîâðåìåííîì ñìûñëå, òðåáóåò ïðèíöèïèàëüíî èíîãî
ïîäõîäà ê ïîïûòêàì ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ñîâðåìåííîãî áûòèÿ.

Ïðè íàëè÷èè �äèññèïàöèè� - áóäü îíà ôèñêàëüíîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ èëè ïîðîæäåíà óñòàðåâàíèåì, �óòðóñêîé è óñóø-
êîé� � ïðåäëàãàåìàÿ àêñèîìàòèêà íèêàê íå ìîæåò ïîêèíóòü
ðàìîê �àðèñòîòåëåâîé àêñèîìàòèêè ìåõàíèêè�, ñîãëàñíî êîòî-
ðîé äëÿ ïîääåðæàíèÿ äâèæåíèÿ òðåáóåòñÿ ïîñòîÿííîå ïðè-
ëîæåíèå ñèëû ê äâèæóùåìóñÿ îáúåêòó. Ïîïûòêå ïðåîäîëåòü
èìåþùååñÿ ïîëîæåíèå âåùåé ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-
00536-à, 12-08-00637-à.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðà÷èòåëüíûé õîçÿèí, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå,
ìíîãî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðîñòðàíñòâî êîíôèãóðàöèé.

Ðàññìîòðèì õîçÿéñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü ðà÷èòåëüíîãî õîçÿè-
íà (ÐÕ) ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïîä ðà÷èòåëü-
íîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ïîâåäåíèå õîçÿèíà, ïðè êîòîðîì

1âûäåëåíî íàìè
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âñÿ åãî õîçÿéñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü îðèåíòèðîâàíà íà òî, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàòü ñâîè ïðîèçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå, íå âûõîäÿ çà
ðàìêè çàìêíóòîé ñèñòåìû äîìàøíåãî õîçÿéñòâà. Èíûìè ñëîâà-
ìè, â èäåàëå ÐÕ îðãàíèçóåò ñâîþ æèçíü è ñâîþ õîçÿéñòâåííóþ
äåÿòåëüíîñòü âíå çàâèñèìîñòè îò êàêîãî áû òî íè áûëî òîâàðî-
îáìåíà, ò.å. âåäåò íàòóðàëüíîå õîçÿéñòâî. Â òî æå âðåìÿ, åñëè
õîçÿèíó íå óäàåòñÿ îðãàíèçîâàòü ñâîè äåëà òàê, ÷òîáû åãî õî-
çÿéñòâîâàíèå ìîæíî áûëî íàçâàòü ðà÷èòåëüíûì, òî áóäåì íà-
çûâàòü òàêîãî õîçÿèíà íåðà÷èòåëüíûì (ÍÐÕ).

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ñîáûòèÿ ðàç-
âèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ X ðàçìåðíîñòè n è ñîñòîÿò â
ïîòðåáëåíèè è ïðîèçâîäñòâå ïðîäóêòîâ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ â
êëàäîâîé îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé x = (x1, . . . , xn)

T .
Áûñòðîòà èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà x, ò.å. ðàçíèöà ìåæäó
áûñòðîòîé ïðîèçâîäñòâà è áûñòðîòîé ïîòðåáëåíèÿ ïðîäóêòîâ
xi, i = 1, . . . , n, îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì v = (v1, . . . vn), òàêèì
÷òî v = dx/dt. Òàêèì îáðàçîì åñëè vi < 0, òî ïîòðåáëåíèå ïðî-
èñõîäèò áûñòðåå ÷åì ïðîèçâîäñòâî, è êîëè÷åñòâî i-ãî ïðîäóêòà
â êëàäîâîé óáûâàåò, â òî âðåìÿ êàê ïðè vi > 0 i-ûé ïðîäóêò ïðî-
èçâîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì ïîòðåáëÿåòñÿ, è êëàäîâàÿ íàïîëíÿåòñÿ
ýòèì ïðîäóêòîì.

Ïðèì å ÷ à í è å 1. Ïðîñòðàíñòâî X àíàëîãè÷íî êîíôèãóðà-
öèîííîìó ïðîñòðàíñòâó â ìåõàíèêå. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ äàí-
íîãî ðàññìîòðåíèÿ íåò è ðå÷è î òîì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå êî-
ëè÷åñòâî õîçÿåâ, îñóùåñòâëÿþùèõ äåÿòåëüíîñòü â îäíîì è òîì
æå, îáùåì äëÿ âñåõ íèõ êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ãðó-
áî ãîâîðÿ, õîòÿ êàðòîøêà â ìîåé êëàäîâîé èäåíòè÷íà ïî ïî-
òðåáèòåëüñêèì ñâîéñòâàì êàðòîøêå â êëàäîâîé ñîñåäà, ó ìåíÿ
íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé è íèêàêîé âîçìîæíîñòè ðàñïîðÿæàòüñÿ
ñîñåäñêîé êàðòîøêîé. Ýòèì îòëè÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î êîíôè-
ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå îò òîãî, ÷òî ïðèíÿòî â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå, êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåò-
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ñÿ â îáùåì äëÿ âñåõ òî÷åê îäíîðîäíîì òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

�Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà�. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîç-
äåéñòâèé íàòóðàëüíîå õîçÿéñòâî ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè ðàâíî-
âåñèÿ. Â òàêîì ñîñòîÿíèè êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìîãî è êîëè÷å-
ñòâî ïîòðåáëÿåìîãî ðàâíû ìåæäó ñîáîé â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè.

�Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà�. �Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà�.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâîè ïðèâû÷êó ðàáîòàòü è ïðèâû÷êó ïî-
òðåáëÿòü âñÿêèé õîçÿèí îïèñûâàåò ôóíêöèåé T = T (v,q), àíà-
ëîãè÷íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Êàê
è â ìåõàíèêå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

T (0,q) = 0, T = T (v,q) > 0 ⇐⇒ v ̸= 0, (1.1)

õîòÿ ýòî ñîâåðøåííî íåîáÿçàòåëüíî. Òàê, äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå
ïî àíàëîãèè ñ ìåõàíèêîé áóäóò íàçûâàòüñÿ íàòóðàëüíûìè,

T (q) =
1

2
(m(q)v,v) , (1.2)

ãäå m(q) � �òåíçîð èíåðöèè� õîçÿèíà, ò.å. âåëè÷èíà, îïèñûâà-
þùàÿ åãî ïðèâû÷êè â îòíîøåíèè ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ.
Òåíçîð èíåðöèè â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü çàâèñÿùèì îò
ñîñòîÿíèÿ çàïàñîâ q è, áûòü ìîæåò, îò âðåìåíè. Â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå äëÿ íàòóðàëüíûõ ñèñòåì

T (q) =
1

2
v2. (1.3)

Ìîæíî ââåñòè àíàëîã ïîíÿòèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

p =
∂T

∂v
, (1.4)
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ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîãî òðåáóåò îòäåëüíîãî îá-
ñóæäåíèÿ. Òàê, â ñëó÷àå íàòóðàëüíîé ñèñòåìû

p = m(q)v. (1.5)

Ï ð è ì å ÷ à í è å. Èç ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè ìîæíî çàèìñòâîâàòü ôóíêöèþ T â âèäå

T (q) = −E

√
1− (m(q)v,v)

E
, (1.6)

ãäå E - ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è T. Ïðè
ýòîì èìïóëüñ ïðèìåò âèä

p =
m(q)v√

1− (m(q)v,v)

E

(1.7)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå êëàäîâîé ëþáîãî õîçÿèíà îïè-
ñûâàåòñÿ ôóíêöèåé U = U(q), îïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå çà-
ïàñîâ è àíàëîãè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â êëàññè÷åñêîé ìå-
õàíèêå. Òàêàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, ìîæåò èìåòü âèä

U(q) =
1

2
(C (q− qo) , (q− qo)) , (1.8)

ãäå qo � òî ñàìîå ðàâíîâåñèå, êîòîðîå âîçíèêàåò â ôîðìóëèðîâêå
�ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà�.

Äèíàìèêà ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà

d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂q
, q̇ = v, L = T − U. (1.9)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L ïðåäïîëàãàåòñÿ íå çàâèñÿùåé
ÿâíî îò âðåìåíè, òî óðàâíåíèå ( 1.9) äîïóñêàåò ïåðâûé èíòå-
ãðàëÁ èçâåñòíûé êàê èíòåãðàë Ïåíëåâå � ßêîáè � îáîáù¼ííûé
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èíòåãðàë ýíåðãèè

J0 =

(
∂L

∂v
,v

)
− L = h. (1.10)

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà �êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ� îïðåäåëåíà
ñîîòíîøåíèåì ( 1.2), ýòîò èíòåãðàë ïðåäñòàâèì â âèäå

J0 = T + U = h. (1.11)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.10) è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
�êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè� ( 1.1) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

U(q) = h− T ≤ h, (1.12)

îïðåäåëÿþùåå îãðàíè÷åíèå íà ïîëîæåíèå ñèñòåìû ïðè çàäàí-
íîì óðîâíå èíòåãðàëà ýíåðãèè. Îáëàñòü

Σh = {q : U(q) ≤ h} ,

êàê è â ìåõàíèêå, áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ âîçìîæíûõ äâè-
æåíèé. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè ýòó
îáëàñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâîäñòâåííûé ïîòåí-
öèàë: êàêèìè áû íè áûëè äåéñòâèÿ õîçÿèíà ïðè äàííîì óðîâíå
èíòåãðàëà ýíåðãèè, åãî çàïàñû íå ñìîãóò ïîêèíóòü îáëàñòè âîç-
ìîæíîãî äâèæåíèÿ. Îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ òàêæå ïîç-
âîëÿåò îöåíèâàòü çàïàñû òåõ èëè èíûõ ïðîäóêòîâ ïî îòäåëü-
íîñòè èëè â ñîâîêóïíîñòè â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî
çàïàñû âñåõ ïðî÷èõ ïðîäóêòîâ ôèêñèðîâàíû.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óðîâíè ýòîãî èíòåãðàëà, èçîáðàæåí-
íûå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïîçâîëÿþò äåëàòü ñóæäåíèÿ î ñî-
ñòîÿíèè äåë äàííîãî õîçÿèíà.

2. Îäèí ïðîäóêò. Ëèíåéíûå ìîäåëè. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà
õîçÿéñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ( 1.8), ( 1.1)
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â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ ðàçìåðíîñòè åäèíèöà, ò.å ïðîèçâîäèò-
ñÿ è ïîòðåáëÿåòñÿ ðîâíî îäèí ïðîäóêò. Òîãäà ôàçîâûé ïîðòðåò
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè, ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1 â ñëó÷àå, êîãäà c > 0, è íà ðèñ. 2, êîãäà c < 0,
ãäå c � åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû C.

Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îñíîâíûå
ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà â ñëó÷àå c > 0, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà
ïîòåíöèàë U(q) � âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ, äîñòèãàþùàÿ ñâîåãî
ìèíèìóìà â òî÷êå qo. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà qo > 0 (ðèñ. 1,à). Òîãäà

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ è çàïàñû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) óñòîé÷èâî � îíî îêðóæåíî ñå-
ìåéñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîãî è òîãî æå ïåðèî-
äà 2. Ýòîò ïåðèîä ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè,
êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü òàê æå, êàê è ñåçîíû:

2.1. Âåñíà, êîãäà çàïàñû íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñâîåãî ìèíè-
ìóìà, íî ïðîèñõîäèò çàìåíà ïðåîáëàäàíèÿ ñêîðîñòè
ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèçâîäñòâà íà ïðîòè-
âîïîëîæíîå ñîñòîÿíèå;

2.2. Ëåòî, êîãäà çàïàñû áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâû-
øåíèå ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà íàä ñêîðîñòüþ ïîòðåá-
ëåíèÿ áëèçêî ê ìàêñèìàëüíîìó;

2.3. Îñåíü, êîãäà çàïàñû áëèçêè ê ìàêñèìàëüíûì, íî ïðî-
èñõîäèò çàìåíà ïðåîáëàäàíèÿ ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà
íàä ñêîðîñòüþ ïîòðåáëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå ñî-
ñòîÿíèå;

2ñâîéñòâî èçîõðîííîñòè, ò.å. íåçàâèñèìîñòè ïåðèîäà îò àìïëèòóäû âû-
ãëÿäèò íåñêîëüêî íåðåàëüíûì, íî, êàê èçâåñòíî, òàêîâà îñîáåííîñòü ëèíåé-
íûõ ñèñòåì.
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Ðèñ.1

2.4. Çèìà, êîãäà çàïàñû áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâû-
øåíèå ñêîðîñòè ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèç-
âîäñòâà ìàêñèìàëüíî.

3. Ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èìåþòñÿ òå, ÷òî ïåðåñåêà-
þò îñü q = 0, è òå, ÷òî åå íå ïåðåñåêàþò.

3.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íå ïåðåñåêàåò îñü q =
0, ðàçâå ÷òî êàñàåòñÿ åå. Â ýòîì ñëó÷àå çà âåñü æèç-
íåííûé öèêë õîçÿèíó íå ïðèõîäèòñÿ çàëåçàòü â äîëãè.
Òàêîå õîçÿéñòâîâàíèå ìîæíî ïðèçíàòü ðà÷èòåëüíûì.

3.2. Ïóñòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðåñåêàåò îñü
q = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî æèçíåííûé öèêë õîçÿè-
íà ïðåñåêàåòñÿ, èëè, åñëè áóäåò òàêàÿ âîçìîæíîñòü,
åìó ïðèäåòñÿ çàëåçàòü â äîëãè. Òàêîå õîçÿéñòâîâàíèå
òðóäíî ïðèçíàòü ðà÷èòåëüíûì.

Ïóñòü òåïåðü qo < 0 (ðèñ.1,á). Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿñíåíèÿ íàäî
íåñêîëüêî ïåðåìåíèòü. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîãî ñëó-
÷àÿ, êîãäà ó õîçÿèíà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü æèòü â äîëã. Ïðîòè-
âîïîëîæíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì ïå÷àëüíûì.

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
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Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ, è äîëãè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) óñòîé÷èâî � îíî îêðóæåíî ñå-
ìåéñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîãî è òîãî æå ïåðè-
îäà. Ýòîò ïåðèîä òàêæå ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ðàâíûå
÷àñòè, êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü òàê æå, êàê è ñåçîíû:

2.1. Âåñíà, êîãäà äîëãè íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñâîåãî ìàêñè-
ìóìà, íî ïðîèñõîäèò çàìåíà ïðåîáëàäàíèÿ ñêîðîñòè
ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèçâîäñòâà íà ïðîòè-
âîïîëîæíîå ñîñòîÿíèå;

2.2. Ëåòî, êîãäà äîëãè áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâûøå-
íèå ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà íàä ñêîðîñòüþ ïîòðåáëå-
íèÿ áëèçêî ê ìàêñèìàëüíîìó;

2.3. Îñåíü, êîãäà äîëãè áëèçêè ê ìèíèìàëüíûì, à òî è âî-
âñå îòñóòñòâóþò (ñì. ï.3), íî ïðîèñõîäèò çàìåíà ïðå-
îáëàäàíèÿ ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà íàä ñêîðîñòüþ ïî-
òðåáëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå ñîñòîÿíèå;

2.4. Çèìà, êîãäà äîëãè áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâûøå-
íèå ñêîðîñòè ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèçâîä-
ñòâà ìàêñèìàëüíî.

3. Ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èìåþòñÿ òå, ÷òî ïåðåñåêà-
þò îñü q = 0, è òå, ÷òî åå íå ïåðåñåêàþò.

3.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íå ïåðåñåêàåò îñü q = 0
èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå, êàñàåòñÿ åå. Â ýòîì ñëó÷àå çà
âåñü æèçíåííûé öèêë õîçÿèí íå âûëåçàåò èç äîëãîâ
è â ñëó÷àå êàñàíèÿ ëèøü îáíóëÿåò èõ.

3.2. Ïóñòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðåñåêàåò îñü
q = 0 èëè êàñàåòñÿ åå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîçÿèí ïåðè-
îäè÷åñêè âûëåçàåò èç äîëãîâ, íî ïîòîì âíîâü îêàçû-
âàåòñÿ äîëæåí.
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Ðèñ.2

Òàêèì îáðàçîì, õîçÿéñòâîâàíèå ïðè qo < 0 íåëüçÿ ïðèçíàòü
ðà÷èòåëüíûì.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîÿñíèì òåïåðü îñíîâíûå
ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà â ñëó÷àå c < 0, ò.å. â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïîòåíöèàë U(q) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äîñòèãàþùàÿ ñâîåãî
ìàêñèìóìà â òî÷êå qo. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà qo > 0 (ðèñ.2,à). Òîãäà

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ, è çàïàñû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) � íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â íåãî �âïàäàþò� äâå óñòîé÷èâûå
ñåïàðàòðèñû, èç íåãî �âûòåêàþò� äâå íåóñòîé÷èâûå ñåïà-
ðàòðèñû. Ýòè ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü
íà ÷åòûðå îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôàçîâûå òðàåê-
òîðèè � âåòâè ãèïåðáîëû.

3. Ñâîéñòâà ñåïàðàòðèñ ìîæíî ïîÿñíèòü òàê:

3.1. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-
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íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå ïîïîëíåíèå çàïàñîâ, âåëè÷è-
íà êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.2. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
u ïðîèñõîäèò ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùåå ïîïîëíåíèå çàïàñîâ, âå-
ëè÷èíà êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó
çíà÷åíèþ qo;

3.3. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W−
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå îñêóäåíèå çàïàñîâ, âåëè÷èíà
êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.4. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñåW+
u ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî íàðàñòàþùåå îñêóäåíèå çàïàñîâ, âåëè÷è-
íà êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó çíà-
÷åíèþ qo.

4. Ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæíî îïèñàòü òàê:

4.1. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè I îòâå÷àåò �ðàñêðóòêà� èç ñîñòî-
ÿíèÿ íóëåâûõ çàïàñîâ äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé âå-
ëè÷èíû, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñ-
òàþùèì óáûâàíèåì çàïàñîâ è ïîñëåäóþùèì ðàçîðå-
íèåì.

4.2. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè II îòâå÷àåò �ðàñêðóòêà� èç ñî-
ñòîÿíèÿ íóëåâûõ çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ çàìåä-
ëåíèåì òåìïîâ íàêîïëåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íàðàñ-
òàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðîñòà.

4.3. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè III îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ äî íåêîòîðîé ìèíèìàëü-
íîé âåëè÷èíû è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íà-
ðàñòàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðî-
ñòà.
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4.4. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè IV îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ çà-
ìåäëåíèåì òåìïîâ ñîêðàùåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòà-
þùèì óáûâàíèåì çàïàñîâ âïëîòü äî ðàçîðåíèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñëó÷àÿõ, âåäóùèõ ê ðàçîðåíèþ, ðå÷ü èäåò
î ÍÐÕ. Íî è ñëó÷àè, êîãäà çàïàñû íàðàñòàþò äî ñêîëü óãîäíî
áîëüøèõ âåëè÷èí, âðÿä ëè ìîæíî îòíåñòè ê äåÿòåëüíîñòè ÐÕ
� òàêîå ïîâåäåíèå ïðîòèâîðå÷èò òâ¼ðäî óñòàíîâëåííîìó ôàêòó
êîíå÷íîñòè çåìíîé æèçíè. Ñ îïðåäåëåííûìè îãîâîðêàìè ðå÷ü
èä¼ò î ÐÕ â ñëó÷àÿõ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ � ýòè ïðàâèëà õî-
çÿéñòâîâàíèÿ íåñóò â ñåáå áîëüøîé ðèñê ñîðâàòüñÿ ëèáî â ðå-
æèì ðàçîðåíèÿ, ëèáî â ðåæèì íàðàñòàþùåé æàäíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü qo < 0 (ðèñ.2,á). Òîãäà

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ, è äîëãè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) � íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â íåãî �âïàäàþò� äâå óñòîé÷èâûå
ñåïàðàòðèñû, èç íåãî �âûòåêàþò� äâå íåóñòîé÷èâûå ñåïà-
ðàòðèñû. Ýòè ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü
íà ÷åòûðå îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôàçîâûå òðàåê-
òîðèè � âåòâè ãèïåðáîëû.

3. Ñâîéñòâà ñåïàðàòðèñ ìîæíî ïîÿñíèòü òàê:

3.1. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå ïîãàøåíèå äîëãîâ, âåëè÷èíà
êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.2. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñåW+
u ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî íàðàñòàþùåå ïîãàøåíèå äîëãîâ, âåëè÷è-
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íà êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó çíà-
÷åíèþ qo;

3.3. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W−
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå íàðàñòàíèå äîëãîâ, âåëè÷èíà
êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.4. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
u ïðîèñõîäèò ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîå íàðàñòàíèå äîëãîâ, âåëè÷èíà êîòîðûõ
èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo.

4. Ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæíî îïèñàòü òàê:

4.1. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè I îòâå÷àåò ïîãàøåíèå äîëãîâ äî
íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû, ñîïðîâîæäàþùå-
åñÿ äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàíèåì äîë-
ãîâ è ïîñëåäóþùèì ðàçîðåíèåì.

4.2. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè II îòâå÷àåò �ðàñêðóòêà� èç ñî-
ñòîÿíèÿ íóëåâûõ çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ çàìåä-
ëåíèåì òåìïîâ íàêîïëåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íàðàñ-
òàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðîñòà.

4.3. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè III îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ äî íåêîòîðîé ìèíèìàëü-
íîé âåëè÷èíû è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íà-
ðàñòàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðî-
ñòà.

4.4. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè IV îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùååñÿ çà-
ìåäëåíèåì òåìïîâ ñîêðàùåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòà-
þùèì óáûâàíèåì çàïàñîâ âïëîòü äî ðàçîðåíèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñëó÷àÿõ, âåäóùèõ ê ðàçîðåíèþ, ðå÷ü èäåò
î ÍÐÕ. Íî è ñëó÷àè, êîãäà çàïàñû íàðàñòàþò äî ñêîëü óãîä-
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Ðèñ.3

íî áîëüøèõ âåëè÷èí, âðÿä ëè ìîæíî îòíåñòè ê äåÿòåëüíîñòè
ÐÕ � òàêîå ïîâåäåíèå ïðîòèâîðå÷èò òâåðäî óñòàíîâëåííîìó
ôàêòó êîíå÷íîñòè çåìíîé æèçíè. Ñ îïðåäåëåííûìè îãîâîðêà-
ìè ðå÷ü èäåò î ÐÕ â ñëó÷àÿõ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ � ýòè
ïðàâèëà õîçÿéñòâîâàíèÿ íåñóò â ñåáå áîëüøîé ðèñê ñîðâàòüñÿ
ëèáî â ðåæèì ðàçîðåíèÿ, ëèáî â ðåæèì íàðàñòàþùåé æàäíîñòè.

3. Îäèí ïðîäóêò. Íåëèíåéíûå ìîäåëè. Îáðàòèìñÿ òå-
ïåðü ê ñëó÷àþ, êîãäà ôóíêöèÿ T ïî-ïðåæíåìó èìååò âèä ( 1.1),
íî ôóíêöèÿ U � íå êâàäðàòè÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîîáðàçèå
ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñòîëü âåëèêî, ÷òî �ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ� íàäî äàâàòü â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ïîòåíöèàë U êóáè÷åí ïî êîîðäèíàòå q. Â
ýòîì ñëó÷àå â çàäà÷å èìååòñÿ îäíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà E1 è îäíî íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà H1. Ïðè ýòîì, îäíà âõîäÿùàÿ è îäíà âûõîäÿ-
ùàÿ ñåïàðàòðèñû ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ H1 ñîâïàäàþò è
îõâàòûâàþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå E1, à äâå äðóãèå âõîäÿùàÿ
è âûõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñû ïðîñòèðàþòñÿ äî áåçêîíå÷íîñòè. Òè-
ïè÷íûå ôàçîâûå ïîðòðåòû èçîáðàæåíû íà ðèñ.3.
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Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
íàáëþäàåìûõ òèïîâ äâèæåíèÿ óæå ïðîñòåéøèå íåëèíåéíûå ìî-
äåëè îäíîâðåìåííî âáèðàþò â ñåáÿ ìíîãèå îñîáåííîñòè ëèíåéíî-
ãî êîëåáàòåëüíîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
â êóáè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî íàáëþäàòü

1) ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ, îõâàòûâàþùèå óñòîé÷èâîå ðàâ-
íîâåñèå è ïðèñóùèå êîëåáàòåëüíîìó äâèæåíèþ ëèíåéíîé
ñèñòåìû,

2) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðûå ïðèõîä ñ áåñêîíå÷íîñòè è óõîä
íà áåñêîíå÷íîñòü, ïðèñóùèå ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ
ëèíåéíîé ñèñòåìû,

3) ïðèñóùèå ñåïàðàòðèñàì ëèíåéíîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ñòðåìëåíèå ê íåóñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ è àñèìïòî-
òè÷åñêèé èñõîä èç íåãî.

Â òî æå âðåìÿ, íåñîìíåííî, äëÿ êóáè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
èìåþòñÿ è íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ. Ñðåäè íèõ óêà-
æåì ïðåæäå âñåãî:

1) íåèçîõðîííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, îõâàòûâàþùèõ
óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ E1 � èõ ïåðèîä ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò èõ àìïëèòóäû;

2) íàëè÷èå ïåòëè ñåïàðàòðèñû, íå íàáëþäàåìîå íè â îäíîé
èç ëèíåéíûõ ìîäåëåé. Ýòà ïåòëÿ ñîñåäñòâóåò, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ñ íàõîäÿùèìèñÿ âíóòðè íåå äîëãîïåðèîäè÷åñêèìè
äâèæåíèÿìè, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ äâèæåíèÿìè, ïðèõî-
äÿùèìè ñ áåñêîíå÷íîñòè è âíîâü óõîäÿùèìè íà íåå, îäíà-
êî ïðåáûâàþùèìè ïðåäåëüíî äîëãîå âðåìÿ â îêðåñòíîñòè
ýòîé ïåòëè,

3) íàëè÷èå ðîâíî îäíîé ïàðû ñåïàðàòðèñ, ïðîñòèðàþùèõñÿ
íà áåñêîíå÷íîñòü,
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Ðèñ.4

4) â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëè,
äëÿ âñåõ íåîãðàíè÷åííûõ äâèæåíèé èìååò ìåñòî

4.1) ëèáî ãàðàíòèðîâàííîå ðàçîðåíèå � â ñëó÷àå, êîãäà
êîëè÷åñòâî çàïàñîâ íà ýëëèïòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè
ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî çàïàñîâ íà ãèïåðáîëè÷åñêîì
ðàâíîâåñèè,

4.2) ëèáî ãàðàíòèðîâàííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò � â
ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî çàïàñîâ
íà ãèïåðáîëè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ïðåâîñõîäèò êîëè÷å-
ñòâî çàïàñîâ íà ýëëèïòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.

Äëÿ ïîòåíöèàëà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñóùåñòâåííûì îêàçûâà-
åòñÿ îãðàíè÷åííîñòü åãî ñâåðõó èëè ñíèçó. Òàê, åñëè ïîòåíöèàë
îãðàíè÷åí ñâåðõó, òî èìåþòñÿ êàê îãðàíè÷åííûå, ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ, òàê è ðåøåíèÿ, óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü è ïðèõî-
äÿùèå ñ íåå (ðèñ.4,à). Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïîòåíöèàëà, îãðàíè-
÷åííîãî ñíèçó, ðåøåíèé, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü, íåò íè ïðè
îäíîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà ýíåðãèè (ðèñ.4,á).
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4. Ìíîãîïðîäóêòîâàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî ïðîèçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå èç n ïðîäóêòîâ, íî ìîäåëü ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ ëè-
íåéíîé è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ( 1.9) ñ ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè (1.8), ( 1.2). Åñëè ìàòðèöà A
çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò, òî ïî òåîðåìå îá îäíîâðåìåííîì
ïðèâåäåíèè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì,
îäíà èç êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ñóùåñòâóåò ëèíåé-
íàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

q = RQ, (4.1)

ïîçâîëÿþùàÿ ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè T è U êàê

T =
1

2
V2, U =

1

2

(
c1(Q1 −Qo

1)
2 + · · ·+ cn(Qn −Qo

n)
2
)
, V = Q̇.

Ýòà çàìåíà ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è
ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå

Q̈i + ci (Qi −Qo
i ) = 0, i = 1, . . . , n. (4.2)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà Q c ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò àãðåãèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìî-
ãî îòîáðàæåíèåì, îáðàòíûì îòîáðàæåíèþ ( 4.1). Äèíàìèêå ïî
êàæäîé èç êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà ìîæíî äàòü â òî÷íîñòè òó
æå èíòåðïðåòàöèþ, êàê è äëÿ îäíîïðîäóêòîâûõ ìîäåëåé, îïè-
ñàííûõ â ðàçä. 2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ci ñî-
îòâåòñòâóþùèå àãðåãàòû áóäóò äåìîíñòðèðîâàòü äèíàìèêó ïî
êîëåáàòåëüíîìó, ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îò-
ðèöàòåëüíûõ ci äèíàìèêà ñîîòâåòñòâóþùèõ àãðåãàòîâ áóäåò ãè-
ïåðáîëè÷íà.

Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà qo � óñòîé÷èâîå ðàâ-
íîâåñèå è èìåþò ìåñòî ïåðèîäè÷åñêèå, ñ ÷àñòîòàìè ωi =

√
ci,

êîëåáàíèÿ ïî êàæäîìó èç àãðåãàòîâ, íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû �
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êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðîäóêòîâ qi � â îáùåì ñëó÷àå èç-çà íåñî-
èçìåðèìîñòè ÷àñòîò áóäóò ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì êâàçèïåðèî-
äè÷åñêè. Âåðîÿòíî ïîýòîìó èçó÷åíèå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòè ñî-
ñòîÿíèÿ çàïàñîâ îò âðåìåíè îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëü-
íûì.

�Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû�. Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
çàäà÷ ìåõàíèêè ôóíêöèÿ T � ëèíåéíî - êâàäðàòè÷íà ïî ñêîðî-
ñòÿì, ò.å. ñîîòíîøåíèå ( 1.1) èìååò âèä

T (q) =
1

2
(A(q)v,v) + (B(q)v,q) . (4.3)

Ëèíåéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýòîé ôóíêöèè, êàê èçâåñòíî, îïðåäå-
ëÿåò äåéñòâóþùèå â ñèñòåìå ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû. Ïóñòü, êàê
è âñþäó â ýòîì ðàçäåëå, ìàòðèöà A è âåêòîð B ïîñòîÿííû. Òî-
ãäà ïðè êâàäðàòè÷íîì ïîòåíöèàëå

U(q) =
1

2
(C (q− qo) , (q− qo)) , C = CT = const (4.4)

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä

Aq̈+Gq̇+C (q− qo) = 0, (4.5)

ãäå
G = −GT = B−BT −

ïîñòîÿííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.
Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ïîâå-

äåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èñòî÷íèê íå ñîïðîâîæäà-
þùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè ïîòåðÿìè ïåðåìåíû ðîäà äåÿòåëüíîñ-
òè � ïåðåõîäà ñ ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ îäíèõ ïðîäóêòîâ íà
ïðîèçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå äðóãèõ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ïðè äîáàâëåíèè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë ïî-ïðåæíåìó äî-
ïóñêàþò èíòåãðàë ýíåðãèè ( 1.10). Èíûìè ñëîâàìè, â çàâèñèìî-
ñòè îò ïðåäïî÷òåíèé ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû â ýêîíîìèêå ìîãóò
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áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû ëèáî êàê �äàíü ìîäå�, ëèáî êàê èñòî÷-
íèê êîíñåðâàòèâíîãî �ïîâåäåí÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ�.

Â ýòîé ñâÿçè ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé è ñòàáèëèçèðóþùàÿ ðîëü �ïî-
âåäåí÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ�: åñëè qo � íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå
÷åòíîé ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè, òî ïðàâèëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ òà-
êîãî ðàçíîîáðàçèÿ ïîçâîëÿåò åãî ñòàáèëèçèðîâàòü. Â òî æå âðå-
ìÿ, íå÷åòíîñòü ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè òàêîãî ðàâíîâåñèÿ óêà-
çûâàåò íà òî, ÷òî îíî íå ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíî ïîñðåä-
ñòâîì �ìîäíûõ íîâîââåäåíèé�.

5. Ìíîãîïðîäóêòîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü. Îáùåå èñ-
ñëåäîâàíèå ìíîãîïðîäóêòîâîé íåëèíåéíîé ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ
ñòîëü æå çàòðóäíèòåëüíûì, ñêîëü çàòðóäíèòåëüíî èññëåäîâà-
íèå çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñòåïå-
íåé ñâîáîäû ïðåâîñõîäèò åäèíèöó. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà òîìó �
îòñóòñòâèå â îáùåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ, íå ïîçâîëÿþùåå îñóùåñòâèòü ýôôåêòèâíîå àãðåãèðîâàíèå,
êîòîðîå â ìåõàíèêå èìåíóåòñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ íà-
òóðàëüíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé, ñðåäè íàèáîëåå îáùèõ ðå-
çóëüòàòîâ ïîìèìî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ëèáðàöèîííûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [12]), ìîæíî âûäåëèòü è
òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà èìïóëüñíûõ óïðàâ-
ëåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ â ëþáîå äðóãîå áåç ïîòåðè ýíåðãèè ïî-
ñðåäñòâîì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåêëþ÷åíèé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
çàïàñîâ [13].

Î ðåàëüíîñòè è î òîðãîâëå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî
îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òîðãîâëÿ â ðàññìîòðåííûõ îïèñàíèÿõ ïîâå-
äåíèÿ, â öåëîì, íå ïðåäóñìîòðåíà � ñïîñîá ðà÷èòåëüíîãî, �ïå-
ðèîäè÷åñêîãî� õîçÿéñòâîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì.
Ñïðàøèâàåòñÿ, âîçìîæåí ëè òàêîé ìåõàíèçì â ðåàëüíîñòè, â
óñëîâèÿõ, êîãäà ïðîèçâîäñòâî òîâàðîâ äëÿ îòäà÷è âîâíå, à íå
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çàïàñîâ äëÿ âíóòðåííåãî ïîòðåáëåíèÿ ñòàâèòñÿ âî ãëàâó óãëà.
Âåðîÿòíî, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, ïðèìåð ÷åìó äà-
þò ïðàâèëüíî ïîñòàâëåííûå ìîíàñòûðñêèå õîçÿéñòâà, â êîòî-
ðûõ òðóäíèêè, ìàñòåðà ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé, ðàáîòàþò, òàê
ñêàçàòü, �íà îäèí êîòåë�, äà è ïîòðåáëÿþò èç òîãî êîòëà ñîîáùà,
ïî òåì èëè èíûì óñòàíîâëåííûì ïðàâèëàì.

×òî êàñàåòñÿ òîðãîâëè, òî â ñëó÷àå ðà÷èòåëüíîãî âåäåíèÿ õî-
çÿéñòâîâàíèÿ ïîâîäîì äëÿ îòäà÷è âîâíå îäíèõ çàïàñîâ â îáìåí
íà ïîëó÷åíèå èçâíå äðóãèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìîñòü èëè
æåëàíèå �îòîäâèíóòü� îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû
â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ îò ãðàíèö ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà,
íà êîòîðûõ òîò èëè èíîé çàïàñ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè íåðà-
÷èòåëüíîì âåäåíèè õîçÿéñòâîâàíèÿ ïîâîäîâ äëÿ òîðãîâëè áîëü-
øå � îòäà÷à âîâíå îäíèõ çàïàñîâ â îáìåí íà ïîëó÷åíèå èçâíå
äðóãèõ ìîæåò ïåðåâåñòè íåðà÷èòåëüíûé ñïîñîá õîçÿéñòâîâàíèÿ
â ðà÷èòåëüíûé è òåì ñàìûì óñòðàíèòü ñàìîðàçðóøåíèå ñèñòå-
ìû.

6. Ïðèëîæåíèå. Ïèñüìî ã-íà Àíðè Ïóàíêàðå ã-íó

Ëåîíó Âàëüðàñó3. Ìîé äîðîãîé êîëëåãà, Âû íå îáðàòèëè
âíèìàíèÿ íà ìîþ ìûñëü. ß îòíþäü íå õîòåë áû ñêàçàòü, ÷òî
Âû ïðåâûñèëè "òî÷íûå ãðàíèöû". Âàøå îïðåäåëåíèå ïðåäåëü-
íîé ïîëåçíîñòè êàæåòñÿ çàêîííûì. ß ìîã áû åãî îïðàâäàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìîæíî ëè èçìåðèòü óäîâëåòâîðåííîñòü?
ß ìîãó ñêàçàòü, ÷òî âîò ýòî óäîâëåòâîðåííîñòü áîëüøå âîò òîãî,
ïîòîìó ÷òî ÿ ïðåäïî÷èòàþ îäíî äðóãîìó. Íî ÿ íå ìîãó ñêàçàòü,
÷òî âîò ýòà óäîâëåòâîðåííîñòü â äâà ðàçà èëè â òðè ðàçà áîëüøå,
÷åì âîí òà. Òàêîå âûñêàçûâàíèå ñàìî ïî ñåáå íå èìååò ñìûñëà,
è ãîâîðèòü ìîæíî íå èíà÷å êàê ïî ïðîèçâîëüíîìó ñîãëàøåíèþ.

Óäîâëåòâîðåííîñòü - ýòî âåëè÷èíà, íî âåëè÷èíà íåèçìåðè-
ìàÿ. Òåïåðü: íåèçìåðèìàÿ âåëè÷èíà - îêàçûâàåòñÿ ëè îíà ïîëíî-

3Íà: Les �el�ements d'�economie politique pure, 4 e ed. Recue le 1-er octobre
1901. (Ïðèìå÷àíèå Ëåîíà Âàëüðàñà)
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ñòüþ èñêëþ÷åííîé èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé? Âîâñå íåò.
Òåìïåðàòóðà, íàïðèìåð (ïî êðàéíåé ìåðå, äî ïîÿâëåíèÿ òåðìî-
äèíàìèêè, êîòîðàÿ äàëà ñìûñë ïîíÿòèþ àáñîëþòíîé òåìïåðà-
òóðû), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó, íå ïîääàþùóþñÿ èçìåðå-
íèþ. È ýòî ïðîèçâîë, ÷òî åå èçìåðÿþò ïî ðàñøèðåíèþ ðòóòè.
Åå ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü íà ñòîëü æå çàêîííîì îñíîâà-
íèè êàê íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò ðàñøèðåíèÿ ÷åãî-ëèáî äðóãîãî
è èçìåðÿòü ëþáîé ôóíêöèåé ýòîãî ðàñøèðåíèÿ, ïðè óñëîâèè,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ îêàæåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Òàêæå è
çäåñü � Âû ìîæåòå îïðåäåëèòü óäîâëåòâîðåííîñòü êàê ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âñåãäà ðàñ-
òåò â òî âðåìÿ, êîãäà ðàñòåò óäîâëåòâîðåííîñòü, êîòîðóþ îíà
ïðåäñòàâëÿåò. Â âàøåì ðàñïîðÿæåíèè, òàêèì îáðàçîì, áóäóò
íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, íî ïîñëå òîãî, êàê áóäåò ñäå-
ëàí âûáîð, ó Âàñ áóäåò ïðàâî äåëàòü âûâîäû íà îñíîâàíèè ðàñ-
÷åòîâ. Åñëè â ýòèõ âûâîäàõ, ïî-ïðåæíåìó áóäóò îñòàâàòüñÿ ïðî-
èçâîëüíûå ôóíêöèè, ýòè âûâîäû íå áóäóò íåâåðíûìè, íî áóäóò
ëèøåíû êàêîãî-ëèáî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó îíè áóäóò ïîä÷èíÿòü-
ñÿ ïðîèçâîëüíûì ñîãëàøåíèÿì, ïðèíÿòûì âíà÷àëå. Âû äîëæíû
ñòðåìèòüñÿ ê óñòðàíåíèþ ýòèõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, è ýòî òî,
÷òî Âû è äåëàåòå.

Äðóãîå çàìå÷àíèå: ÿ ìîãó ñêàçàòü, áîëüøóþ ëè óäîâëåòâî-
ðåííîñòü èñïûòûâàåò îäíî è òî æå ëèöî â òåõ óñëîâèÿõ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ýòèìè; íî ó ìåíÿ íåò íèêàêîé âîçìîæíîñòè ñðàâ-
íèòü óäîâëåòâîðåíèå, èñïûòûâàåìîå äâóìÿ ðàçíûìè ëèöàìè.
Ýòî óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
äîëæíû áûòü óñòðàíåíû.

Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ÿ ãîâîðèë î �òî÷íûõ ãðàíèöàõ� � ýòî
ñîâñåì íå òî, ÷òî ÿ èìåë â âèäó. ß ñ÷èòàë, ÷òî ïðåæäå ëþáîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ èìåþòñÿ êàêèå-òî ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ãèïîòåçû, è äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ðàññóæäåíèÿ îêàçàëèñü
ïëîäîòâîðíûìè (êàê è â ïðèëîæåíèÿõ, ïðåæäå âñåãî, â ôèçè-
êå), íóæíî, ÷òîáû ýòè ãèïîòåçû áûëè ïðèíÿòû âî âíèìàíèå.
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Èíûìè ñëîâàìè, åñëè îá ýòîì óñëîâèè çàáûâàþò, òî òåì ñàìûì
ïåðåñåêàþò òî÷íûå ãðàíèöû.

Íàïðèìåð, â ìåõàíèêå ÷àñòî ïðåíåáðåãàþò òðåíèåì è ðàñ-
ñìàòðèâàþò òåëà êàê ïðåäåëüíî îòïîëèðîâàííûå. À Âû ðàñ-
ñìàòðèâàåòå ëþäåé êàê êðàéíèõ ýãîèñòîâ è êàê êðàéíèõ ÿñíî-
âèäÿùèõ. Ïåðâîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè, íî âòîðîå ìîæåò ïîòðåáîâàòü íåêîòîðûõ îãîâî-
ðîê 4.

Èñêðåííå ïðåäàííûé Âàì êîëëåãà Ïóàíêàðå.
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ÓÄÊ 531.332.1

Î ÍÅÂÎÇÌÎÆÍÎÑÒÈ ×ÈÑÒÎÃÎ ÑÊÀÒÛÂÀÍÈß
ÂÅÐÒÈÊÀËÜÍÎ ÂÍÈÇ ÒßÆÅËÎÃÎ ÄÈÑÊÀ ÏÎ ÊÐÈÂÎÉ

Ñ ÊÓËÎÍÎÂÛÌ ÒÐÅÍÈÅÌ

À. Ñ. Ñóìáàòîâ

Äîêàçàíî, ÷òî èçâåñòíîå ðåøåíèå [1, 2] çàäà÷è î áðàõèñòî-
õðîíå äëÿ òÿæåëîãî îäíîðîäíîãî êðóãëîãî äèñêà, êîòîðûé êà-

òèòñÿ ïî îïîðíîé êðèâîé áåç ñêîëüæåíèÿ, íåñîâìåñòèìî ñ çà-

êîíîì òðåíèÿ Êóëîíà, åñëè èìåííî ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ îáåñ-

ïå÷èâàåò îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ äèñêà â òî÷êå êàñàíèÿ åãî

ñ îïîðíîé êðèâîé � ýêâèäèñòàíòîé öèêëîèäû.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ñóõîå òðåíèå, êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ïî-
êîÿ, óðàâíåíèÿ êà÷åíèÿ äèñêà, ñèëà ðåàêöèè.

Â ðåøåíèè [1, 2] çàäà÷è î íàèáûñòðåéøåì ñêàòûâàíèè òÿ-
æåëîãî äèñêà ïî ïëîñêîé êðèâîé èç ïîëîæåíèÿ A öåíòðà äèñêà
â ïîëîæåíèå B â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè äèñê ïîêîèòñÿ è
íà÷èíàåò êàòèòüñÿ áåç ñêîëüæåíèÿ ïî êðèâîé ñ âåðòèêàëüíîé
êàñàòåëüíîé. Êèíåìàòè÷åñêîå óñëîâèå îòñóòñòâèÿ ñêîëüæåíèÿ è
óðàâíåíèÿ äèíàìèêè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò äåéñòâóþùóþ íà
äèñê ñèëó ñî ñòîðîíû îïîðíîé êðèâîé. Îêàçûâàåòñÿ, â îêðåñò-
íîñòè ñòàðòà òàíãåíöèàëüíàÿ è íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòû ýòîé
ñèëû íå ïîä÷èíÿþòñÿ çàêîíó ñóõîãî òðåíèÿ Êóëîíà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, êîãäà â òî÷êå êîíòàêòà äèñêà ñ îïîðîé ðàçâèâàåòñÿ òîëü-
êî ñèëà ñóõîãî òðåíèÿ, òî îáÿçàòåëüíî íà÷íåòñÿ ñêîëüæåíèå, è
ïîòîìó íàéäåííàÿ â óêàçàííîì ðåøåíèè îïîðíàÿ êðèâàÿ, ýêâè-
äèñòàíòà öèêëîèäû, ðåøåíèåì ïîñòàâëåííîé âàðèàöèîííîé çà-
äà÷è íå ÿâëÿåòñÿ.

Ñîãëàñíî [1, 2], áðàõèñòîõðîíà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýêâèäèñ-
òàíòíóþ êðèâóþ, îòñòîÿùóþ îò òðàåêòîðèè öåíòðà O äèñêà, íà
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ðàññòîÿíèè, ðàâíîì ðàäèóñó äèñêà, à òðàåêòîðèåé öåíòðà äèñ-
êà ÿâëÿåòñÿ äóãà öèêëîèäû. Óêàçàííàÿ äóãà èìååò â ñòàðòîâîé
òî÷êå âåðòèêàëüíóþ êàñàòåëüíóþ, è äèñê íà÷èíàåò ñêàòûâàòüñÿ
èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ. Íà ðèñ. äóãà öèêëîèäû îáîçíà÷åíà Γ1,
à åå ýêâèäèñòàíòà � Γ2.

Ââåäåì â ñòàðòîâîì ïîëîæåíèè, â òî÷êå îïîðû O, ñèñòåìó
êîîðäèíàò ñ âåðòèêàëüíîé îñüþ Ox. Ïóñòü P(mg, 0) � âåñ äèñ-
êà ìàññû m, åäèíè÷íûå âåêòîðû êàñàòåëüíîé ê îïîðíîé êðèâîé
τ(τx, τy) è íîðìàëè n(nx, ny) â òåêóùåé òî÷êå îïîðû äèñêà çà-
äàíû ñâîèìè êîîðäèíàòàìè â îñÿõ Oxy.

Ðèñ.1. Ñêàòûâàíèå äèñêà èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ

Óðàâíåíèÿ êà÷åíèÿ äèñêà áåç ñêîëüæåíèÿ èìåþò âèä

m
dv

dt
= Rτ +mgτx ,

mv2

ρ
= Rn +mgnx ,

1

2
mr2ω̇ = rRτ , (1)

v + ωr = 0 , (2)

ãäå v - ìîäóëü ñêîðîñòè öåíòðà äèñêà, r - ðàäèóñ äèñêà, ω -
óãëîâàÿ ñêîðîñòü, ρ−1 > 0 - êðèâèçíà êðèâîé Γ1 â òî÷êå C,
R(Rτ , Rn) - ðåàêöèÿ îïîðû Γ2, ïðèëîæåííàÿ ê äèñêó.

Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ ïî âðåìåíè êèíåìàòè÷åñêîå óðàâíå-
íèå ( 2 ), êîòîðîå âûðàæàåò ïîñòîÿííîå îòñóòñòâèå ñêîëüæåíèÿ
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äèñêà â òî÷êå êîíòàêòà, èñêëþ÷èì â íåì óñêîðåíèÿ v̇, ω̇ ïðè
ïîìîùè äèíàìè÷åñêèõ óðàâíåíèé ( 1 ). Òîãäà ïîëó÷èì

3

m
Rτ + gτx = 0, Rτ = − 1

3
mgτx.

Èç âòîðîãî óðàâíåíèÿ ( 1 ) ñëåäóåò, ÷òî

Rn =
mv2

ρ
−mgnx.

Ñîãëàñíî çàêîíó Êóëîíà ñèëû òðåíèÿ è íîðìàëüíîãî äàâëå-
íèÿ ñâÿçàíû íåðàâåíñòâîì∣∣∣∣∣∣∣∣

− 1

3
mgτx

mv2

ρ
−mgnx

∣∣∣∣∣∣∣∣ ≤ f0 (3)

(f0 < 1 - êîýôôèöèåíò òðåíèÿ ïîêîÿ). Âáëèçè òî÷êè O ñêîðîñòü
v ≪ 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, íàðÿäó ñ íåðàâåíñòâîì ( 3 ) îáÿçàòåëü-
íî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî

1

3

∣∣∣∣ τxnx

∣∣∣∣ < 1

Íî îíî ïðîòèâîðå÷èâî, òàê êàê 1− τx ≪ 1 è |nx| ≪ 1.

ÂÛÂÎÄ. Ñèëà êóëîíîâà òðåíèÿ íå ìîæåò îáåñïå÷èòü îòñóò-
ñòâèÿ ñêîëüæåíèÿ â ñàìîì íà÷àëå ñêàòûâàíèÿ òÿæåëîãî îäíî-
ðîäíîãî êðóãëîãî äèñêà èç ñîñòîÿíèÿ ðàâíîâåñèÿ ïî ëþáîé ðå-
ãóëÿðíîé êðèâîé, èìåþùåé â íà÷àëüíîé òî÷êå âåðòèêàëüíóþ
êàñàòåëüíóþ è êîíå÷íóþ êðèâèçíó.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå Ðîññèéñêîãî
ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêòû � 12-01-00536
è 12-08-00637).
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