
ÓÄÊ 531.36, 334.01

Î ÐÀ×ÈÒÅËÜÍÎÌ ÝÊÎÍÎÌÈ×ÅÑÊÎÌ ÏÎÂÅÄÅÍÈÈ Ñ
ÒÎ×ÊÈ ÇÐÅÍÈß ÊËÀÑÑÈ×ÅÑÊÎÉ ÌÅÕÀÍÈÊÈ

À.À.Áóðîâ

Âîïðîñ î ðà÷èòåëüíîì è íåðà÷èòåëüíîì õîçÿéñòâîâàíèè
ðàññìàòðèâàåòñÿ ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïðåä-
ëàãàåòñÿ ïîäõîä ê åãî îïèñàíèþ ñ ïîìîùüþ àíàëîãà óðàâíåíèé
Íüþòîíà è óðàâíåíèé Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà, äàåòñÿ ýêî-
íîìè÷åñêàÿ òðàêòîâêà ôóíäàìåíòàëüíûõ ïîíÿòèé ìåõàíèêè
òàêèõ, íàïðèìåð, êàê êèíåòè÷åñêàÿ è ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ.

Â 2009 ãîäó èñïîëíèëîñü ñòî ëåò ñ âûõîäà çíàìåíèòîé
ïóáëèêàöèè Ëåîíà Âàëüðàñà �Ýêîíîìèêà è ìåõàíèêà� [1]. Â
ýòîé ñâîåé ïîñëåäíåé ðàáîòå Ë.Âàëüðàñ åùå ðàç ñäåëàë ïîïûò-
êó íàéòè àíàëîãè ìåæäó çàêîíàìè ïîâåäåíèÿ õîçÿéñòâóþùèõ
ñóáúåêòîâ è çàêîíàìè ìåõàíèêè. Òàêàÿ åñòåñòâåííàÿ èäåÿ,
ïðåæäå âñåãî, ïîïûòêà ïîñòðîåíèÿ òîé èëè èíîé àêñèîìàòè-
êè, ïîçâîëÿþùåé òàê èëè èíà÷å îïèñûâàòü ïðîèçâîäñòâî è
ïîòðåáëåíèå, âîñõîäÿùàÿ, âåðîÿòíî, ê ðàáîòàì Àäàìà Ñìè-
òà, äîñòàòî÷íî øèðîêî ïðåäñòàâëåíà â èññëåäîâàíèÿõ ñîâðå-
ìåííûõ ýêîíîìèñòîâ [2�9]. Â ÷àñòíîñòè, áîëüøîå âíèìàíèå
óäåëÿåòñÿ óðàâíåíèÿì, âîçíèêàþùèì êàê óðàâíåíèÿ ýêñòðåìà-
ëåé äèñêîíòèðîâàííîãî ôóíêöèîíàëà ïîëåçíîñòè. Òàêèå óðàâ-
íåíèÿ õîðîøî èçâåñòíû â ìåõàíèêå � îíè ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé
óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà ñ äèññèïàòèâíûìè ñèëàìè ñïåöèàëüíî-
ãî âèäà, îïðåäåëåííûìè ñïîñîáîì ââåäåíèÿ äèñêîíòèðîâàíèÿ.
Ïðè èõ èññëåäîâàíèè, â ÷àñòíîñòè, ñòàâèòñÿ âîïðîñ èçó÷å-
íèÿ ðåãóëÿðíîãî è õàîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ, óñòàíîâèâøèõñÿ
�äâèæåíèé� è èõ óñòîé÷èâîñòè. Ïðè ýòîì, çàäà÷à ïðîèçâîä-
ñòâà, êàê ïðàâèëî, ôîðìóëèðóåòñÿ òàê ( [10]): �âûáðàòü íîð-
ìó íàêîïëåíèÿ s òàê, ÷òîáû ìàêñèìèçèðîâàòü ïðèâåäåííîå
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ïîòðåáëåíèå1 íà ïëàíîâîì ïåðèîäå�.
Â òî æå âðåìÿ, ñêîðåå âñåãî èìåííî �ðûíî÷íàÿ� îðèåíòèðî-

âàííîñòü ïðåäëàãàåìûõ ìîäåëåé íå äàëà âîçìîæíîñòè âû÷ëå-
íèòü ïðîñòóþ è ïîíÿòíóþ àêñèîìàòèêó, àíàëîãè÷íóþ íüþ-
òîíîâñêîé, èçâåñòíîé èç ìåõàíèêè � âî ãëàâó èññëåäîâàíèé
ñòàâèòñÿ íàëè÷èå òîâàðíîãî îáìåíà, ìàêñèìèçàöèÿ ïðèáûëè
è ïðî÷èå ôàêòîðû, çàòåíÿþùèå ñìûñë ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåá-
ëåíèÿ, êàê ýëåìåíòîâ ÷åëîâå÷åñêîãî áûòèÿ. Áîëåå òîãî, êàê íà
òî óêàçûâàþò, íàïðèìåð, ðåçóëüòàòû [9,11], ïðàâèëüíîå îïè-
ñàíèå áîëüøèõ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì, â êîòîðûõ ñóùåñòâåííà
ðîëü èãðîâîãî ýëåìåíòà, åùå áîëåå óñóãóáëÿåìàÿ íàëè÷èåì äå-
íåã â èõ ñîâðåìåííîì ñìûñëå, òðåáóåò ïðèíöèïèàëüíî èíîãî
ïîäõîäà ê ïîïûòêàì ñòàòèñòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ ìàòåðèàëü-
íîé ñîñòàâëÿþùåé ñîâðåìåííîãî áûòèÿ.

Ïðè íàëè÷èè �äèññèïàöèè� - áóäü îíà ôèñêàëüíîãî ïðîèñ-
õîæäåíèÿ èëè ïîðîæäåíà óñòàðåâàíèåì, �óòðóñêîé è óñóø-
êîé� � ïðåäëàãàåìàÿ àêñèîìàòèêà íèêàê íå ìîæåò ïîêèíóòü
ðàìîê �àðèñòîòåëåâîé àêñèîìàòèêè ìåõàíèêè�, ñîãëàñíî êîòî-
ðîé äëÿ ïîääåðæàíèÿ äâèæåíèÿ òðåáóåòñÿ ïîñòîÿííîå ïðè-
ëîæåíèå ñèëû ê äâèæóùåìóñÿ îáúåêòó. Ïîïûòêå ïðåîäîëåòü
èìåþùååñÿ ïîëîæåíèå âåùåé ïîñâÿùåíà íàñòîÿùàÿ ðàáîòà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ãðàíòû 12-01-
00536-à, 12-08-00637-à.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ðà÷èòåëüíûé õîçÿèí, êèíåòè÷åñêàÿ ýíåð-
ãèÿ, ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ, óðàâíåíèÿ Íüþòîíà, óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà, ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ, ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèå,
ìíîãî÷àñòîòíûå êîëåáàíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è. Ïðîñòðàíñòâî êîíôèãóðàöèé.

Ðàññìîòðèì õîçÿéñòâåííóþ äåÿòåëüíîñòü ðà÷èòåëüíîãî õîçÿè-
íà (ÐÕ) ñ òî÷êè çðåíèÿ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Ïîä ðà÷èòåëü-
íîñòüþ áóäåì ïîíèìàòü òàêîå ïîâåäåíèå õîçÿèíà, ïðè êîòîðîì

1âûäåëåíî íàìè
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âñÿ åãî õîçÿéñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü îðèåíòèðîâàíà íà òî, ÷òîáû
ãàðàíòèðîâàòü ñâîè ïðîèçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå, íå âûõîäÿ çà
ðàìêè çàìêíóòîé ñèñòåìû äîìàøíåãî õîçÿéñòâà. Èíûìè ñëîâà-
ìè, â èäåàëå ÐÕ îðãàíèçóåò ñâîþ æèçíü è ñâîþ õîçÿéñòâåííóþ
äåÿòåëüíîñòü âíå çàâèñèìîñòè îò êàêîãî áû òî íè áûëî òîâàðî-
îáìåíà, ò.å. âåäåò íàòóðàëüíîå õîçÿéñòâî. Â òî æå âðåìÿ, åñëè
õîçÿèíó íå óäàåòñÿ îðãàíèçîâàòü ñâîè äåëà òàê, ÷òîáû åãî õî-
çÿéñòâîâàíèå ìîæíî áûëî íàçâàòü ðà÷èòåëüíûì, òî áóäåì íà-
çûâàòü òàêîãî õîçÿèíà íåðà÷èòåëüíûì (ÍÐÕ).

Êîíôèãóðàöèîííîå ïðîñòðàíñòâî. Ïóñòü ñîáûòèÿ ðàç-
âèâàþòñÿ â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ X ðàçìåðíîñòè n è ñîñòîÿò â
ïîòðåáëåíèè è ïðîèçâîäñòâå ïðîäóêòîâ, êîëè÷åñòâî êîòîðûõ â
êëàäîâîé îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíîé x = (x1, . . . , xn)

T .
Áûñòðîòà èçìåíåíèÿ êîìïîíåíò âåêòîðà x, ò.å. ðàçíèöà ìåæäó
áûñòðîòîé ïðîèçâîäñòâà è áûñòðîòîé ïîòðåáëåíèÿ ïðîäóêòîâ
xi, i = 1, . . . , n, îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì v = (v1, . . . vn), òàêèì
÷òî v = dx/dt. Òàêèì îáðàçîì åñëè vi < 0, òî ïîòðåáëåíèå ïðî-
èñõîäèò áûñòðåå ÷åì ïðîèçâîäñòâî, è êîëè÷åñòâî i-ãî ïðîäóêòà
â êëàäîâîé óáûâàåò, â òî âðåìÿ êàê ïðè vi > 0 i-ûé ïðîäóêò ïðî-
èçâîäèòñÿ áûñòðåå, ÷åì ïîòðåáëÿåòñÿ, è êëàäîâàÿ íàïîëíÿåòñÿ
ýòèì ïðîäóêòîì.

Ïðèì å ÷ à í è å 1. Ïðîñòðàíñòâî X àíàëîãè÷íî êîíôèãóðà-
öèîííîìó ïðîñòðàíñòâó â ìåõàíèêå. Çàìåòèì, ÷òî â ðàìêàõ äàí-
íîãî ðàññìîòðåíèÿ íåò è ðå÷è î òîì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå êî-
ëè÷åñòâî õîçÿåâ, îñóùåñòâëÿþùèõ äåÿòåëüíîñòü â îäíîì è òîì
æå, îáùåì äëÿ âñåõ íèõ êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå. Ãðó-
áî ãîâîðÿ, õîòÿ êàðòîøêà â ìîåé êëàäîâîé èäåíòè÷íà ïî ïî-
òðåáèòåëüñêèì ñâîéñòâàì êàðòîøêå â êëàäîâîé ñîñåäà, ó ìåíÿ
íåò íèêàêèõ îñíîâàíèé è íèêàêîé âîçìîæíîñòè ðàñïîðÿæàòüñÿ
ñîñåäñêîé êàðòîøêîé. Ýòèì îòëè÷àåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå î êîíôè-
ãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå îò òîãî, ÷òî ïðèíÿòî â êëàññè÷åñêîé
ìåõàíèêå, êîãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äâèæåíèå îñóùåñòâëÿåò-
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ñÿ â îáùåì äëÿ âñåõ òî÷åê îäíîðîäíîì òðåõìåðíîì åâêëèäîâîì
ïðîñòðàíñòâå.

�Ïåðâûé çàêîí Íüþòîíà�. Ïðè îòñóòñòâèè âíåøíèõ âîç-
äåéñòâèé íàòóðàëüíîå õîçÿéñòâî ïðåáûâàåò â ñîñòîÿíèè ðàâíî-
âåñèÿ. Â òàêîì ñîñòîÿíèè êîëè÷åñòâî ïðîèçâîäèìîãî è êîëè÷å-
ñòâî ïîòðåáëÿåìîãî ðàâíû ìåæäó ñîáîé â ëþáîé ìîìåíò âðåìå-
íè.

�Âòîðîé çàêîí Íüþòîíà�. �Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà�.

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñâîè ïðèâû÷êó ðàáîòàòü è ïðèâû÷êó ïî-
òðåáëÿòü âñÿêèé õîçÿèí îïèñûâàåò ôóíêöèåé T = T (v,q), àíà-
ëîãè÷íîé êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè â êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêå. Êàê
è â ìåõàíèêå, ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

T (0,q) = 0, T = T (v,q) > 0 ⇐⇒ v ̸= 0, (1.1)

õîòÿ ýòî ñîâåðøåííî íåîáÿçàòåëüíî. Òàê, äëÿ ñèñòåì, êîòîðûå
ïî àíàëîãèè ñ ìåõàíèêîé áóäóò íàçûâàòüñÿ íàòóðàëüíûìè,

T (q) =
1

2
(m(q)v,v) , (1.2)

ãäå m(q) � �òåíçîð èíåðöèè� õîçÿèíà, ò.å. âåëè÷èíà, îïèñûâà-
þùàÿ åãî ïðèâû÷êè â îòíîøåíèè ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ.
Òåíçîð èíåðöèè â îáùåì ñëó÷àå áóäåì ñ÷èòàòü çàâèñÿùèì îò
ñîñòîÿíèÿ çàïàñîâ q è, áûòü ìîæåò, îò âðåìåíè. Â ïðîñòåéøåì
ñëó÷àå äëÿ íàòóðàëüíûõ ñèñòåì

T (q) =
1

2
v2. (1.3)

Ìîæíî ââåñòè àíàëîã ïîíÿòèÿ êîëè÷åñòâà äâèæåíèÿ

p =
∂T

∂v
, (1.4)

58



ýêîíîìè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ êîòîðîãî òðåáóåò îòäåëüíîãî îá-
ñóæäåíèÿ. Òàê, â ñëó÷àå íàòóðàëüíîé ñèñòåìû

p = m(q)v. (1.5)

Ï ð è ì å ÷ à í è å. Èç ñïåöèàëüíîé òåîðèè îòíîñèòåëü-
íîñòè ìîæíî çàèìñòâîâàòü ôóíêöèþ T â âèäå

T (q) = −E

√
1− (m(q)v,v)

E
, (1.6)

ãäå E - ïîñòîÿííàÿ, èìåþùàÿ òó æå ðàçìåðíîñòü, ÷òî è T. Ïðè
ýòîì èìïóëüñ ïðèìåò âèä

p =
m(q)v√

1− (m(q)v,v)

E

(1.7)

Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ñîñòîÿíèå êëàäîâîé ëþáîãî õîçÿèíà îïè-
ñûâàåòñÿ ôóíêöèåé U = U(q), îïðåäåëåííîé â ïðîñòðàíñòâå çà-
ïàñîâ è àíàëîãè÷íîé ïîòåíöèàëüíîé ýíåðãèè â êëàññè÷åñêîé ìå-
õàíèêå. Òàêàÿ ôóíêöèÿ, íàïðèìåð, ìîæåò èìåòü âèä

U(q) =
1

2
(C (q− qo) , (q− qo)) , (1.8)

ãäå qo � òî ñàìîå ðàâíîâåñèå, êîòîðîå âîçíèêàåò â ôîðìóëèðîâêå
�ïåðâîãî çàêîíà Íüþòîíà�.

Äèíàìèêà ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ îïèñûâàåòñÿ óðàâíå-
íèÿìè Ëàãðàíæà âòîðîãî ðîäà

d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂q
, q̇ = v, L = T − U. (1.9)

Òàê êàê ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà L ïðåäïîëàãàåòñÿ íå çàâèñÿùåé
ÿâíî îò âðåìåíè, òî óðàâíåíèå ( 1.9) äîïóñêàåò ïåðâûé èíòå-
ãðàëÁ èçâåñòíûé êàê èíòåãðàë Ïåíëåâå � ßêîáè � îáîáù¼ííûé
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èíòåãðàë ýíåðãèè

J0 =

(
∂L

∂v
,v

)
− L = h. (1.10)

Â ïðîñòåéøåì ñëó÷àå, êîãäà �êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ� îïðåäåëåíà
ñîîòíîøåíèåì ( 1.2), ýòîò èíòåãðàë ïðåäñòàâèì â âèäå

J0 = T + U = h. (1.11)

Â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ (1.10) è ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
�êèíåòè÷åñêîé ýíåðãèè� ( 1.1) èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

U(q) = h− T ≤ h, (1.12)

îïðåäåëÿþùåå îãðàíè÷åíèå íà ïîëîæåíèå ñèñòåìû ïðè çàäàí-
íîì óðîâíå èíòåãðàëà ýíåðãèè. Îáëàñòü

Σh = {q : U(q) ≤ h} ,

êàê è â ìåõàíèêå, áóäåì íàçûâàòü îáëàñòüþ âîçìîæíûõ äâè-
æåíèé. Ïðè ôèêñèðîâàííîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé ýíåðãèè ýòó
îáëàñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîèçâîäñòâåííûé ïîòåí-
öèàë: êàêèìè áû íè áûëè äåéñòâèÿ õîçÿèíà ïðè äàííîì óðîâíå
èíòåãðàëà ýíåðãèè, åãî çàïàñû íå ñìîãóò ïîêèíóòü îáëàñòè âîç-
ìîæíîãî äâèæåíèÿ. Îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ òàêæå ïîç-
âîëÿåò îöåíèâàòü çàïàñû òåõ èëè èíûõ ïðîäóêòîâ ïî îòäåëü-
íîñòè èëè â ñîâîêóïíîñòè â ðàìêàõ ïðåäïîëîæåíèÿ î òîì, ÷òî
çàïàñû âñåõ ïðî÷èõ ïðîäóêòîâ ôèêñèðîâàíû.

Â îäíîìåðíîì ñëó÷àå óðîâíè ýòîãî èíòåãðàëà, èçîáðàæåí-
íûå íà ôàçîâîé ïëîñêîñòè, ïîçâîëÿþò äåëàòü ñóæäåíèÿ î ñî-
ñòîÿíèè äåë äàííîãî õîçÿèíà.

2. Îäèí ïðîäóêò. Ëèíåéíûå ìîäåëè. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà
õîçÿéñòâåííàÿ äåÿòåëüíîñòü çàäàåòñÿ ôóíêöèÿìè ( 1.8), ( 1.1)
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â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ ðàçìåðíîñòè åäèíèöà, ò.å ïðîèçâîäèò-
ñÿ è ïîòðåáëÿåòñÿ ðîâíî îäèí ïðîäóêò. Òîãäà ôàçîâûé ïîðòðåò
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ, êîòîðûå îêàçûâàþòñÿ ëèíåéíûìè, ïðåä-
ñòàâëåí íà ðèñ. 1 â ñëó÷àå, êîãäà c > 0, è íà ðèñ. 2, êîãäà c < 0,
ãäå c � åäèíñòâåííàÿ êîìïîíåíòà ìàòðèöû C.

Ýëëèïòè÷åñêèé ñëó÷àé. Îáðàòèì âíèìàíèå íà îñíîâíûå
ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà â ñëó÷àå c > 0, ò.å. â ñëó÷àå, êîãäà
ïîòåíöèàë U(q) � âûïóêëàÿ âíèç ôóíêöèÿ, äîñòèãàþùàÿ ñâîåãî
ìèíèìóìà â òî÷êå qo. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà qo > 0 (ðèñ. 1,à). Òîãäà

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ è çàïàñû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) óñòîé÷èâî � îíî îêðóæåíî ñå-
ìåéñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîãî è òîãî æå ïåðèî-
äà 2. Ýòîò ïåðèîä ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ðàâíûå ÷àñòè,
êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü òàê æå, êàê è ñåçîíû:

2.1. Âåñíà, êîãäà çàïàñû íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñâîåãî ìèíè-
ìóìà, íî ïðîèñõîäèò çàìåíà ïðåîáëàäàíèÿ ñêîðîñòè
ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèçâîäñòâà íà ïðîòè-
âîïîëîæíîå ñîñòîÿíèå;

2.2. Ëåòî, êîãäà çàïàñû áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâû-
øåíèå ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà íàä ñêîðîñòüþ ïîòðåá-
ëåíèÿ áëèçêî ê ìàêñèìàëüíîìó;

2.3. Îñåíü, êîãäà çàïàñû áëèçêè ê ìàêñèìàëüíûì, íî ïðî-
èñõîäèò çàìåíà ïðåîáëàäàíèÿ ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà
íàä ñêîðîñòüþ ïîòðåáëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå ñî-
ñòîÿíèå;

2ñâîéñòâî èçîõðîííîñòè, ò.å. íåçàâèñèìîñòè ïåðèîäà îò àìïëèòóäû âû-
ãëÿäèò íåñêîëüêî íåðåàëüíûì, íî, êàê èçâåñòíî, òàêîâà îñîáåííîñòü ëèíåé-
íûõ ñèñòåì.
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Ðèñ.1

2.4. Çèìà, êîãäà çàïàñû áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâû-
øåíèå ñêîðîñòè ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèç-
âîäñòâà ìàêñèìàëüíî.

3. Ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èìåþòñÿ òå, ÷òî ïåðåñåêà-
þò îñü q = 0, è òå, ÷òî åå íå ïåðåñåêàþò.

3.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íå ïåðåñåêàåò îñü q =
0, ðàçâå ÷òî êàñàåòñÿ åå. Â ýòîì ñëó÷àå çà âåñü æèç-
íåííûé öèêë õîçÿèíó íå ïðèõîäèòñÿ çàëåçàòü â äîëãè.
Òàêîå õîçÿéñòâîâàíèå ìîæíî ïðèçíàòü ðà÷èòåëüíûì.

3.2. Ïóñòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðåñåêàåò îñü
q = 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî æèçíåííûé öèêë õîçÿè-
íà ïðåñåêàåòñÿ, èëè, åñëè áóäåò òàêàÿ âîçìîæíîñòü,
åìó ïðèäåòñÿ çàëåçàòü â äîëãè. Òàêîå õîçÿéñòâîâàíèå
òðóäíî ïðèçíàòü ðà÷èòåëüíûì.

Ïóñòü òåïåðü qo < 0 (ðèñ.1,á). Â ýòîì ñëó÷àå ïîÿñíåíèÿ íàäî
íåñêîëüêî ïåðåìåíèòü. Îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîãî ñëó-
÷àÿ, êîãäà ó õîçÿèíà èìååòñÿ âîçìîæíîñòü æèòü â äîëã. Ïðîòè-
âîïîëîæíûé ñëó÷àé ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëèøêîì ïå÷àëüíûì.

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
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Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ, è äîëãè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) óñòîé÷èâî � îíî îêðóæåíî ñå-
ìåéñòâîì ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé îäíîãî è òîãî æå ïåðè-
îäà. Ýòîò ïåðèîä òàêæå ìîæíî ðàçáèòü íà ÷åòûðå ðàâíûå
÷àñòè, êîòîðûå ìîæíî íàçâàòü òàê æå, êàê è ñåçîíû:

2.1. Âåñíà, êîãäà äîëãè íàõîäÿòñÿ âáëèçè ñâîåãî ìàêñè-
ìóìà, íî ïðîèñõîäèò çàìåíà ïðåîáëàäàíèÿ ñêîðîñòè
ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèçâîäñòâà íà ïðîòè-
âîïîëîæíîå ñîñòîÿíèå;

2.2. Ëåòî, êîãäà äîëãè áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâûøå-
íèå ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà íàä ñêîðîñòüþ ïîòðåáëå-
íèÿ áëèçêî ê ìàêñèìàëüíîìó;

2.3. Îñåíü, êîãäà äîëãè áëèçêè ê ìèíèìàëüíûì, à òî è âî-
âñå îòñóòñòâóþò (ñì. ï.3), íî ïðîèñõîäèò çàìåíà ïðå-
îáëàäàíèÿ ñêîðîñòè ïðîèçâîäñòâà íàä ñêîðîñòüþ ïî-
òðåáëåíèÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå ñîñòîÿíèå;

2.4. Çèìà, êîãäà äîëãè áëèçêè ê ðàâíîâåñíûì è ïðåâûøå-
íèå ñêîðîñòè ïîòðåáëåíèÿ íàä ñêîðîñòüþ ïðîèçâîä-
ñòâà ìàêñèìàëüíî.

3. Ñðåäè ïåðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé èìåþòñÿ òå, ÷òî ïåðåñåêà-
þò îñü q = 0, è òå, ÷òî åå íå ïåðåñåêàþò.

3.1. Ïóñòü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå íå ïåðåñåêàåò îñü q = 0
èëè, â êðàéíåì ñëó÷àå, êàñàåòñÿ åå. Â ýòîì ñëó÷àå çà
âåñü æèçíåííûé öèêë õîçÿèí íå âûëåçàåò èç äîëãîâ
è â ñëó÷àå êàñàíèÿ ëèøü îáíóëÿåò èõ.

3.2. Ïóñòü òåïåðü ïåðèîäè÷åñêîå ðåøåíèå ïåðåñåêàåò îñü
q = 0 èëè êàñàåòñÿ åå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî õîçÿèí ïåðè-
îäè÷åñêè âûëåçàåò èç äîëãîâ, íî ïîòîì âíîâü îêàçû-
âàåòñÿ äîëæåí.
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Ðèñ.2

Òàêèì îáðàçîì, õîçÿéñòâîâàíèå ïðè qo < 0 íåëüçÿ ïðèçíàòü
ðà÷èòåëüíûì.

Ãèïåðáîëè÷åñêèé ñëó÷àé. Ïîÿñíèì òåïåðü îñíîâíûå
ñâîéñòâà ôàçîâîãî ïîðòðåòà â ñëó÷àå c < 0, ò.å. â ñëó÷àå, êî-
ãäà ïîòåíöèàë U(q) � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, äîñòèãàþùàÿ ñâîåãî
ìàêñèìóìà â òî÷êå qo. Ïóñòü äëÿ íà÷àëà qo > 0 (ðèñ.2,à). Òîãäà

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ, è çàïàñû îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) � íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â íåãî �âïàäàþò� äâå óñòîé÷èâûå
ñåïàðàòðèñû, èç íåãî �âûòåêàþò� äâå íåóñòîé÷èâûå ñåïà-
ðàòðèñû. Ýòè ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü
íà ÷åòûðå îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôàçîâûå òðàåê-
òîðèè � âåòâè ãèïåðáîëû.

3. Ñâîéñòâà ñåïàðàòðèñ ìîæíî ïîÿñíèòü òàê:

3.1. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-
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íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå ïîïîëíåíèå çàïàñîâ, âåëè÷è-
íà êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.2. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
u ïðîèñõîäèò ýêñ-

ïîíåíöèàëüíî íàðàñòàþùåå ïîïîëíåíèå çàïàñîâ, âå-
ëè÷èíà êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó
çíà÷åíèþ qo;

3.3. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W−
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå îñêóäåíèå çàïàñîâ, âåëè÷èíà
êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.4. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñåW+
u ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî íàðàñòàþùåå îñêóäåíèå çàïàñîâ, âåëè÷è-
íà êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó çíà-
÷åíèþ qo.

4. Ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæíî îïèñàòü òàê:

4.1. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè I îòâå÷àåò �ðàñêðóòêà� èç ñîñòî-
ÿíèÿ íóëåâûõ çàïàñîâ äî íåêîòîðîé ìàêñèìàëüíîé âå-
ëè÷èíû, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñ-
òàþùèì óáûâàíèåì çàïàñîâ è ïîñëåäóþùèì ðàçîðå-
íèåì.

4.2. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè II îòâå÷àåò �ðàñêðóòêà� èç ñî-
ñòîÿíèÿ íóëåâûõ çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ çàìåä-
ëåíèåì òåìïîâ íàêîïëåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íàðàñ-
òàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðîñòà.

4.3. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè III îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ äî íåêîòîðîé ìèíèìàëü-
íîé âåëè÷èíû è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íà-
ðàñòàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðî-
ñòà.
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4.4. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè IV îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ çà-
ìåäëåíèåì òåìïîâ ñîêðàùåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòà-
þùèì óáûâàíèåì çàïàñîâ âïëîòü äî ðàçîðåíèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñëó÷àÿõ, âåäóùèõ ê ðàçîðåíèþ, ðå÷ü èäåò
î ÍÐÕ. Íî è ñëó÷àè, êîãäà çàïàñû íàðàñòàþò äî ñêîëü óãîäíî
áîëüøèõ âåëè÷èí, âðÿä ëè ìîæíî îòíåñòè ê äåÿòåëüíîñòè ÐÕ
� òàêîå ïîâåäåíèå ïðîòèâîðå÷èò òâ¼ðäî óñòàíîâëåííîìó ôàêòó
êîíå÷íîñòè çåìíîé æèçíè. Ñ îïðåäåëåííûìè îãîâîðêàìè ðå÷ü
èä¼ò î ÐÕ â ñëó÷àÿõ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ � ýòè ïðàâèëà õî-
çÿéñòâîâàíèÿ íåñóò â ñåáå áîëüøîé ðèñê ñîðâàòüñÿ ëèáî â ðå-
æèì ðàçîðåíèÿ, ëèáî â ðåæèì íàðàñòàþùåé æàäíîñòè.

Ïóñòü òåïåðü qo < 0 (ðèñ.2,á). Òîãäà

1. Óðàâíåíèÿ ( 1.9) îáëàäàþò ðàâíîâåñíûì ðåøåíèåì (0, qo).
Äëÿ òàêîãî ðåøåíèÿ âñå, ÷òî ïðîèçâîäèòñÿ, òóò æå ïîòðåá-
ëÿåòñÿ, è äîëãè îñòàþòñÿ íåèçìåííûìè.

2. Ðàâíîâåñíîå ðåøåíèå (0, qo) � íåóñòîé÷èâîå ðåøåíèå ãè-
ïåðáîëè÷åñêîãî òèïà. Â íåãî �âïàäàþò� äâå óñòîé÷èâûå
ñåïàðàòðèñû, èç íåãî �âûòåêàþò� äâå íåóñòîé÷èâûå ñåïà-
ðàòðèñû. Ýòè ñåïàðàòðèñû ðàçäåëÿþò ôàçîâóþ ïëîñêîñòü
íà ÷åòûðå îáëàñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ ôàçîâûå òðàåê-
òîðèè � âåòâè ãèïåðáîëû.

3. Ñâîéñòâà ñåïàðàòðèñ ìîæíî ïîÿñíèòü òàê:

3.1. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå ïîãàøåíèå äîëãîâ, âåëè÷èíà
êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.2. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñåW+
u ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî íàðàñòàþùåå ïîãàøåíèå äîëãîâ, âåëè÷è-
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íà êîòîðûõ èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó çíà-
÷åíèþ qo;

3.3. Íà óñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W−
s ïðîèñõîäèò ýêñïî-

íåíöèàëüíî çàòóõàþùåå íàðàñòàíèå äîëãîâ, âåëè÷èíà
êîòîðûõ ñòðåìèòñÿ ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo;

3.4. Íà íåóñòîé÷èâîé ñåïàðàòðèñå W+
u ïðîèñõîäèò ýêñ-

ïîíåíöèàëüíîå íàðàñòàíèå äîëãîâ, âåëè÷èíà êîòîðûõ
èçíà÷àëüíî áëèçêà ê ðàâíîâåñíîìó çíà÷åíèþ qo.

4. Ñâîéñòâà ãèïåðáîëè÷åñêèõ ðåøåíèé ìîæíî îïèñàòü òàê:

4.1. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè I îòâå÷àåò ïîãàøåíèå äîëãîâ äî
íåêîòîðîé ìèíèìàëüíîé âåëè÷èíû, ñîïðîâîæäàþùå-
åñÿ äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòàíèåì äîë-
ãîâ è ïîñëåäóþùèì ðàçîðåíèåì.

4.2. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè II îòâå÷àåò �ðàñêðóòêà� èç ñî-
ñòîÿíèÿ íóëåâûõ çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùàÿñÿ çàìåä-
ëåíèåì òåìïîâ íàêîïëåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íàðàñ-
òàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðîñòà.

4.3. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè III îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ äî íåêîòîðîé ìèíèìàëü-
íîé âåëè÷èíû è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíûì íà-
ðàñòàíèåì êàê ñàìèõ çàïàñîâ, òàê è òåìïîâ èõ ïðèðî-
ñòà.

4.4. Ðåøåíèÿì èç îáëàñòè IV îòâå÷àåò ýêñïîíåíöèàëüíî
áûñòðîå ñîêðàùåíèå çàïàñîâ, ñîïðîâîæäàþùååñÿ çà-
ìåäëåíèåì òåìïîâ ñîêðàùåíèÿ ïðè âåëè÷èíå çàïàñîâ,
áëèçêîé qo, è äàëüíåéøèì ýêñïîíåíöèàëüíî íàðàñòà-
þùèì óáûâàíèåì çàïàñîâ âïëîòü äî ðàçîðåíèÿ.

Åñòåñòâåííî, ÷òî â ñëó÷àÿõ, âåäóùèõ ê ðàçîðåíèþ, ðå÷ü èäåò
î ÍÐÕ. Íî è ñëó÷àè, êîãäà çàïàñû íàðàñòàþò äî ñêîëü óãîä-
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Ðèñ.3

íî áîëüøèõ âåëè÷èí, âðÿä ëè ìîæíî îòíåñòè ê äåÿòåëüíîñòè
ÐÕ � òàêîå ïîâåäåíèå ïðîòèâîðå÷èò òâåðäî óñòàíîâëåííîìó
ôàêòó êîíå÷íîñòè çåìíîé æèçíè. Ñ îïðåäåëåííûìè îãîâîðêà-
ìè ðå÷ü èäåò î ÐÕ â ñëó÷àÿõ óñòîé÷èâûõ ñåïàðàòðèñ � ýòè
ïðàâèëà õîçÿéñòâîâàíèÿ íåñóò â ñåáå áîëüøîé ðèñê ñîðâàòüñÿ
ëèáî â ðåæèì ðàçîðåíèÿ, ëèáî â ðåæèì íàðàñòàþùåé æàäíîñòè.

3. Îäèí ïðîäóêò. Íåëèíåéíûå ìîäåëè. Îáðàòèìñÿ òå-
ïåðü ê ñëó÷àþ, êîãäà ôóíêöèÿ T ïî-ïðåæíåìó èìååò âèä ( 1.1),
íî ôóíêöèÿ U � íå êâàäðàòè÷íà. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçíîîáðàçèå
ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ñòîëü âåëèêî, ÷òî �ýêîíîìè÷åñêóþ èíòåð-
ïðåòàöèþ� íàäî äàâàòü â êàæäîì îòäåëüíîì ñëó÷àå.

Ïóñòü, íàïðèìåð, ïîòåíöèàë U êóáè÷åí ïî êîîðäèíàòå q. Â
ýòîì ñëó÷àå â çàäà÷å èìååòñÿ îäíî óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ýë-
ëèïòè÷åñêîãî òèïà E1 è îäíî íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå ãèïåð-
áîëè÷åñêîãî òèïà H1. Ïðè ýòîì, îäíà âõîäÿùàÿ è îäíà âûõîäÿ-
ùàÿ ñåïàðàòðèñû ãèïåðáîëè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ H1 ñîâïàäàþò è
îõâàòûâàþò óñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå E1, à äâå äðóãèå âõîäÿùàÿ
è âûõîäÿùàÿ ñåïàðàòðèñû ïðîñòèðàþòñÿ äî áåçêîíå÷íîñòè. Òè-
ïè÷íûå ôàçîâûå ïîðòðåòû èçîáðàæåíû íà ðèñ.3.
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Çàìåòèì, ÷òî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîé èíòåðïðåòàöèè
íàáëþäàåìûõ òèïîâ äâèæåíèÿ óæå ïðîñòåéøèå íåëèíåéíûå ìî-
äåëè îäíîâðåìåííî âáèðàþò â ñåáÿ ìíîãèå îñîáåííîñòè ëèíåéíî-
ãî êîëåáàòåëüíîãî è ãèïåðáîëè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
â êóáè÷åñêîé ìîäåëè ìîæíî íàáëþäàòü

1) ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ, îõâàòûâàþùèå óñòîé÷èâîå ðàâ-
íîâåñèå è ïðèñóùèå êîëåáàòåëüíîìó äâèæåíèþ ëèíåéíîé
ñèñòåìû,

2) ýêñïîíåíöèàëüíî áûñòðûå ïðèõîä ñ áåñêîíå÷íîñòè è óõîä
íà áåñêîíå÷íîñòü, ïðèñóùèå ãèïåðáîëè÷åñêîìó ïîâåäåíèþ
ëèíåéíîé ñèñòåìû,

3) ïðèñóùèå ñåïàðàòðèñàì ëèíåéíîé ñèñòåìû àñèìïòîòè÷å-
ñêîå ñòðåìëåíèå ê íåóñòîé÷èâîìó ðàâíîâåñèþ è àñèìïòî-
òè÷åñêèé èñõîä èç íåãî.

Â òî æå âðåìÿ, íåñîìíåííî, äëÿ êóáè÷åñêîãî ïîòåíöèàëà
èìåþòñÿ è íåêîòîðûå êà÷åñòâåííûå ðàçëè÷èÿ. Ñðåäè íèõ óêà-
æåì ïðåæäå âñåãî:

1) íåèçîõðîííîñòü ïåðèîäè÷åñêèõ äâèæåíèé, îõâàòûâàþùèõ
óñòîé÷èâîå ïîëîæåíèå ðàâíîâåñèÿ E1 � èõ ïåðèîä ñóùå-
ñòâåííî çàâèñèò îò èõ àìïëèòóäû;

2) íàëè÷èå ïåòëè ñåïàðàòðèñû, íå íàáëþäàåìîå íè â îäíîé
èç ëèíåéíûõ ìîäåëåé. Ýòà ïåòëÿ ñîñåäñòâóåò, ñ îäíîé ñòî-
ðîíû, ñ íàõîäÿùèìèñÿ âíóòðè íåå äîëãîïåðèîäè÷åñêèìè
äâèæåíèÿìè, è, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñ äâèæåíèÿìè, ïðèõî-
äÿùèìè ñ áåñêîíå÷íîñòè è âíîâü óõîäÿùèìè íà íåå, îäíà-
êî ïðåáûâàþùèìè ïðåäåëüíî äîëãîå âðåìÿ â îêðåñòíîñòè
ýòîé ïåòëè,

3) íàëè÷èå ðîâíî îäíîé ïàðû ñåïàðàòðèñ, ïðîñòèðàþùèõñÿ
íà áåñêîíå÷íîñòü,
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Ðèñ.4

4) â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ëèíåéíîé ãèïåðáîëè÷åñêîé ìîäåëè,
äëÿ âñåõ íåîãðàíè÷åííûõ äâèæåíèé èìååò ìåñòî

4.1) ëèáî ãàðàíòèðîâàííîå ðàçîðåíèå � â ñëó÷àå, êîãäà
êîëè÷åñòâî çàïàñîâ íà ýëëèïòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè
ïðåâîñõîäèò êîëè÷åñòâî çàïàñîâ íà ãèïåðáîëè÷åñêîì
ðàâíîâåñèè,

4.2) ëèáî ãàðàíòèðîâàííûé ýêñïîíåíöèàëüíûé ðîñò � â
ïðîòèâîïîëîæíîì ñëó÷àå, êîãäà êîëè÷åñòâî çàïàñîâ
íà ãèïåðáîëè÷åñêîì ðàâíîâåñèè ïðåâîñõîäèò êîëè÷å-
ñòâî çàïàñîâ íà ýëëèïòè÷åñêîì ðàâíîâåñèè.

Äëÿ ïîòåíöèàëà ÷åòâåðòîé ñòåïåíè ñóùåñòâåííûì îêàçûâà-
åòñÿ îãðàíè÷åííîñòü åãî ñâåðõó èëè ñíèçó. Òàê, åñëè ïîòåíöèàë
îãðàíè÷åí ñâåðõó, òî èìåþòñÿ êàê îãðàíè÷åííûå, ïåðèîäè÷åñêèå
ðåøåíèÿ, òàê è ðåøåíèÿ, óõîäÿùèå íà áåñêîíå÷íîñòü è ïðèõî-
äÿùèå ñ íåå (ðèñ.4,à). Â òî æå âðåìÿ äëÿ ïîòåíöèàëà, îãðàíè-
÷åííîãî ñíèçó, ðåøåíèé, óõîäÿùèõ íà áåñêîíå÷íîñòü, íåò íè ïðè
îäíîì çíà÷åíèè ïîñòîÿííîé èíòåãðàëà ýíåðãèè (ðèñ.4,á).
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4. Ìíîãîïðîäóêòîâàÿ ëèíåéíàÿ ìîäåëü. Ïðåäïîëîæèì
òåïåðü, ÷òî ïðîèçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïðî-
ñòðàíñòâå èç n ïðîäóêòîâ, íî ìîäåëü ïî-ïðåæíåìó îñòàåòñÿ ëè-
íåéíîé è îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè ( 1.9) ñ ôóíêöèåé Ëàãðàí-
æà, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèÿìè (1.8), ( 1.2). Åñëè ìàòðèöà A
çàâèñèò òîëüêî îò êîîðäèíàò, òî ïî òåîðåìå îá îäíîâðåìåííîì
ïðèâåäåíèè ê äèàãîíàëüíîìó âèäó ïàðû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì,
îäíà èç êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, ñóùåñòâóåò ëèíåé-
íàÿ çàìåíà ïåðåìåííûõ

q = RQ, (4.1)

ïîçâîëÿþùàÿ ïðåäñòàâèòü ôóíêöèè T è U êàê

T =
1

2
V2, U =

1

2

(
c1(Q1 −Qo

1)
2 + · · ·+ cn(Qn −Qo

n)
2
)
, V = Q̇.

Ýòà çàìåíà ïîçâîëÿåò îñóùåñòâèòü ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ è
ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå

Q̈i + ci (Qi −Qo
i ) = 0, i = 1, . . . , n. (4.2)

Êîìïîíåíòû âåêòîðà Q c ýêîíîìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìîæ-
íî ðàññìàòðèâàòü êàê ðåçóëüòàò àãðåãèðîâàíèÿ, îïðåäåëÿåìî-
ãî îòîáðàæåíèåì, îáðàòíûì îòîáðàæåíèþ ( 4.1). Äèíàìèêå ïî
êàæäîé èç êîìïîíåíò ýòîãî âåêòîðà ìîæíî äàòü â òî÷íîñòè òó
æå èíòåðïðåòàöèþ, êàê è äëÿ îäíîïðîäóêòîâûõ ìîäåëåé, îïè-
ñàííûõ â ðàçä. 2. Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ ci ñî-
îòâåòñòâóþùèå àãðåãàòû áóäóò äåìîíñòðèðîâàòü äèíàìèêó ïî
êîëåáàòåëüíîìó, ýëëèïòè÷åñêîìó òèïó, â òî âðåìÿ êàê äëÿ îò-
ðèöàòåëüíûõ ci äèíàìèêà ñîîòâåòñòâóþùèõ àãðåãàòîâ áóäåò ãè-
ïåðáîëè÷íà.

Ïîëåçíî çàìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå, êîãäà qo � óñòîé÷èâîå ðàâ-
íîâåñèå è èìåþò ìåñòî ïåðèîäè÷åñêèå, ñ ÷àñòîòàìè ωi =

√
ci,

êîëåáàíèÿ ïî êàæäîìó èç àãðåãàòîâ, íàáëþäàåìûå âåëè÷èíû �
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êîìïîíåíòû âåêòîðà ïðîäóêòîâ qi � â îáùåì ñëó÷àå èç-çà íåñî-
èçìåðèìîñòè ÷àñòîò áóäóò ìåíÿþòñÿ ñî âðåìåíåì êâàçèïåðèî-
äè÷åñêè. Âåðîÿòíî ïîýòîìó èçó÷åíèå ãðàôèêîâ çàâèñèìîñòè ñî-
ñòîÿíèÿ çàïàñîâ îò âðåìåíè îáû÷íî îêàçûâàåòñÿ çàòðóäíèòåëü-
íûì.

�Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû�. Â ðÿäå ïðàêòè÷åñêè âàæíûõ
çàäà÷ ìåõàíèêè ôóíêöèÿ T � ëèíåéíî - êâàäðàòè÷íà ïî ñêîðî-
ñòÿì, ò.å. ñîîòíîøåíèå ( 1.1) èìååò âèä

T (q) =
1

2
(A(q)v,v) + (B(q)v,q) . (4.3)

Ëèíåéíàÿ ñîñòàâëÿþùàÿ ýòîé ôóíêöèè, êàê èçâåñòíî, îïðåäå-
ëÿåò äåéñòâóþùèå â ñèñòåìå ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû. Ïóñòü, êàê
è âñþäó â ýòîì ðàçäåëå, ìàòðèöà A è âåêòîð B ïîñòîÿííû. Òî-
ãäà ïðè êâàäðàòè÷íîì ïîòåíöèàëå

U(q) =
1

2
(C (q− qo) , (q− qo)) , C = CT = const (4.4)

óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèìóò âèä

Aq̈+Gq̇+C (q− qo) = 0, (4.5)

ãäå
G = −GT = B−BT −

ïîñòîÿííàÿ êîñîñèììåòðè÷åñêàÿ ìàòðèöà ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë.
Ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìè÷åñêîãî ïîâå-

äåíèÿ ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê èñòî÷íèê íå ñîïðîâîæäà-
þùåéñÿ ýíåðãåòè÷åñêèìè ïîòåðÿìè ïåðåìåíû ðîäà äåÿòåëüíîñ-
òè � ïåðåõîäà ñ ïðîèçâîäñòâà è ïîòðåáëåíèÿ îäíèõ ïðîäóêòîâ íà
ïðîèçâîäñòâî è ïîòðåáëåíèå äðóãèõ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ ïðè äîáàâëåíèè ãèðîñêîïè÷åñêèõ ñèë ïî-ïðåæíåìó äî-
ïóñêàþò èíòåãðàë ýíåðãèè ( 1.10). Èíûìè ñëîâàìè, â çàâèñèìî-
ñòè îò ïðåäïî÷òåíèé ãèðîñêîïè÷åñêèå ñèëû â ýêîíîìèêå ìîãóò
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áûòü èíòåðïðåòèðîâàíû ëèáî êàê �äàíü ìîäå�, ëèáî êàê èñòî÷-
íèê êîíñåðâàòèâíîãî �ïîâåäåí÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ�.

Â ýòîé ñâÿçè ñòàíîâèòñÿ ÿñíîé è ñòàáèëèçèðóþùàÿ ðîëü �ïî-
âåäåí÷åñêîãî ðàçíîîáðàçèÿ�: åñëè qo � íåóñòîé÷èâîå ðàâíîâåñèå
÷åòíîé ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè, òî ïðàâèëüíàÿ îðãàíèçàöèÿ òà-
êîãî ðàçíîîáðàçèÿ ïîçâîëÿåò åãî ñòàáèëèçèðîâàòü. Â òî æå âðå-
ìÿ, íå÷åòíîñòü ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè òàêîãî ðàâíîâåñèÿ óêà-
çûâàåò íà òî, ÷òî îíî íå ìîæåò áûòü ñòàáèëèçèðîâàíî ïîñðåä-
ñòâîì �ìîäíûõ íîâîââåäåíèé�.

5. Ìíîãîïðîäóêòîâàÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü. Îáùåå èñ-
ñëåäîâàíèå ìíîãîïðîäóêòîâîé íåëèíåéíîé ìîäåëè îêàçûâàåòñÿ
ñòîëü æå çàòðóäíèòåëüíûì, ñêîëü çàòðóäíèòåëüíî èññëåäîâà-
íèå çàäà÷ êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè â ñëó÷àå, êîãäà ÷èñëî ñòåïå-
íåé ñâîáîäû ïðåâîñõîäèò åäèíèöó. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà òîìó �
îòñóòñòâèå â îáùåì ñëó÷àå äîïîëíèòåëüíûõ çàêîíîâ ñîõðàíå-
íèÿ, íå ïîçâîëÿþùåå îñóùåñòâèòü ýôôåêòèâíîå àãðåãèðîâàíèå,
êîòîðîå â ìåõàíèêå èìåíóåòñÿ ðàçäåëåíèåì ïåðåìåííûõ.

Â ñëó÷àå, êîãäà ýêîíîìè÷åñêîå ïîâåäåíèå îïèñûâàåòñÿ íà-
òóðàëüíîé êîíñåðâàòèâíîé ñèñòåìîé, ñðåäè íàèáîëåå îáùèõ ðå-
çóëüòàòîâ ïîìèìî òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ëèáðàöèîííûõ ïå-
ðèîäè÷åñêèõ ðåøåíèé (ñì., íàïðèìåð, [12]), ìîæíî âûäåëèòü è
òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íîãî ÷èñëà èìïóëüñíûõ óïðàâ-
ëåíèé, ïîçâîëÿþùèõ ïåðåâåñòè ñèñòåìó èç îäíîãî ïîëîæåíèÿ
â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ â ëþáîå äðóãîå áåç ïîòåðè ýíåðãèè ïî-
ñðåäñòâîì êîíå÷íîãî ÷èñëà ïåðåêëþ÷åíèé ñêîðîñòè èçìåíåíèÿ
çàïàñîâ [13].

Î ðåàëüíîñòè è î òîðãîâëå. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òî
îáñòîÿòåëüñòâî, ÷òî òîðãîâëÿ â ðàññìîòðåííûõ îïèñàíèÿõ ïîâå-
äåíèÿ, â öåëîì, íå ïðåäóñìîòðåíà � ñïîñîá ðà÷èòåëüíîãî, �ïå-
ðèîäè÷åñêîãî� õîçÿéñòâîâàíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñàìîäîñòàòî÷íûì.
Ñïðàøèâàåòñÿ, âîçìîæåí ëè òàêîé ìåõàíèçì â ðåàëüíîñòè, â
óñëîâèÿõ, êîãäà ïðîèçâîäñòâî òîâàðîâ äëÿ îòäà÷è âîâíå, à íå
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çàïàñîâ äëÿ âíóòðåííåãî ïîòðåáëåíèÿ ñòàâèòñÿ âî ãëàâó óãëà.
Âåðîÿòíî, îòâåò íà ýòîò âîïðîñ ïîëîæèòåëåí, ïðèìåð ÷åìó äà-
þò ïðàâèëüíî ïîñòàâëåííûå ìîíàñòûðñêèå õîçÿéñòâà, â êîòî-
ðûõ òðóäíèêè, ìàñòåðà ðàçíûõ ñïåöèàëüíîñòåé, ðàáîòàþò, òàê
ñêàçàòü, �íà îäèí êîòåë�, äà è ïîòðåáëÿþò èç òîãî êîòëà ñîîáùà,
ïî òåì èëè èíûì óñòàíîâëåííûì ïðàâèëàì.

×òî êàñàåòñÿ òîðãîâëè, òî â ñëó÷àå ðà÷èòåëüíîãî âåäåíèÿ õî-
çÿéñòâîâàíèÿ ïîâîäîì äëÿ îòäà÷è âîâíå îäíèõ çàïàñîâ â îáìåí
íà ïîëó÷åíèå èçâíå äðóãèõ ìîæåò îêàçàòüñÿ íåîáõîäèìîñòü èëè
æåëàíèå �îòîäâèíóòü� îáëàñòü âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ ñèñòåìû
â ïðîñòðàíñòâå çàïàñîâ îò ãðàíèö ïåðâîãî êîîðäèíàòíîãî óãëà,
íà êîòîðûõ òîò èëè èíîé çàïàñ îáðàùàåòñÿ â íóëü. Ïðè íåðà-
÷èòåëüíîì âåäåíèè õîçÿéñòâîâàíèÿ ïîâîäîâ äëÿ òîðãîâëè áîëü-
øå � îòäà÷à âîâíå îäíèõ çàïàñîâ â îáìåí íà ïîëó÷åíèå èçâíå
äðóãèõ ìîæåò ïåðåâåñòè íåðà÷èòåëüíûé ñïîñîá õîçÿéñòâîâàíèÿ
â ðà÷èòåëüíûé è òåì ñàìûì óñòðàíèòü ñàìîðàçðóøåíèå ñèñòå-
ìû.

6. Ïðèëîæåíèå. Ïèñüìî ã-íà Àíðè Ïóàíêàðå ã-íó

Ëåîíó Âàëüðàñó3. Ìîé äîðîãîé êîëëåãà, Âû íå îáðàòèëè
âíèìàíèÿ íà ìîþ ìûñëü. ß îòíþäü íå õîòåë áû ñêàçàòü, ÷òî
Âû ïðåâûñèëè "òî÷íûå ãðàíèöû". Âàøå îïðåäåëåíèå ïðåäåëü-
íîé ïîëåçíîñòè êàæåòñÿ çàêîííûì. ß ìîã áû åãî îïðàâäàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìîæíî ëè èçìåðèòü óäîâëåòâîðåííîñòü?
ß ìîãó ñêàçàòü, ÷òî âîò ýòî óäîâëåòâîðåííîñòü áîëüøå âîò òîãî,
ïîòîìó ÷òî ÿ ïðåäïî÷èòàþ îäíî äðóãîìó. Íî ÿ íå ìîãó ñêàçàòü,
÷òî âîò ýòà óäîâëåòâîðåííîñòü â äâà ðàçà èëè â òðè ðàçà áîëüøå,
÷åì âîí òà. Òàêîå âûñêàçûâàíèå ñàìî ïî ñåáå íå èìååò ñìûñëà,
è ãîâîðèòü ìîæíî íå èíà÷å êàê ïî ïðîèçâîëüíîìó ñîãëàøåíèþ.

Óäîâëåòâîðåííîñòü - ýòî âåëè÷èíà, íî âåëè÷èíà íåèçìåðè-
ìàÿ. Òåïåðü: íåèçìåðèìàÿ âåëè÷èíà - îêàçûâàåòñÿ ëè îíà ïîëíî-

3Íà: Les �el�ements d'�economie politique pure, 4 e ed. Recue le 1-er octobre
1901. (Ïðèìå÷àíèå Ëåîíà Âàëüðàñà)
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ñòüþ èñêëþ÷åííîé èç ìàòåìàòè÷åñêèõ ðàññóæäåíèé? Âîâñå íåò.
Òåìïåðàòóðà, íàïðèìåð (ïî êðàéíåé ìåðå, äî ïîÿâëåíèÿ òåðìî-
äèíàìèêè, êîòîðàÿ äàëà ñìûñë ïîíÿòèþ àáñîëþòíîé òåìïåðà-
òóðû), ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåëè÷èíó, íå ïîääàþùóþñÿ èçìåðå-
íèþ. È ýòî ïðîèçâîë, ÷òî åå èçìåðÿþò ïî ðàñøèðåíèþ ðòóòè.
Åå ìîæíî áûëî áû îïðåäåëèòü íà ñòîëü æå çàêîííîì îñíîâà-
íèè êàê íåêîòîðóþ ôóíêöèþ îò ðàñøèðåíèÿ ÷åãî-ëèáî äðóãîãî
è èçìåðÿòü ëþáîé ôóíêöèåé ýòîãî ðàñøèðåíèÿ, ïðè óñëîâèè,
÷òî ýòà ôóíêöèÿ îêàæåòñÿ ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé. Òàêæå è
çäåñü � Âû ìîæåòå îïðåäåëèòü óäîâëåòâîðåííîñòü êàê ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ ïðè óñëîâèè, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ âñåãäà ðàñ-
òåò â òî âðåìÿ, êîãäà ðàñòåò óäîâëåòâîðåííîñòü, êîòîðóþ îíà
ïðåäñòàâëÿåò. Â âàøåì ðàñïîðÿæåíèè, òàêèì îáðàçîì, áóäóò
íåñêîëüêî ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, íî ïîñëå òîãî, êàê áóäåò ñäå-
ëàí âûáîð, ó Âàñ áóäåò ïðàâî äåëàòü âûâîäû íà îñíîâàíèè ðàñ-
÷åòîâ. Åñëè â ýòèõ âûâîäàõ, ïî-ïðåæíåìó áóäóò îñòàâàòüñÿ ïðî-
èçâîëüíûå ôóíêöèè, ýòè âûâîäû íå áóäóò íåâåðíûìè, íî áóäóò
ëèøåíû êàêîãî-ëèáî èíòåðåñà, ïîñêîëüêó îíè áóäóò ïîä÷èíÿòü-
ñÿ ïðîèçâîëüíûì ñîãëàøåíèÿì, ïðèíÿòûì âíà÷àëå. Âû äîëæíû
ñòðåìèòüñÿ ê óñòðàíåíèþ ýòèõ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, è ýòî òî,
÷òî Âû è äåëàåòå.

Äðóãîå çàìå÷àíèå: ÿ ìîãó ñêàçàòü, áîëüøóþ ëè óäîâëåòâî-
ðåííîñòü èñïûòûâàåò îäíî è òî æå ëèöî â òåõ óñëîâèÿõ ïî
ñðàâíåíèþ ñ ýòèìè; íî ó ìåíÿ íåò íèêàêîé âîçìîæíîñòè ñðàâ-
íèòü óäîâëåòâîðåíèå, èñïûòûâàåìîå äâóìÿ ðàçíûìè ëèöàìè.
Ýòî óâåëè÷èâàåò êîëè÷åñòâî ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé, êîòîðûå
äîëæíû áûòü óñòðàíåíû.

Òàêèì îáðàçîì, êîãäà ÿ ãîâîðèë î �òî÷íûõ ãðàíèöàõ� � ýòî
ñîâñåì íå òî, ÷òî ÿ èìåë â âèäó. ß ñ÷èòàë, ÷òî ïðåæäå ëþáîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ èìåþòñÿ êàêèå-òî ìàòåìàòè÷å-
ñêèå ãèïîòåçû, è äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòè ðàññóæäåíèÿ îêàçàëèñü
ïëîäîòâîðíûìè (êàê è â ïðèëîæåíèÿõ, ïðåæäå âñåãî, â ôèçè-
êå), íóæíî, ÷òîáû ýòè ãèïîòåçû áûëè ïðèíÿòû âî âíèìàíèå.
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Èíûìè ñëîâàìè, åñëè îá ýòîì óñëîâèè çàáûâàþò, òî òåì ñàìûì
ïåðåñåêàþò òî÷íûå ãðàíèöû.

Íàïðèìåð, â ìåõàíèêå ÷àñòî ïðåíåáðåãàþò òðåíèåì è ðàñ-
ñìàòðèâàþò òåëà êàê ïðåäåëüíî îòïîëèðîâàííûå. À Âû ðàñ-
ñìàòðèâàåòå ëþäåé êàê êðàéíèõ ýãîèñòîâ è êàê êðàéíèõ ÿñíî-
âèäÿùèõ. Ïåðâîå ïðåäïîëîæåíèå ìîæåò áûòü ïðèíÿòî â ïåðâîì
ïðèáëèæåíèè, íî âòîðîå ìîæåò ïîòðåáîâàòü íåêîòîðûõ îãîâî-
ðîê 4.

Èñêðåííå ïðåäàííûé Âàì êîëëåãà Ïóàíêàðå.
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