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È. È. Êîñåíêî, È. Ê. Ãóñåâ

Îïèñûâàåòñÿ ìåòîäèêà ïîñòðîåíèÿ äèíàìè÷åñêîé ìî-
äåëè ðåäóêòîðà ñ ïðÿìîçóáûìè ýâîëüâåíòíûìè çàöåï-
ëåíèÿìè. Îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òåõíîëîãèè ñî-
çäàíèÿ ìîäåëè óïðóãîãî êîíòàêòèðîâàíèÿ öèëèíäðè÷å-
ñêèõ òåë. Äëÿ îòñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà ïðèìåíÿåòñÿ
òåõíèêà çàäàíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé ïðè
ïîìîùè íåÿâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ/òðàíñöåíäåíòíûõ èëè
äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ïðè ýòîì â
êîìïüþòåðíîé ìîäåëè çóá÷àòûå êîëåñà è êîðïóñ ðåäóê-
òîðà îñòàþòñÿ òðåõìåðíûìè òåëàìè.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: ïðÿìîçóáîå ýâîëüâåíòíîå çàöåïëå-
íèå, ìîäåëü Äæîíñîíà, ïàðàìåòðû çàöåïëåíèÿ, àëãîðèòì
îòñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà, äèíàìè÷åñêàÿ îøèáêà ïåðåäà÷è,
îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîå ìîäåëèðîâàíèå

1. Ââåäåíèå. Êîìïüþòåðíîå ìîäåëèðîâàíèå äèíà-
ìèêè ðåäóêòîðîâ ðàçëè÷íîé êîíñòðóêöèè ÿâëÿåòñÿ äîñòà-
òî÷íî øèðîêî ðàñïðîñòðàíåííîé çàäà÷åé â òåõíèêå. Çäåñü
ìîæíî âûäåëèòü äâà êðàéíèõ ïîëþñà ïîäõîäîâ ê ïîñòðî-
åíèþ ìîäåëåé. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äîñòàòî÷íî ïî-
äðîáíûõ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìå-
òîä êîíå÷íûõ ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì áóäåò ïîëó÷àòüñÿ ìàê-
ñèìàëüíî äåòàëüíàÿ äèíàìè÷åñêàÿ êàðòèíà ðåàëèçàöèè
çóá÷àòûõ çàöåïëåíèé òîãî èëè èíîãî òèïà. ßñíî òàêæå,
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÷òî äëÿ ðàáîòû ìîäåëåé, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå òàêîãî
ïîäõîäà, òðåáóåòñÿ âåñüìà çíà÷èòåëüíûé âû÷èñëèòåëüíûé
ðåñóðñ.

Âî-âòîðûõ, íà ïðîòèâîïîëîæíîì ïîëþñå ìîæíî îá-
íàðóæèòü óïðîùåíûå ìîäåëè ðåäóêòîðîâ, ïîçâîëÿþùèå
ñòðîèòü èñêëþ÷èòåëüíî áûñòðîäåéñòâóþùèå ïðîòîòèïû
ìàøèí è àãðåãàòîâ. Îáðàçöû ïîäîáíûõ ìîäåëåé ìû ìî-
æåì íàéòè, íàïðèìåð, â Ñòàíäàðòíîé áèáëèîòåêå ÿçûêà
Modelica [1]. Êðîìå òîãî, íà ÿçûêå Modelica èìåþòñÿ òàê-
æå ïðèìåðû ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé ðåäóêòîðîâ ñ äîñòàòî÷íî
õîðîøî ïðîðàáîòàííûì äèíàìè÷åñêèì îïèñàíèåì ñâîéñòâ
ýòèõ óñòðîéñòâ è ó÷åòîì, â ÷àñòíîñòè, âëèÿíèÿ ñèë òðå-
íèÿ íà õàðàêòåð ïðîòåêàþùèõ â çóá÷àòûõ çàöåïëåíèÿõ
ïðîöåññîâ [2].

Ïðåäñòàâëÿåòñÿ èíòåðåñíûì ðàññìîòðåòü áîëåå äåòàëü-
íî ìîäåëü ïðîöåññà êîíòàêòèðîâàíèÿ â çóá÷àòûõ çàöåïëå-
íèÿõ, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðèìåíÿÿ ðàçëè÷íûå ìîäåëè ïî-
äàòëèâîãî êîíòàêòà, ñ äðóãîé ñòîðîíû, îñòàâàÿñü, â ðàì-
êàõ äèíàìèêè ñèñòåì òâåðäûõ òåë, ÷òî ïîçâîëÿåò ðàññ÷è-
òûâàòü íà îòíîñèòåëüíî âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ýôôåê-
òèâíîñòü. Ïðîñòåéøåé çàäà÷åé â ýòîì íàïðàâëåíèè ìîæ-
íî ñ÷èòàòü ìîäåëèðîâàíèå íà ÿçûêå Modelica ïðÿìîçóáîãî
ýâîëüâåíòíîãî çàöåïëåíèÿ.

2. Ïðîñòðàíñòâåííàÿ ìîäåëü êîíòàêòà öèëèí-

äðè÷åñêèõ òåë. Îñòàâàÿñü â ðàìêàõ êîìïîíåíò áèáëèî-
òåêè [4, 3] ìîäåëèðîâàíèÿ òðåõìåðíûõ äâèæåíèé òâåðäûõ
òåë, åñòåñòâåííåå âñåãî îáåñïå÷èòü îòíîñèòåëüíîå ïëîñêî-
ïàðàëëåëüíîå äâèæåíèå òåë öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû (â
íàøåì ñëó÷àå äâóõ òåë A è B) â ïëîñêîñòè, ïåðïåíäèêó-
ëÿðíîé îáðàçóþùåé öèëèíäðîâ, ïðè ïîìîùè äîïîëíèòåëü-
íîãî òåëà C. Ñ ýòèì òåëîì ñâÿçûâàåòñÿ âñïîìîãàòåëüíàÿ
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ñèñòåìà êîîðäèíàò òàê, ÷òî îáðàçóþùàÿ áóäåò âñå âðåìÿ
ïàðàëëåëüíîé îñè OCz, ÷òî âûðàæàåòñÿ â âèäå ãåîìåòðè-
÷åñêèõ óñëîâèé kα = kC (α = A,B), ãäå kα (α = A,B,C) �
îðòû îñåé Oαz ñâÿçàííûõ ñ òåëàìè êîîðäèíàòíûõ ñèñòåì.
×òîáû îáåñïå÷èòü äâèæåíèå òåë â ïëîñêîñòè, ïàðàëëåëü-
íîé ïëîñêîñòè OCxy, ïîòðåáóåì âûïîëíåíèÿ åùå äâóõ àë-
ãåáðàè÷åñêèõ óñëîâèé íà z-êîîðäèíàòû öåíòðîâ ìàññ òåë
A è B: zOA

= const, zOB
= const. Âñå êîîðäèíàòû ÿâëÿþòñÿ

îòíîñèòåëüíûìè ïî îòíîøåíèþ ê îñÿì OCxy.
Ïåðå÷èñëåííûå àëãåáðàè÷åñêèå óðàâíåíèÿ ëåãêî ðåà-

ëèçóþòñÿ â íåÿâíîé ôîðìå, åñëè äëÿ ôèêñàöèè òåë A è
B îòíîñèòåëüíî òåëà C èñïîëüçîâàòü, íàïðèìåð, ìîäåëè
øàðíèðíûõ ñâÿçåé [4]. Â ýòîì ñëó÷àå ñàìî òåëî C ìîæåò
ñîâåðøàòü ïðîèçâîëüíûå òðåõìåðíûå äâèæåíèÿ, ðàññìàò-
ðèâàåìûå íàìè êàê ïåðåíîñíûå (îòíîñèòåëüíî íåêîòîðîé
èíåðöèàëüíîé ñèñòåìû îòñ÷åòà). Òàê ÷òî âïîëíå åñòåñòâåí-
íî íàçûâàòü òåëî C êîðïóñîì ðåäóêòîðà (åñëè A è B �
ìîäåëè çóá÷àòûõ êîëåñ).

Òàêæå âïîëíå åñòåñòâåííî ïîñëå ïðîèçâåäåííîé ðåäóê-
öèè ê ïëîñêîñòè OCxy, ñòðîèòü àïïàðàò ìåõàíèêè êîíòàê-
òèðîâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêèõ òåë ïðè ïîìîùè ñðåäñòâ äâó-
ìåðíîé ãåîìåòðèè. Íàïðèìåð, îòñëåæèâàíèå êîíòàêòà öè-
ëèíäðîâ â äâóìåðíîé ôîðìóëèðîâêå ïî àíàëîãèè ñ [5] ìî-
æåò áûòü çàïèñàíà â âèäå ñèñòåìû èç øåñòè (àëãåáðàè÷å-
ñêèõ èëè òðàíñöåíäåíòíûõ) óðàâíåíèé âèäà

grad gA (rPA
) = λ grad gB (rPB

) ,
rPA

− rPB
= µ grad gB (rPB

) ,
gA (rPA

) = 0, gB (rPB
) = 0,

(2.1)

ãäå rPα = (xPα , yPα)
T (α = A,B) � ðàäèóñû-âåêòîðû îòñëå-

æèâàåìûõ â êîíòàêòå òî÷åê PA, PB îòíîñèòåëüíî êîîðäè-
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íàòíîé ñèñòåìû OCxy; ôóíêöèè gα(r) çàäàþò óðàâíåíèÿ
êðèâûõ, îãðàíè÷èâàþùèõ êîíòóðû òåë A è B â ñèñòåìå
êîîðäèíàò OCxy, â âèäå gα(r) = 0; λ, µ � âñïîìîãàòåëü-
íûå ñêàëÿðíûå ïåðåìåííûå. Â öåëîì ñèñòåìà ( 2.1) èìååò
øåñòü ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî øåñòè ñêàëÿð-
íûõ ïåðåìåííûõ xPA

, yPA
, xPB

, yPB
, λ, µ.

Àíàëîãè÷íî, ïî ïðèìåðó ðàáîòû [6], ìîæíî ïîñòðî-
èòü ìîäåëü îòñëåæèâàíèÿ öèëèíäðè÷åñêîãî êîíòàêòà â
âèäå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíî-àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíå-
íèé (ÄÀÓ)

ṙPA
= uPA

, ṙPB
= uPB

, λ̇ = ξ, µ̇ = η, (2.2)

[ωA, grad gA] + TA Hess fAT
T
A (uPA

− vPA
)−

ξ grad gB−
λ
(
[ωB, grad gB] + TB Hess fBT

T
B (uPB

− vPB
)
)

= 0,
uPA

− uPB
− η grad gB−

µ
(
[ωB, grad gB] + TB Hess fBT

T
B (uPB

− vPB
)
)

= 0,
(grad gA,uPA

)−
(
grad fA, T

T
AvPA

)
= 0,

(grad gB,uPB
)−

(
grad fB, T

T
BvPB

)
= 0,

(2.3)
ãäå vPA

, vPB
� âåêòîðû îòíîñèòåëüíûõ (ïî îòíîøåíèþ ê

òåëó C) ñêîðîñòåé ôèçè÷åñêèõ òî÷åê òåë A è B, ñîâïàäà-
þùèõ â äàííûé ìîìåíò ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè òî÷êàìè PA,
PB. Ýòè ñêîðîñòè ìîæíî âû÷èñëèòü ïî ôîðìóëå Ýéëåðà â
âèäå

vPα = vOα + [ωα, rPα − rOα ] (α = A,B),

ãäå OA, OB � öåíòðû ìàññ òåë, ωA, ωB � óãëîâûå ñêîðî-
ñòè òåë îòíîñèòåëüíî êîðïóñà ðåäóêòîðà (âñåãäà íàïðàâ-
ëåíû âäîëü îñè OCz. Çàìåòèì, ÷òî òî÷êè OA, OB ìîãóò
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îêàçàòüñÿ íà ðàçëè÷íûõ óðîâíÿõ îñè OCz, íî òåì íå ìå-
íåå óðàâíåíèÿ ( 2.2), ( 2.3) íóæíî ñ÷èòàòü ïëîñêèìè â
ïðîåêöèè íà ïëîñêîñòü OCxy. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ïîëíîé
ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà îòñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà íåîáõîäè-
ìî óìåòü âû÷èñëÿòü ãðàäèåíòû è ãåññèàíû â ñîáñòâåí-
íûõ îñÿõ òåë grad fα, Hess fα â îòñëåæèâàåìûõ òî÷êàõ Pα.
Ïîñëå ýòîãî ìîæíî íàéòè, ÷òî gα(r) = fα

[
T T
α (r− rOα)

]
,

grad gα(r) = Tα grad fα
[
T T
α (r− rOα)

]
, ãäå Tα � îðòîãîíàëü-

íàÿ 2 × 2-ìàòðèöà, çàäàþùàÿ òåêóùóþ (îòíîñèòåëüíóþ)
îðèåíòàöèþ òåëà α = A,B.

3. Ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðÿìîçóáîãî ýâîëü-

âåíòíîãî çàöåïëåíèÿ. Óðàâíåíèå ýâîëüâåíòû â ïëîñ-
êîñòè Oαxαyα ñîáñòâåííîé ñèñòåìû êîîðäèíàò Oαxαyαzα
çóá÷àòîãî êîëåñà ðàññìàòðèâàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ïðÿìîçóáî-
ãî ýâîëüâåíòíîãî çàöåïëåíèÿ. Ýòî óðàâíåíèå óäîáíåå âñå-
ãî âûïèñàòü â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ Rα, θα, çàäàâàåìûõ
äëÿ êàæäîãî òåëà α èçâåñòíûì îáðàçîì: xα = Rα cos θα,
yα = Rα sin θα. Äëÿ ýâîëüâåíòû, ¾ðàñêðó÷èâàþùåéñÿ¿ ïðî-
òèâ ÷àñîâîé ñòðåëêè, óðàâíåíèå â ïîëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ
ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç èçâåñòíûõ ñîîòíîøåíèé [7] â âèäå√

R2
α − r2αb
rαb

− arccos
rαb
Rα

− θα = 0, (3.1)

ãäå rαb � ðàäèóñ îñíîâíîé îêðóæíîñòè ýâîëüâåíòû. Äëÿ
âû÷èñëåíèÿ grad fα è Hess fα ñëåäóåò âûïîëíèòü ïðåîá-
ðàçîâàíèå êîîðäèíàò (xα, yα) 7→ (Rα, θα) è èñïîëüçîâàòü
âñïîìîãàòåëüíûå ìàòðèöû ßêîáè, âîçíèêàþùèå â ïðîöåñ-
ñå àíàëèòè÷åñêèõ âû÷èñëåíèé.

Èìåþùèéñÿ àëãîðèòì îòñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà òðåáóåò
âìåñòî óðàâíåíèÿ ( 3.1) ïðåäñòàâëåíèÿ óðàâíåíèÿ êðèâîé
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âíåøíåé ãðàíèöû òåëà â âèäå óðàâíåíèÿ f(x, y) = 0, çàäà-
âàåìîãî â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ. Ââîäÿ îáîçíà÷åíèå

p(R, θ) =

√
R2 − r2b
rb

− arccos
rb
R

− θ (3.2)

ìîæíî îáíàðóæèòü, ÷òî

p(R, θ) = f(R cos θ, R sin θ). (3.3)

Ýòî óðàâíåíèå èãðàåò êëþ÷åâóþ ðîëü ïðè ïîëó÷åíèè âû-
ðàæåíèé äëÿ ãðàäèåíòîâ è ãåññèàíîâ. Â ñàìîì äåëå, ïî-
ñêîëüêó grad p = (pR, pθ) , òî â ñèëó ( 3.3)

grad p = (fx, fy)

(
xR xθ
yR yθ

)
= grad f

∂(x, y)

∂(R, θ)
(3.4)

Ñëåäîâàòåëüíî

grad f = grad p

[
∂(x, y)

∂(R, θ)

]−1

. (3.5)

Èç ( 3.2) ìîæíî âèäåòü, ÷òî

grad p =

(√
R2 − r2b
rbR

,−1

)
, (3.6)

è èç îïðåäåëåíèÿ ïîëÿðíûõ êîîðäèíàò ñëåäóåò ñîîòíîøå-
íèå

∂(x, y)

∂(R, θ)
=

(
cos θ −R sin θ
sin θ R cos θ

)
.

Ïîýòîìó [
∂(x, y)

∂(R, θ)

]−1

=

(
cos θ sin θ

−sin θ

R

cos θ

R

)
. (3.7)
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ âû÷èñëåíèÿ grad f êàê ôóíêöèè îò x
è y äîñòàòî÷íî ïîëîæèòü

R =
√
x2 + y2, cos θ =

x

R(x, y)
, sin θ =

y

R(x, y)
. (3.8)

Â ñèëó ðàâåíñòâà ( 3.4)

Hess p =

(
∂(x, y)

∂(R, θ)

)T

Hess f
∂(x, y)

∂(R, θ)
+ (3.9)

+fx Hessx+ fy Hess y,

Hess p =

(
pRR pRθ

pθR pθθ

)
=

 rb

R2
√
R2 − r2b

0

0 0

 ,

Hess x =

(
xRR xRθ

xθR xθθ

)
=

(
0 − sin θ

− sin θ −R cos θ

)
,

Hess y =

(
yRR yRθ

yθR yθθ

)
=

(
0 cos θ

cos θ −R sin θ

)
.

Â ñèëó óðàâíåíèÿ ( 3.9) ôîðìóëà äëÿ ãåññèàíà èìååò âèä

Hess f =

[(
∂(x, y)

∂(R, θ)

)T
]−1

(Hess p− fx Hess x−

−fy Hess y)
(
∂(x, y)

∂(R, θ)

)−1

,

Â åå ïðàâîé ÷àñòè âñå îáúåêòû âûðàæàþòñÿ ÿâíî â ïî-
ëÿðíûõ êîîðäèíàòàõ. Ýòè îáúåêòû, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò
áûòü âûðàæåíû â äåêàðòîâûõ êîîðäèíàòàõ ïðè ïîìîùè
ïðåîáðàçîâàíèÿ ( 3.8).
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4. Ðåàëèçàöèÿ ìîäåëè êîíòàêòíîé ñèëû. Îïèñàí-
íûå âûøå ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ìîäåëè êîíòàêòèðîâà-
íèÿ ýâîëüâåíò ðåàëèçîâàíû â âèäå êëàññà-ïàðàìåòðà áàçî-
âîãî øàáëîíà, îïèñàííîãî â [8].

Äëÿ ðåàëèçàöèè ìîäåëè ñèëîâîãî êîíòàêòíîãî âçàèìî-
äåéñòâèÿ ìåæäó çóáüÿìè êîëåñ ïðÿìîçóáîãî çàöåïëåíèÿ
èñïîëüçóåì òîò æå êëàññ-øàáëîí, ÷òî ïðèìåíÿëñÿ ðàíü-
øå [8] äëÿ ðåàëèçàöèè ãåîìåòðèè çàöåïëåíèÿ. Çäåñü îñ-
íîâíîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ òåõíèêå âû÷èñëåíèÿ íîðìàëü-
íîé óïðóãîé ñèëû, âîçíèêàþùåé ïðè âçàèìíîì ïðîíèêà-
íèè âíåøíèõ öèëèíäðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé (îáðàçóþùèõ
ýâîëüâåíò).

Ñîãëàñíî [9] îäíîé èç íàèáîëåå êîððåêòíûõ ìîäåëåé
íîðìàëüíîé ñèëû óïðóãîãî âçàèìîäåéñòâèÿ ìåæäó öèëèí-
äðàìè ñ÷èòàþò ìîäåëü Äæîíñîíà [10], ïðè÷åì â [9] ýòà ìî-
äåëü èãðàåò ðîëü ýòàëîííîé. Ðàññìîòðèì àëãîðèòì âû÷èñ-
ëåíèÿ ñèëû â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòîé ìîäåëüþ.

Óðàâíåíèå, ñâÿçûâàþùåå ãëóáèíó h âçàèìíîãî ïðîíè-
êàíèÿ (ïðåäïîëàãàåûõ, êàê è â çàäà÷å Ãåðöà, ãåîìåòðè÷å-
ñêè òâåðäûìè) ñ âåëè÷èíîé íîðìàëüíîé ñèëû N , ïðèõî-
äÿùåéñÿ íà åäèíèöó äëèíû êîíòàêòèðóþùèõ öèëèíäðîâ,
èìååò âèä

h =
N

πE⋆

[
ln

4πE⋆ (ρA + ρB)

N
− 1

]
, (4.1)

Äàííîå óðàâíåíèå âûïèñàíî äëÿ ñëó÷àÿ òàê íàçûâàå-
ìîãî âíåøíåãî êîíòàêòà, êîãäà â îáëàñòè êîíòàêòà îáå ïî-
âåðõíîñòè êîíòàêòèðóþùèõ òåë âûïóêëû â íàïðàâëåíèè
äðóã äðóãà. Â äàííîì êîíòåêñòå ñëó÷àé âíóòðåííåãî êîí-
òàêòà íå ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïðèñóòñòâóþùàÿ â óðàâíåíèè (
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4.1) âåëè÷èíà E⋆ âû÷èñëÿåòñÿ èç óðàâíåíèÿ

1

E⋆
=

1− ν2A
EA

+
1− ν2B
EB

,

ãäå EA, EB � ìîäóëè óïðóãîñòè Þíãà êîíòàêòèðóþùèõ
òåë, νA, νB � ñîîòâåòñòâóþùèå êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà, è
ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííûì ìîäóëåì óïðóãîñòè êîíòàêòà. Âå-
ëè÷èíû ρA, ρB ÿâëÿþòñÿ ðàäèóñàìè êðèâèçíû ýâîëüâåíò
òåë A è B, âû÷èñëåííûõ â òåêóùèõ òî÷êàõ îòñëåæèâàíèÿ
êîíòàêòà PA, PB ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìå÷àíèå 1. Ôîðìóëà ( 4.1) ñòðîèëàñü äëÿ ñëó÷àÿ
ïëîñêîãî êîíòàêòà äâóõ êðóãîâûõ öèëèíäðîâ. Â ðàìêàõ
ïðåäïîëîæåíèÿ ìîäåëè Ãåðöà îá îòíîñèòåëüíîé ìàëîñòè
îáëàñòè êîíòàêòà ïî ñðàâíåíèþ ñ ðàçìåðàìè êîíòàê-
òèðóþùèõ òåë, ïðèáëèæåííî, ñ òî÷íîñòüþ äî ÷ëåíîâ
ïîðÿäêà âûøå âòîðîãî â ðàçëîæåíèÿõ óðàâíåíèé ïîâåðõ-
íîñòåé ïî êîîðäèíàòàì îòêëîíåíèé îò òî÷åê PA, PB,
ýâîëüâåíòíûå öèëèíäðè÷åñêèå ïîâåðõíîñòè çàìåíÿþòñÿ
¾ìãíîâåííûìè¿ êðóãîâûìè öèëèíäðàìè ñ ðàäèóñàìè ρA,
ρB, ðàâíûìè òåêóùèì ðàäèóñàì êðèâèçíû ýâîëüâåíò.

Óðàâíåíèå ( 4.1) çàäàåò âåëè÷èíó óäåëüíîé ñèëû íîð-
ìàëüíîãî äàâëåíèÿ N â âèäå íåÿâíîé ôóíêöèè îò h. Â
äèíàìè÷åñêîé ìîäåëè ðåäóêòîðà ôîðìóëà (4.1) íàïðÿìóþ
íåïðèãîäíà äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ â ñåêöèè
ïîâåäåíèÿ. Ñèòóàöèÿ óñëîæíÿåòñÿ åùå è òåì, ÷òî, êàê ñòà-
íåò âèäíî â ïîñëåäóþùåì äèíàìè÷åñêîì àíàëèçå, íåÿâíàÿ
ôóíêöèÿ N(h) îïðåäåëåíà óðàâíåíèåì ( 4.1) íåîäíîçíà÷-
íî. Â òåêóùåì ïîëîæåíèè êîíòàêòèðóþùèõ òåë âåëè÷èíû
h, E∗ (ïàðàìåòð, õàðàêòåðèçóþùèé ìàòåðèàë òåë), ρA, ρB
ñëåäóåò ñ÷èòàòü çàäàííûìè è èñêàòü âåëè÷èíó N .

152



Óäîáíåå âñåãî óðàâíåíèå ( 4.1) ïðåîáðàçîâàòü ê áåçðàç-
ìåðíîìó âèäó

y · ln y = −x, (4.2)

óðàâíåíèÿ, çàäàþùåãî íåÿâíóþ ôóíêöèþ y(x). Çäåñü

x =
e

4 (ρA + ρB)
h, y =

e

4πE⋆ (ρA + ρB)
N.

Óðàâíåíèå ( 4.2) äîïóñêàåò ðåøåíèå x = 0, y = 0, ñîîò-
âåòñòâóþùåå ñëó÷àþ íà÷àëà êîíòàêòèðîâàíèÿ, êîãäà ïðÿ-
ìîóãîëüíàÿ êîíòàêòíàÿ ïëîùàäêà îáùåãî ïîëîæåíèÿ âû-
ðîæäàåòñÿ â ëèíåéíûé îòðåçîê âäîëü îáðàçóþùåé öèëèí-
äðè÷åñêèõ ïîâåðõíîñòåé. Îáëàñòü ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
ëåâîé ÷àñòè ( 4.2) � îòðåçîê [0, e−1] , ïðè÷¼ì ýòà ôóíêöèÿ
ìîíîòîííî óáûâàåò îò íóëÿ äî −e−1. Òîãäà îáëàñòü ïðèìå-
íèìîñòè ìîäåëè Äæîíñîíà ìîæíî îöåíèòü íåðàâåíñòâàìè

h ≤ 4 (ρA + ρB)

e2
, N ≤ 4πE⋆ (ρA + ρB)

e2
. (4.3)

Èç Ðèñ. 1 è èç ñâîéñòâ ýâîëüâåíòû (öåíòðû êðèâèçíû
êîíòàêòèðóþùèõ ýâîëüâåíò ëåæàò â òî÷êàõ KA, KB) ñëå-
äóåò, ÷òî ρA + ρB = |KAKB| ñ òî÷íîñòüþ äî ìàëîé îøèáêè
h. Ïîýòîìó âåëè÷èíà h äîëæíà áûòü íå áîëåå ïîëîâèíû
îò âåëè÷èíû |KAKB|, ÷òî âñåãäà ãàðàíòèðîâàíî ïðè äîñòà-
òî÷íî áîëüøèõ æåñòêîñòÿõ. Íà ñàìîì äåëå â ýòîì ñëó÷àå
äîëæíî áûòü âûïîëíåíî óñëîâèå h≪ |KAKB|

Â ñèëó âûøåñêàçàííîãî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà-
÷åíèè ìîäóëÿ óïðóãîñòè ìàòåðèàëîâ òåë ìîäåëü Äæîíñîíà
ðåàëèçóåòñÿ ñ ãàðàíòèåé íà îòðåçêå y ∈ [0, e−1] ìîíîòîííî-
ñòè ôóíêöèè ëåâîé ÷àñòè óðàâíåíèÿ ( 4.2). Ïîñêîëüêó â
òî÷êå y = e−1 ïðîèçâîäíàÿ ëåâîé ÷àñòè ( 4.2) ðàâíà íó-
ëþ, òî îãðàíè÷èâàÿñü ìíîæåñòâîì ñòðîãîé ìîíîòîííîñòè
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Ðèñ. 1:

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî 0 ≤ x < e−1 èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî,
0 ≤ y < e−1.

Áîëåå òîãî, âûðîæäåíèå èìååò ìåñòî â òî÷êå íóëåâî-
ãî ðåøåíèÿ x = y = 0, ïîñêîëüêó ïðîèçâîäíàÿ îò ôóíê-
öèè y ln y â ýòîì ñëó÷àå áåñêîíå÷íà. Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñ-
ëåíèÿ ôóíêöèè y(x) ïîñòðîèì àëãîðèòì ñ ó÷åòîì óñëîâèÿ
0 < x < e−1. Äëÿ ýòîãî ïðåîáðàçóåì óðàâíåíèå ( 4.2), ââî-
äÿ âìåñòî íåèçâåñòíîé ôóíêöèè y(x) ìàñøòàáèðîâàííóþ
ôóíêöèþ η(x) ïî ôîðìóëå y(x) = xη(x). Òîãäà óðàâíåíèå
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( 4.2) ïðèíèìàåò âèä

η(lnx+ ln η) + 1 = 0. (4.4)

Ââåäåíèå âìåñòî âåëè÷èíû x âåëè÷èíû

ν = − 1

lnx

ïîçâîëÿåò ïðåîáðàçîâàòü óðàâíåíèå (4.4) ê áîëåå óäîáíîìó
âèäó

η = ν(1 + η ln η) (4.5)

Çàìåòèì, ÷òî ïðè ìàëîì x > 0 âåëè÷èíà η òàêæå áóäåò
ìàëà è ïîëîæèòåëüíà, ïðè÷åì η 7→ 0 ïðè x 7→ 0.

Ôîðìóëà (4.5) â ÿâíîé ôîðìå ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü èòå-
ðàöèîííûé ïðîöåññ

ηn+1 = ν (1 + ηn ln ηn) , n = 0, 1, . . . (4.6)

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ çäåñü ìîæíî âçÿòü
êàêîå-íèáóäü çíà÷åíèå 0 < η0 ≤ e−1.

×èñëîâàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηn}∞n=0, ïîñòðîåííàÿ ïî
èòåðàöèîííîé ôîðìóëå ( 4.6), áóäåò ñòðîãî ïîëîæèòåëü-
íîé è îãðàíè÷åííîé: 0 < ηn < ν. Ñëåäîâàòåëüíî, ó ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóäåò õîòÿ áû îäèí ïðåäåë. Ïîýòîìó
ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü {ηnk

}∞k=0, ñõîäÿùàÿñÿ ê
ýòîìó ïðåäåëó: ηnk

−→ η⋆ ïðè k −→ ∞.
Ýòîò ïðåäåë åäèíñòâåíåí. Â ñàìîì äåëå, â ñèëó ( 4.6)

ïðåäåë óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ ( 4.5). Åñëè áû áûë äðó-
ãîé ïðåäåë η⋆⋆, òî îí òàêæå äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâ-
íåíèþ ( 4.5), ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó óðàâíåíèå ( 4.5)
íà ìíîæåñòâå [0, 1) ýêâèâàëåíòíî óðàâíåíèþ (4.2) íà ìíî-
æåñòâå [0, e−1), êîòîðîå èìååò â òî÷íîñòè îäíî ðåøåíèå.
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Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî èòåðàöèîííûé ïðîöåññ
(4.6) ñõîäèòñÿ äîñòàòî÷íî áûñòðî. Äîñòîèíñòâî ýòîãî ïðî-
öåññà ñîñòîèò â òîì, ÷òî îí ðàáîòàåò îäèíàêîâî ðåãóëÿð-
íî ïðè âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x. Êðîìå òîãî, ïðè
ëþáûõ ñêîëü óãîäíî ìàëûõ η > 0 ôóíêöèÿ η ln η âñåãäà
îñòàåòñÿ ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åííîé. Òàê ÷òî ïðè ëþáûõ
äîïóñòèìûõ çíà÷åíèÿõ x èòåðàöèîííûé îïåðàòîð îñòàåòñÿ
ðåãóëÿðíûì.

Â êà÷åñòâå ìîäåëè âÿçêîé ñîñòàâëÿþùåé íîðìàëüíîé
ñèëû èñïîëüçóåòñÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü, ïðèìåíåííàÿ â [6].
Â ìîäåëè êàñàòåëüíîé ñèëû òðåíèÿ äëÿ ïðîñòîòû ïî ïðè-
ìåðó äðóãèõ ðàáîò [11] ïðèìåíÿëñÿ ðåãóëÿðèçîâàííûé çà-
êîí Êóëîíà [5]. Íåò íèêàêèõ òðóäíîñòåé èçìåíèòü ñîîò-
âåòñòâóþùèé êëàññ-ïàðàìåòð è ïðèìåíèòü êàêóþ-íèáóäü
áîëåå ñëîæíóþ çàâèñèìîñòü ñèëû òðåíèÿ îò ñêîðîñòè îò-
íîñèòåëüíîãî ïðîñêàëüçûâàíèÿ.

5. Àëãîðèòì ïåðåêëþ÷åíèÿ ïàð êîíòàêòèðóþ-

ùèõ çóáüåâ. Â äàííîé ðåàëèçàöèè ðàññìàòðèâàåìîé ìî-
äåëè ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò âðåìåíè
çóá÷àòûå êîëåñà íàõîäÿòñÿ â ïîêîå, è îäíà èç ïàð çóáüåâ
êîëåñ A è B íàõîäèòñÿ â êîíòàêòå â ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷-
êå a çàöåïëåíèÿ (Ðèñ. 1). Äëÿ îïðåäåëåííîñòè çóá÷àòîå
êîëåñî A ïðåäïîëàãàåòñÿ âåäóùèì, à êîëåñî B � âåäî-
ìûì. Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèé çóá êîëåñà B èìååò â
íà÷àëüíîé êîíôèãóðàöèè â òî÷êå a ñâîþ óãëîâóþ òî÷êó
ïåðåñå÷åíèÿ îêðóæíîñòè âåðøèí è ýâîëüâåíòû çóáà.

Äëÿ ¾çàïóñêà¿ ñèñòåìû ÄÀÓ (2.2), (2.3), ïðåäíàçíà÷åí-
íîé äëÿ îòñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà, íåîáõîäèìî îáåñïå÷èòü
êîððåêòíûå íà÷àëüíûå óñëîâèÿ äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Íà÷àëü-
íûå óñëîâèÿ îáåñïå÷èâàþòñÿ äëÿ âåêòîðíûõ ïåðåìåííûõ
rPA

, rPB
∈ R3 è ñêàëÿðíûõ ïåðåìåííûõ λ, µ ∈ R.
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Â íà÷àëüíûé ìîìåíò ¾ù¼êè¿ ýâîëüâåíòíûõ ïîâåðõíî-
ñòåé êîíòàêòèðóþùèõ çóáüåâ ïðåäïîëàãàþòñÿ ïðîñòî ãåî-
ìåòðè÷åñêè ¾ïðèñòàâëåííûìè¿ äðóã ê äðóãó. Òàê ÷òî â
ìîìåíò íà÷àëà ìîäåëèðîâàíèÿ ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî

rPA
(t0) = rPB

(t0) = ra.

Ïîñêîëüêó ýâîëüâåíòíûå ïîâåðõíîñòè ïðè t = t0 íå
¾âäàâëåíû¿ äðóã â äðóãà, òî ¾ãëóáèíà¿ èõ âçàèìíîãî ïðî-
íèêàíèÿ ðàâíà íóëþ

µ (t0) = 0.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíîãî çíà÷åíèÿ λ (t0) â ñîîòâåò-
ñòâèè ñ ïåðâûì óðàâíåíèåì ñèñòåìû óðàâíåíèé ( 2.1) îò-
ñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà íåîáõîäèìî âû÷èñëèòü äëèíû (êî)-
âåêòîðîâ ãðàäèåíòîâ |grad gA|, |grad gB| êîíòàêòèðóþùèõ
ïîâåðõíîñòåé. Ïîñêîëüêó âñåãäà ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ãðà-
äèåíòû íàïðàâëåíû ¾íàðóæó¿ îò êîíòàêòèðóþùèõ òåë, òî
ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ÷òî λ (t0) < 0. Òàê êàê ôóíêöèè gA, gB
ïîëó÷àþòñÿ èç ôóíêöèé fA, fB ïðè ïîìîùè òâåðäîòåëü-
íûõ äâèæåíèé (ïîñòóïàòåëüíûõ ïåðåìåùåíèé è îðòîãî-
íàëüíûõ ïîâîðîòîâ) òðåõìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà R3, òî

|grad gα| = |grad fα| (α = A,B).

Äëÿ ðàñ÷åòà âåëè÷èíû |grad fα| âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìó-
ëàìè ( 3.5), ( 3.6), ( 3.7), ïîëó÷åííûìè ðàíåå. Èìååì

grad fα =

(√
R2

α − r2αb
rαbRα

,−1

) cos θα sin θα

−sin θα
Rα

cos θα
Rα
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=

(√
R2

α − r2αb
rαbRα

,− 1

Rα

)(
cos θα sin θα
− sin θα cos θα

)
,

ãäå Rα, θα � ïîëÿðíûå êîîðäèíàòû â ñîáñòâåííîé ñèñòå-
ìå êîîðäèíàò Oαxαyα òåëà α. Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ
âèäíî, ÷òî (êî)âåêòîð grad fα åñòü ðåçóëüòàò ïîâîðîòà íà
óãîë θα (êî)âåêòîðà(√

R2
α − r2αb
rαbRα

,− 1

Rα

)
,

äëèíà êîòîðîãî ðàâíà

|grad gα| = |grad fα| =
1

rαb
(α = A,B).

Òàêèì îáðàçîì, (êî)âåêòîð ãðàäèåíòà çàäàþùåé ýâîëü-
âåíòó ôóíêöèè èìååò ïîñòîÿííóþ äëèíó, îáðàòíî ïðîïîð-
öèîíàëüíóþ ðàäèóñó ñîîòâåòñòâóþùåé îñíîâíîé îêðóæíî-
ñòè. Òåïåðü èç ïåðâîãî óðàâíåíèÿ ñèñòåìû ( 2.1) èìååì

λ (t0) = −|grad gA|
|grad gB|

= −rBb

rAb

.

Â ðåçóëüòàòå óñòàíîâëåíî ñëåäóþùåå

Óòâåæäåíèå 1. Â ñëó÷àå ýâîëüâåíò óðàâíåíèå

λ = −rBb

rAb

çàäàåò èíòåãðàë äâèæåíèÿ äëÿ ñèñòåìû ÄÀÓ (2.2), (2.3)
îòñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà.
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Ïðè ïîñëåäóþùåì ðàçãîíå âåäóùåãî (ëåâîãî íà Ðèñ. 1)
êîëåñà â ñèëó ïîäàòëèâîãî õàðàêòåðà ðàññìàòðèâàåìîé
êîíòàêòíîé ìîäåëè â ñèòóàöèè îáùåãî ïîëîæåíèÿ ýâîëü-
âåíòû òåë A è B ¾âäàâÿòñÿ¿ äðóã â äðóãà.

Óòâåæäåíèå 2. Âçàèìíî îïïîçèòíûå òî÷êè PA è PB

ýâîëüâåíò, óäîâëåòâîðÿþùèå ñèñòåìå óðàâíåíèé ( 2.2),
( 2.3), âñåãäà íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé KAKB.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñàìîì äåëå, äëÿ ëþáîé ýâîëüâåí-
òû, ¾ðàñòóùåé¿ èç îñíîâíîé îêðóæíîñòè òåëà A èëè B, â
òî÷êå å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé KAKB, âåêòîð grad gA èëè
grad gB âñåãäà íàïðàâëåí âäîëü ëèíèè KAKB. Ýòî ñëåäó-
åò èç òîãî, ÷òî òî÷êà KA ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì êðèâèçíû äëÿ
ëþáîé ýâîëüâåíòû, ¾ðàñòóùåé¿ èç îñíîâíîé îêðóæíîñòè
êîëåñà A â òî÷êå å¼ ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé KAKB [7]. Àíà-
ëîãè÷íóþ ðîëü èãðàåò òî÷êà KB äëÿ ýâîëüâåíò, íà÷èíà-
þùèõñÿ íà îñíîâíîé îêðóæíîñòè êîëåñà B. Òàê ÷òî âñå-
ãäà ïðÿìàÿ KAKB áóäåò îáùåé íîðìàëüþ äëÿ ëþáîé ïàðû
ýâîëüâåíò, íà îñíîâíûõ îêðóæíîñòÿõ êîëåñA èB. Ïîýòîìó
âñåãäà â òî÷êàõ èõ ïåðåñå÷åíèÿ áóäóò âûïîëíåíû óñëîâèÿ

grad gA||KAKB, grad gB||KAKB.

Ïîäáèðàÿ òåïåðü ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìíîæèòå-
ëè λ è µ ïîëó÷èì, ÷òî ðàäèóñû-âåêòîðû rPA

, rPB
è âåëè÷è-

íû λ, µ óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé
(2.1). Ïðè ýòîì òî÷êè PA, PB íàõîäÿòñÿ íà ïðÿìîé KAKB.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè âûïîëíåííîì âûøå ïîäõîäÿùåì ïîä-
áîðå íà÷àëüíûõ óñëîâèé òå æå ôóíêöèè rPA

(t), rPB
(t), λ(t),

µ(t) â ñèëó åäèíñòâåííîñòè óäîâëåòâîðÿþò òàêæå è ñèñòå-
ìå ( 2.2), ( 2.3) ÄÀÓ îòñëåæèâàíèÿ êîíòàêòà.�

159



Â îáùåì ñëó÷àå, â ñèëó ïîäàòëèâîñòè êîíòàêòà òî÷êà
PB áóäåò íàõîäèòüñÿ íà ïðÿìîé KAKB ëåâåå è âûøå òî÷êè
PA (Ðèñ. 1). Òàê ÷òî ïðè ïîâîðîòå êîëåñà A íà óãîë ∆γA è
äîñòèæåíèè òî÷êîé PA ïîëîæåíèÿ b, êîíòàêò, êàê òàêîâîé,
íå ïðåêðàòèòñÿ. Ïðåêðàùåíèå êîíòàêòà ïðîèçîéäåò ëèøü
òîãäà, êîãäà òî÷êà PB äîñòèãíåò (è ïðîéäåò) ïîëîæåíèå b.

Ïðè ýòîì, â óêàçàííîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè ìåæäó
ïðîõîäàìè ïîëîæåíèÿ b ñíà÷àëà òî÷êîé PA, à çàòåì � òî÷-
êîé PB, êîíòàêò, âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò áîëåå ñëîæíûì, ÷åì
ïðåäóñìàòðèâàåòñÿ â ìîäåëè Äæîíñîíà. Çäåñü â ýâîëü-
âåíòíóþ ïîâåðõíîñòü çóáà êîëåñà B áóäåò âäàâëèâàòüñÿ
îñòðûé (èëè çàêðóãëåííûé) óãîë çóáà êîëåñà A.

Îäíîâðåìåííî ñ ïðîõîæäåíèåì òî÷êîé PA ïîëîæåíèÿ
b àíàëîãè÷íàÿ åé òî÷êà P ′

A ñëåäóþùåãî ïî âðàùåíèþ çóáà
áóäåò ïðîõîäèòü ïîëîæåíèå a. Ïðè ýòîì, â ñèëó óæå èìå-
þùåãîñÿ çàïàçäûâàíèÿ âî âðàùåíèè êîëåñà B (ïî ïðè÷èíå
ïîäàòëèâîñòè êîíòàêòà) òî÷êà P ′

B ñëåäóþùåãî çóáà êîëåñà
B áóäåò ëåæàòü âûøå è ëåâåå òî÷êè P ′

A. Êîãäà âñëåä çà
òî÷êîé P ′

A òî÷êà P ′
B äîñòèãàåò ïîëîæåíèÿ a, êîíòàêòíàÿ

ìîäåëü, äî òîãî âêëþ÷àâøàÿ óãëîâóþ òî÷êó ñëåäóþùåãî
çóáà êîëåñà B, ñíîâà áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ìîäåëè Äæîí-
ñîíà.

Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àå ìîäåëè êîíòàêòà ñ ïîäàòëèâî-
ñòüþ íåèçáåæíî ïðèñóòñòâèå ñðàçó äâóõ êîíòàêòîâ: à) êîí-
òàêòà, ¾óáûâàþùåãî¿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ òî÷êè PA òåêó-
ùåé ïàðû çóáüåâ ÷åðåç ïîëîæåíèå b è á) êîíòàêòà, ¾íàðàñ-
òàþùåãî¿ ïîñëå ïðîõîæäåíèÿ òî÷êè P ′

A ñëåäóþùåé ïàðû
çóáüåâ ÷åðåç ïîëîæåíèå a. Íàïîìíèì, ÷òî îáà ¾ïðîõîæäå-
íèÿ¿ âîçíèêàþò îäíîâðåìåííî, â îäèí è òîò æå ìîìåíò.

Â îïèñûâàåìîé ìîäåëè êîíòàêòèðîâàíèÿ áóäåì ïðèäåð-
æèâàòüñÿ óïðîùåííîãî ïðèáëèæåííîãî ïîäõîäà, ïðè êîòî-
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ðîì â ìîìåíò ïðîõîæäåíèÿ òî÷êîé PA ïîëîæåíèÿ b êîí-
òàêòíàÿ ìîäåëü Äæîíñîíà ìãíîâåííî ïåðåêëþ÷àåòñÿ íà
ñëåäóþùóþ ïàðó çóáüåâ â ìîìåíò t⋆ ïðîõîæäåíèÿ ñîîò-
âåòñòâóþùåé òî÷êîé P ′

A ïîëîæåíèÿ a.
Ïðè ýòîì, êàê è ðàíåå, ñëåäóåò ïîëîæèòü

rPA
(t⋆) = ra, λ (t⋆) = −|grad gA|

|grad gB|
= −rBb

rAb

,

ãäå t⋆ � ìîìåíò ïåðåêëþ÷åíèÿ êîíòàêòà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
âåêòîðà rPA

(t⋆) è äëÿ çàäàíèÿ âåëè÷èíû µ (t⋆) äîñòàòî÷-
íî íàéòè ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè P ′

A è P ′
B íîâîé ïàðû

çóáüåâ.
Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ýòî ðàññòîÿíèå â òî÷íîñòè

ðàâíî ðàññòîÿíèþ |P ′
AP

′
B|, âû÷èñëåííîìó äëÿ òåêóùåé ïà-

ðû çóáüåâ â òîò æå ìîìåíò (ïðîõîæäåíèÿ ïîçèöèè b). Â
ñàìîì äåëå, â ñèëó ñâîéñòâ ýâîëüâåíòû ðàññòîÿíèå |PAP

′
A|

â òî÷íîñòè ðàâíî äëèíå äóãè îñíîâíîé îêðóæíîñòè êîëåñâ
A, ñîîòâåòñòâóþùåé óãëó ∆γA, íà êîòîðûé ïîâåðíåòñÿ òå-
ëî A çà îäèí øàã çóáà. Àíàëîãè÷íî |PBP

′
B| � ýòî äóãîâîå

ðàññòîÿíèå øàãà îñíîâíîé îêðóæíîñòè êîëåñà B ïðè åãî
ïîâîðîòå íà óãîë ∆γB. Òàê ÷òî ïî ïîñòðîåíèþ çóá÷àòîé
ïåðåäà÷è |PAP

′
A| = |PBP

′
B|.

Íî ïîñêîëüêó |PAP
′
A| = |PAPB| + |PBP

′
A|, |PBP

′
B| =

|PBP
′
A| + |P ′

AP
′
B|, òî |PAPB| = |P ′

AP
′
B|. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

äëÿ òåêóùåé ïàðû çóáüåâ

µ (t⋆−) = − |PAPB|
|grad gB|

= − |PAPB| rBb.

Äëÿ ñëåäóþùåé ïàðû àíàëîãè÷íî

µ (t⋆) = − |P ′
AP

′
B|

|grad gB|
= − |PAPB| rBb = µ (t⋆−) ,
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ïîñêîëüêó |PAPB| = |P ′
AP

′
B|, à âåêòîð grad gB èìååò ïîñòî-

ÿííóþ äëèíó 1/rBb. Òåïåðü, íàêîíåö, ñëåäóåò ïîëîæèòü

rPB
(t⋆) = rPA

(t⋆) + rPB
(t⋆−)− rPA

(t⋆−) .

Ïîñëåäóþùèå ïåðåêëþ÷åíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ïàð çó-
áüåâ âûïîëíÿþòñÿ àíàëîãè÷íî.

Çàìå÷àíèå 2. Äëÿ ïðîñòîòû è îïðåäåëåííîñòè â
ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè îñëàáëåíèå è èñ÷åçíîâåíèå êîí-
òàêòà çóáüåâ íå ó÷èòûâàåòñÿ. Äëÿ òàêîãî ó÷åòà òðå-
áóåòñÿ áîëåå ñëîæíàÿ ðåàëèçàöèÿ.

6. Ðåàëèçàöèÿ íà ÿçûêå Modelica. Íà îñíîâå íà-
êîïëåííîãî îïûòà ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëåçíûì äëÿ ðàçðàáîò-
êè øèðîêîãî êëàññà ìîäåëåé óïðóãîãî êîíòàêòíîãî âçàè-
ìîäåéñòâèÿ òâåðäûõ òåë â ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåìàõ èñïîëü-
çîâàòü ãèáêîñòü ÿçûêà Modelica. Íàáîð îñíîâíûõ ñâîéñòâ
ìåõàíè÷åñêîãî êîíòàêòà ìîæíî êëàññèôèöèðîâàòü â ñëå-
äóþùèå ÷åòûðå êàòåãîðèè:

à) ãåîìåòðè÷åñêèå ñâîéñòâà ïîâåðõíîñòåé òåë â îêðåñò-
íîñòè ïÿòíà êîíòàêòà (ãðàäèåíòû ôóíêöèé, çàäþùèõ
ïîâåðõíîñòè, èõ ìàòðèöû Ãåññå);

á) ìîäåëü äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàçìåðîâ îáëàñòè êîíòàêòà
è íîìàëüíîé óïðóãîé ñèëû;

â) ìîäåëü äëÿ íîìàëüíîé ñèëû âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ;

ã) ìîäåëü êàñàòåëüíûõ ñèë âäîëü ïëîñêîñòè êîíòàêòíîé
ïëîùàäêè.
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Ïîäìîäåëü ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ
àíàëèòè÷åñêîãî îïèñàíèÿ êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé
äîñòàòî÷íî ñëîæíîé ñòðóêòóðû. Îïèñàíèå øàáëîíà ìî-
äåëè ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ â îáùåì ñëó÷àå äàíî â [6].
×àñòíûé ñëó÷àé ýâîëüâåíòíûõ öèëèíäðîâ áûë îïèñàí âû-
øå. Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ íîðìàëüíîé
óïðóãîé ñèëû ìîæíî âûáðàòü èç íåñêîëüêèõ âîçìîæíî-
ñòåé: à) îáùèé ïðîñòðàíñòâåííûé ñëó÷àé (ìîäåëü Ãåðöà
èëè å¼ îáúåìîìåòðè÷åñêàÿ ìîäèôèêàöèÿ [8]); á) ñëó÷àé ïî-
âåðõíîñòåé, èìåþùèõ öèëèíäðè÷åñêóþ ñèììåòðèþ (îïè-
ñàííàÿ âûøå ðåàëèçàöèÿ êîíòàêòíîé ìîäåëè Äæîíñîíà). Â
ïîñëåäíåì ñëó÷àå ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ïðèáëèæåííî ïÿòíî êîí-
òàêòà ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîóãîëüíîé ïîëîñîé, â îáùåì ñëó÷àå �
äîñòàòî÷íî òîíêîé. Íîðìàëüíàÿ óïðóãàÿ ñèëà ïðåäïîëàãà-
åòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî êîíòàêòíîé ïëîùàäêå
âäîëü îáðàçóþùåé öèëèíäðà. Íîðìàëüíàÿ ñèëà âÿçêîãî ñî-
ïðîòèâëåíèÿ òàêæå ìîæåò áûòü ðàññ÷èòàíà íåñêîëüêèìè
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè: ïî ëèíåéíîé ìîäåëè, ïî íåëèíåé-
íîé ìîäåëè, ñ ãèñòåðåçèñîì è ò. ä. Â ìîäåëÿõ äëÿ êàñàòåëü-
íûõ ñèë ìîæíî ïðèíÿòü ëèáî ¾óïðîùåííûå¿ ïîäõîäû, îñ-
íîâàííûå íà ìîäåëè òðåíèÿ Àìîíòîíà � Êóëîíà, ëèáî áî-
ëåå ñëîæíûå ìîäåëè, ïðåäñòàâëÿåìûå, íàïðèìåð, ìîäåëüþ
Êîíòåíñó � Ýðèñìàíà [12], èëè åùå áîëåå óñëîæíåííûå ìî-
äåëè.

Â îïèñûâàåìîì çäåñü ïîäõîäå äëÿ ðåàëèçàöèè ìîäåëè
êîíòàêòà äâóõ çóá÷àòûõ êîëåñ ñ ïðÿìîçóáûì ýâîëüâåíò-
íûì çàöåïëåíèåì áûë ïðèìåíåí øàáëîí êëàññà, ðàçðàáî-
òàííûé ðàíåå [8] íà ÿçûêå Modelica. Øàáëîí èìååò ÷å-
òûðå êëàññà-ïàðàìåòðà, çàäàþùèõ ìîäåëè: à) íîðìàëüíîé
óïðóãîé ñèëû, á) íîðìàëüíîé ñèëû âÿçêîãî ñîïðîòèâëå-
íèÿ, â) êàñàòåëüíîé ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ ïðè îòíîñèòåëü-
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íîì ïðîñêàëüçûâàíèè â êîíòàêòå, ã) ãåîìåòðèè ïîâåðõíî-
ñòåé â îêðåñòíîñòè êîíòàêòà (â íàøåì ñëó÷àå � ýòî öè-
ëèíäðû ñ ýâîëüâåíòíûìè íàïðàâëÿþùèìè). Âèçóàëüíàÿ
ìîäåëü øàáëîíà íà ðàçëè÷íûõ ñòàäèÿõ íàñëåäîâàíèÿ ïî-
êàçàíà íà Ðèñ. 2. Îïèñàíèå áàçîâîãî øàáëîíà êëàññà êîí-
òàêòíîé ìîäåëè ïîëíîñòüþ ðåàëèçîâàíî â ðàìêàõ îáùåãî
ïîäõîäà äëÿ êîíñòðóèðîâàíèÿ ìîäåëåé ìåõàíè÷åñêèõ ñâÿ-
çåé, ïðåäñòàâëåííîãî ðàíåå â [4].

Ðèñ. 2:

Äëÿ ðàçðàáîòêè ïîëíîé ðàáîòàþùåé ìîäåëè êîíòàêòà
ìîæíî ïîñòóïèòü ðàçëè÷íûì îáðàçîì. Äëÿ ðåøåíèÿ îïè-
ñûâàåìîé çàäà÷è êîíñòðóèðîâàíèÿ êëàññà êîíòàêòà äâóõ
òâåðäûõ óïðóãèõ òåë óäîáíû ñðåäñòâà ïàðàìåòðèçàöèè
êëàññîâ, îáåñïå÷åííûå â ÿçûêå Modelica. Â íàøåì ñëó÷àå
èìååòñÿ ÷åòûðå óïîìèíàâøèõñÿ âûøå êëàññà-ïàðàìåòðà.
Ïðèìåð òîãî, êàê ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü êîíêðåòíóþ
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ìîäåëü âçàèìîäåéñòâèÿ, ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 2 è âêëþ÷àåò
ñëåäóþùèå äâå ñòàäèè íàñëåäîâàíèÿ:

1. Ïîëó÷åíèå øàáëîíà ñ çàïîëíåííûìè ìîäåëÿìè äëÿ
ñèë, èìåííî: ìîäåëüþ Äæîíñîíà äëÿ íîðìàëüíîé
óïðóãîé ñèëû, ìîäåëüþ íåëèíåéíîé âÿçêîé íîðìàëü-
íîé ñèëû ñîïðîòèâëåíèÿ, ìîäåëüþ Àìîíòîíà � Êó-
ëîíà äëÿ ñèë ñóõîãî òðåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íóæíî ¾çà-
ïîëíèòü¿ òðè ãíåçäà â ñåðåäèíå âèçóàëüíîé ìîäåëè
áàçîâîãî øàáëîíà (ýòî ïîêàçàíî â âèçóàëüíîé ìîäåëè
ïðîèçâîäíîãî øàáëîíà â öåíòðàëüíîì ïîëîæåíèè íà
Ðèñ. 2).

2. Âñÿ êîíñòðóêöèÿ çàâåðøàåòñÿ îïðåäåëåíèåì ãåîìåò-
ðè÷åñêîé ïîäìîäåëè äëÿ êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíî-
ñòåé. Çäåñü ñëåäóåò ¾çàïå÷àòàòü¿ ãíåçäî äëÿ ãåîìåò-
ðè÷åñêèõ ñâîéñòâ (ïîêàçàíî íà çàâåðøåííîé âèçóàëü-
íîé ìîäåëè â ïðàâîì íèæíåì óãëó Ðèñ. 2).

Íà âñåõ ñòàäèÿõ íàñëåäîâàíèÿ ðàññìîòðåííûå øàáëîíû
èìåþò âíóòðåííèå èíôîðìàöèîííûå ìåæñîåäèíåíèÿ äëÿ
¾ãíåçä¿, â êîòîðûå óñòàíàâëèâàþòñÿ ïîäìîäåëè. Ýòè ìåæ-
ñîåäèíåíèÿ ðåàëèçîâàíû ïðè ïîìîùè óðàâíåíèé, ñêðûòûõ
çà âèçóàëüíîé ìîäåëüþ. Óðàâíåíèÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîãóò
âàðüèðîâàòüñÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ ìîäåëåé, òðåáóþùèõ ðàç-
ëè÷íûõ ïåðåìåííûõ äëÿ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ íîðìàëü-
íûõ è êàñàòåëüíûõ ñèë ïîëíîé ìîäåëè. Òàê ÷òî âñÿ êàðòè-
íà íàïîìèíàåò ìíîãîñëîéíóþ ïëàòó êîìïüþòåðà ñ ãíåçäà-
ìè è ïðîâîäíûìè ìåæñîåäèíåíèÿìè âî âíóòðåííèõ ñëî-
ÿõ (áàçîâûé øàáëîí). Â ýòîì ñëó÷àå ðîëü ÷èïîâ, óñòà-
íàâëèâàåìûõ â ãíåçäà, èãðàþò êëàññû-ïàðàìåòðû ÷åòû-
ðåõ âûåóïîìÿíóòûõ òèïîâ. Ïðè ýòîì ïðîèçâîäíûé øàá-
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ëîí (â ñåðåäèíå íà Ðèñ. 2) ñàì ìîæåò èíòåðïðåòèðîâàòü-
ñÿ â âèäå ïëàòû-íàêëàäêè, ñî ñâîèìè âíóòðåííèìè ìåæ-
ñîåäèíåíèÿìè, îáñëóæèâàþùèìè óñòàíîâëåííûå ôàêòè÷å-
ñêèå êëàññû-ïàðàìåòðû.

Íóæíî, íàêîíåö, çàìåòèòü, ÷òî ïðåäñòàâëåííûé çäåñü
ïîäõîä ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî è ëåãêî ìåíÿòü ðàç-
ëè÷íûå òèïû ìîäåëåé óïðóãîãî êîíòàêòèðîâàíèÿ ïðè ðàç-
ðàáîòêå âèðòóàëüíûõ ïðîòîòèïîâ äèíàìèêè ñèñòåì òåë.

ßñíî, ÷òî ïðè ðàáîòå ðåäóêòîðà ïàðà çóáüåâ êîëåñ A
è B íå ìîæåò îñòàâàòüñÿ â çàöåïëåíèè äëèòåëüíîå âðåìÿ.
Íà Ðèñ. 1 ìîæíî âèäåòü, ÷òî â ñëó÷àå âðàùåíèÿ âåäóùåãî
êîëåñà (A) ïî ÷àñîâîé ñòðåëêå òî÷êà (èëè îòðåçîê ïðÿìîé)
êîíòàêòà, èëè, òî÷íåå, äîñòàòî÷íî ìàëîå êîíòàêòíîå ïÿò-
íî, äâèæåòñÿ îò òî÷êè a ê òî÷êå b, ëåæàùèõ íà ëèíèè çà-
öåïëåíèÿ KAKB. Â òîò ñàìûé ìîìåíò, êîãäà òåêóùàÿ ïàðà
çóáüåâ òåðÿåò êîíòàêò â ãåîìåòðè÷åñêîé òî÷êå b, â ãåîìåò-
ðè÷åñêîé òî÷êå a ïðèõîäèò â êîíòàêò ñëåäóþùàÿ ïàðà çó-
áüåâ, è íîâàÿ êîíòàêòíàÿ ¾òî÷êà¿ íà÷èíàåò ñâîå äâèæåíèå
ïðÿìîé ëèíèè çàöåïëåíèÿ.

Äëÿ ïðîñòîòû çäåñü ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîöåññ çàöåïëå-
íèÿ áåç âçàèìíîãî ïåðåêðûòèÿ èíòåðâàëîâ âðåìåíè êîí-
òàêòèðîâàíèÿ ïàð çóáüåâ. Åñëè áû òàêîå ïåðåêðûòèå èìå-
ëî áû ìåñòî, òî ñëåäîâàëî áû ñîçäàòü íå ìåíåå äâóõ îáúåê-
òîâ êîíòàêòèðîâàíèÿ, ¾ñîåäèíÿþùèõ¿ îáúåêòû òåë A è B.
Ýòè îáúåêòû êîíòàêòà äîëæíû ïîî÷åðåäíî àêòèâèðîâàòü-
ñÿ/äåàêòèâèðîâàòüñÿ ïðè âîçíèêíîâåíèè êîíòàêòà â òî÷êå
a/ åãî èñ÷åçíîâåíèè â òî÷êå b.

Ïðè ïåðåìåùåíèè ïÿòíà êîíòàêòà îò òî÷êè a äî òî÷-
êè b êàæäîå èç êîëåñ A, B ïîâîðà÷èâàåòñÿ íà øàãîâûé
óãîë (óãëîâîå ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàäèóñàìè ñîîòâåòñòâåí-
íûõ òî÷åê ñîñåäíèõ çóáüåâ) ∆γA, ∆γB ñîîòâåòñòâåííî. Ïî-
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ñëåäíèé êëàññ â ðàññìîòðåííîé âûøå ëèíèè íàñëåäîâàíèÿ
ïîìèìî âû÷èñëåíèÿ ãðàäèåíòîâ è ãåññèàíîâ ðåàëèçóåò òàê-
æå ïðîöåññ ïåðåêëþ÷åíèÿ ïàð çóáüåâ, ñèíõðîíèçèðóÿ, òà-
êèì îáðàçîì, ýòî ïåðåêëþ÷åíèå ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè óã-
ëàìè ïîâîðîòà òåë A è B. Ýòîò ìåõàíèçì (äëÿ ñêà÷êîâ òî-
÷åê êîíòàêòà ïðè ïåðåêëþ÷åíèÿõ) ðåàëèçîâàí ïðè ïîìîùè
ñðåäñòâ óïðàâëåíèÿ ñîáûòèÿìè ÿçûêà Modelica.

7. Ïàðàìåòðû âèðòóàëüíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé

óñòàíîâêè. Äëÿ ïðîâåäåíèÿ èñïûòàíèé ðàçðàáîòàííîé
ìîäåëè çàöåïëåíèÿ áûëà ïîñòðîåíà âèðòóàëüíàÿ óñòàíîâ-
êà, ñîñòîÿùàÿ èç äâóõ çóá÷àòûõ êîëåñ: âåäóùåãî A è âåäî-
ìîãî B. Äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ, êîðïóñ ðåäóêòîðà
C ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíûì òåëîì. Íà÷àëî OC èíåðöèàëü-
íîé ñèñòåìû êîîðäèíàò OCxyz ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì êîëå-
ñà A, â êîòîðîì íàõîäèòñÿ öèëèíäðè÷åñêèé øàðíèð, ñî-
åäèíÿþùèé òåëà A è C. Öåíòð êîëåñà B ðàñïîëîæåí íà
ãîðèçîíòàëüíîé îñè OCx. Â íåì íàõîäèòñÿ âòîðîé öèëèí-
äðè÷åñêèé øàðíèð, ñîåäèíÿþùèé òåëî B è âñïîìîãàòåëü-
íûé ïîëçóí S. Ïîëçóí S, â ñâîþ î÷åðåäü, ìîæåò ñâîáîäíî
ñêîëüçèòü îòíîñèòåëüíî òåëà C âäîëü îñè OCx. Îäíàêî
ýòî ñêîëüæåíèå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñäåðæèâàåòñÿ ïðóæèíîé
î÷åíü áîëüøîé æåñòêîñòè, ñîåäèíÿþùåé òåëà C è S.

Â äàííîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòàíîâêå ìû ââåëè ïî-
äàòëèâîñòü ìåæäó òåëàìè B è C, îáåñïå÷èâàåìóþ ïðè
ïîìîùè âñïîìîãàòåëüíîãî ïîëçóíà S. Ýòà ïîäàòëèâîñòü
íàïðàâëåíà âäîëü âäîëü ëèíèè OAOB, ñîåäèíÿþùåé öåí-
òðû êîëåñ è ñîâïàäàþùåé ñ îñüþ OCx. Òàêàÿ êîíñòðóêöèÿ
ïðåäîòâðàùàåò âîçíèêíîâåíèå ñòàòè÷åñêîé íåîïðåäåëèìî-
ñòè â ìîäåëè äëÿ ñëó÷àÿ òâåðäîòåëüíîãî êîíòàêòà ïî òî÷êå
â çóá÷àòîì çàöåïëåíèè êîëåñ A è B. Íà Ðèñ. 3 ïîêàçàíà
âèçóàëüíàÿ ìîäåëü âèðòóàëüíîé ýêñïåðèìåíòàëüíîé óñòà-
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íîâêè.

Ðèñ. 3:

Ïðåäâàðèòåëüíàÿ öåëü íàøèõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-
òîâ � ñðàâíèòü äâå ìîäåëè êîíòàêòèðîâàíèÿ â çàöåïëå-
íèè: à) ìîäåëü Äæîíñîíà, á) ìîäåëü òâåðäîãî êîíòàêòà áåç
ïîäàòëèâîñòè. Â ìîäåëè çàöåïëåíèÿ çàäàþòñÿ ñëåäóþùèå
íåçàâèñèìûå ïàðàìåòðû:

• zA = 20 � ÷èñëî çóáüåâ âåäóùåãî êîëåñà;

• zB = 30 � ÷èñëî çóáüåâ âåäîìîãî êîëåñà;

• rA = 0.2ì ðàäèóñ íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè âåäóùåãî
êîëåñà.
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Ïîñëå ýòîãî îñòàëüíûå ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè
âû÷èñëÿþòñÿ â âèäå:

• n = zB/zA � ïåðåäàòî÷íîå ÷èñëî;

• rB = nrA � ðàäèóñ íà÷àëüíîé îêðóæíîñòè âåäîìîãî
êîëåñà;

• ∆γA = 2π/zA, ∆γB = 2π/zB � øàãîâûå óãëû âåäóùå-
ãî è âåäîìîãî çóá÷àòûõ êîëåñ.

Äëÿ äàëüíåéøåãî îïðåäåëåíèÿ çàöåïëåíèÿ âàæíîå çíà-
÷åíèå èìååò çàäàíèå âåëè÷èíû óãëà çàöåïëåíèÿ. Îíà ìî-
æåò âûáðàíà ïðè óäîâëåòâîðåíèè óñëîâèÿ

αw > αw inf ,

ãäå αw inf = inf αw � íèæíÿÿ ãðàíü âñåõ âîçìîæíûõ óã-
ëîâ çàöåïëåíèÿ, äîïóñêàåìûõ ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿ-
ìè âûøåïåðå÷èñëåííûõ ïàðàìåòðîâ. Âåëè÷èíà ýòîé ãðàíè
îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

αw inf = arctan
2π

zA(1 + n)
.

Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì èñïîëüçîâàòü âåëè÷èíó

αw = 2.8αw inf .

Äàëåå ïðè ïîìîùè çíà÷åíèÿ óãëà çàöåïëåíèÿ è âåëè-
÷èíû ïåðåäàòî÷íîãî ÷èñëà âû÷èñëÿþòñÿ âñå íåîáõîäèìûå
ãåîìåòðè÷åñêèå õàðàêòåðèñòèêè, ïîêàçàííûå íà Ðèñ. 1.
Ñíà÷àëà ìîãóò áûòü íàéäåíû ðàäèóñû îñíîâíûõ îêðóæ-
íîñòåé â âèäå

rαb = rα cosαw (α = A,B).

169



Çàòåì ìîæíî âû÷èñëèòü ïîëíóþ äëèíó ëèíèè çàöåïëåíèÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì

|
−−−−→
KAKB| = rA(1 + n) sinαw.

Â òî æå âðåìÿ, äëèíà ëþáîãî îòðåçêà êîíòàêòèðîâà-
íèÿ [a, b] ⊂ (KAKB) âäîëü ýòîé ëèíèè ÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè
äëèíîé äóãè îñíîâíîé îêðóæíîñòè, ñîîòâåòñâóþùåé øà-
ãîâîìó óãëó ∆γA (ëèáî ∆γB), ëþáîãî èç êîëåñ ðåäóêòîðà.
Òàê ÷òî èìååì

|
−→
ab| = rα∆γα (α = A,B).

Ðàññòîÿíèå ìåæäó öåíòðàìè êîëåñ ëåãêî âû÷èñëÿåòñÿ
â âèäå L = rA + rB. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíûõ óñëîâèé
ñèñòåìû (2.2), (2.3) ÄÀÓ íåîáõîäèìî âûïîëíèòü äîïîëíè-
òåëüíûå ðàñ÷åòû. Äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ñèñòåìà êîîðäèíàò OCxCyCzC èìååò ñâîå íà÷àëî â òî÷êå
OA öåíòðà âåäóùåãî êîëåñà A: OC = OA. Íà÷àëüíûå àáñî-
ëþòíûå íà÷àëüíûå êîîðäèíàòû ýòèõ òî÷åê ñîâïàäàþò

rOC
= rOA

= (0, 0, 0)T ,

è íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå öåíòðà âåäóùåãî êîëåñà îïðåäåëÿ-
åòñÿ ðàâåíñòâîì

rOB
= (L, 0, 0)T .

Íà÷àëüíûå ïîëîæåíèÿ òî÷åê KA è KB âû÷èñëÿþòñÿ ïî
ëåãêî âûâîäèìûì âåêòîðíûì ôîðìóëàì (Ðèñ. 1)

rKA
= rOA

+ rAb (cosαw, sinαw, 0)
T ,

rKB
= rOB

− rBb (cosαw, sinαw, 0)
T ,
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ïîñëå ÷åãî âåêòîð íàïðàâëåíèÿ ëèíèè çàöåïëåíèÿ ìîæåò

áûòü ïîëó÷åí â âèäå
−−−−→
KAKB = rKB

−rKA
. Òåïåðü ïîëîæåíèå

òî÷êè a íà÷àëà êîíòàêòà ìîæíî çàäàòü â âèäå

ra = rKA
+

1

2

(
|
−−−−→
KAKB| − |

−→
ab|
) −−−−→
KAKB

|
−−−−→
KAKB|

,

à íà÷àëüíîå ïîëîæåíèå òî÷êè b êîíöà êîíòàêòèðîâàíèÿ �
â âèäå

rb = ra +
|
−→
ab|

|
−−−−→
KAKB|

−−−−→
KAKB.

Ó÷òåì, ÷òî ðàññòîÿíèå îò òî÷êè a äî OB â òî÷íîñòè
ðàâíî ðàäèóñó îêðóæíîñòè âåðøèí rBa êîëåñà B, à ðàñ-
ñòîÿíèå îò òî÷êè b (â å¼ íà÷àëüíîì ïîëîæåíèè) äî OA �
ðàäèóñó îêðóæíîñòè âåðøèí rAa êîëåñà A. Èìåííî

rAa = |rb − rOA
| , rBa = |ra − rOB

| .

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ íà÷àëüíûõ óãëîâ ïîâîðîòà òåë A è B
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî â íà÷àëüíûé ìîìåíò â òî÷êå a çóáû
êîëåñ A è B ïðîñòî ãåîìåòðè÷åñêè ñîïðèêàñàþòñÿ áåç âñÿ-
êèõ íà÷àëüíûõ óñèëèé è, êàê ñëåäñòâèå, áåç êàêîãî-ëèáî
âçàèìíîãî ïðîíèêàíèÿ. Óãëîâûå ñêîðîñòè êîëåñ â íà÷àëü-
íûé ìîìåíò ïðåäïîëàãàþòñÿ íóëåâûìè. Äëÿ îïðåäåëåííî-
ñòè áóäåì òàêæå ñ÷èòàòü, ÷òî îñü OAxA òåëà A ïðîõîäèò
÷åðåç êîðíåâóþ òî÷êó ýâîëüâåíòû, ëåæàùóþ íà îñíîâíîé
îêðóæíîñòè òåëà. Ýòà ýâîëüâåíòà â òî÷íîñòè çàäàåò ïî-
âåðõíîñòü çóáà, íàõîäÿùóþñÿ â íà÷àëüíûé ìîìåíò â êîí-
òàêòå â òî÷êå a. Àíàëîãè÷íî ïðîõîäèò îñü OBxB êîëåñà B
� ÷åðåç êîðíåâóþ òî÷êó íà÷àëüíîé êîíòàêòíîé ýâîëüâåí-
òû ýòîãî êîëåñà.
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Â ñèëó ñîîòâåòñòâóþùèõ óðàâíåíèé (3.1) ïîëÿðíûå óã-
ëû ðàñòâîðà êàæäîé èç óïîìÿíóòûõ ýâîëüâåíò âû÷èñëÿ-
þòñÿ â âèäå

θα =

√
|ra − rOα|

2 − r2αb

rαb
− arccos

rαb
|ra − rOα |

,

Òàêèì îáðàçîì, íà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ óãëîâ ïîâîðîòà êîëåñ
A è B ìîæíî âû÷èñëèòü â âèäå

φα (t0) = arg ζα − θα (α = A,B),

ãäå êîìïëåêñíûå ÷èñëà ζA, ζB îïðåäåëÿþòñÿ ïðè ïîìîùè
êîìïîíåíò âåêòîðîâ ra − rOα â âèäå

ζα = (xa − xOα) + i (ya − yOα) (α = A,B).

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà arg èìååò
êîìïüþòåðíóþ ðåàëèçàöèþ � ñòàíäàðòíóþ áèáëèîòå÷íóþ
ôóíêöèþ atan2.

Íà÷àëüíûå êâàòåðíèîíû îðèåíòàöèè òåë A è B çàäà-
þòñÿ ïðè ïîìîùè èçâåñòíûõ ôîðìóë

qα (t0) =

(
cos

φα (t0)

2
, 0, 0, sin

φα (t0)

2

)T

(α = A,B).

Ôàçîâûå ïåðåìåííûå ñèñòåìû ÄÀÓ ( 2.2), ( 2.3) îòñëå-
æèâàíèÿ êîíòàêòà óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùèì, ñîãëàñî-
âàííûì ñ ïðåäûäóùèìè ñîîòíîøåíèÿìè, íà÷àëüíûì óñëî-
âèÿì

rPA
(t0) = rPB

(t0) = ra, µ (t0) = 0, λ (t0) = −rBb

rAb

.
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Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, â ñëó÷àå ýâîëüâåíòû ôàçîâàÿ
ïåðåìåííàÿ λ(t) îêàçàëàñü ïîñòîÿííîé

λ(t) ≡ const = λ (t0) ,

÷òî ñîîòâåòñòâóåò èíòåãðàëó äâèæåíèÿ è ìîæåò áûòü ñ
óäîáñòâîì èñïîëüçîâàíî äëÿ êîíòðîëÿ òî÷íîñòè âû÷èñëå-
íèé.

Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ïðèìåðå ê êîëåñó A ïðèëî-
æåí ïîñòîÿííûé êðóòÿùèé ìîìåíò MA = (0, 0,−1Í · ì)T ,
à ê êîëåñó B ïðèëîæåí ìîìåíò âÿçêîãî ñîïðîòèâëåíèÿ
MB = (0, 0,−10φ̇B)

T . Ñàìè êîëåñà ïðåäïîëàãàþòñÿ èçãî-
òîâëåííûìè èç ñòàëè (ìîäóëè óïðóãîñòè Þíãà EA = EB =
2 · 1011Ï, êîýôôèöèåíòû Ïóàññîíà νA = νB = 0.3) è èìå-
þò îäèíàêîâóþ òîëùèíó, ðàâíóþ 0.1ì âäîëü îáðàçóþùåé
öèëèíäðîâ.

8. Äèíàìè÷åñêàÿ îøèáêà ïåðåäà÷è. Äëÿ âû÷èñ-
ëèòåëüíîé âåðèôèêàöèè áûëà âûáðàíà âåëè÷èíà äèíàìè-
÷åñêîé îøèáêè ïåðåäà÷è ðåäóêòîðà. Âíà÷àëå ââåäåì âñïî-
ìîãàòåëüíóþ ïåðåìåííóþ

∆ = −rAbφA − rBbφB, (8.1)

õàðàêòåðèçóþùóþ ðàññîãëàñîâàíèå äëèí äóã îñíîâíûõ
îêðóæíîñòåé êîëåñ. Â ñëó÷àå èäåàëüíîé ¾òâåðäîòåëüíîé¿
ñâÿçè çóáüåâ è ïðè èäåàëüíîì èõ ïåðåêëþ÷åíèè â îòñóò-
ñòâèå òðåíèÿ ýòà âåëè÷èíà äîëæíà áûòü òîæäåñòâåííî
ðàâíîé íóëþ.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ áîëåå ïîäðîáíîãî àíàëèçà ðàññìîòðèì
ðåçóëüòàòû ÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà. Ïðåæäå âñåãî çàìå-
òèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäåëè ýâîëüâåíòíîãî çàöåï-
ëåíèÿ íåâÿçêà ∆(t) äîëæíà (ïî÷òè) ñîâïàäàòü ñ ãëóáè-
íîé κ(t) âçàèìíîãî ïðîíèêàíèÿ òâåðäîòåëüíûõ çóáüåâ â
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îêðåñòíîñòè êîíòàêòíîé òî÷êè â ïðèìåíÿåìîé íàìè ìîäå-
ëè Äæîíñîíà. Â ñàìîì äåëå, ðàññîãëàñîâàíèå ( 8.1) åñòü â
òî÷íîñòè ðàçíîñòü äóãîâûõ ðàññòîÿíèé îñíîâíûõ îêðóæ-
íîñòåé íà êîòîðûå ïîâîðà÷èâàþòñÿ êîëåñà A è B. Ýòà ðàç-
íîñòü íàêàïëèâàåòñÿ ñ íà÷àëà äâèæåíèÿ â òî÷íîñòè òîãäà,
êîãäà çóá÷àòûå êîëåñà íà÷èíàþò êîíòàêòèðîâàòü.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ñèëó èçâåñòíûõ ñâîéñòâ ýâîëüâåíò,
íåâÿçêà ∆(t) ðåàëèçóåòñÿ â òî÷íîñòè âäîëü ëèíèè çàöåïëå-
íèÿKAKB, ¾ñõîäÿùåé¿ ñ îñíîâíîé îêðóæíîñòè êîëåñà A è
¾íàìàòûâàåìîé¿ íà îñíîâíóþ îêðóæíîñòü êîëåñà B. Ïðè
ýòîì, ñ êèíåìàòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ñ îñíîâíîé îêðóæ-
íîñòè êîëåñà A ¾ñìîòàíà¿ íèòü äëèíû −rAbφA, â òî âðåìÿ
êàê íà îñíîâíóþ îêðóæíîñòü êîëåñà B ¾íàìîòàíà¿ íèòü
äëèíû rBbφB. Åñëè áû êîíòàêò áûë ãåîìåòðè÷åñêè òâåð-
äûì, òî äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå ∆(t) ≡ 0.

Èçâåñòíî, îáùèé ïåðïåíäèêóëÿð PAPB ê ýâîëüâåíòàì
êîíòàêòèðóþùèõ ïîâåðõíîñòåé çóáüåâ ëåæèò â òî÷íî-
ñòè íà ëèíèè çàöåïëåíèÿ KAKB. Ïîýòîìó, ãåîìåòðè÷åñêè
äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñîîòíîøåíèå

|
−−−→
PAPB| ≡ κ(t) ≡ ∆(t).

Ñðàâíåíèå óêàçàííûõ ïåðåìåííûõ, ïîëó÷åííûõ â ïðîöåññå
ñèìóëÿöèè, ïîêàçàíî íà Ðèñ. 4.

Ýôôåêò, èìåþùèé ìåñòî çà ñ÷åò òâåðäîòåëüíîãî ¾ïðî-
äàâëèâàíèÿ¿ òåë â êîíòàêòíîé ìîäåëè Äæîíñîíà, â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå ïîõîæ íà ýôôåêò, ñâÿçàííûé ñ êðóòèëü-
íûìè äåôîðìàöèÿìè óïðóãèõ øåñòåðåíîê A è B [13, 14].
Áîëåå òîãî, êîíå÷íîýëåìåíòíîå ìîäåëèðîâàíèå óïðóãîãî
èçãèáà êîíòàêòèðóþùèõ çóáüåâ [15] íå ñëèøêîì ñóùå-
ñòâåííî èñêàæàåò îáùóþ êàðòèíó äèíàìèêè çàöåïëåíèÿ.
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Ðèñ. 4:

Â ñàìîì äåëå, äèíàìè÷åñêàÿ îøèáêà ïåðåäà÷è ñ òî÷íî-
ñòüþ äî çíàêà âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

δ = −rAbψA − rBbψB, (8.2)

àíàëîãè÷íîé ôîðìóëå ( 8.1). Çäåñü âåëè÷èíû ψA, ψB ÿâ-
ëÿþòñÿ îòêëîíåíèÿìè óãëîâ ïîâîðîòà òåë A è B îò íåêî-
òîðûõ ñâîèõ íîìèíàëüíûõ çíà÷åíèé ΦA(t), ΦB(t) òàê, ÷òî
âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

φα(t) = Φα(t) + ψα(t) (α = A,B).

Ýòè íîìèíàëüíûå çíà÷åíèÿ Φα(t) â òî÷íîñòè ñîîòâåò-
ñòâóþò òâåðäîòåëüíîìó êîíòàêòó, ïðè êîòîðîì, î÷åâèäíî,
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âûïîëíÿåòñÿ êèíåìàòè÷åñêîå òîæäåñòâî

−rAb ΦA(t)− rBbΦB(t) ≡ 0.

Ïîýòîìó â ðàìêàõ äàííîãî ðàññìîòðåíèÿ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî

∆(t) ≡ δ(t).
Ðàññìîòðèì òåïåðü èñòî÷íèêè äèíàìè÷åñêîé îøèáêè

ðåäóêòîðà, ïðåäñòàâëåííîé íà Ðèñ. 4. Åñëè â ìîäåëè ïîë-
íîñòüþ óáðàòü òðåíèå ìåæäó ïîâåðõíîñòÿìè çóáüåâ, òî
âåëè÷èíà δ(t) áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè óâåëè÷èâàòüñÿ äî
ïðåäåëüíîãî çíà÷åíèÿ, äàþùåãî ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèá-
êó (Ðèñ. 5, ñèíèé ãðàôèê). Åñëè æå â ðàññìîòðåíèå ââå-
ñòè ïðîñòåéøóþ ìîäåëü ñóõîãî òðåíèÿ ñ êîýôôèöèåíòîì
f = 0,3, òî íà ñèñòåìàòè÷åñêóþ îøèáêó íàëîæèòñÿ ïåðèî-
äè÷åñêàÿ îøèáêà, òåðïÿùàÿ ñêà÷êè â ìîìåíòû ñìåíû ïàð
êîíòàêòèðóþùèõ çóáüåâ è ïðîõîæäåíèÿ ÷åðåç ïîëþñ çà-
öåïëåíèÿ P . Ñîîòâåòñòâóþùàÿ êðèâàÿ ïîêàçàíà íà Ðèñ. 5
êðàñíûì öâåòîì.

Ïîñëåäíÿÿ êðèâàÿ íà Ðèñ. 5 ïîêàçûâàåò, ÷òî íàéäåííàÿ
îøèáêà ïîëíîñòüþ èäåíòè÷íà àíàëîãè÷íîé îøèáêå, âûâå-
äåííîé â [13, 14]. Â ïîñëåäíåì ñëó÷àå ìû âèäèì äîïîëíè-
òåëüíûå ìàëûå èñêàæåíèÿ ãðàôèêà Ðèñ. 5, ïîëó÷àþùèåñÿ
çà ñ÷åò äîïîëíèòåëüíûõ âêëàäîâ îò êðóòèëüíûõ êîëåáà-
íèé, è âñïëåñê, âîçíèêàþùèé ñ ìîìåíò ïîòåðè êîíòàêòà
åùå îäíîé, ïðåäøåñòâóþùåé, ïàðû çóáüåâ. Íàïîìíèì, ÷òî
â íàøåé ìîäåëè äëÿ ïðîñòîòû ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êî-
ãäà â êàæäûé äàííûé ìîìåíò âðåìåíè êîíòàêòèðóåò òîëü-
êî îäíà ïàðà çóáüåâ. Â ðàáîòàõ æå [13, 14] âðåìåííûå ñåã-
ìåíòû êîíòàêòèðîâàíèÿ ïàð çóáüåâ ïåðåêðûâàþòñÿ (îäíî-
âðåìåííî íå áîëåå äâóõ).

9. Ñðàâíåíèå ñî ñëó÷àåì òâåðäîãî êîíòàêòà. Ïî-
ìèìî îïèñàííîé âûøå âåðèôèêàöèè ïðîâîäèëîñü òàêæå
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Ðèñ. 5:

÷èñëåííîå ñðàâíåíèå ïîñòðîåííîé ìîäåëè è ìîäåëè, âêëþ-
÷àþùåé òâåðäûé êîíòàêò. Ñðàâíåíèå ðåçóëüòàòîâ ñèìóëÿ-
öèè ïîêàçàíî íà ðèñ. 6. Âäîëü îñè îðäèíàò îòñ÷èòûâàåò-
ñÿ âåëè÷èíà íîðìàëüíîé êîíòàêòíîé ñèëû. Ñëó÷àé ìîäåëè
Äæîíñîíà ñîîòâåòñòâóåò ãðàôèêó ñèíåãî öâåòà, à êðàñíûé
öâåò èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ òâåðäîòåëüíîé êîíòàêòíîé
ìîäåëè.

Èç ðèñ. 6 âèäíî, ÷òî îáå êîíòàêòíûå ìîäåëè äàþò ïî-
÷òè èäåíòè÷íûé äèíàìè÷åñêèé ðåçóëüòàò. Ðàçíèöà ëèøü
â òîì, ÷òî ìîäåëü Äæîíñîíà ïîðîæäàåò äîïîëíèòåëüíûå
îñöèëëÿöèè çíà÷åíèé íîðìàëüíîé ñèëû. Áîëåå òîãî, èç äå-
òàëèçàöèè, ïîêàçàííîé íà ðèñ. 6, âèäíî, ÷òî òâåðäîòåëüíàÿ
ìîäåëü âåäåò ñåáÿ êàê óñðåäíåíèå ìîäåëè ñ ïîäàòëèâîñòüþ.
Ïðåèìóùåñòâîì ïîñëåäíåé ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà ïîçâîëÿ-

177



Ðèñ. 6:

åò ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è ñ ëþáûì êîëè÷åñòâîì êîíòàêòîâ
âçàèìîäåéñòâóþùèõ òåë. Â òî æå âðåìÿ, òâåðäîòåëüíàÿ
ìîäåëü ýòîãî äåëàòü íå ïîçâîëÿåò. Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî
ñêàçàòü, ÷òî â äàííîé ðàáîòå ðàññìîòðåíà íåîãðàíè÷åííàÿ
êîíòàêòíàÿ çàäà÷à äëÿ ðåäóêòîðîâ. Â òðàäèöèîííîé èí-
æåíåðíîé ïîñòàíîâêå êîíòàêòíûå çàäà÷è îáû÷íî ðàññìàò-
ðèâàþòñÿ â îãðàíè÷åííîé ïîñòàíîâêå, âêëþ÷àþùåé äîïîë-
íèòåëüíûå ãèïîòåçû î ðàñïðåäåëåíèè íîðìàëüíîé ñèëû ïî
íàáîðó, â îáùåì ñëó÷àå ìíîæåñòâåííûõ ïÿòåí êîíòàêòà
äëÿ îäíîãî è òîãî æå òâåðäîãî òåëà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëþáàÿ êîíå÷íîýëåìåíòíàÿ ìîäåëü
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Òèï ìîäåëè Êîýôôèöèåíò Âðåìÿ
êîíòàêòà òðåíèÿ ñ÷åòà
Äæîíñîíà 0,3 20,4
Äæîíñîíà 0 16,1
òâåðäàÿ 0,3 13
òâåðäàÿ 0 11,4

Òàáëèöà 1: Ñðàâíèòåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü

òðåáóåò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ, íà ïîðÿäîê áîëüøèõ,
÷åì ïîñòðîåííàÿ çäåñü ìîäåëü êîíòàêòèðîâàíèÿ øåñòåðå-
íîê. Äëÿ îöåíêè ðåñóðñîåìêîñòè ïîñëåäíåé ïðèâåäåì òàá-
ëèöó (Òàáë. 1) ñðàâíåíèÿ ïðîãîíîâ íàøåé ìîäåëè ñ ìîäå-
ëüþ êîíòàêòà Äæîíñîíà è òâåðäûì êîíòàêòîì. Âíóòðåí-
íåå âðåìÿ ìîäåëè âî âñåõ ñëó÷àÿõ îäíî è òî æå è ðàâíî 5
ñåêóíäàì.

Èç Òàáë. 1 ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî êîíòàêòíàÿ ìîäåëü
Äæîíñîíà íå íàìíîãî óâåëè÷èâàåò âðåìÿ ñ÷åòà (íå áî-
ëåå, ÷åì â äâà ðàçà) â ñðàâíåíèè ñ ñàìûì áûñòðûì ñëó-
÷àåì òâåðäîòåëüíîãî êîíòàêòà. Â òî æå âðåìÿ, ìîäåëü ñ
ïîäàòëèâîñòüþ çíà÷èòåëüíî ïîâûøàåò ãèáêîñòü è óíèâåð-
ñàëèçì ñîîòâåòñòâóþùèõ ñðåäñòâ ìîäåëèðîâàíèÿ â øèðî-
êîì ñïåêòðå ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Ìîæíî óêàçàòü åùå îäèí
èíòåðåñíûé ïðèìåð [16] óïðîùåííîé ìîäåëè óïðóãîé ïî-
äàòëèâîñòè ñ äîïîëíèòåëüíûìè ñòåïåíÿìè ñâîáîäû ìåæäó
êàæäûì, ïðåäïîëàãàåìûì òâåðäûì, çóáîì è êîëåñîì, òàê-
æå ïðåäïîëàãàåìûì òâåðäûì. Äîïîëíèòåëüíûå ñòåïåíè
ñâîáîäû îáåñïå÷èâàþò ïîäâèæíîñòü îòäåëüíîãî çóáà îò-
íîñèòåëüíî êîðïóñà êîëåñà âäîëü åãî îêðóæíîñòè âïàäèí.
Æåñòêîñòè ïîäàòëèâîñòåé ïîäáèðàþòñÿ ñ ó÷åòîì óïðóãèõ
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ñâîéñòâ èçãèáíîé äåôîðìàöèè çóáüåâ.

10. Çàêëþ÷åíèå. Ñðàâíèâàÿ ïîëó÷åííûå â äàííîé
ðàáîòå ðåçóëüòàòû ñ áîëåå ðàííèìè, ìîæíî ñôîðìóëèðî-
âàòü ñëåäóþùèå âûâîäû:

• öèëèíäðè÷åñêèå êîíòàêòíûå ìîäåëè â îïðåäåëåííîì
ñìûñëå ïðîùå îáùèõ òðåõìåðíûõ ìîäåëåé, ïîñêîëü-
êó îíè îãðàíè÷åíû äâóìåðíûì ãåîìåòðè÷åñêèì àíà-
ëèçîì;

• íàïðîòèâ, äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ïðè ýòîì ñòàíîâÿò-
ñÿ â íåêîòîðîé ñòåïåíè ñëîæíåå, ïîñêîëüêó â ìîäåëè
Äæîíñîíà èñïîëüçóåòñÿ òðàíñöåíäåíòíîå óðàâíåíèå,
èìåþùåå ñèíãóëÿðíîñòü â íóëå;

• ìîäåëèðîâàíèå ýâîëüâåíòíîãî çàöåïëåíèÿ òðåáóåò
äîïîëíèòåëüíûõ àíàëèòè÷åñêèõ óñèëèé, ïîðîæäàÿ
óâåëè÷åíèå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè;

• â ñèëó èçãèáà çóáüåâ ìîäåëè ñ ïîäàòëèâîñòüþ ñîçäà-
þò ýôôåêò, àíàëîãè÷íûé êðóòèëüíûì óïðóãèì äå-
ôîðìàöèÿì çóá÷àòûõ êîëåñ;

• â ìîäåëÿõ ñ ïîäàòëèâîñòüþ ó÷åò ýôôåêòà äèíàìè-
÷åñêîãî èçãèáà çóáüåâ ïîçâîëÿåò íåìíîãî óìåíüøàòü
íîðìàëüíóþ êîíòàêòíóþ æåñòêîñòü;

• äàííàÿ êîíòàêòíàÿ ìîäåëü äîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòü
ïîñòðîåíèÿ òàê íàçûâàåìîé íåîãðàíè÷åííîé êîí-
òàêòíîé çàäà÷è ñ ëþáûì ÷èñëîì ïàðàëëåëüíûõ êîí-
òàêòîâ äëÿ òåëà â ìîäåëèðóåìîé ñèñòåìå òåë;

• ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü ïîäàòëèâîñòè ïîêàçàëà äîñòà-
òî÷íî âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü äàæå â ñðàâíåíèè ñ
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íàèáîëåå áûñòðîäåéñòâóþùèì ñëó÷àåì ãåîìåòðè÷å-
ñêè òâåðäîé ñâÿçüþ;

• ðàçðàáîòàííàÿ êîìïüþòåðíàÿ ìîäåëü îòêðûâàåò âîç-
ìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ ðåäóêòîðîâ ëþáîé ñëîæíîñòè
äëÿ ïðÿìîçóáûõ ýâîëüâåíòíûõ çàöåïëåíèé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ÷àñòè÷íîé ïîääåðæêå Ðîññèé-
ñêîãî ôîíäà ôóíäàìåíòàëüíûõ èññëåäîâàíèé (ïðîåêò 11-
01-00354-à).
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