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Óòî÷íåíû òåõíè÷åñêèå äåòàëè óñëîâèÿ Ëå Ñóàí Àíÿ âîç-

íèêíîâåíèÿ íåîïðåäåë¼ííîñòè è ïðîòèâîðå÷èÿ â íåêîòîðîì

êëàññå ñèñòåì ñ êóëîíîâûì òðåíèåì. Ïðèâåäåí ïðèìåð.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: òðåíèå Êóëîíà, ïàðàäîêñû Ïýíëåâå, êîí-
òàêòíàÿ ñâÿçü, îñâîáîæäåíèå îò ñâÿçè.

Íà ðóáåæå 90-õ ïðîøåäøåãî ñòîëåòèÿ ïîÿâèëîñü íåñêîëüêî
ðàáîò Ëå Ñóàí Àíÿ [1, 2], ïîñâÿùåííûõ ñèñòåìàì ñ êîíå÷íûì
÷èñëîì ñòåïåíåé ñâîáîäû è åäèíè÷íîé ôðèêöèîííîé ïàðîé. Âïî-
ñëåäñòâèè ðåçóëüòàòû ýòèõ ðàáîò áûëè îáîáùåíû, çíà÷èòåëüíî
äîïîëíåíû è âîøëè â åãî ìîíîãðàôèþ [3].

Ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîñòåéøåìó ñëó÷àþ íàëè÷èÿ
â ñèñòåìå ñ òðåíèåì îäíîé ôðèêöèîííîé ïàðû, îñíîâûâàþòñÿ
íà ñëåäóþùåì íàáëþäåíèè: ïðè ðàçðåøåíèè óðàâíåíèé äâèæå-
íèÿ ñèñòåìû îòíîñèòåëüíî îáîáù¼ííûõ óñêîðåíèé è íîðìàëü-
íîé ðåàêöèè R ñâÿçè ñ êóëîíîâûì òðåíèåì âñåãäà ïîëó÷àåòñÿ
óðàâíåíèå âèäà Λ · R = R0 (R0 � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ ïðè îò-
ñóòñòâèè òðåíèÿ), â êîòîðîì ñîìíîæèòåëü

Λ = 1 + f ·L· signR

(âûâîä ôîðìóëû è çàâèñèìîñòü ôóíêöèè L îò îáîáùåííûõ êî-
îðäèíàò ñì. äàëüøå). Íåðàâåíñòâî f |L| > 1 è ÿâëÿåòñÿ èñòî÷-
íèêîì âîçíèêíîâåíèÿ ïàðàäîêñîâ Ïýíëåâå [4] â ñèñòåìå.

Ïîñêîëüêó â äîñòóïíûõ íàì ïóáëèêàöèÿõ Ëå Ñóàí Àíÿ äîêà-
çàòåëüñòâà ïðèâåäåííîãî íàáëþäåíèÿ íå ñîäåðæèòñÿ, ïðèâåä¼ì
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çäåñü åãî îáîñíîâàíèå è óòî÷íåíèå. Ïóñòü q1, q2, . . . , qn � îáîá-
ù¼ííûå êîîðäèíàòû ñèñòåìû, ïîä÷èí¼ííîé èäåàëüíûì ñòàöèî-
íàðíûì ñâÿçÿì, êðîìå îäíîãî äâóñòîðîííåãî êîíòàêòíîãî ñîåäè-
íåíèÿ ñ äèíàìè÷åñêèì êîýôôèöèåíòîì f êóëîíîâîãî òðåíèÿ. Íå
òåðÿÿ îáùíîñòè, ìîæíî ïðåäñòàâèòü ýòó ñâÿçü êàê âîçìîæíîñòü
ñêîëüæåíèÿ êîíòàêòíîé òî÷êè C ñèñòåìû ïî íåïîäâèæíîé àá-
ñîëþòíî òâ¼ðäîé ïîâåðõíîñòè U ñ òðåíèåì. Ïóñòü

rC = rC(q1, q2, . . . , qn)

� ðàäèóñ-âåêòîð òî÷êè C, êîãäà C ∈ U . Åñëè êîíòàêò íàðóøåí,
òî â ñèñòåìå ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ ñòåïåíü ñâîáîäû. Çà
íîâóþ îáîáù¼ííóþ êîîðäèíàòó ïðèìåì ñìåùåíèå òî÷êè C ïî
íîðìàëè m ê ïîâåðõíîñòè U :

h = (r∗C − rC) · m

(çâ¼çäî÷êà óêàçûâàåò, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåëè÷èíà âû÷èñ-
ëåíà, êîãäà òî÷êà C /∈ U). Íà ïîâåðõíîñòè U ýòà êîîðäèíàòà
ïîä÷èíåíà óñëîâèþ

h = ḣ = ḧ = 0 . (1)

Ïîëíàÿ ðåàêöèÿ êîíòàêòíîé ñâÿçè ñ òðåíèåì ïðè ñêîëüæå-
íèè ñî ñêîðîñòüþ vC ̸= 0 èìååò âèä

Rs = (− ϵ1fvC/|vC |+m)R .

Çäåñü R � íîðìàëüíàÿ ðåàêöèÿ (ñî çíàêîì), ϵ1 = signR. Îáîá-
ù¼ííûå êîìïîíåíòû ïîëíîé ðåàêöèè èìåþò âèä

Sj = Rs · ∂rC/∂qj, S∗ = Rs (∂r
∗
C/∂h)0 (j = 1, 2, . . . , n) .

Çäåñü è äàëåå íóëåâîé èíäåêñ âíå ñêîáîê îçíà÷àåò ó÷¼ò óñëîâèÿ
( 1 ) ïîñëå äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.

Ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ, ÷òî

vC

|vC |
· ∂rC
∂qj

=
∂vC
∂q̇j

,
vC

|vC |
·
(
∂r∗C
∂h

)
0

=

(
∂v∗C

∂ḣ

)
0

, (2)
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ïîýòîìó

Sj = − ϵ1f (∂vC/∂q̇j)R, S∗ =
(
1− ϵ1f ∂v∗C/∂ḣ

)
0
R .

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ñèñòåìû, çàïèñàííûå, íàïðèìåð, â ôîð-
ìå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, èìåþò âèä

n∑
k=1

Aksq̈k + Fs(q, q̇) = −ϵ1f (∂vC/∂q̇s)R, (s = 1, 2, . . . , n) (3)

n∑
k=1

(A∗
k,n+1)0 q̈k + (F ∗

n+1(q, q̇))0 =
(
1− ϵ1f ∂v∗C/∂ḣ

)
0
R . (4)

Äëÿ óïðîùåíèÿ îáîçíà÷åíèé êîýôôèöèåíòû ïðè îáîáùåííûõ
óñêîðåíèÿõ â ïîñëåäíåì óðàâíåíèè áóäåì çàïèñûâàòü äàëåå
êàê Ak,n+1.

Ñîîòíîøåíèÿ ( 3 ) è ( 4 ) îáðàçóþò ëèíåéíóþ àëãåáðàè÷å-
ñêóþ ñèñòåìó n+1 óðàâíåíèé ñ n+1 íåèçâåñòíûìè q̈1, q̈2, . . . , q̈n
è R. Å¼ ìàòðèöà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìàòðèöó êèíåòè÷åñêîé
ýíåðãèè ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû, êîòîðàÿ îñâîáîæäåíà îò ôðèê-
öèîííîé ñâÿçè ñ çàìåíîé íà âîçäåéñòâèå ýòîé ñâÿçè ñèëîé ïîë-
íîé ðåàêöèè. Ýòî êâàäðàòíàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ
ìàòðèöà 

A11 A12 . . . A1n A1,n+1

A21 A22 . . . A2n A2,n+1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
An1 An2 . . . Ann An,n+1

An+1,1 An+1,2 . . . An+1,n An+1,n+1

 . (5)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû îáîçíà÷èì ÷åðåç A, à ýëåìåíòû îá-
ðàòíîé åé ìàòðèöû � ÷åðåç Arj. Îïðåäåëèòåëü ïîäìàòðèöû, îá-
ðàçîâàííîé ïåðâûìè n ñòðîêàìè è n ñòîëáöàìè, îáîçíà÷èì ÷å-
ðåç B, ýëåìåíòû îáðàòíîé åé ïîäìàòðèöû � ÷åðåç Bil.
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×òîáû èñêëþ÷èòü èç óðàâíåíèé ( 3 ) è ( 4 ) îáîáù¼ííûå
óñêîðåíèÿ q̈1, q̈2, . . . , q̈n, óìíîæèì ïåðâîå óðàâíåíèå ( 3 ) íà λ1,
âòîðîå � íà λ2 è ò.ä., n - îå � íà λn è ïî÷ëåííî ñëîæèì ïî-
ëó÷åííûå ðàâåíñòâà ñ óðàâíåíèåì ( 4 ). Ïîäáåðåì ìíîæèòåëè
λ1, λ2, . . . , λn òàê, ÷òîáû

λ1A11 + λ2A21 + . . .+ λnAn1 + An+1,1 = 0 ,

λ1A12 + λ2A22 + . . .+ λnAn2 + An+1,2 = 0 ,

.....................................................................

λ1A1n + λ2A2n + . . .+ λnAnn + An+1,n = 0 .

Â ñèëó óñëîâèÿ B > 0 ýòà ñèñòåìà âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå
ðåøåíèå

λi = −
n∑

k=1

An+1,kB
ik (i = 1, 2, . . . , n) .

Â ðåçóëüòàòå îïèñàííîé ïðîöåäóðû èñêëþ÷åíèÿ óñêîðåíèé
ïîëó÷èì èç ( 3 ) è ( 4 ) ñëåäóþùåå óðàâíåíèå äëÿ R

n∑
s=1

λsFs(q, q̇) + (F ∗
n+1(q, q̇))0 =

=

{
1− ϵ1f

[
n∑

s=1

λs
∂vC
∂q̇s

+

(
∂v∗C

∂ḣ

)
0

]}
R .

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî óðàâíåíèÿ íå ñîäåðæèò êîýôôèöèåíò òðå-
íèÿ f , à ïðàâàÿ ïðè f = 0 ñòàíîâèòñÿ íîðìàëüíîé ðåàêöèåé R0

îïîðíîé ïîâåðõíîñòè U áåç òðåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî
óðàâíåíèå

(1 + ϵ1fL)R = R0, L = −
n∑

s=1

λs
∂vC
∂q̇s

−
(
∂v∗C

∂ḣ

)
0

.
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Óòî÷íèì âûðàæåíèå äëÿ L. Ïóñòü r � ïðîèçâîëüíîå èç ÷èñåë
1, 2, . . . , n. Ñïðàâåäëèâà ôîðìóëà

n∑
k=1

An+1,kB
rk =

Ar,n+1

An+1,n+1
. (6)

Äåéñòâèòåëüíî,

Ar,n+1

An+1,n+1
= (−1)n+r+1Br

B
.

Çäåñü

Br = det


A11 A12 . . . A1n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
Ar−1,1 Ar−1,2 . . . Ar−1,n

Ar+1,1 Ar+1,2 . . . Ar+1,n

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
An+1,1 An+1,2 . . . An+1,n

 =

=
n∑

k=1

(−1)n+1+kAn+1,k ·Br,k ·B(−1)r+k .

Îïðåäåëèòåëü Br ïðåäñòàâëåí ðàçëîæåíèåì ïî ïîñëåäíåé ñòðî-
êå, êîòîðîå è äîêàçûâàåò ôîðìóëó ( 6 ).

Ôóíêöèþ L îêîí÷àòåëüíî çàïèøåì â âèäå 1

L =
n∑

s=1

As,n+1

An+1,n+1

∂vC
∂q̇s

−
(
∂v∗C

∂ḣ

)
0

. (7)

Ñîáåð¼ì âìåñòå ðåçóëüòàòû àëãåáðàè÷åñêîãî ðàçðåøåíèÿ ëè-
íåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ( 3 ), ( 4 ):

ΛR = R0, Λq̈i = −
n∑

j=1

[
ΛFj(q, q̇) + ϵ1f

∂vC
∂q̇s

R0

]
Bij . (8)

(i = 1, 2, . . . , n)

1Â ðàáîòàõ [1, 2] â ñîîòâåòñòâóþùåé ôîðìóëå äëÿ L ïåðåä çíàêîì ñóììû
îøèáî÷íî óêàçàí çíàê ìèíóñ.
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Îáîçíà÷èì ϵ0 = signR0. Òåïåðü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñòà-
íîâèòñÿ ïðàêòè÷åñêè î÷åâèäíûì.

Òåîðåìà [1, 2].

Åñëè
f |L| < 1 ,

òî
ϵ1 = ϵ0 = signR0 ,

ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèå çàäà÷è Êîøè äëÿ óðàâíåíèé ( 8 )
ñóùåñòâóåò è åäèíñòâåííî. Åñëè æå

f |L| > 1 , (9)

òî ïðè ϵ0 signL = 1 â êà÷åñòâå ϵ1 ïîäõîäÿò îáà çíà÷åíèÿ ± 1,
à ïðè ϵ0 signL = −1 äëÿ ϵ1 íå ãîäèòñÿ íè îäíî èç çíà÷åíèé ± 1.

Â êà÷åñòâå èëëþñòðàöèè òåîðåìû ðàññìîòðèì ïëîñêîå äâè-
æåíèå ïàëî÷êè BC äëèíû 2l, îïèðàþùåéñÿ ñâîèì êîíöîì C íà
ïðÿìóþ ñ ñóõèì òðåíèåì (Ðèñ.1).

Ïîëàãàåì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ìàññû â ïàëî÷êå ñèììåòðè÷íîå
îòíîñèòåëüíî å¼ ñåðåäèíû G.

Æèâàÿ ñèëà áåñêîíòàêòíîãî äâèæåíèÿ ïàëî÷êè ðàâíà

2T = m
(
ẋ2 + ẏ2

)
− 2mlẋϑ̇ sinϑ+ 2mlẏϑ̇ cosϑ+

(
ml2 + J

)
.

Çäåñü ẋ, ẏ � êîìïîíåíòû ñêîðîñòè òî÷êè C, m � ìàññà, J � öåíò-
ðàëüíûé ìîìåíò èíåðöèè ïàëî÷êè.

Ìàòðèöà ( 5 ) èìååò âèä m −ml sinϑ 0
−ml sinϑ ml2 + J ml cosϑ

0 ml cosϑ m

 .
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Ðèñ. 1: Òî÷êà C ñêîëüçèò ïî ïðÿìîé y = 0 ñ òðåíèåì

Òàê êàê 2

∂vC
∂ẋ

= 1 ,
∂vC

∂ϑ̇
= 0 ,

(
∂v∗C
∂ẏ

)
0

= 0 , (10)

ïî ôîðìóëå ( 7 ) íàõîäèì

L =
A13

A33
=

ml2 sinϑ cosϑ

J +ml2 cos2 θ
.

Ïî ñìûñëó 0 < ϑ < π. Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî
ϑ ̸= π/2. Îáîçíà÷èâ z = | tg ϑ|, óñëîâèå ( 9 ) çàïèøåì â âèäå

fz

k(1 + z2) + 1
> 1, k =

J

ml2
.

Íåðàâåíñòâî
kz2 − fz + 1 + k < 0 (11)

2Îòíîñèòåëüíî ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ( 10 ) ñì. ôîðìóëó ( 2 ), â êîòîðîé
h = y, r∗C = (x, y)T .
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âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî, åñëè

D = f 2 − 4k(1 + k) > 0 ,

ò.å. ïàðàäîêñû Ïýíëåâå âîçíèêàþò â òèïè÷íîì ñëó÷àå, êîãäà
êîýôôèöèåíò òðåíèÿ äîñòàòî÷íî âåëèê, à öåíòðàëüíûé ðàäèóñ
èíåðöèè òåëà äîñòàòî÷íî ìàë. Äëÿ îäíîðîäíîé ïàëî÷êè èìååì
k = 1/3, è óñëîâèå ( 11 ) íå âûïîëíÿåòñÿ, êîãäà f < 4/3.

Ðåøåíèåì íåðàâåíñòâà ( 11 ) ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷íûå îòíî-
ñèòåëüíî π/2 ïðîìåæóòêè èçìåíåíèÿ óãëà ϑ, çàøòðèõîâàííûå
íà Ðèñ.2:

Ðèñ. 2: Îáëàñòè ïàðàäîêñîâ ïî óãëó ϑ çàøòðèõîâàíû

Î÷åíü ïîäðîáíîå, íî ïîêà íå èñ÷åðïûâàþùåå èññëåäîâàíèå
âñåâîçìîæíûõ ðåæèìîâ äâèæåíèÿ ïàëî÷êè (ñêîëüæåíèå, âðà-
ùåíèå, îòñêîê, ñâîáîäíûé ïîëåò, óäàðû îá îãðàíè÷èòåëüíóþ
ïðÿìóþ) ïðîâåäåíî â ðàáîòå [5].
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