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Î ÍÅÊÎÒÎÐÛÕ ÏÐÅÄÑÒÀÂËÅÍÈßÕ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ
ÌÅÕÀÍÈÊÈ

À.À.Áóðîâ

Èç àíàëèòè÷åñêîé ìåõàíèêè õîðîøî èçâåñòíî, êàê ïðè âû-
ïîëíåíèè îïðåäåë¼ííûõ óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè ñ ïîìîùüþ
ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïî èìïóëüñàì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòî-
íà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, è íàîáîðîò,
ñ ïîìîùüþ ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ïî ñêîðîñòÿì óðàâíåíèÿ
Ëàãðàíæà ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü â óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà .
Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà íå ïî âñåì èìïóëüñàì (èëè, ñîîò-
âåòñòâåííî, íå ïî âñåì ñêîðîñòÿì), ïîçâîëÿåò îïèñàòü äâè-
æåíèå ñ ïîìîùüþ óðàâíåíèé, èçâåñòíûõ êàê óðàâíåíèÿ Ðàóñà.
Â [1, 2] Â.Ì.Òàòåâñêèì áûëè ïðåäëîæåíû åù¼ äâà êëàññà óðàâ-
íåíèé, ïîçâîëÿþùèõ îïèñûâàòü äèíàìèêó � óðàâíåíèÿ, ïîëó÷à-
þùèåñÿ èç óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà
ïî êîîðäèíàòàì, è óðàâíåíèÿ, òàêæå ïîëó÷àþùèåñÿ èç óðàâ-
íåíèé Ãàìèëüòîíà ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ïî âñåì ïåðå-
ìåííûì. Ýòè óðàâíåíèÿ è èõ âàðèàöèîííàÿ ïðèðîäà â äàëü-
íåéøåì èçó÷àëèñü â [3, 4], îò÷åãî â íåêîòîðûõ ïóáëèêàöèÿõ
îíè íàçûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè Ðàéöèíà. Àíàëîã óðàâíåíèé Ðà-
óñà, ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà ê ïðîèçâîëüíîìó ïîäìíîæåñòâó àðãóìåíòîâ ôóíê-
öèè Ãàìèëüòîíà, èçó÷àëñÿ â [5, 6].

Ðàçëè÷íûå ñâîéñòâà óðàâíåíèé Òàòåâñêîãî èññëåäóþòñÿ â
ñîâðåìåííîé íàó÷íîé ëèòåðàòóðå. Òàê â [7] èçó÷àëñÿ àíàëîã
ïîíÿòèÿ îáëàñòåé âîçìîæíîãî äâèæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå èì-
ïóëüñîâ, áôëè âûïèñàíû óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ è ïðèâåä¼í àíàëîã
ìåòðèêè ßêîáè â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ äëÿ ñèñòåì ñ ïî-
òåíöèàëîì, êâàäðàòè÷íûì ïî êîîðäèíàòàì, â ÷àñòíîñòè äëÿ
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ðåëÿòèâèñòñêèõ ñèñòåì. Â [8] òàêæå èññëåäîâàëàñü ïðèìåíè-
ìîñòü òàêèõ óðàâíåíèé ïðè îïèñàíèè ðåëÿòèâèñòñêîé ìåõà-
íèêè, à ðàáîòà [9] ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñèììåòðèé ýòèõ óðàâ-
íåíèé è èõ òî÷íûì è àäèàáàòè÷åñêèì èíâàðèàíòàì.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà �óñòàíîâèâøèõ-
ñÿ ñîñòîÿíèé�, ïîëó÷àþùèõñÿ â ðåçóëüòàòå èññëåäîâàíèÿ àíà-
ëîãà èíòåãðàëà ýíåðãèè äëÿ óðàâíåíèé Òàòåâñêîãî ñ ïîìîùüþ
òåîðèè Ðàóñà. Äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî òàêèå óñòàíîâèâøèåñÿ ñî-
ñòîÿíèÿ � íå ÷òî èíîå, êàê ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû. Èçó-
÷àþòñÿ ñâîéñòâà èõ óñòîé÷èâîñòè. Ïðåäëàãàåìûé ïîäõîä ê èñ-
ñëåäîâàíèþ óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèé ñîïîñòàâëÿåòñÿ ñ ïîä-
õîäîì, ïðèìåíÿâøèìñÿ Êàñòèëüÿíî â çàäà÷àõ òåîðèè óïðóãî-
ñòè. Íà ïðèìåðàõ îáñóæäàåòñÿ âîçìîæíîñòü ïîëó÷åíèÿ àíà-
ëîãîâ óðàâíåíèé Òàòåâñêîãî èç óðàâíåíèé Ïóàíêàðå - ×åòàåâà.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà, óðàâíåíèÿ Ãà-
ìèëüòîíà, óñòàíîâèâøèåñÿ äâèæåíèÿ, ìåòîä Êàñòèëüÿíî.

1. Óðàâíåíèÿ Òàòåâñêîãî è èõ ñâÿçü ñ óðàâíåíèÿìè

Ãàìèëüòîíà è Ëàãðàíæà. Ïóñòü

q̇ =
∂H

∂p
, ṗ = −∂H

∂q
(1.1)

ñèñòåìà óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé Ãàìèëüòîíà

H = H(p,q, t) (1.2)

Îäíî èç îñíîâîïîëàãàþùèõ óòâåðæäåíèé àíàëèòè÷åñêîé ìåõà-
íèêè ãëàñèò î òîì, ÷òî çàìåíÿÿ ïåðåìåííóþ p íà íîâóþ ïåðå-
ìåííóþ v, îïðåäåëÿåìóþ ñîîòíîøåíèåì

v =
∂H

∂p
(1.3)

óðàâíåíèÿ (1.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå ñèñòåìû óðàâíåíèé
Ëàãðàíæà

q̇ = v,
d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂q
(1.4)
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ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

L = L(v,q, t) = [p · v −H(p,q, t)]p=p(v,q,t) (1.5)

ãäå p = p(v,q, t) íàõîäèòñÿ èç ñîîòíîøåíèé (1.3), ðàññìîòðåí-
íûõ êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî p.

Êàê áûëî ïîäìå÷åíî â [1, 2], ìîæíî ðàññìàòðèâàòü óðàâíå-
íèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç óðàâíåíèé Ãàìèëüòîíà ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëåæàíäðà íå ïî èìïóëüñó, à ïî êîîðäèíàòå, à òàêæå óðàâíå-
íèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ïðåîáðàçîâàíèåì
Ëåæàíäðà ïî êîîðäèíàòå. Íàïîìíèì ýòè óðàâíåíèÿ.

�Óðàâíåíèÿ â èìïóëüñàõ�. Åñëè ââåñòè ôóíêöèþ

H ′(p,q, t) = −H(p,q, t) (1.6)

òî óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà (1.1) çàïèøóòñÿ â �íåêàíîíè÷åñêîì
âèäå�

q̇ = −∂H ′

∂p
, ṗ =

∂H ′

∂q
(1.7)

Ïðàâàÿ ÷àñòü âòîðîé ãðóïïû óðàâíåíèé (1.7) � ñóììà îáîáù¼í-
íîé ñèëû è òîãî, ÷òî â [1] íàçûâàåòñÿ �êèíåòè÷åñêîé ðåàêöèé�1.
Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

f =
∂H ′

∂q
(1.8)

è ïðåäïîëîæèì, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, â îêðåñòíî-
ñòè íåêîòîðîé òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñîîòíîøåíèÿ (1.8),
ðàññìîòðåííûå êàê óðàâíåíèÿ îòíîñèòåëüíî q, äîïóñêàþò åäèí-
ñòâåííîå ðåøåíèå

q = q(p, f , t) (1.9)

Ïóñòü òåïåðü

M(p, f , t) = [q · f −H ′(p,q, t)]q=q(p,f ,t) (1.10)

1Ýòîò òåðìèí íå ÿâëÿåòñÿ îáùåóïîòðåáèìûì â ñîâðåìåííîé ëèòåðàòóðå

ïî ìåõàíèêå.
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Òîãäà
∂M

∂f
= q,

∂M

∂p
= −∂H ′

∂p
(1.11)

è óðàâíåíèÿ (1.7) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

d

dt

∂M

∂f
=

∂M

∂p
, ṗ = f (1.12)

èëè � â áîëåå ïðèâû÷íîì âèäå

d

dt

∂M

∂ṗ
=

∂M

∂p
(1.13)

Òàêèì îáðàçîì, óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âèäå (1.13) ìîæíî íàçû-
âàòü �óðàâíåíèÿìè â èìïóëüñàõ�. Åñëè èõ ðåøåíèå íàéä¼íî, òî
âòîðàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé (1.12) ïîçâîëÿåò óñòàíîâèòü çíà÷åíèÿ
âåëè÷èí f , îïðåäåëÿþùèõ ñêîðîñòü èçìåíåíèÿ èìïóëüñà.

Çàìå÷àíèå. Àâòîðó íåèçâåñòåí ïðèíÿòûé â ìåõàíèêå òåð-
ìèí äëÿ íàèìåíîâàíèÿ âåêòîðíîé âåëè÷èíû f . Ââåäåíèå òàêîãî
òåðìèíà âûãëÿäèò öåëåñîîáðàçíûì â ðàìêàõ ïðåäëàãàåìûõ ðàñ-
ñóæäåíèé. Íà ïðîòÿæåíèè ðàáîòû ìåñòàìè äëÿ ýòîé âåëè÷èíû
áóäåò èñïîëüçîâàíî ïîíÿòèå �ñèëà�, â êîòîðîì êàâû÷êè óêàçû-
âàþò íà òî, ÷òî ýòà âåëè÷èíû, â îáùåì ñëó÷àå, íå ñîâïàäàåò ñ
îáîáù¼ííîé ñèëîé.

Çàìå÷àíèå. Ñ ïîìîùüþ ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.11) ïåðâîå
èç óðàâíåíèé (1.12) ìîæíî çàïèñàòü êàê

dq

dt
= Qp, Qp =

∂M

∂p
(1.14)

Îá óðàâíåíèè (1.14) â [2] ãîâîðèòñÿ: �Ýòè óðàâíåíèÿ ìîæíî
íàçâàòü ïðèíöèïîì Íüþòîíà â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ�. Ñàì
ïðèíöèï â ýòîé ðàáîòå ôîðìóëèðóåòñÿ òàê: �ïðîèçâîäíàÿ îò êî-
îðäèíàòû ðàâíà ñèëå â ïðîñòðàíñòâå èìïóëüñîâ èëè p-ñèëå�.
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Ïðèìåð 1. Äëÿ ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì ôóíêöèÿ Ãà-
ìèëüòîíà èìååò âèä

H = T (p) + U(q) (1.15)

Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (1.8) ïðèíèìàåò âèä

f = −∂U

∂q
(1.16)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, ñîîòíîøåíèå
( 1.16) ìîæíî ðàçðåøèòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî
q, è ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

q = q(f) (1.17)

Òîãäà ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà (1.10) çàïèñûâàåòñÿ êàê

M(p, f) = [q · f + U(q) + T (p)]q=q(f) = U∗(f) + T (p) (1.18)

Ôóíêöèÿ U∗ = U∗(f) � àíàëîã ôóíêöèè Êàñòèëüÿíî, âîçíèêàþ-
ùåé â çàäà÷àõ óïðóãîé ñòàòèêè ([10], ñì. òàêæå, íàïðèìåð, [11]).

Óðàâíåíèÿ, ïîëó÷àþùèåñÿ èç óðàâíåíèé Ëàãðàí-

æà ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà ïî êîîðäèíàòå. Ðàñ-
ñìîòðèì ñèñòåìó óðàâíåíèé Ëàãðàíæà, çàïèñàííóþ â âèäå

d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂q
, q̇ = v (1.19)

ñ ãëàäêîé ôóíêöèåé Ëàãðàíæà

L = L(v,q, t) (1.20)

Ââåä¼ì îáîçíà÷åíèå

f =
∂L

∂q
(1.21)
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è ðàññìîòðèì ðàâåíñòâî (1.21) êàê óðàâíåíèå îòíîñèòåëüíî q.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â îêðåñòíîñòè òî÷êè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà
ñóùåñòâóåò è åäèíñòåííîå ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ, êîòîðîå çà-
ïèøåì â âèäå

q = q(v, f , t) (1.22)

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

K(f ,v, t) = [f · q− L]q=q(v,f ,t) (1.23)

Òîãäà â ñèëó (1.21), (1.22)

∂K

∂v
=

∂q

∂v
f − ∂L

∂q

∂q

∂v
− ∂L

∂v
= −∂L

∂v
(1.24)

∂K

∂f
= q+

∂q

∂f
f − ∂L

∂q

∂q

∂v
= q (1.25)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èñõîäíûå óðàâíåíèÿ Ëàãðàíæà ïðåäñòàâèìû
â âèäå

d

dt

(
−∂K

∂v

)
= f ,

d

dt

(
∂K

∂f

)
= v (1.26)

èëè â âèäå

d

dt

(
∂K ′

∂v

)
= f ,

d

dt

(
∂K ′

∂f

)
= −v (1.27)

åñëè
K ′ = −K (1.28)

Óðàâíåíèÿ (1.26) åñòåñòâåííî íàçâàòü óðàâíåíèÿìè â ñêî-

ðîñòÿõ è �ñèëàõ� .

Ïðèìåð 2. Ïóñòü, êàê è äëÿ ìíîãèõ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì,
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä

L = T (v)− U(q) (1.29)
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Â ýòîì ñëó÷àå ñîîòíîøåíèå (1.21) ïðèíèìàåò âèä (ñð. ñ (1.8))

f = −∂U

∂q
(1.30)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, â îêðåñòíîñòè
íåêîòîðîé òî÷êè q0, ñîîòíîøåíèå (1.16) ìîæíî ðàçðåøèòü åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî q, è ýòî ðåøåíèå èìååò âèä

q = q(f) (1.31)

Òîãäà ôóíêöèÿ (1.23) çàïèñûâàåòñÿ êàê

K(v, f) = [q · f + U(q)− T (v)]q=q(f) = U∗(f)− T (v) (1.32)

Ôóíêöèÿ U∗ = U∗(f) � âíîâü àíàëîã ôóíêöèè Êàñòèëüÿíî.
Ñàìè óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

d

dt

(
∂T

∂v

)
= f ,

d

dt

(
∂U∗

∂f

)
= v (1.33)

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî

∂U∗

∂f
= q+ f

∂q

∂f
+

∂U

∂q

∂q

∂f
= q (1.34)

Çàìå÷àíèå. ÔóíêöèèM è K íå èìåþò ñïåöèàëüíûõ íàçâà-
íèé. Â [1, 2] îíè èìåíóþòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè,
÷òî âðÿä ëè ìîæíî ïðèçíàòü óäîáíûì.

Çàìå÷àíèå. Èñïîëüçóåìûå ôóíêöèè H, K, L è M, à âìåñòå
ñ íèìè � è ñîîòâåòñòâóþùèå îïèñàíèÿìè äâèæåíèé ïîëó÷àþòñÿ
äðóã èç äðóãà íå òîëüêî òàê, êàê ýòî îïèñàíî âûøå, íî è �íà-
ïðÿìóþ�, ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùèõ ïðåîáðàçîâàíèé Ëåæàíäðà,
ïðåäñòàâëåííûõ Òàòåâñêèì â âèäå äèàãðàììû (Ðèñ.1, ñð. [1, 2])

Çàìå÷àíèå. Â [1, 2] òàêæå èññëåäîâàíî ïðåäñòàâëåíèå äâè-
æåíèÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèé M è K â ñëó÷àå, êîãäà â ñèñòåìå
òàêæå äåéñòâóþò íåêîíñåðâàòèâíûå ñèëû. Èçëîæåííàÿ òàì æå
òåîðèÿ ñèñòåì ñî ñâÿçÿìè òðåáóåò äîïîëíèòåëüíîãî îñìûñëåíèÿ.
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Ðèñ. 1: Äèàãðàììà Òàòåâñêîãî.

2. Èíòåãðàë Ïåíëåâå � ßêîáè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíê-
öèè Ãàìèëüòîíà (1.2) è Ëàãðàíæà (1.20), à âìåñòå ñ íèìè � è
ôóíêöèè M è K íå çàâèñèò ÿâíî îò âðåìåíè. Òîãäà óðàâíåíèÿ
( 1.1), (1.19), (1.12) è (1.26) äîïóñêàþò Ïåíëåâå � ßêîáè. Â çàâè-
ñèìîñòè îò âûáîðà ñïîñîáà îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ ýòîò èíòåãðàë
ïðèíèìàåò âèä

J (p,q) = H (2.1)

äëÿ óðàâíåíèé (1.1),

J (v,q) =
∂L

∂v
· v − L (2.2)

äëÿ óðàâíåíèé (1.19),

J (f ,p) =
∂M

∂f
· f −M (2.3)
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äëÿ óðàâíåíèé (1.12) è

J (v, f) = K − ∂K

∂f
· f − ∂K

∂v
· v (2.4)

äëÿ óðàâíåíèé (1.26).

Ïðèìåð 1. Ïðîäîëæåíèå. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðèìåðå ôóíêöèÿ H, à âìåñòå ñ íåé � è M, íå çàâèñèò ÿâíî
îò âðåìåíè, òî èíòåãðàë (2.3) ïðèíèìàåò âèä

J (f ,p) =
∂U∗(f)

∂f
· f − U∗(f)− T (p) (2.5)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ýòîò èíòåãðàë îòëè÷àåòñÿ îò èíòåãðàëà
ýíåðãèè ëèøü çíàêîì.

Ïðèìåð 2. Ïðîäîëæåíèå. Òàê êàê â ðàññìàòðèâàåìîì
ïðèìåðå ôóíêöèÿ L, à âìåñòå ñ íåé - è K, íå çàâèñèò ÿâíî îò
âðåìåíè, òî èíòåãðàë (2.4) ïðèíèìàåò âèä

J (v, f) = U∗ − T − ∂U∗

∂f
· f + ∂T

∂v
· v (2.6)

3. Ñóùåñòâîâàíèå è óñòîé÷èâîñòü �óñòàíîâèâøèõñÿ

ñîñòîÿíèé�. Â ñëó÷àå, êîãäà èìåþò ìåñòî èíòåãðàëû (2.1)
� (2.4) ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåîðèåé Ðàóñà äëÿ îòûñêàíèÿ
óñòàíîâèâøèõñÿ ñîñòîÿíèé è èññëåäîâàíèÿ óñëîâèé èõ óñòîé÷è-
âîñòè. Äëÿ óðàâíåíèé Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà è ñîîòâåòñòâó-
þùèõ èì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ (2.1), (2.2) ýòà ïðîöåäóðà õîðîøî
èçâåñòíà [12] (ñì. òàêæå [14]). Èññëåäóåì, ñîãëàñíî ìåòîäó Ðàó-
ñà. êðèòè÷åñêèå òî÷êè ôóíêöèé (2.3), (2.4).

Óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ, îïèñûâàåìûå �óðàâ-

íåíèÿìè â èìïóëüñàõ�. Äëÿ èçó÷åíèÿ óñòàíîâèâøèõñÿ ñî-
ñòîÿíèé (ÓÑ) óðàâíåíèé (1.12), îáëàäàþùèõ ïåðâûì èíòåãðà-
ëîì âèäà (2.3), èññëåäóåì êðèòè÷åñêèå òî÷êè ýòîãî ïåðâîãî èí-
òåãðàëà. Óðàâíåíèÿ äëÿ êðèòè÷åñêèõ òî÷åê èìåþò âèä

∂J
∂f

=
∂2M

∂f2
f +

∂M

∂f
− ∂M

∂f
=

∂2M

∂f2
f = 0 =⇒ f = 0 (3.1)
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â ñèëó ÷åãî

∂J
∂p

=
∂2M

∂p∂f
f − ∂M

∂p
= −∂M

∂p
= 0 (3.2)

Ýòè óðàâíåíèÿ â òî÷íîñòè ýêâèâàëåíòíû óðàâíåíèÿì ðàâíîâå-
ñèÿ èñõîäíîé ãàìèëüòîíîâîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû � â òî âðåìÿ
êàê â ñèëó (1.7), (1.11) ñîîòíîøåíèå (3.2) îïðåäåëÿåò ðàâåíñòâî
íóëþ îáîáù¼ííûõ ñêîðîñòåé q̇ â ÓÑ, ôèíàëüíîå ñîîòíîøåíèå
(3.1) îïðåäåëÿåò ðàâåíñòâî íóëþ �ñèë� f , ñîâïàäàþùèõ â äàííîì
ñëó÷àå ñ îáîáù¼ííûìè ñèëàìè â ñèëó ðàâåíñòâà íóëþ îáîáù¼í-
íûõ ñêîðîñòåé.

Âòîðóþ âàðèàöèþ ïåðâîãî èíòåãðàëà íà ÓÑ èìååò âèä

2δ2J = δfT
∂2M

∂f2
· δf − δpT ∂

2M

∂p2
· δp (3.3)

Åñëè êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà (3.3) çíàêîîïðåäåë¼ííà, òî èññëåäó-
åìîå ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé íåóñòîé÷èâîñòè è
âîçìîæíîñòè óñòîé÷èâîñòè ÓÑ â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè ñîãëàñ-
íî îáùåé òåîðèè òðåáóåòñÿ àíàëèç èíäåêñà âñåé êâàäðàòè÷íîé
ôîðìû (3.3). Â ñëó÷àå, êîãäà êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà çíàêîíåîïðå-
äåë¼ííà, íî èíäåêñ å¼ ÷¼òåí, òî äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìûõ
óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ìîæíî âûïèñàòü óðàâíåíèÿ, ëèíåàðèçî-
âàííûå â îêðåñòíîñòè ðàâíîâåñèÿ. Ýòè óðàâíåíèÿ è èõ õàðàê-
òåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí èìåþò ïðèâû÷íûé äëÿ ëàãðàíæåâûõ
ñèñòåì âèä

∂2M

∂ṗ2
δp̈+

(
∂2M

∂ṗ∂p
− ∂2M

∂p∂ṗ

)
δṗ− ∂2M

∂p2
δp = 0 (3.4)

P (λ) =

∣∣∣∣∂2L
∂ṗ2

λ2 +

(
∂2L
∂ṗ∂p

− ∂2M

∂p∂ṗ

)
λ− ∂2M

∂p2

∣∣∣∣ = 0 (3.5)
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Åñëè âñå êîðíè óðàâíåíèÿ (3.5) ÷èñòî ìíèìûå, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ðàññìàòðèâàåìîå ðàâíîâåñèå óñòîé÷èâî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Ïðèìåð 1. Ïðîäîëæåíèå. Â ðàìêàõ ïðèíÿòûõ â ïðèìåðå
ïðåäïîëîæåíèé óðàâíåíèÿ ðàâíîâåñèÿ èìåþò âèä

f = 0,
∂T

∂p
= 0 (3.6)

Ïðè ýòîì, âòîðàÿ âàðèàöèÿ (3.3) ïðèíèìàåò âèä

2δ2J = δfT
∂2U∗

∂f2
· δf − δpT ∂

2T

∂p2
· δp = 2δ2fJ + 2δ2pJ (3.7)

Äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà δ2pJ îòðè-
öàòåëüíî îïðåäåë¼ííà â ñèëó ïîëîæèòåëüíîé îïðåäåë¼ííîñòè
êâàäðàòè÷íîé ïî èìïóëüñàì ñîñòàâëÿþùåé êèíåòè÷åñêîé ýíåð-
ãèè T = T (p). Òîãäà, â ñèëó òåîðåìû Ðàóñà, åñëè êâàäðàòè÷íàÿ
ôîðìà δ2fJ , ò.å. âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèè Êàñòèëüÿíî, òàêæå
îòðèöàòåëüíî îïðåäåë¼ííà, òî èññëåäóåìîå ÓÑ óñòîé÷èâî ïî Ëÿ-
ïóíîâó.

Äëÿ ñèñòåì ðàñìàòðèâàåìîãî âèäà ïî àíàëîãèåé ñ êëàññè÷å-
ñêîé òåîðèåé ñóùåñòâîâàíèÿ è óñòîé÷èâîñòè ðàâíîâåñèé ìåõà-
íè÷åñêèõ ñèñòåì ([13, 14]) ìîæíî íàçûâàòü ñîáñòâåííûå çíà÷å-
íèÿ êâàäðàòè÷íîé ôîðìû δ2fJ êîýôôèöèåíòàìè óñòîé÷èâîñòè,
à êîëè÷åñòâî ïîëîæèòåëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ óñòîé÷èâîñòè �
ñòåïåíüþ íåóñòîé÷èâîñòè �ïî Ïóàíêàðå�. Òîãäà, êàê è â îáùåì
ñëó÷àå, ðàâåíñòâî íóëþ ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè îçíà÷àåò óñòîé-
÷èâîñòü ðàññìàòðèâàåìîãî ðàâíîâåñèÿ ïî Ëÿïóíîâó, íå÷¼òíîñòü
ñòåïåíè íåóñòîé÷èâîñòè îçíà÷àåò íåóñòîé÷èâîñòü ýòîãî ðàâíî-
âåñèÿ, à ÷¼òíîñòü óêàçûâàåò íà âîçìîæíîñòü ãèðîñêîïè÷åñêîé
ñòàáèëèçàöèè.

Çàìåòèì, ÷òî õîòÿ ââåä¼ííàÿ òàêèì îáðàçîì ôóíêöèÿ Êà-
ñòèëüÿíî íå ñîâïàäàåò ñ ñèëîâîé ôóíêöèåé, èíäåêñû èõ êâàä-
ðàòè÷íûõ ôîðì âòîðîé âàðèàöèè � îäíè è òå æå íà îäíèõ è òåõ
æå ÓÑ.

121



Óñòàíîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ ïðè îïèñàíèè äâèæå-

íèÿ â ñêîðîñòÿõ è �ñèëàõ�. Ñîãëàñíî òåîðåìå Ðàóñà óñòà-
íîâèâøèåñÿ ñîñòîÿíèÿ ñèñòåìû (1.26) â ñëó÷àå ñóùåñòâîâàíèÿ
ïåðâîãî èíòåãðàëà (2.4) îïðåäåëÿþòñÿ êàê åãî êðèòè÷åñêèå òî÷-
êè. Ýòè òî÷êè çàäàþòñÿ óðàâíåíèÿìè

∂J
∂v

=
∂K

∂v
− ∂2K

∂v2
v − ∂K

∂v
− ∂2K

∂v∂f
f =

= −∂2K

∂v2
v − ∂2K

∂v∂f
f = 0 (3.8)

∂J
∂f

=
∂K

∂f
− ∂2K

∂f∂v
v − ∂K

∂f
− ∂2K

∂f2
f =

= − ∂2K

∂f∂v
v − ∂2K

∂f2
f = 0 (3.9)

Ñèñòåìà (3.8), (3.9) âñåãäà äîïóñêàåò ðåøåíèå

v = 0, f = 0 (3.10)

Åìó îòâå÷àþò îáû÷íûå ðàâíîâåñèÿ èñõîäíîé ñèñòåìû, òàê êàê
íà ýòîì ðåøåíèè îáðàùàþòñÿ â íóëü êàê å¼ ñêîðîñòü v, òàê
è îáîáù¼ííÿ ñèëà, ñîâïàäàþùàÿ â äàííîì ñëó÷àå ñ �ñèëîé� f
èç-çà ðàâåíñòâà íóëþ ñêîðîñòè. Ïðè ýòîì, åñëè îïðåäåëèòåëü
ìàòðèöû Ãåññå ôóíêöèè K îòëè÷åí îò íóëÿ, òî òàêîå ðåøåíèå
åäèíñòâåííî.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè ðåøå-
íèÿ (3.10) ñîãëàñíî òåîðåìå Ðàóñà ìîæíî âû÷èñëèòü âòîðóþ âà-
ðèàöèþ èíòåãðàëà (2.4) íà ýòîì ðåøåíèè. Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå
ïîêàçûâàåò, ÷òî

δ2J = −δ2K = (3.11)

= −
(
δvT ∂

2K

∂v2
· δv + 2δvT ∂2K

∂v∂f
· δf + δfT

∂2K

∂f2
· δf

)
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ãäå âñå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå âû÷èñëèíû íà ðåøåíèè (3.10).
Çíàêîîïðåäåë¼ííîñòü âòîðîé âàðèàöèè (3.11) âëå÷¼ò çà ñîáîé
óñòîé÷èâîñòü èññëåäóåìîãî ðåøåíèÿ.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ íåîáõîäèìûõ óñëîâèé óñòîé÷èâîñòè îñó-
ùåñòâëÿþò ëèíåàðèçàöèþ óðàâíåíèé (1.26) â îêðåñòíîñòè ðàâ-
íîâåñèÿ (3.10). Ëèíåàðèçîâàííûå óðàâíåíèÿ ïðèíèìàþò âèä

−
(
∂2K

∂v2
δv̇ +

∂2K

∂v∂f
δḟ

)
= δf ,

(
∂2K

∂f∂v
δv̇ +

∂2K

∂f2
δḟ

)
= δv

(3.12)
Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîå óðàâíåíèå çàïèñûâàåòñÿ êàê

P (λ) =

∣∣∣∣∣∣∣
−∂2K

∂v2
λ − ∂2K

∂v∂f
λ− I

∂2K

∂f∂v
λ− I

∂2K

∂f2
λ

∣∣∣∣∣∣∣ = 0 (3.13)

ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ðàçìåðîì n × n. Åñëè âñå êîðíè
óðàâíåíèÿ (3.13) ÷èñòî ìíèìû, òî ãîâîðÿò, ÷òî äâèæåíèå (3.10)
óñòîé÷èâî â ïåðâîì ïðèáëèæåíèè.

Ïðèìåð 2. Ïðîäîëæåíèå. Â óñëîâèÿõ ïðèìåðà êâàäðà-
òè÷íàÿ ôîðìà (3.11) íà ðåøåíèè (3.10) çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

2δ2J = 2δ2vJ + 2δ2fJ = −∂T

∂v
· v (3.14)

= δvT ∂
2T

∂v2
· δv − δfT

∂2U∗

∂f2
· δf

åñëè, êàê ýòî îáû÷íî èìååò ìåñòî äëÿ ìåõàíè÷åñêèõ ñèñòåì,
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà δ2vJ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà, òî ðåøå-
íèå áóäåò óñòîé÷èâûì, åñëè áóäåò ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà
êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà δ2fJ .

4. Óðàâíåíèÿ Íüþòîíà è èõ ïðåäñòàâëåíèå �â ñèëàõ�.

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ñóùåñòâåííî ïðåäïîëàãàëîñü, ÷òî èñ-

123



õîäíûå, ïîäëåæàùèå ïðåîáðàçîâàíèþ óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ëè-
áî ãàìèëüòîíîâû, êàê (1.1), ëèáî ëàãðàíæåâû, êàê (1.19). Îòêà-
æåìñÿ îò ýòèõ îãðàíè÷åíèé è ðàññìîòðèì ìåõàíè÷åñêóþ ñèñòå-
ìó, îïèñûâàåìóþ äèôôåðåíöèàëüíî-àëãáðàè÷åñêèìè óðàâíåíè-
ÿìè âèäà

ẋ = v, ṗ = f , (4.1)

p = p(x,v), f = f(x,v). (4.2)

Ââåä¼ííûå îáîçíà÷åíèÿ äîâîëüíî ïðîçðà÷íû � âåëè÷èíû x ∈
Rn è v ∈ Rn îïðåäåëÿþò ñîñòîÿíèå ñèñòåìû � å¼ ïîëîæåíèå è
ñêîðîñòü, â òî âðåìÿ êàê âåëè÷èíû p ∈ Rn è f ∈ Rn çàäàþò
èìïóëüñ ñèñòåìû è äåéñòâóþùóþ íà íå¼ �ñèëó�.

Êëàññó ñèñòåì (4.1), (4.2) íåñîìíåííî ïðèíàäëåæàò óðàâ-
íåíèÿ äâèæåíèÿ ìàòåðèàëüíîé òî÷êè â òð¼õìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå. Íà ñàìîì äåëå, åñëè òî÷êà P ìàññû m ïîä
äåéñòâèåì ñèëû f ñîâåðøàåò äâèæåíèå â òðåõìåðíîì åâêëèäî-
âîì ïðîñòðàíñòâå, òî óðàâíåíèÿ Íüþòîíà èìåþò âèä (4.1), ãäå
x ∈ R3 � äåêàðòîâû êîîðäèíàòû òî÷êè â êîíôèãóðàöèîííîì
ïðîñòðàíñòâå, v ∈ R3 � å¼ ñêîðîñòü, p = mv � å¼ èìïóëüñ.

Â äàëüíåéøåì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íè èíåðòíûå ñâîéñòâà ñè-
ñòåìû, íè äåéñòâóþùàÿ íà íå¼ ñèëà íå çàâèñÿò ÿâíî îò âðåìåíè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (4.2) ïî êðàéíåé ìåðå ëî-
êàëüíî, â îêðåñòíîñòè çàäàþùåé íà÷àëüíûå óñëîâèÿ òî÷êè ôà-
çîâîãî ïðîñòðàíñòâà (x0,v0), ìîãóò áûòü ðàçðåøåíû åäèíñòâåí-
íûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî x

x = x(p, f), v = v(p, f) (4.3)

Äèôôåðåíöèðóÿ ïî âðåìåíè ñîîòíîøåíèÿ (4.2) è îïèðàÿñü íà
ñîîòíîøåíèÿ (4.1), èìååì

ṗ =
∂p

∂x
ẋ+

∂p

∂v
v̇ =

∂p

∂x
v +

∂p

∂v
ḟ = f (4.4)

ḟ =
∂f

∂x
ẋ+

∂f

∂v
v̇ =

∂f

∂x
v +

∂f

∂v
v̇ (4.5)
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Ïðè âûïîëíåíèÿ óñëîâèé íåâûðîæäåííîñòè∣∣∣∣∂p∂v
∣∣∣∣ ̸= 0,

∣∣∣∣ ∂f∂v
∣∣∣∣ ̸= 0

è ïîñëå ïîäñòàíîâêè â èìåþùèåñÿ â (4.4), (4.5) ÷àñòíûå ïðîèç-
âîäíûå ñîîòíîøåíèé (4.3), èç (4.4), (4.5) èìååì

ḟ =

(
∂p

∂v

)−1(
f − ∂p

∂x
v

)
= V(f ,v) (4.6)

v̇ =

(
∂f

∂v

)−1(
ḟ − ∂f

∂x
v

)
= (4.7)

=

(
∂f

∂v

)−1(
V − ∂f

∂x
v

)
= F(f ,v)

Óðàâíåíèÿ (4.6), (4.7) �ñâîáîäíû� îò êîîðäèíàò x, îïðåäåëÿ-
þùèõ ïîëîæåíèÿ ñèñòåìû â êîíôèãóðàöèîííîì ïðîñòðàíñòâå.
Îíè îïèñûâàþò äâèæåíèå â ñêîðîñòÿõ è �ñèëàõ�, ò.å çàäàþò ïî-
òîê â ïðîñòðàíñòâå (v, f), ïðè÷¼ì òðàåêòîðèÿ îïðåäåëÿåòñÿ íà-
÷àëüíûìè óñëîâèÿìè (f0,v0), ïåðâîå èç êîòîðûõ âû÷èñëÿåòñÿ
ñ ïîìîùüþ âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (4.2) ïî íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
(x0,v0) èñõîäíîé çàäà÷è.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (4.6) îäíîçíà÷íûì îáðàçîì,
ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, ìîæíî âûðàçèòü ñêîðîñòü v. Òîãäà

v = v(f , ḟ) (4.8)

Äèôôåðåíöèðóÿ òåïåðü óðàâíåíèå (4.6) ïî âðåìåíè è ïîäñòàâ-
ëÿÿ â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñíà÷àëà v̇ èç (4.7), à çàòåì � v èç
(4.8), èìååì

f̈ =
∂V

∂v
v̇ +

∂V

∂f
ḟ =

[
∂V

∂v
F+

∂V

∂f
ḟ

]
v=v(f ,ḟ)

= X(ḟ , f) (4.9)
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Íà óðàâíåíèÿ (4.9) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà óðàâíåíèÿ äèíàìèêè
â �ïðîñòðàíñòâå ñèë�. Ïðè ýòîì íà÷àëüíîå çíà÷åíèå ḟ0 îïðåäåëÿ-
åòñÿ èç óðàâíåíèÿ (4.6), â òî âðåìÿ êàê îïðåäåëåíèå íà÷àëüíîãî
çíà÷åíèÿ f0 ïî íà÷àëüíûì äàííûì èñõîäíîé çàäà÷è îïèñàíî âû-
øå.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî èç óðàâíåíèÿ (4.7) îäíîçíà÷íûì
îáðàçîì, ïî êðàéíåé ìåðå ëîêàëüíî, ìîæíî âûðàçèòü �ñèëó� f .
Òîãäà

f = f(v, v̇) (4.10)

Äèôôåðåíöèðóÿ òåïåðü óðàâíåíèå (4.7) ïî âðåìåíè è ïîäñòàâ-
ëÿÿ â ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñíà÷àëà ḟ èç (4.6), à çàòåì � f èç
(4.10), èìååì

v̈ =
∂F

∂v
v̇ +

∂F

∂f
ḟ =

[
∂V

∂v
v̇ +

∂V

∂f
V

]
f=f(v,v̇)

= Y(v̇,v) (4.11)

Íà óðàâíåíèÿ (4.11) ìîæíî ñìîòðåòü êàê íà óðàâíåíèÿ äèíàìè-
êè â �ïðîñòðàíñòâå ñêîðîñòåé�.

5. Ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íàÿ ïî êî-

îðäèíàòàì. Â ðÿäå çàäà÷ âñòðå÷àåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ôóíê-
öèÿ Ëàãðàíæà ëèíåéíî-êâàäðàòè÷íà ïî êîîðäèíàòàì. Â ýòîì
ñëó÷àå ïåðåõîä îò óðàâíåíèé Ëàãðàíæà ê óðàâíåíèÿì Òàòåâ-
ñêîãî ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí â ÿâíîì âèäå.

Ïóñòü

L =
1

2
qTAq+ bTq+ C − (5.1)

ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà, òàêàÿ, ÷òî

A = AT = A(v), b = b(v), C = C(v)

Òîãäà

f =
∂L

∂q
= Aq+ b, ⇐⇒ q = A−1 (b− f) (5.2)
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K = qT (Aq+ b)− 1

2
qTAq− bTq− C = (5.3)

=
1

2
qTAq− C =

=
1

2

(
A−1 (b− f)

)T
AA−1 (b− f)− C =

=
1

2

(
A−1 (b− f)

)T
(b− f)− C =

=
1

2
fTA−1f − fTA−1b+

1

2
bTA−1b− C

Ôóíêöèÿ (5.3) ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ â âè-
äå (1.26).

Ïðèìåð 3. Ðåëÿòèâèñòñêàÿ ÷àñòèöà â êâàäðàòè÷-

íîì ñèëîâîì ïîëåÄâèæåíèå ðåëÿòèâèñòñêîé ÷àñòèöû ìàññû
m îïðåäåëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà (5.1) òàêîé, ÷òî

b = Bv, C = mc2
(
1− v2

c2

)1/2

, A = const, B = const

(5.4)
c � ñêîðîñòü ñâåòà. Ôóíêöèÿ (5.3) ïîñëå ïîäñòàíîâêè â íå¼ ñîîò-
íîøåíèé (5.4) ïîçâîëÿåò îïèñàòü äâèæåíèå ñ ïîìîùüþ óðàâíå-
íèé

d

dt

[
m

(
1− v2

c2

)−1/2

v +BTq

]
= f , f = Bv +Aq (5.5)

Òàê êàê äèôôåðåíöèðîâàíèå âòîðîãî ñîîòíîøåíèÿ (5.5) äà¼ò

ḟ = Bv̇ +Av

òî äèôôåðåíöèðîâàíèå óðàâíåíèé (5.5) ïîçâîëÿåò îïèñàòü äâè-
æåíèå â ñêîðîñòÿõ. Ïðè ýòîì óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ïðèíèìàåò
âèä

d2

dt2

[
m

(
1− v2

c2

)−1/2

v

]
=

(
B−BT

)
v̇ +Av (5.6)
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Ïðèìåð 4. Óðàâíåíèÿ Âîëüòåððà. Ñîãëàñíî [15], óðàâ-
íåíèÿ ïîïóëÿöèîííîé äèíàìèêè ïðè îïðåäåë¼ííûõ ïðåäïîëî-
æåíèÿõ ìîãóò áûòü çàïèñàíû â âèäå óðàâíåíèé Ëàãðàíæà è
Ãàìèëüòîíà. Â îðèãèíàëüíûõ îáîçíà÷åíèÿõ ([15]) ïóñòü Ni(t) �
÷èñëî îñîáåé i-ãî âèäà, ïðîæèâàþùèõ â ìîìåíò âðåìåíè t, à
Xi(t) � âåëè÷èíà, òàêàÿ, ÷òî

Xi(t) =

t∫
0

Ni(τ)dτ ⇐⇒ ẋi = Ni

Â ýòîì ñëó÷àå äèíàìèêà ïîïóëÿöèè ìîæåò áûòü îïèñàíà óðàâ-
íåíèÿìè Ëàãðàíæà ñ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà [15]

L = χ+
1

2
Z + P (5.7)

ãäå

χ =
n∑

r=1

βrẊr log Ẋr − (5.8)

ôóíêöèÿ, èíòåãðàë îò êîòîðîé ïî âðåìåíè Âîëüòåððà íàçûâàåò
æèçíåííûì äåéñòâèåì 2,

Z =
n∑

r=1

n∑
s=1

arsẊrXs − (5.9)

ñëàãàåìîå, îòâå÷àþùåå çà ïîïóëÿöèîííûé àíàëîã ãèðîñêîïè÷å-
ñêèõ âçàèìîäåéñòâèé,

P =
n∑

r=1

βrεrXr +
n∑

r=1

n∑
s=1

crsXrXs − (5.10)

2ôð.: l'action vitale
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äåìîãðàôè÷åñêèé ïîòåíöèàë 3. Ñîãëàñíî Âîëüòåððà, äèíàìèêà
ïîïóëÿöèè îïèñûâàåòñÿ óðàâíåíèÿìè Ëàãðàíæà

d

dt

∂L

∂Ẋr

=
∂L

∂Ẋr

(5.11)

ïîñëå ïðåîáðàçîâàíèé ïðèíèìàþùèìè âèä

d

dt

(
βr log Ẋr

)
=

∂P

∂Ẋr

+
n∑

s=1

asrẊs (5.12)

Â ðàáîòå [15] âûïîëíåíî ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíê-
öèè Ëàãðàíæà (5.7) ïî ñêîðîñòÿì, ïîçâîëÿþùåå ïðåîáðàçîâàòü
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ (5.12) ê ãàìèëüòîíîâó âèäó. Ïðåîáðàçîâà-
íèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè Ëàãðàíæà (5.7) ïî êîîðäèíàòàì, çàäà-
âàåìîå ïðèâåä¼ííûìè âûøå ñîîòíîøåíèÿìè, âûãëÿäèò ãîðàçäî
áîëåå ïðîñòûì â ñèëó åãî ëèíåéíîñòè.

6. Î ïðåîáðàçîâàíèå óðàâíåíèé Ïóàíêàðå - ×åòàåâà.

Ïðèâåä¼ííûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî çàìåí ïåðåìåííûõ â
óðàâíåíèÿõ Ëàãðàíæà è Ãàìèëüòîíà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ðàñ-
ïðîñòðàíÿþòñÿ è íà áîëåå îáùèé êëàññ óðàâíåíèé Ïóàíêàðå -
×åòàåâà [16, 17]. Ïîêàæåì ýòî íà äâóõ ïðèìåðàõ.

Ïðèìåð 5. �Çâ¼çäíàÿ âàõòà�. Âðàùåíèå òâ¼ðäîãî òå-

ëà âîêðóã öåíòðà ìàññ â ïîëå ïðèòÿæåíèÿ óäàë¼ííûõ

îáúåêòîâ Ïóñòü ñïóòíèê-ãèðîñòàò G ñîâåðøàåò âðàùåíèå âî-
êðóã öåíòðà ìàññ ïîä äåéñòâèåì ìîìåíòîâ ñèë, ïîðîæäàåìûõ
ãðàâèòèðóþùèìè òåëàìè, ðàñïîëîæåííûìè îò íåãî íà çíà÷è-
òåëüíûõ ðàññòîÿíèÿõ, íàïðèìåð, óäàë¼ííûìè ñâåòèëàìè. Ïðå-
íåáðåãàÿ ïîñòóïàòåëüíûì äâèæåíèåì ñïóòíèêà, åãî âðàùàòåëü-
íîå äâèæåíèå ìîæíî îïèñàòü óðàâíåíèÿìè âèäà (ñì., íàïðèìåð,
[18])

d

dt

∂L

∂ω
=

∂L

∂ω
× ω +

∂L

∂α
×α+

∂L

∂β
× β +

∂L

∂γ
× γ (6.1)

3ôð.: le potentiel d�emographique
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L = T − U (6.2)

T =
1

2
(Iω,ω)+(K,ω), U =

1

2
(æα(Iα,α) + æβ(Iβ,β) + æγ(Iγ,γ))

äîïîëíåííûìè êèíåìàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ïóàññîíà

α̇ = α× ω, β̇ = β × ω, γ̇ = γ × ω (6.3)

Çäåñü α, β è γ � åäèíè÷íûå âåêòîðû îñåé àáñîëþòíîé ñèñòåìû
êîîðäèíàò, ω � âåêòîð àáñîëþòíîé óãëîâîé ñêîðîñòè, I � öåí-
òðàëüíûé òåíçîð èíåðöèè, K � âåêòîð ãèðîñòàòè÷åñêîãî ìîìåí-
òà, æα, æβ è æγ � ïîñòîÿííûå, çàâèñÿöèå îò ïîëîæåíèÿ ñâåòèë.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè Ëàãðàíæà
( 6.2) ïî èçáûòî÷íûì, çàâèñÿùèì äðóã îò êðóãà ïåðåìåííûì α,
β è γ. Èìååì

fα =
∂L

∂α
= −æαIα, fβ =

∂L

∂β
= −æβIβ, fγ =

∂L

∂γ
== −æγIγ

(6.4)
Â ñèëó (6.4)

α = −(æαI)
−1fα, β = −(æβI)

−1fβ, γ = −(æγI)
−1fγ (6.5)

è ñ ïîìîùüþ (6.5) ìîæíî âûïèñàòü ôóíêöèþ

K = [fα ·α+ fβ · β + fγ · γ − L] (6.6)

= U∗ − T

U∗ = −1

2

((
(æαI)

−1fα, fα
)
+
(
(æβI)

−1fβ, fβ
)
+
(
(æγI)

−1fγ, fγ
))
(6.7)

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∂L

∂ω
= −∂K

∂ω
,

∂K

∂α
= α,

∂K

∂β
= β,

∂K

∂γ
= γ, (6.8)
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Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî óðàâíåíèÿ (6.1), (6.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

d

dt

∂K

∂ω
=

∂K

∂ω
× ω +

∂K

∂fα
× fα +

∂K

∂fβ
× fβ +

∂K

∂fγ
× fγ (6.9)

d

dt

∂K

∂fα
=

∂K

∂fα
×ω,

d

dt

∂K

∂fβ
=

∂K

∂fβ
×ω,

d

dt

∂K

∂fγ
=

∂K

∂fγ
×ω (6.10)

Ïðèìåð 6. Äâèæåíèå òåëà â æèäêîñòè â öåíòðàëü-

íîì ïîëå ñèë Â [19] èçó÷àëîñü äâèæåíèå òâ¼ðäîãî òåëà â èäå-
àëüíîé æèäêîñòè â öåíòðàëüíîì ïîëå ñèë. Áûëî ïîêàçàíî, ÷òî
óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

d

dt

∂L

∂ω
=

∂L

∂ω
× ω +

∂L

∂v
× v +

∂L

∂r
× r (6.11)

d

dt

∂L

∂v
=

∂L

∂v
× ω +

∂L

∂r
(6.12)

L = T−U, T =
1

2
(Aω,ω)+(Bω,v)+

1

2
(Cω,ω)+(D,ω)+(E,v), U = U(r)

(6.13)
äîïîëíåííûìè êèíåìàòè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè Ýéëåðà

ṙ = v + r× ω (6.14)

Çäåñü r � âåêòîð, ñîåäèíÿþùèé ïðèòÿãèâàþùèé öåíòð è, íà-
ïðèìåð, öåíòð ìàññ òåëà, ω è v � âåêòîðû àáñîëþòíûõ óãëî-
âîé ñêîðîñòè è ñêîðîñòè öåíòðà ìàññ òåëà, A, B, C, D è E �
ïîñòîÿííûå ìàòðèöû è âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå êèíåòè÷åñêóþ
ýíåðãèþ èçó÷àåìîé ìåõàíè÷åñêîé ñèñòåìû â öåëîì, U = U(r) �
ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ãðàâèòàöèîííûõ è àðõèìåäîâûõ ñèë.

Âûïîëíèì ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè Ëàãðàíæà
( 6.2) ïî ïåðåìåííûì r. Èìååì

f =
∂L

∂r
= −∂U

∂r
(6.15)
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Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (6.15) ìîæíî ðàçðåøèòü
åäèíñòâåííûì îáðàçîì îòíîñèòåëüíî r, è ýòî ðåøåíèå èìååò
âèä

r = r(f) (6.16)

Òîãäà ñ ïîìîùüþ (6.16) ìîæíî âûïèñàòü ôóíêöèþ

K = [f · r− L] (6.17)

= U∗ − T

U∗(f) = [f · r+ U ]r=r(f) (6.18)

Âû÷èñëåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∂L

∂ω
= −∂K

∂ω
,

∂L

∂v
= −∂K

∂v
(6.19)

∂K

∂r
= f (6.20)

Ýòè ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ
( 6.11), (6.12) è 6.14

d

dt

∂K

∂ω
=

∂K

∂ω
× ω +

∂K

∂v
× v +

∂K

∂f
× f (6.21)

d

dt

∂K

∂v
=

∂K

∂v
× ω + f (6.22)

d

dt

∂K

∂f
= v +

∂K

∂f
× ω (6.23)

7. Îáñóæäåíèå. Êàê áûëî óêàçàíî âûøå, â [2] áûëî ïîëî-
æåíî íà÷àëî îáñóæäåíèþ ïðèìåíèìîñòè óðàâíåíèé (1.14) â êà-
÷åñòâå ýêâèâàëåíòíîé àëüòåðíàòèâû èìåíóåìîãî â ýòîé ðàáîòå
ïðèíöèïîì âòîðîãî çàêîíà Íüþòîíà. Òàêîå îáñóæäåíèå ìîæåò
îêàçàòüñÿ öåëåñîîáðàçíûì è äëÿ îïèñàíèÿ äâèæåíèÿ �â ñèëàõ�
èëè ñêîðîñòÿõ.
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