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ÀÁÑÎËÞÒÍÎ ÆÅÑÒÊÎÃÎ ØÒÀÌÏÀ ÏÐÎÈÇÂÎËÜÍÎÉ
ÔÎÐÌÛ Â ÂßÇÊÎÓÏÐÓÃÎÅ ÏÎËÓÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÎ

È.Ô. Êîæåâíèêîâ, Ä. Äþãàìåëü, Õ.Ï. Èí

Ïðåäëîæåíà íîâàÿ ìîäåëü âÿçêîóïðóãîãî êîíòàêòà ìåæ-
äó øèíîé è äîðîãîé, à èìåííî, èçó÷åíà ïðîáëåìà âäàâëèâàíèÿ
àáñîëþòíî æåñòêîãî òåëà ïðîèçâîëüíîé ôîðìû, ìîäåëèðóþ-
ùåãî íåðîâíîñòü, â âÿçêîóïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî, ìîäåëè-
ðóþùåå øèíó, ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ. Â ñëó÷àå îäíîñâÿç-
íîé îáëàñòè êîíòàêòà ïðîáëåìà ðåøåíà ÷èñëåííî ñ èñïîëü-
çîâàíèåì Ìåòîäà Îáðàùåíèÿ Ìàòðèö1 (ÌÎÌ), ðàçðàáîòàííî-
ãî Êàëêåðîì äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ è àäàïòèðîâàííîãî àâòîðà-
ìè äëÿ âÿçêîóïðóãîãî ñëó÷àÿ. Ìåòîä ïðîâåðåí ïóòåì ñðàâíå-
íèÿ ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ñ àíàëèòè÷åñêèìè äëÿ ñôåðè÷å-
ñêîãî (íàãðóçêà-ðàçãðóçêà) è êîíè÷åñêîãî øòàìïîâ (íàãðóçêà).
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, àëãîðèòì áûë ïðèìåíåí äëÿ îäèíî÷íûõ
øòàìïîâ: ñôåðè÷åñêîãî, êîíè÷åñêîãî è öèëèíäðè÷åñêîãî, îïè-
ðàþùåãîñÿ íà ïëîñêîñòü ñâîåé îáðàçóþùåé.

Â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ íåñêîëüêèõ çîí êîíòàêòà, âðåìÿ
ñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÎÌ ðåçêî âîçðàñòàåò. Ïîýòîìó
áûë ïðåäëîæåí íîâûé ÷èñëåííûé àëãîðèòì: Äâóõìàñøòàá-
íûé Èòåðàöèîííûé Ìåòîä2 (ÄÈÌ). Â äàííîì àëãîðèòìå ïðè
ïîäñ÷åòå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ (ìèêðîóðîâåíü) ïîä êàæäûì
øòàìïîì ñ ó÷åòîì êîíòàêòíûõ ñèë ïîä äðóãèìè øòàìïàìè
(ìàêðîóðîâåíü) èñïîëüçóåòñÿ Ëîêàëüíûé Ìåòîä Îáðàùåíèÿ
Ìàòðèö3 (ËÌÎÌ). ÄÈÌ áûë ïðîâåðåí ïóòåì ñðàâíåíèÿ ðå-
çóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ ÌÎÌ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà
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àëãîðèòì ïðèìåíåí êàê äëÿ ïðîñòûõ êîíôèãóðàöèé, ñîñòîÿ-
ùèõ èç ñåìè ñôåðè÷åñêèõ èëè ñåìè öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ,
òàê è äëÿ áîëåå ñëîæíîé êîíôèãóðàöèè, ñîñòîÿùåé èç äâåíà-
äöàòè ïðîèçâîëüíî ðàñïîëîæåííûõ øòàìïîâ è âêëþ÷àþùåé
ñôåðè÷åñêèå, öèëèíäðè÷åñêèå, êîíè÷åñêèå è öèëèíäðè÷åñêèå
øòàìïû, îïèðàþùèåñÿ íà ïëîñêîñòü ñâîèìè îáðàçóþùèìè.
Ïîñëåäíÿÿ êîíôèãóðàöèÿ ìîäåëèðóåò ïðîèçâîëüíûå ìèêðîíå-
ðîâíîñòè äîðîãè. Äëÿ âñåõ ïåðå÷èñëåííûõ êîíôèãóðàöèé íàéäå-
íû êîíòàêòíûå ñèëû è ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â çàâèñèìîñòè
îò ïðîíèêíîâåíèÿ øòàìïà. Ðåçóëüòàòû äàííîãî èññëåäîâàíèÿ
ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ïðè èçó÷åíèè øóìîâ, âîçíèêàþùèõ
ïðè êà÷åíèè êîëåñà ïî íåðîâíîé äîðîãå.

Êëþ÷åâûå ñëîâà: êîíòàêòíàÿ ìåõàíèêà, âÿçêîóïðóãèé
êîíòàêò, ÷èñëåííûå ìåòîäû, øòàìï, øèíà, ìèêðîíåðîâíîñòè
äîðîãè.

1. Ââåäåíèå. Âî ìíîãèõ ïðàêòè÷åñêèõ êîíòàêòíûõ çàäà-
÷àõ èìååò ìåñòî âÿçêîóïðóãîå ïîâåäåíèå ìàòåðèàëîâ, õîòÿ äî
íàñòîÿùåãî âðåìåíè êîíòàêò ìåæäó øèíîé àâòîìîáèëÿ è äî-
ðîãîé çà÷àñòóþ ìîäåëèðóåòñÿ â ðàìêàõ òåîðèè óïðóãîñòè. Íà-
ïðèìåð, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîé ñêîðîñòè êà÷åíèÿ, ðåçóëüòàòû, ïî-
ëó÷åííûå íà îñíîâàíèè óïðóãîé ìîäåëè, ðàñõîäÿòñÿ ñ ýêñïåðè-
ìåíòàëüíûìè äàííûìè: çîíà êîíòàêòà îêàçûâàåòñÿ â äåéñòâè-
òåëüíîñòè ìåíüøèõ ðàçìåðîâ, òàê êàê ìàòåðèàë ¾íå óñïåâàåò¿
ðåàãèðîâàòü íà âîçìóùåíèå. Äàííîå îáñòîÿòåëüñòâî ñâÿçàíî ñî
ñëîæíûì õèìè÷åñêèì ñîñòàâîì ðåçèíîâîé ñìåñè ïðîòåêòîðà ñî-
âðåìåííîé àâòîìîáèëüíîé øèíû, â ïðîèçâîäñòâå êîòîðîãî èñ-
ïîëüçóåòñÿ îêîëî äâàäöàòè ìàòåðèàëîâ. Òàêèì îáðàçîì, öåëü
äàííîé ðàáîòû � ïðåäëîæèòü íîâóþ êîíòàêòíóþ ìîäåëü ñ ó÷å-
òîì âÿçêîóïðóãîñòè ìàòåðèàëà øèíû.

Èçó÷åíèå êîíòàêòíûõ çàäà÷ âîñõîäèò ê ðàáîòàì Æ.Â. Áóñ-
ñèíåñêà (J.V. Boussinesq) [1], èñïîëüçîâàâøåãî òåîðèþ ïîòåí-
öèàëîâ, è Ã. Ãåðöà (H. Hertz) [2, 3], ðàññìîòðåâøåãî ïðîáëåìó
êîíòàêòà äâóõ óïðóãèõ òåë. Ïðîáëåìà âäàâëèâàíèÿ æåñòêîãî
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øòàìïà â âÿçêîóïðóãîå îñíîâàíèå èññëåäîâàëîñü ìíîãèìè àâ-
òîðàìè. Íàèáîëåå ïðîñòîé è ýôôåêòèâíûé ïîäõîä ïðåäëîæèë
Äæ.Ð.Ì. Ðàäîê (J.R.M. Radok) [4]. Ñîãëàñíî åãî òåõíèêå, ðå-
øåíèå äëÿ âÿçêîóïðóãîãî ñëó÷àÿ ïîëó÷àåòñÿ èç ðåøåíèÿ äëÿ
óïðóãîé çàäà÷è çàìåíîé óïðóãèõ êîíñòàíò íà èíòåãðàëüíûå îïå-
ðàòîðû. Òåõíèêà Ðàäîêà ðàáîòàåò â ñëó÷àå ìîíîòîííî óâåëè÷è-
âàþùåéñÿ çîíû êîíòàêòà, ÷òî íå âûïîëíÿåòñÿ ïðè êîíòàêòå êî-
ëåñà ñ äîðîãîé. Ýòî çàòðóäíåíèå áûëî èçó÷åíî T.K.T. Òèíãîì
(T.C.T. Ting) [5] äëÿ æåñòêîãî îñåñèììåòðè÷íîãî øòàìïà. Ìíî-
ãèå êîíòàêòíûå çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè è âÿçêîóïðóãîñòè [6, 7]
áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû Ë.À. Ãàëèíûì. Â ÷àñòíîñòè, èì áûë
ðåøåí ðÿä çàäà÷ î êîíòàêòíûõ íàïðÿæåíèÿõ äëÿ äâèæóùèõñÿ
ïî óïðóãîìó ïîëóïðîñòðàíñòâó øòàìïîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû
ñ ó÷åòîì ñèë òðåíèÿ. Â äàëüíåéøåì [8] èì áûëà ðàññìîòðåíà
çàäà÷à î äâèæåíèè æåñòêîãî øòàìïà ïî ãðàíèöå âÿçêîóïðóãîé
ïîëóïëîñêîñòè ñ ó÷åòîì ñèë èíåðöèè. Ñóùåñòâåííûé âêëàä â
ðàçâèòèå òåîðèè âçàèìîäåéñòâèÿ óïðóãèõ è âÿçêîóïðóãèõ òåë ñ
ó÷åòîì àäãåçèîííûõ ñèë ðàçëè÷íîé ïðèðîäû, â ðàìêàõ êîòîðîé
èçó÷àåòñÿ ñîâìåñòíîå âëèÿíèå ôèçè÷åñêèõ, ìåõàíè÷åñêèõ è ãåî-
ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòè è òîíêèõ ïîâåðõíîñòíûõ ñëî-
åâ íà ïðîöåññû òðåíèÿ è èçíàøèâàíèÿ â ñîïðÿæåíèÿõ ìèêðî-
è íàíîðàçìåðîâ, âíåñëà È.Ã. Ãîðÿ÷åâà [9]. Â ðàáîòå Â.Ã. Âèëüêå
[10] ïðåäëîæåíà èíâàðèàíòíàÿ ôîðìà ñèëîâîé ôóíêöèè, çàâèñÿ-
ùàÿ îò ãåîìåòðè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê ïåðåñå÷åíèÿ äâóõ íåäå-
ôîðìèðîâàííûõ òåë. Ïîëó÷åííîå âûðàæåíèå ñèëîâîé ôóíêöèè
ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü â ñëó÷àÿõ, êîãäà ãèïîòåçû êëàññè-
÷åñêîé òåîðèè êîíòàêòà íå âûïîëíÿþòñÿ.

Ïðîáëåìà ìíîãîòî÷å÷íîãî êîíòàêòà òàêæå èññëåäîâàëàñü
ìíîãèìè àâòîðàìè. Äæ.À. Ãðèíâóä è Äæ.Á.Ï. Âèëüÿìñîí (J.A.
Greenwood, J.B.P. Williamson) [11] ïðåäëîæèëè ñòàòèñòè÷åñêèé
ìåòîä â çàäà÷å î êîíòàêòå øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé. Íåðîâ-
íîñòè àïïðîêñèìèðîâàëèñü íåçàâèñèìûìè ñôåðàìè, èñõîäÿ èç
ñòàòèñòè÷åñêèõ ñâîéñòâ ïîâåðõíîñòåé, è èñïîëüçîâàëàñü òåîðèÿ
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Ãåðöà. Ïîäîáíûå ìåòîäû, îäíàêî, íå ó÷èòûâàþò âçàèìîâëèÿíèÿ
íåðîâíîñòè íà íåðîâíîñòü. Äæ. ÌàêÊóë (J. McCool) [12] ïðîâåë
÷èñëåííîå ñðàâíåíèå óïðóãîé ìîäåëè Ãðèíâóäà è Âèëüÿìñî-
íà ñ äâóìÿ áîëåå îáùèìè ìîäåëÿìè (èçîòðîïíîé è àíèçîòðîï-
íîé). Â ðàáîòå Äæ. Êàðáîíå è Ô. Áîòòèëüîíå (G. Carbone, F.
Bottiglione) [13] ïðîâåäåí êðèòè÷åñêèé àíàëèç îñíîâíûõ êîí-
òàêòíûõ òåîðèé øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé, áàçèðóþùèõñÿ íà
èäåå Ãðèíâóäà è Âèëüÿìñîíà. Â èññëåäîâàíèÿõ C. Êóõàðñêî-
ãî, Ò. Êëèì÷àêà, À. Ïîëèÿíþêà, Äæ. Êà÷ìàðåêà (S. Kucharski,
T. Klimczak, A. Polijaniuk, J. Kaczmarek) [14] ïðåäëîæåíà ìî-
äåëü óïðóãîïëàñòè÷åñêîãî êîíòàêòà øåðîõîâàòûõ ïîâåðõíîñòåé,
àäàïòèðóþùàÿ áîëüøèíñòâî ïðåäïîëîæåíèé è ââîäÿùàÿ áîëåå
ðåàëèñòè÷íûé óïðóãîïëàñòè÷åñêèé çàêîí äåôîðìàöèé. Â ðàáî-
òå Ã.Ã. Àäàìñà è Ì. Íîñîíîâñêîãî (G.G. Adams, M. Nosonovsky)
[15] èìååòñÿ îáçîð çàäà÷, ïîñâÿùåííûõ ìîäåëèðîâàíèþ êîíòàê-
òà. Â íåì îñîáîå âíèìàíèå óäåëÿåòñÿ âçàèìîñâÿçÿì êîíòàêòíûõ
ñèë ñ ãåîìåòðè÷åñêèìè, ìåõàíè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, à òàêæå
ñâîéñòâàìè ìàòåðèàëîâ êîíòàêòèðóþùèõ òåë. Â ðàáîòå Æ.
Ñåñáðîíà, Ô. Àíôîññî-Ëåäý, Ä. Äþãàìåëÿ, Õ.Ï. Èíà, Ä. Ëå
Óýäýêà (J. Cesbron, F. Anfosso-L�ed�ee, D. Duhamel, H.P. Yin, D.
Le Hou�edec) [16] ïðåäñòàâëåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå
äèíàìè÷åñêîãî êîíòàêòà ìåæäó øèíîé è äîðîãîé äëÿ ïðåä-
ñêàçàíèÿ øóìà ïðè êà÷åíèè êîëåñà. Èçìåðåíèÿ êîíòàêòíûõ ñèë
áûëè ïðîâåäåíû äëÿ ñëèêà (ïîêðûøêà áåç ïðîòåêòîðà), êàòÿùå-
ãîñÿ ïî øåñòè ðàçëè÷íûì äîðîæíûì ïîêðûòèÿì ñî ñêîðîñòÿìè
îò 30 äî 50 êì/÷. Ýêñïåðèìåíòàëüíûå çîíû êîíòàêòà, èçìå-
ðåííûå âî âðåìÿ êà÷åíèÿ, îêàçàëèñü ìåíüøå ïî ñðàâíåíèþ ñî
ñòàòè÷åñêèì ñëó÷àåì, ÷òî îáúÿñíÿåòñÿ ãëàâíûì îáðàçîì äèíà-
ìè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ïîâåäåíèÿ ðåçèíîâîé ñìåñè, íàïðèìåð,
âÿçêîóïðóãèì ïîâåäåíèåì ðåçèíû. Òàêæå ìîæíî îòìåòèòü ðà-
áîòû È.Â. Êðàãåëüñêîãî è Í.Á. Äåìêèíà [17], Ì. Î'Êàëëàãàíà
è Ì.À. Êýìåðîíà (M. O'Callaghan, M.A. Cameron) [18], À.Â.
Áóøà, Ð.Ä. Ãèáñîíà, Ò.Ð. Òîìàñà (A.W. Bush, R.D. Gibson, T.R.
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Thomas) [19]. Äëÿ èçó÷åíèÿ êîíòàêòà ìåæäó øåðîõîâàòûìè ïî-
âåðõíîñòÿìè â ëèòåðàòóðå òàêæå ïðèìåíÿëèñü èòåðàöèîííûå
ïîäõîäû � ñì. Ê.Ï. Ñèíãõ è Á. Ïàóëü (K.P. Singh, B. Paul)
[20], Ì.Í. Âåáñòåð è Ð.Ñ. Ñýéëñ (M.N. Webster, R.S. Sayles) [21],
È. Þ è Ë. ×æýí (Y. Ju, L. Zheng) [22], Ë. ×àíã è È. Ãàî (L.
Chang, Y. Gao) [23]. Âðåìÿ ñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ïîäîáíûõ
ìåòîäîâ ðåçêî âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà íåèçâåñòíûõ.
Äëÿ ïîäñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ è ôîðìû çîíû êîíòàêòà
ìåæäó äâóìÿ óïðóãèìè òåëàìè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû èñïîëü-
çîâàëñÿ ÷èñëåííûé ïîäõîä, îïèñàííûé â ðàáîòå Ë. Íàÿêà è
Ê.Ë. Äæîíñîíà (L. Nayak, K.L. Johnson) [24]. Ä. Íîóýëë è Ä.À.
Õèëëñ (D. Nowell, D.A. Hills) [25] ïðåäëîæèëè äðóãîé ïîäõîä
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ìíîãîòî÷å÷íîãî íîðìàëüíîãî êîíòàêòà,
êîòîðûé áûë ïîçæå îáîáùåí íà êîíòàêò ñ êàñàòåëüíûìè ñèëà-
ìè Ì. ×èàâàðåëëîé, Ä.À. Õèëëñîì, Ð. Ìóáîëîé (M. Ciavarella,
D.A. Hills, R. Moobola) [26]. Â óêàçàííîì ïîäõîäå êàæäàÿ íåðîâ-
íîñòü ñîçäàåò ïîñòîÿííîå íîðìàëüíîå ïåðåìåùåíèå ïîä äðóãèìè
íåðîâíîñòÿìè. Óêàçàííàÿ ãèïîòåçà äîñòàòî÷íî êîððåêòíà, åñëè
íåðîâíîñòè íå ðàñïîëàãàþòñÿ ñëèøêîì áëèçêî äðóã ê äðóãó. Â
ðàáîòå Þ.À. Êàðïåíêî è À. Àêàÿ (Yu.A. Karpenko, A. Akay)
[27] îïèñûâàåòñÿ ÷èñëåííûé ìåòîä äëÿ îïðåäåëåíèÿ ñèëû òðå-
íèÿ ìåæäó äâóìÿ øåðîõîâàòûìè ïîâåðõíîñòÿìè. Ïîêàçûâàåòñÿ,
êàê ìåíÿåòñÿ òðåíèå ñ èçìåíåíèåì øåðîõîâàòîñòè ïîâåðõíîñòè.
Àíàëèç ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïðè èçíîñå îò òðåíèÿ ñêîëü-
æåíèÿ ïðîâîäèëñÿ â ðàáîòå Ç. Ëþ, À. Íåâèëëÿ, Ð.Ë. Ðþáåíà
(Z. Liu, A. Neville, R.L. Reuben) [28]. Â èññëåäîâàíèÿõ Õ.Ì.
Ñòýíëè è Ò. Êàòî (H.M. Stanley, T. Kato) [29] èñïîëüçîâàëñÿ
åùå îäèí ÷èñëåííûé ìåòîä, áàçèðóþùèéñÿ íà áûñòðîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè Ôóðüå (Fast Fourier Transform). Ïîäîáíàÿ ïðîöåäóðà
ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â êîíòàêòíûõ ïðîáëåìàõ ñ áîëüøèì ÷èñëîì
íåðîâíîñòåé.

ÌÎÌ, ðàçðàáîòàííûé Äæ.Äæ. Êàëêåðîì (J.J. Kalker) [30]
äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ è îïèñàííûé â êíèæêå Ê.Ë. Äæîíñî-
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Rigid

u z

|z|
Viscoelastic

z

(x,y)

(t)δ

Rigid

Viscoelastic

z

(x,y)

|z|

u z δ(t)

Ðèñ. 1: Êîíòàêò ìåæäó æåñòêèì øòàìïîì ïðîèçâîëüíîé ôîðìû
è âÿçêîóïðóãèì ïîëóïðîñòðàíñòâîì

íà (K.L. Johnson) [31], èñïîëüçîâàëñÿ â ðàáîòå Æ. Ñåñáðîíà,
Ô. Àíôîññî-Ëåäý, Õ.Ï. Èíà, Ä. Äþãàìåëÿ, Ä. Ëå Óýäýêà (J.
Cesbron, F. Anfosso-L�ed�ee, H.P. Yin, D. Duhamel, D. Le Hou�edec)
[32] äëÿ àíàëèçà óïðóãîãî ìíîãîòî÷å÷íîãî êîíòàêòà ìåæäó øè-
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íîé è äîðîãîé. Â óêàçàííîé ðàáîòå ïðåäëîæåí ÄÈÌ. Ïðè ïîä-
ñ÷åòå ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ (ìèêðîóðîâåíü) ïîä êàæäûì
øòàìïîì ñ ó÷åòîì êîíòàêòíûõ ñèë ïîä äðóãèìè øòàìïàìè
(ìàêðîóðîâåíü) èñïîëüçîâàëñÿ ËÌÎÌ.

Â äàííîé ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ íîâàÿ ìîäåëü âÿçêîóïðóãî-
ãî êîíòàêòà ìåæäó øèíîé è äîðîãîé. Ñ åå ïîìîùüþ èçó÷àåòñÿ
ïðîáëåìà âäàâëèâàíèÿ àáñîëþòíî æåñòêîãî òåëà ïðîèçâîëüíîé
ôîðìû, ìîäåëèðóþùåãî íåðîâíîñòü, â âÿçêîóïðóãîå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî, ìîäåëèðóþùåå øèíó, ïðè îòñóòñòâèè òðåíèÿ. Îáà
èòåðàöèîííûõ ìåòîäà (ÌÎÌ, ÄÈÌ) áûëè àäàïòèðîâàíû äëÿ
âÿçêîóïðóãîãî ñëó÷àÿ.

2. Àëãîðèòì äëÿ âÿçêîóïðóãîãî êîíòàêòà. Ðàññìàòðè-
âàåòñÿ àáñîëþòíî æåñòêèé øòàìï ïðîèçâîëüíîé ôîðìû z(x, y),
âäàâëèâàåìûé â âÿçêîóïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî. Ïîä äåéñòâè-
åì íîðìàëüíîé ñèëû ïðîèñõîäèò ïðîíèêíîâåíèå øòàìïà δ(t),
ñîïðîâîæäàþùååñÿ èçìåíåíèåì çîíû êîíòàêòà è ðàñïðåäåëåíèÿ
äàâëåíèÿ p(x, y, t). Âçàèìîñâÿçè ìåæäó ðàñïðåäåëåíèåì äàâëå-
íèÿ, êîíòàêòíîé ñèëîé F (t) è ïðîíèêíîâåíèåì øòàìïà èùóò-
ñÿ â ïðåäïîëîæåíèè îòñóòñòâèÿ òðåíèÿ â çîíå êîíòàêòà. Â äå-
êàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ïîâåðõíîñòü âÿçêîóïðóãîãî ïîëó-
ïðîñòðàíñòâà äî íàãðóæåíèÿ (Ðèñ. 1) ñîîòâåòñòâóåò ïëîñêîñòè
(x, y). Ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ (z = 0) çàäàþòñÿ ñëåäóþùèìè ñîîò-
íîøåíèÿìè

uz(x, y, t) = δ(t)− |z(x, y)|, (x, y) ∈ Ω(t),
σyz = σzz = σzx = 0, (x, y) ̸∈ Ω(t),

(2.1)

ãäå uz(x, y, t) - íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè ïî-
âåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà, σij - òåíçîð íàïðÿæåíèé, Ω(t) =
M∪
r=1

Ωr(t) - òåêóùàÿ çîíà êîíòàêòà, M - ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî çîí

êîíòàêòà (íåêîòîðûå Ωr(t) ìîãóò áûòü ïóñòûìè).
Ðåøåíèå çàäà÷è Áóññèíåñêà [1], ñâÿçûâàþùåå íîðìàëüíîå ïå-

ðåìåùåíèå òî÷êè (x, y), ïðèíàäëåæàùåé ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî
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ïîëóïðîñòðàíñòâà, ñ íîðìàëüíîé ñèëîé, ïðèëîæåííîé â òî÷êå
ñ êîîðäèíàòàìè (ξ, η), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåì
âèäå

uz(x, y)=
(1− ν)

π

1

2µe

p(ξ, η)

ρ
, ρ =

√
(x− ξ)2 + (y − η)2, (2.2)

ãäå µe - óïðóãèé ìîäóëü ñäâèãà, ν - êîýôôèöèåíò Ïóàññîíà, êî-
òîðûé ïðåäïîëàãàåòñÿ ïîñòîÿííûì. Ðåøåíèå àíàëîãè÷íîé çàäà-
÷è äëÿ âÿçêîóïðóãîãî ñëó÷àÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå

uz(x, y, t)=
(1−ν)

π

t∫
0

J(t− τ)

∫∫
Ωm

1

ρ

dp(ξ, η, τ)

dτ
dξdη

dτ=
= δ(t)− |z(x, y)|, (x, y) ∈ Ω(t),

(2.3)

ãäå Ωm =
M∪
r=1

Ωm
r - ìàêñèìàëüíî âîçìîæíàÿ çîíà êîíòàêòà. Â

îáëàñòè Ωm äàâëåíèå ëèáî ïîëîæèòåëüíî, ëèáî ðàâíî íóëþ â
çàâèñèìîñòè îò òîãî, íàõîäèòñÿ ëè òî÷êà â êîíòàêòå èëè íåò â
ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò âðåìåíè.

Ìåòîä îáðàùåíèÿ ìàòðèö.

Äàííàÿ êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî
ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÎÌ, àäàïòèðîâàííîãî äëÿ âÿçêîóïðóãîãî
ñëó÷àÿ. Ïðÿìîóãîëüíàÿ îáëàñòü ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðà Lx × Ly áûëà ðàçáèòà íà N = nxny ïðÿìîóãîëüíûõ
ýëåìåíòîâ ðàçìåðàìè dx = Lx

nx
è dy = Ly

ny
ñ öåíòðàìè â òî÷-

êàõ (xi, yi) òàêèìè, ÷òî íà êàæäîì èç ýòèõ ýëåìåíòîâ äàâëåíèå
ïðåäïîëàãàëîñü ïîñòîÿííûì (Ðèñ. 2). Ñ ó÷åòîì äèñêðåòèçàöèè
âðåìåíè τ = nτdτ óðàâíåíèå (2.3) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå

l∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) n∑
j=1

Tij

pkj − pk−1
j

dτ
dτ = δl − zi, i = 1, n, (2.4)
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Ðèñ. 2: Äèñêðåòèçàöèÿ ñ ïîìîùüþ ïðÿìîóãîëüíûõ ýëåìåíòîâ

ãäå pkj = p(xj, yj, kdτ), δl = δ(ldτ), zi = z(xi, yi) è n = n(t) - ÷èñ-
ëî êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ â ìîìåíò âðåìåíè t. Êîýôôèöèåíòû
Tij, âûðàæàþùèå çàâèñèìîñòü ïåðåìåùåíèÿ òî÷êè i îò óäåëü-
íîãî äàâëåíèÿ êîíòàêòíîãî ýëåìåíòà ñ öåíòðîì â òî÷êå j, ïîä-
ñ÷èòàíû ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèé Ëÿâà (A.E.H. Love) [33] äëÿ
ïîâåðõíîñòè óïðóãîãî ïîëóïðîñòðàíñòâà

Tij =
(1− ν)

π

yj+
dy
2∫

yj− dy
2

xj+
dx
2∫

xj− dx
2

dξdη√
(xi − ξ)2 + (yi − η)2

. (2.5)
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Óðàâíåíèå (2.4) ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ñëåäóþùåé ôîðìå

J(0)
n∑

j=1

Tijp
l
j = δl − zi − vl−1

i , i = 1, n,

vl−1
i =

l−1∑
k=1

J
(
(l−k)dτ

) n∑
j=1

Tij

pkj − pk−1
j

dτ
dτ−J(0)

n∑
j=1

Tijp
l−1
j .

(2.6)

Òåïåðü äëÿ îïðåäåëåíèÿ plj äëÿ çàäàííîé èñòîðèè íàãðóæåíèé
vl−1
i ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ÌÎÌ, êîòîðûé áûë çàïðîãðàììè-
ðîâàí, ñëåäóÿ àëãîðèòìó, îïèñàííîìó â [31]. Ñîãëàñíî ýòîìó àë-
ãîðèòìó, ïîñëå ðàçðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (2.6), íåêîòîðûå âåëè÷è-
íû plj ìîãóò ñòàòü îòðèöàòåëüíûìè. Â ýòîì ñëó÷àå äàâëåíèå â
ýòèõ òî÷êàõ ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì íóëþ, à äàííûå òî÷êè íå ðàñ-
ñìàòðèâàþòñÿ íà ñëåäóþùåé èòåðàöèè. Çäåñü ïðåäïîëàãàåòñÿ,
÷òî ïðîíèêíîâåíèå δl çàäàíî. Âîñïîëüçîâàâøèñü óðàâíåíèåì

n∑
j=1

pljdxdy = F l, (2.7)

ìîæíî íàéòè plj è δl äëÿ çàäàííîé ðåçóëüòèðóþùåé íîðìàëüíîé
ñèëû F l.

Äâóõìàñøòàáíûé èòåðàöèîííûé ìåòîä.

Â ñëó÷àå âîçíèêíîâåíèÿ íåñêîëüêèõ çîí êîíòàêòà, âðåìÿ
ñ÷åòà ñ èñïîëüçîâàíèåì ÌÎÌ ðåçêî âîçðàñòàåò. Â ýòîì ñëó-
÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ÄÈÌ, òàêæå àäàïòèðîâàííûì äëÿ
âÿçêîóïðóãîãî ñëó÷àÿ. Íîðìàëüíàÿ êîìïîíåíòà ïåðåìåùåíèÿ
uz(x, y, t)|(x,y)∈Ωr(t) èìååò äâå ñîñòàâëÿþùèå: ñîñòàâëÿþùóþ vr,
ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìàëüíîìó ïåðåìåùåíèþ òî÷êè ïîâåðõíî-
ñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ïîä r-é íåðîâíî-
ñòüþ èç-çà äàâëåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïîä r-é íåðîâíîñòüþ, è ñî-
ñòàâëÿþùóþ wr, ñîîòâåòñòâóþùóþ íîðìàëüíîìó ïåðåìåùåíèþ
òî÷êè ïîâåðõíîñòè ïîëóïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè (x, y) ïîä
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r-é íåðîâíîñòüþ èç-çà äàâëåíèÿ, âîçíèêàþùåãî ïîä äðóãèìè
íåðîâíîñòÿìè

uz(x, y, t)|(x,y)∈Ωr(t)=vr(x, y, t)+wr(x, y, t)=δ(t)−|z(x, y)|,

vr(x, y, t) =

t∫
0

J(t− τ)I[Ωm
r ]dτ,

wr(x, y, t) =

t∫
0

J(t− τ)I[Ωm\Ωm
r ]dτ,

I[Ω]=
(1−ν)

π

∫∫
Ω

1

ρ

dp(ξ, η, τ)

dτ
dξdη, (x, y) ∈ Ωr(t), r=1,M.

(2.8)

Òåïåðü êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþ-
ùåì âèäå

t∫
0

J(t−τ)I[Ωm
r ]dτ=vr(x, y, t)=δ(t)−|z(x, y)|−wr(x, y, t)=

=δ(t)−|z(x, y)|−
t∫

0

J(t−τ)I[Ωm\Ωm
r ]dτ,

(x, y) ∈ Ωr(t),
r = 1,M.

(2.9)

Êîíòàêòíàÿ ñèëà ïîä r-é íåðîâíîñòüþ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

Fr(t) =

∫ ∫
Ωr(t)

p(ξ, η, t)dξdη, (x, y) ∈ Ωr(t), r = 1,M. (2.10)

Äàëåå, ïóñòü äëÿ âñåõ íåðîâíîñòåé, êðîìå r-é, ðàñïðåäåëåíèÿ
äàâëåíèé çàìåíÿòñÿ íîðìàëüíûìè êîíòàêòíûìè ñèëàìè. Äàí-
íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ïîçâîëÿåò óñêîðèòü âû÷èñëåíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì,

wr(Xr, Yr, t) =

t∫
0

J(t− τ)I[Ωm\Ωm
r ]dτ ≈

≈ (1− ν)

π

M∑
s=1
s ̸=r

1

ρrs

t∫
0

J(t− τ)
dFs(τ)

dτ
dτ, r = 1,M,

ρrs =
√

(Xr −Xs)2 + (Yr − Ys)2,

(2.11)

ãäå (Xr, Yr) - êîîðäèíàòû âåðøèíû r-é íåðîâíîñòè. Â ýòîì ñëó-
÷àå êîíòàêòíàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â ñëåäóþùåì
âèäå

t∫
0

J(t−τ)I[Ωm
r ]dτ = δ(t)− |z(x, y)|−

−(1− ν)

π

M∑
s=1
s̸=r

1

ρrs

t∫
0

J(t− τ)
dFs(τ)

dτ
dτ,

Fr(t) =

∫ ∫
Ωr(t)

p(ξ, η, t)dξdη, (x, y) ∈ Ωr(t), r = 1,M.

(2.12)

Àëãîðèòì 1 (A1). Åñëè ïðîâåñòè äèñêðåòèçàöèþ óðàâíå-
íèé (2.9) è (2.10), òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà

l∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) nr∑
j=1

Tij

pkj − pk−1
j

dτ
dτ = δl − zi−

−
M∑
s=1
s̸=r

l∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) ns∑
j=1

Tij

pkj − pk−1
j

dτ
dτ,

F l
r =

nr∑
j=1

pljdxdy, i = 1, nr, r = 1,M,

(2.13)
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ãäå F l
r = Fr(ldτ), nr = nr(t) - ÷èñëî êîíòàêòíûõ ýëåìåíòîâ â

ìîìåíò âðåìåíè t äëÿ r-îé íåðîâíîñòè.
Ïåðâîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.13) çàïèñûâàåòñÿ êàê

J(0)
nr∑
j=1

Tijp
l
j = δl − zi − vl−1

i − (2.14)

−
M∑
s=1
s ̸=r

[
l−1∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) ns∑
j=1

Tij

pkj−pk−1
j

dτ
dτ+J(0)

ns∑
j=1

Tij

plj − pl−1
j

dτ
dτ

]
,

vl−1
i =

l−1∑
k=1

J
(
(l−k)dτ

) nr∑
j=1

Tij

pkj−pk−1
j

dτ
dτ−J(0)

nr∑
j=1

Tijp
l−1
j ,

r = 1,M,
i = 1, nr.

Äàëåå äëÿ ïîäñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïîä êàæäîé íåðîâ-
íîñòüþ èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ êàæäîãî ìî-
ìåíòà âðåìåíè l. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ

J(0)
nr∑
j=1

Tijp
l
Ij=δl−zi−vl−1

i − (2.15)

−
M∑
s=1
s̸=r

l−1∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) ns∑
j=1

Tij

pkj−pk−1
j

dτ
dτ, i = 1, nr, r = 1,M

ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè plIj, j = 1, nr, r = 1,M äëÿ çàäàííîé
èñòîðèè íàãðóæåíèé, èñïîëüçóÿ ÌÎÌ. Âòîðàÿ èòåðàöèÿ èìååò
ñëåäóþùèé âèä

J(0)
nr∑
j=1

Tijp
l
IIj = δl − zi − vl−1

i − (2.16)

−
M∑
s=1
s̸=r

[
l−1∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) ns∑
j=1

Tij

pkj−pk−1
j

dτ
dτ+J(0)

ns∑
j=1

Tij

plIj−pl−1
j

dτ
dτ

]
,

i = 1, nr, r = 1,M
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è ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü plIIj, j = 1, nr, r = 1,M . Èòåðàöèîííàÿ
ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ êðèòåðèé ñõî-
äèìîñòè

nr∑
j=1

(
plN+1j − plNj

)2
nr∑
j=1

(plNj)
2

< ε, r = 1,M, (2.17)

ãäå íàïåðåä çàäàííûé ïàðàìåòð ε îïðåäåëÿåò òî÷íîñòü ìåòîäà.
Äàëåå, âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.13) ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü
F l
r.
Àëãîðèòì 2 (A2). Åñëè ïðîâåñòè äèñêðåòèçàöèþ óðàâíå-

íèé (2.12), òî ïîëó÷èòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà

l∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) nr∑
j=1

Tij

pkj − pk−1
j

dτ
dτ = δl − zi−

−(1− ν)

π

M∑
s=1
s ̸=r

1

ρrs

l∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) F k
s − F k−1

s

dτ
dτ,

F l
r =

nr∑
j=1

pljdxdy, i = 1, nr, r = 1,M.

(2.18)

Ñèñòåìó (2.18) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

J(0)
nr∑
j=1

Tijp
l
j = δl − zi − vl−1

i −

−(1−ν)

π

M∑
s=1
s̸=r

1

ρrs

[
l−1∑
k=1

J
(
(l−k)dτ

)F k
s −F k−1

s

dτ
dτ+J(0)

F l
s−F l−1

s

dτ
dτ

]
,

vl−1
i =

l−1∑
k=1

J
(
(l−k)dτ

) nr∑
j=1

Tij

pkj−pk−1
j

dτ
dτ−J(0)

nr∑
j=1

Tijp
l−1
j ,

F l
r =

nr∑
j=1

pljdxdy, i = 1, nr, r = 1,M.

(2.19)
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Äëÿ ïîäñ÷åòà ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèÿ ïîä êàæäîé íåðîâíîñòüþ
èñïîëüçóåòñÿ èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà äëÿ êàæäîãî ìîìåíòà
âðåìåíè l. Ïåðâàÿ èòåðàöèÿ

J(0)
nr∑
j=1

Tijp
l
Ij = δl − zi − vl−1

i −

−(1− ν)

π

M∑
s=1
s ̸=r

1

ρrs

l−1∑
k=1

J
(
(l − k)dτ

) F k
s − F k−1

s

dτ
dτ,

F l
Ir =

nr∑
j=1

plIjdxdy, i = 1, nr, r = 1,M

(2.20)

ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè plIj, j = 1, nr, r = 1,M äëÿ çàäàííîé
èñòîðèè íàãðóæåíèé. Äàëåå, âòîðîå óðàâíåíèå ñèñòåìû (2.20)
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü F l

Ir. Âòîðàÿ èòåðàöèÿ èìååò âèä

J(0)
nr∑
j=1

Tijp
l
IIj = δl − zi − vl−1

i − (2.21)

−(1−ν)

π

M∑
s=1
s ̸=r

1

ρrs

[
l−1∑
k=1

J
(
(l−k)dτ

)F k
s −F k−1

s

dτ
dτ+J(0)

F l
Is−F l−1

s

dτ
dτ

]
,

F l
IIr =

nr∑
j=1

plIIjdxdy, i = 1, nr, r = 1,M.

Îíà ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü âåëè÷èíû plIIj, F
l
IIr, j = 1, nr, r =

1,M . Èòåðàöèîííàÿ ïðîöåäóðà îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà âûïîë-
íÿåòñÿ êðèòåðèé ñõîäèìîñòè (2.17).

3. ×èñëåííûå ïðèìåðû. Ñíà÷àëà áóäóò ðàññìîòðåíû
îäèíî÷íûå øòàìïû: ñôåðè÷åñêèé øòàìï (Ðèñ. 3a) ðàäèóñà R,
êîíè÷åñêèé øòàìï (Ðèñ. 3d) ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà θ è öèëèí-
äðè÷åñêèé øòàìï (Ðèñ. 3e) ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ R è âûñîòîé
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a) b) c) d) e)
(a) (b)

a

R

a=R

(e)

a

(c) (d)

θ

R

b

Ðèñ. 3: Òèïû øòàìïîâ: a) ñôåðè÷åñêèé, b) öèëèíäðè÷åñêèé ñî
ñôåðè÷åñêèì îêîí÷àíèåì, c) öèëèíäðè÷åñêèé, d) êîíè÷åñêèé, e)
öèëèíäðè÷åñêèé, îïèðàþùèéñÿ íà ïëîñêîñòü ñâîåé îáðàçóþùåé

b, îïèðàþùèéñÿ íà ïëîñêîñòü ñâîåé îáðàçóþùåé. Äàëåå, áóäóò
èçó÷åíû áîëåå ñëîæíûå êîíôèãóðàöèè, ñîñòîÿùèå èç ñåìè ñôå-
ðè÷åñêèõ øòàìïîâ, ñåìè öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ ñ ðàäèóñîì
îñíîâàíèÿ a ñî ñôåðè÷åñêèìè îêîí÷àíèÿìè ðàäèóñà R > a (Ðèñ.
3b), ñåìè öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ (Ðèñ. 3c) ñ ðàäèóñîì îñíî-
âàíèÿ a è, íàêîíåö, áîëåå îáùàÿ êîíôèãóðàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç
äâåíàäöàòè øòàìïîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Çäåñü íåîáõîäèìî
îòìåòèòü, ÷òî â ñëó÷àå ñëîæíûõ êîíôèãóðàöèé ðå÷ü èäåò î
åäèíîì æåñòêîì øòàìïå, èìåþùåì òàêóþ ãåîìåòðèþ, à íå î
íåñêîëüêèõ øòàìïàõ, íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà âîçäåéñòâóþ-
ùèõ íà âÿçêîóïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî.

Ñôåðè÷åñêèé øòàìï.

Â ïåðâóþ î÷åðåäü áûëî ïðîèçâåäåíî ñðàâíåíèå ÌÎÌ ñ àíà-
ëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ îäèíî÷íîãî ñôåðè÷åñêîãî øòàì-
ïà (Ðèñ. 3a) ðàäèóñà R, äåéñòâóþùåãî íà âÿçêîóïðóãîå ïîëóïðî-
ñòðàíñòâî. Àíàëèòè÷åñêèå ðåçóëüòàòû [5] è [34], èñïîëüçóåìûå

78



a)

 0

 10

 20

 30

 40

 50

 60

 70

 80

 90

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

F
O

R
C

E
 O

N
 T

H
E

 IN
D

E
N

T
E

R
 (

N
)

TIME (s)

(a) Viscoelastic spherical case

b)

 0

 0.2

 0.4

 0.6

 0.8

 1

 0  0.5  1  1.5  2  2.5  3  3.5  4  4.5  5

P
E

N
E

T
R

A
T

IO
N

 (
m

m
)

TIME (s)

(b) Viscoelastic spherical case

Ðèñ. 4: Ñôåðè÷åñêèé øòàìï. Çàâèñèìîñòè êîíòàêòíîé ñèëû (a)
è ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ (b) îò âðåìåíè ïðè çàäàííîì ðàäèóñå
êîíòàêòà â ðàìêàõ âÿçêîóïðóãèõ àíàëèòè÷åñêîé (��) è ÷èñëåí-
íîé (------) ìîäåëåé, óïðóãîé ìîäåëè ñ E∞ = 7.5 ÌÏà (············) è ñ
E0 = 15 ÌÏà (·············)
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â ñðàâíåíèè, îïèñàíû â êíèãå [35]

δ(t)=
a2(t)

R
− 1

R

t∫
tm

J(t− θ)
d

dθ

 θ∫
t1(θ)

G(θ − τ)
da2(τ)

dτ
dτ

dθ, (3.1)

p(x, y, t) =
2

π(1− ν)R

t1(t)∫
0

G(t− τ)
d
√
a2(τ)− x2 − y2

dτ
dτ. (3.2)

Ðåçóëüòèðóþùàÿ íîðìàëüíàÿ êîíòàêòíàÿ ñèëà F (t) ïîä øòàì-
ïîì â çàâèñèìîñòè îò êîíòàêòíîãî ðàäèóñà a(t) ìîæåò áûòü ïîä-
ñ÷èòàíà ïî ôîðìóëå

F (t)=

2π∫
0

a(t)∫
0

rp(r, t)dφdr=
4

3(1− ν)R

t1(t)∫
0

G(t− τ)
da3(τ)

dτ
dτ. (3.3)

Çäåñü t1 - íîâàÿ ïåðåìåííàÿ âðåìåíè

t1(t) = t, t ≤ tm,
a(t1) = a(t), t ≥ tm (t1 < tm),

(3.4)

ãäå tm - òî÷êà ìàêñèìóìà êîíòàêòíîãî ðàäèóñà a(t). Â ñëåäóþ-
ùèõ ïðèìåðàõ íàïðÿæåíèå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â ôîðìå ðÿäà Ïðîíè
(Prony's series)

σ(t) =
(
E∞ + (E0 − E∞)e−

t
τc

)
ε0, (3.5)

ãäå τc - õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âðåìÿ, E0 - ìãíîâåííûé ìîäóëüÞí-
ãà, E∞ - ñòàòè÷åñêèé ìîäóëü Þíãà, ε0 - ìãíîâåííàÿ äåôîðìà-
öèÿ. Äàëåå, ôóíêöèè ïîëçó÷åñòè è ðåëàêñàöèè ìîãóò áûòü ïðåä-
ñòàâëåíû â ñëåäóþùåì âèäå

G(t) = E∞ + (E0 − E∞)e−
t
τc ,

J(t) =
1

E∞
− (E0 − E∞)

E0E∞
e
−E∞

E0

t
τc .

(3.6)
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Ðèñ. 5: Ñôåðè÷åñêèé øòàìï. Çàâèñèìîñòè êîíòàêòíîé ñèëû (a)
è ãëóáèíû ïðîíèêíîâåíèÿ (b) îò âðåìåíè ïðè çàäàííîì ðàäèó-
ñå êîíòàêòà â ðàìêàõ âÿçêîóïðóãèõ àíàëèòè÷åñêîé (��) è ÷èñ-
ëåííîé (------) ìîäåëåé äëÿ ìàòåðèàëà, ñâîéñòâà êîòîðîãî ñèëüíî
çàâèñÿò îò âðåìåíè
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Ðèñ. 6: Ñôåðè÷åñêèé øòàìï. Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû (a)
îò âðåìåíè ïðè çàäàííîì ïðîíèêíîâåíèè (b) â ðàìêàõ âÿçêî-
óïðóãîé ÷èñëåííîé ìîäåëè (��), óïðóãîé ìîäåëè ñ E∞ = 7.5
ÌÏà (------) è ñ E0 = 15 ÌÏà (············)
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Äàëåå, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî E∞ = 7.5 ÌÏà, E0 = 15 ÌÏà, τc = 1
ñ è R = 5 ìì, à êîíòàêòíûé ðàäèóñ a(t) = 2.2 sin( πt

Lt
) çàäàí,

ãäå Lt = 5 ñ - âðåìÿ íàãðóæåíèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîíèêíîâå-
íèå δ(t) ìåíÿåòñÿ ìåæäó 0 è 1 ìì (Ðèñ. 4b). Çàâèñèìîñòü êîí-
òàêòíûõ ñèë îò âðåìåíè ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 4a. Çäåñü ïðî-
âîäèòñÿ ñðàâíåíèå ìåæäó êîíòàêòíûìè ñèëàìè, ïîëó÷åííûìè
íà îñíîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû è ñ ïîìîùüþ ÌÎÌ äëÿ
nτ = 201, nx = ny = 81, Lt = 5 ñ, Lx = Ly = 20 ìì. Êàê âèä-
íî èç ðèñóíêà, ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ î÷åíü íåçíà÷èòåëüíîå.
Ïîìèìî ýòîãî, ìîæíî çàìåòèòü àñèììåòðèþ âÿçêîóïðóãîé êðè-
âîé: â ñàìîì íà÷àëå îáà âÿçêîóïðóãèõ ðåøåíèÿ (àíàëèòè÷åñêîå
è ÷èñëåííîå) áëèçêè ê óïðóãîìó ðåøåíèþ ñ ìîäóëåì Þíãà E0,
à â ñàìîì êîíöå áëèçêè ê óïðóãîìó ðåøåíèþ ñ ìîäóëåì Þíãà
E∞.

Íà Ðèñ. 5 ïðåäñòàâëåí ïðèìåð ìàòåðèàëà ñî ñëåäóþùèìè
çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ: E∞ = 0.9 ÌÏà, E0 = 9 ÌÏà, τc = 0.3 ñ
è nτ = 601, nx = ny = 81, Lt = 5 ñ, Lx = Ly = 20 ìì. Îêàçûâàåò-
ñÿ, ÷òî ñâîéñòâà äàííîãî ìàòåðèàëà ñèëüíî çàâèñÿò îò âðåìåíè:
íîðìàëüíàÿ êîíòàêòíàÿ ñèëà ïîä øòàìïîì îáðàùàåòñÿ â íîëü
(Ðèñ. 5a), íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðîíèêíîâåíèå ïðè ýòîì íå ðàâíî
íóëþ (Ðèñ. 5b). Çäåñü òàêæå íàáëþäàåòñÿ ñèëüíàÿ àñèììåòðèÿ
êðèâîé.

Ïóñòü ñíîâà E∞ = 7.5ÌÏà, E0 = 15ÌÏà, τc = 1 ñ, à ïðîíèê-
íîâåíèå δ(t) = sin( πt

Lt
) çàäàíî (Ðèñ. 6b). Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé

ñèëû îò âðåìåíè ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 6a. Â ñàìîì íà÷àëå ÷èñ-
ëåííîå âÿçêîóïðóãîå ðåøåíèå ñòðåìèòñÿ ê óïðóãîìó ðåøåíèþ ñ
ìîäóëåì Þíãà E0, à â ñàìîì êîíöå ñòðåìèòñÿ ê óïðóãîìó ðåøå-
íèþ ñ ìîäóëåì Þíãà E∞. Ïðè÷èíà ïåðåñå÷åíèÿ âÿçêîóïðóãîãî
è óïðóãîãî ðåøåíèé ñîñòîèò â ïàìÿòè âÿçêîóïðóãîãî ìàòåðèàëà:
êîíòàêòíàÿ ñèëà èñ÷åçàåò, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïðîíèêíîâåíèå
åùå íå ðàâíî íóëþ. Óïðóãîå ðåøåíèå ïîä÷èíÿåòñÿ çàêîíó Ãåðöà
è îáðàùàåòñÿ â íîëü âìåñòå ñ ïðîíèêíîâåíèåì.

Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè p(0, y, t) â
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Ðèñ. 7: Ñôåðè÷åñêèé øòàìï. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â öåí-
òðàëüíîì ñå÷åíèè â ìîìåíò âðåìåíè t = 2.5 ñ â ðàìêàõ âÿç-
êîóïðóãèõ àíàëèòè÷åñêîé (��) è ÷èñëåííîé (------) ìîäåëåé

ìîìåíò âðåìåíè t = 2.5 ñ ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 7 äëÿ nτ = 401,
nx = ny = 101, Lt = 5 ñ, Lx = Ly = 10 ìì. Ðàñõîæäåíèå ìåæäó
àíàëèòè÷åñêèì è ÷èñëåííûì ðåøåíèÿìè íåçíà÷èòåëüíîå.

Êîíè÷åñêèé øòàìï.

Ðåçóëüòàòû, ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ÌÎÌ, ñðàâíèâàëèñü
ñ àíàëèòè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè äëÿ îäèíî÷íîãî êîíè÷åñêîãî
øòàìïà (Ðèñ. 3d) ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà θ, âîçäåéñòâóþùåãî íà
âÿçêîóïðóãîå ïîëóïðîñòðàíñòâî òàêèì îáðàçîì, ÷òî êîíòàêò-
íûé ðàäèóñ ìîíîòîííî âîçðàñòàåò. Â ýòîì ñëó÷àå ðåøåíèå êîí-
òàêòíîé çàäà÷è òåîðèè óïðóãîñòè [10, 36] ìîæåò áûòü çàïèñàíî
â âèäå

F =
4

π
tgθ2µeδ

2. (3.7)
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Viscoelastic conical case

Ðèñ. 8: Êîíè÷åñêèé øòàìï. Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû îò
âðåìåíè ïðè çàäàííîì ïðîíèêíîâåíèè â ðàìêàõ âÿçêîóïðóãèõ
àíàëèòè÷åñêîé (��) è ÷èñëåííîé (------) ìîäåëåé, óïðóãîé ìî-
äåëè ñ E∞ = 7.5 ÌÏà (············) è ñ E0 = 15 ÌÏà (·············)

Ñëåäóÿ òåõíèêå [4], â ðåøåíèè (3.7) íåîáõîäèìî çàìåíèòü óïðó-
ãóþ êîíñòàíòó íà ñîîòâåòñòâóþùèé èíòåãðàëüíûé îïåðàòîð

F (t) =
4

π
tgθ

t∫
0

G(t− τ)
dδ2(τ)

dτ
dτ. (3.8)

Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíûõ ñèë îò âðåìåíè ïðåäñòàâëåíà íà Ðèñ. 8.
Çäåñü ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå ìåæäó êîíòàêòíûìè ñèëàìè, ïîëó-
÷åííûìè íà îñíîâàíèè àíàëèòè÷åñêîé ôîðìóëû (3.8) è ñ ïîìî-
ùüþ ÌÎÌ äëÿ nτ = 401, nx = ny = 201, Lt = 5 ñ, Lx = Ly = 20
ìì, θ = 45◦. Êàê âèäíî èç ðèñóíêà, ðàñõîæäåíèå ðåçóëüòàòîâ
î÷åíü íåçíà÷èòåëüíîå. Çäåñü ïðîíèêíîâåíèå δ(t) = sin( πt

Lt
) çà-

äàíî, è èìååò ìåñòî òîò æå ýôôåêò, ÷òî è äëÿ ñôåðè÷åñêîãî
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Ðèñ. 9: Êîíè÷åñêèé øòàìï. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â öåíòðàëü-
íîì ñå÷åíèè â ìîìåíò âðåìåíè t = 2.5 ñ â ðàìêàõ âÿçêîóïðóãîé
ìîäåëè (��), óïðóãîé ñ E∞ = 7.5 ÌÏà (------) è ñ E0 = 15 ÌÏà
(············)

øòàìïà: âíà÷àëå îáà âÿçêîóïðóãèõ ðåøåíèÿ (àíàëèòè÷åñêîå è
÷èñëåííîå) ñòðåìÿòñÿ ê óïðóãîìó ðåøåíèþ ñ ìîäóëåì Þíãà E0,
à çàòåì ê óïðóãîìó ðåøåíèþ ñ ìîäóëåì Þíãà E∞.

Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â öåíòðàëüíîì ñå÷åíèè p(0, y, t) â
ìîìåíò âðåìåíè t = 2.5 ñ ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 9 äëÿ nτ = 401,
nx = ny = 181, Lt = 5 ñ, Lx = Ly = 7 ìì. Ìàêñèìàëüíîå äàâ-
ëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî â öåíòðå çîíû êîíòàêòà, à åãî âåëè÷èíà
íàìíîãî áîëüøå, ÷åì äëÿ ñôåðè÷åñêîãî øòàìïà, íî çîíà êîí-
òàêòà íà ïîðÿäîê ìåíüøå. Ðåøåíèÿ êîíòàêòíîé çàäà÷è òåîðèè
óïðóãîñòè, ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäóëÿì Þíãà E0 è E∞, òàêæå
èçîáðàæåíû íà ðèñóíêå.
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Ðèñ. 10: Öèëèíäðè÷åñêèé øòàìï, îïèðàþùèéñÿ íà ïëîñêîñòü
ñâîåé îáðàçóþùåé. Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíîé ñèëû îò ïðîíèêíî-
âåíèÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòåé íàãðóçêè: V = 1 ìì/ñ
(��) è V = 10 ìì/ñ (------)

Ïóñòü öèëèíäðè÷åñêèé øòàìï îïèðàåòñÿ íà ïëîñêîñòü ñâîåé
îáðàçóþùåé (Ðèñ. 3e), ðàäèóñ îñíîâàíèÿ öèëèíäðà R = 5 ìì, à
äëèíà îáðàçóþùåé b = 3 ìì.

Íà Ðèñ. 10 ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü ñèëû îò ïðîíèêíîâå-
íèÿ δ(t) äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ñêîðîñòåé íàãðóçêè V = 1, 10
ìì/ñ è äëÿ nτ = 401, nx = ny = 81, Lt =

2
V
ñ, Lx = Ly = 20 ìì.

Ïóñòü ïðîíèêíîâåíèå çàäàåòñÿ ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè

δ(t) =


V t, t <

1

V
,

−V t+ 2, t >
1

V
.
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Ðèñ. 11: Öèëèíäðè÷åñêèé øòàìï, îïèðàþùèéñÿ íà ïëîñêîñòü
ñâîåé îáðàçóþùåé. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ìîìåíò âðåìåíè
t = 2.5 ñ

Ðàñõîæäåíèå ìåæäó ãðàôèêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè V = 1 ìì/ñ
è V = 10 ìì/ñ, çíà÷èòåëüíîå. Ïðè÷èíà êðîåòñÿ â õàðàêòåðèñòè-
÷åñêîì âðåìåíè ìàòåðèàëà τc ðàâíîì 1 ñ. Äëÿ V = 1 ìì/ñ âðåìÿ
íàãðóçêè t = δ

V
= 1 ñ = τc. Äëÿ V = 10 ìì/ñ, íàïðîòèâ, âðåìÿ

íàãðóçêè è õàðàêòåðèñòè÷åñêîå âðåìÿ ìàòåðèàëà ðàçëè÷àþòñÿ
â äåñÿòü ðàç. Çäåñü òàêæå ìîæíî íàáëþäàòü ãèñòåðåçèñ êðèâîé,
ñâîéñòâåííûé âÿçêîóïðóãîìó ìàòåðèàëó è ñâÿçàííûé ñ ïîòåðåé
ýíåðãèè â ïðîöåññå íàãðóçêè-ðàçãðóçêè. Â ñëó÷àå óïðóãîãî ìà-
òåðèàëà îáå âåòâè ñëèâàþòñÿ, è íàãðóçêà-ðàçãðóçêà îñóùåñòâ-
ëÿåòñÿ ïî îäíîé êðèâîé.

Ïóñòü òåïåðü ïðîíèêíîâåíèå çàäàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì
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Ðèñ. 12: Öèëèíäðè÷åñêèé øòàìï, îïèðàþùèéñÿ íà ïëîñêîñòü
ñâîåé îáðàçóþùåé. Ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â ðàçðåçàõ âäîëü
íàïðàâëÿþùåé (a) â ìîìåíòû âðåìåíè t1 = 1.25 ñ (��) è t2 =
3.05 ñ (------) è âäîëü îáðàçóþùåé (b) â ìîìåíòû âðåìåíè t1 =
1.25 ñ (��) è t2 = 3.05 ñ (------)
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δ(t) = sin( πt
Lt
). Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ ïðè t = 2.5 ñ ïðåä-

ñòàâëåíî íà Ðèñ. 11 äëÿ nτ = 401, nx = ny = 101, Lt = 5 ñ,
Lx = Ly = 10 ìì. Ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå ñîñðåäîòî÷åíî íà
äâóõ ãðàíèöàõ çîíû êîíòàêòà (âåðòèêàëüíàÿ îñü y - îñü ñèì-
ìåòðèè öèëèíäðà). Åãî âåëè÷èíà âûøå, ÷åì äëÿ ñôåðè÷åñêîãî
øòàìïà, îäíàêî íèæå, ÷åì äëÿ êîíè÷åñêîãî. Ðàñõîæäåíèå ìåæ-
äó âÿçêîóïðóãèìè ðåøåíèÿìè äëÿ t = t1 = 1.25 ñ (ó÷àñòîê
íàãðóçêè) è t = t2 = 3.05 ñ (ó÷àñòîê ðàçãðóçêè) ïðåäñòàâëåíî
íà Ðèñ. 12. Ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â ðàçðåçàõ âäîëü íàïðàâ-
ëÿþùåé p(x, 0, t1) è p(x, 0, t2) ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 12a, à ðàñ-
ïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â ðàçðåçàõ âäîëü îáðàçóþùåé p(0, y, t1)
è p(0, y, t2), ñîîòâåòñòâåííî, íà Ðèñ. 12b. Çäåñü íåîáõîäèìî îò-
ìåòèòü, ÷òî, íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ðåçóëüòèðóþùèå íîðìàëüíûå
ñèëû ïðàêòè÷åñêè ñîâïàäàþò F (t1) ≈ F (t2), ðàñïðåäåëåíèÿ äàâ-
ëåíèé äëÿ t = t1 è t = t2 ðàçëè÷íû, òî åñòü p(x, y, t1) ̸= p(x, y, t2).

Ñåìü ñôåðè÷åñêèõ øòàìïîâ.
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Ðèñ. 13: Êîíôèãóðàöèÿ, ñîñòîÿùàÿ èç ñåìè øòàìïîâ (âèä ñâåð-
õó)
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(a) Viscoelastic spherical case

Ðèñ. 14: Ñôåðè÷åñêèå øòàìïû. Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíûõ ñèë îò
âðåìåíè ïðè çàäàííîì ïðîíèêíîâåíèè äëÿ öåíòðàëüíîãî (��)
è ïåðèôåðè÷åñêîãî (------) øòàìïîâ

Ïóñòü êîíôèãóðàöèÿ ñîñòîèò èç ñåìè èäåíòè÷íûõ ñôåðè÷å-
ñêèõ øòàìïîâ ñ ðàäèóñàìè R = 5 ìì (Ðèñ. 3a). Íà Ðèñ. 13 èçîá-
ðàæåí âèä ñâåðõó óêàçàííîé êîíôèãóðàöèè äëÿ Lx = Ly = 30
ìì. Öåíòðû øòàìïîâ Ai, i = 1, 7 èìåþò ñëåäóþùèå êîîðäèíàòû

A1=(0, 0), A2=(0, 2R), A3=(
√
3R,R), A4=(

√
3R,−R),

A5 = (0,−2R), A6 = (−
√
3R,−R), A7 = (−

√
3R,R).

(3.9)

Ñðàâíåíèå êîíòàêòíûõ ñèë, êàê ôóíêöèé âðåìåíè, ïîëó÷åí-
íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÄÈÌ (À2) äëÿ öåíòðàëüíîãî è ïåðèôåðè-
÷åñêèõ øòàìïîâ ïðè nτ = 401, nx = ny = 91 è ε = 0.1 (çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà ε âûáðàíî è íå áóäåò ìåíÿòüñÿ) ïðîèçâåäåíî íà Ðèñ.
14. Êîíòàêòíàÿ ñèëà äëÿ öåíòðàëüíîãî øòàìïà ìåíüøå êîíòàêò-
íîé ñèëû äëÿ ïåðèôåðè÷åñêîãî øòàìïà. Ïðè÷èíà ýòîãî ÿâëå-
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íèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïîä äåéñòâèåì ïåðèôåðè÷åñêèõ øòàìïîâ
öåíòðàëüíàÿ ÷àñòü îáëàñòè êîíòàêòà îêàçûâàåòñÿ ÷àñòè÷íî äå-
ôîðìèðîâàííîé, â ðåçóëüòàòå ÷åãî, öåíòðàëüíûé øòàìï íå òàê
ñèëüíî âîçäåéñòâóåò íà ïîâåðõíîñòü ïîëóïðîñòðàíñòâà.

Ñðàâíåíèå êîíòàêòíûõ ñèë, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì
ÄÈÌ (À1 è À2), ïðîèçâåäåíî íà Ðèñ. 15 äëÿ nτ = 401, nx = ny =
91. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ðàçíèöà ìåæäó ðåçóëüòàòàìè íåâåëèêà,
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Ðèñ. 15: Ñôåðè÷åñêèå øòàìïû. Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíûõ ñèë îò
âðåìåíè ïðè çàäàííîì ïðîíèêíîâåíèè, ïîäñ÷èòàííûõ ñ ïîìî-
ùüþ àëãîðèòìîâ À1 äëÿ öåíòðàëüíîãî (��) è ïåðèôåðè÷åñêîãî
(------) øòàìïîâ è À2 äëÿ öåíòðàëüíîãî (············) è ïåðèôåðè÷åñêîãî
(·············) øòàìïîâ

îäíàêî àëãîðèòì À2 ïðèìåðíî â ïÿòü ðàç áûñòðåå, ÷åì àëãîðèòì
À1.

Äëÿ óïðóãîãî ñëó÷àÿ ÄÈÌ ñðàâíèâàëñÿ ñ ðåçóëüòàòàìè ýêñ-
ïåðèìåíòà äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè â ðàáîòå [37]. Ðàñõîæäåíèå
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ìåæäó ÷èñëåííûìè è ýêñïåðèìåíòàëüíûìè ðåçóëüòàòàìè ñîñòà-
âèëî ìåíåå 10 %.

Ñåìü öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ ñî ñôåðè÷åñêèìè

îêîí÷àíèÿìè.

Ïóñòü êîíôèãóðàöèÿ ñîñòîèò èç ñåìè èäåíòè÷íûõ öèëèí-
äðè÷åñêèõ øòàìïîâ ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé a ñî ñôåðè÷åñêèìè
îêîí÷àíèÿìè ðàäèóñàìè R = 10 ìì (Ðèñ. 3b). Ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ äâà ñëó÷àÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçëè÷íûì çíà÷åíèÿì ðàäèóñà
îñíîâàíèÿ öèëèíäðà: a = 2.5 ìì è a = 3.5 ìì. Öèëèíäðè÷å-
ñêèå øòàìïû ñî ñôåðè÷åñêèìè îêîí÷àíèÿìè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ
ïîëó÷åíèÿ áîëüøèõ è áëèçêî äðóã ê äðóãó ðàñïîëîæåííûõ çîí
êîíòàêòà. Äëÿ ñôåðè÷åñêèõ øòàìïîâ, êîãäà ðàäèóñ R âåëèê, çî-
íû êîíòàêòà òàêæå âåëèêè, îäíàêî ðàñïîëîæåíû äàëåêî äðóã îò
äðóãà. Êîîðäèíàòû öåíòðîâ øòàìïîâ çàäàþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(3.9) ñ çàìåíîé R íà a. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êîíôèãóðàöèè ñ
a = 2.5 ìì çîíû êîíòàêòà ðàñïîëàãàþòñÿ áëèæå äðóã ê äðóãó,
÷åì äëÿ êîíôèãóðàöèè ñ a = 3.5 ìì.

Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ p(x, y, t) è ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ
â ðàçðåçå p(0, y, t), ïîëó÷åííûå ñ èñïîëüçîâàíèåì ÄÈÌ (À2) äëÿ
a = 2.5 ìì, t = 1 ñ, ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 16 äëÿ nτ = 401,
nx = ny = 201. Âëèÿíèå ïåðèôåðè÷åñêèõ øòàìïîâ íà öåíòðàëü-
íûé ñèëüíåå, ÷åì äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ, òàê êàê çîíû êîí-
òàêòà î÷åíü áëèçêè. Äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè çîíû êîíòàêòà
è âåëè÷èíû ìàêñèìàëüíûõ äàâëåíèé ïåðèôåðè÷åñêèõ øòàìïîâ
íàìíîãî áîëüøå, ÷åì äëÿ öåíòðàëüíîãî.

Ñðàâíåíèå êîíòàêòíûõ ñèë, êàê ôóíêöèé âðåìåíè, ïîëó÷åí-
íûõ ñ ïîìîùüþ ÄÈÌ (À1 è À2), ïðèâåäåíî íà Ðèñ. 17a äëÿ
a = 3.5 ìì è nτ = 401, nx = ny = 61. Ðàñõîæäåíèå ìåæäó ðåøå-
íèÿìè íåâåëèêî, îäíàêî áîëüøå, ÷åì äëÿ ñôåðè÷åñêîãî ñëó÷àÿ.
Íà Ðèñ. 17b ïðèâåäåíî ñðàâíåíèå ðàñïðåäåëåíèé äàâëåíèé â ðàç-
ðåçàõ, ïîëó÷åííûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ÄÈÌ (À1 è À2), â ìîìåíò
âðåìåíè t = 1 ñ äëÿ nτ = 401, nx = ny = 121. Ðàçíèöà òàêæå
íåâåëèêà, îäíàêî ñòîèò çàìåòèòü, ÷òî À1 ëó÷øå îòñëåæèâàåò
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Viscoelastic spherical case

Ðèñ. 16: Öèëèíäðè÷åñêèå øòàìïû ñî ñôåðè÷åñêèìè îêîí÷àíè-
ÿìè. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ (a), ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ àëãî-
ðèòìà À2, â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ñ è a = 2.5 ìì è ðàñïðå-
äåëåíèå äàâëåíèÿ â ðàçðåçå (b) âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè (x = 0
ìì)
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Ðèñ. 17: Öèëèíäðè÷åñêèå øòàìïû ñî ñôåðè÷åñêèìè îêîí÷àíè-
ÿìè. Çàâèñèìîñòü êîíòàêòíûõ ñèë îò âðåìåíè (a) ïðè çàäàí-
íîì ïðîíèêíîâåíèè, ïîäñ÷èòàííûõ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ À1
äëÿ öåíòðàëüíîãî (��) è ïåðèôåðè÷åñêîãî (------) øòàìïîâ è
À2 äëÿ öåíòðàëüíîãî (············) è ïåðèôåðè÷åñêîãî (·············) øòàìïîâ
è ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé â ðàçðåçå (b) âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè
(x = 0 ìì) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ñ ïðè a = 3.5 ìì, ïîäñ÷è-
òàííûå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ À1 (��) è À2 (------)
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âëèÿíèå öåíòðàëüíîãî øòàìïà íà ïåðèôåðè÷åñêèå. Öåíòðàëü-
íûé øòàìï, â ñâîþ î÷åðåäü, òàêæå äåôîðìèðóåò ïîëóïðîñòðàí-
ñòâî ïîä ïåðèôåðè÷åñêèìè øòàìïàìè, â ðåçóëüòàòå ÷åãî òî÷êè
ìàêñèìàëüíîãî äàâëåíèÿ ñäâèãàþòñÿ íàðóæó è áîëåå íå ðàñïî-
ëàãàþòñÿ â öåíòðàõ çîí êîíòàêòà.

Ðåçóëüòèðóþùàÿ êîíòàêòíàÿ ñèëà, ïîäñ÷èòàííàÿ ñ ïîìîùüþ
ÄÈÌ, õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ êîíòàêòíîé ñèëîé, ïîäñ÷èòàííîé ñ
ïîìîùüþ ÌÎÌ, íî äëÿ äàííîé êîíôèãóðàöèè ÄÈÌ îêàçûâà-
åòñÿ ïðèìåðíî â âîñåìü ðàç áûñòðåå, ÷åì ÌÎÌ.

Ñåìü öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ.

Ïóñòü êîíôèãóðàöèÿ ñîñòîèò èç ñåìè èäåíòè÷íûõ öèëèí-
äðè÷åñêèõ øòàìïîâ (Ðèñ. 3c) ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ a = 1 ìì.
Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ p(x, y, t) è ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â
ðàçðåçå âäîëü äèàãîíàëè p(x, 0.56x, t) â ìîìåíò âðåìåíè t = 1
ñ ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 18 äëÿ nτ = 401, nx = ny = 421. Ìàê-
ñèìàëüíîå äàâëåíèå äëÿ êàæäîé çîíû êîíòàêòà ñîñðåäîòî÷åíî
íà ãðàíèöå. Âëèÿíèå ïåðèôåðè÷åñêèõ øòàìïîâ íà öåíòðàëüíûé
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî äàâëåíèå öåíòðàëüíîãî øòàìïà ìåíüøå,
à âëèÿíèå öåíòðàëüíîãî øòàìïà íà ïåðèôåðè÷åñêèå çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷òî ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé äëÿ ïåðèôåðè÷åñêèõ
øòàìïîâ íåñèììåòðè÷íû.

Äâåíàäöàòü øòàìïîâ ïðîèçâîëüíîé ôîðìû.

Ïóñòü êîíôèãóðàöèÿ âêëþ÷àåò â ñåáÿ äâåíàäöàòü øòàìïîâ:
òðè öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïà ñ ðàäèóñîì îñíîâàíèÿ a = 3 ìì
ñî ñôåðè÷åñêèìè îêîí÷àíèÿìè ðàäèóñîâ R = 5, 6, 10 ìì, òðè
öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïà ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé a = 1, 1, 1.5
ìì, òðè êîíè÷åñêèõ øòàìïà ñ óãëîì ïîëóðàñòâîðà θ = π

4
è

òðè öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïà, îïèðàþùèõñÿ íà ïëîñêîñòü ñâî-
èìè îáðàçóþùèìè, ñ ðàäèóñàìè îñíîâàíèé è îáðàçóþùèìè, ñî-
îòâåòñòâåííî, R = 3 ìì è b = 1 ìì, R = 2 ìì è b = 2 ìì,
R = 1 ìì è b = 3 ìì. Ýòà êîíôèãóðàöèÿ íàèáîëåå ñëîæíà è
íåñèììåòðè÷íà. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ p(x, y, t) è ðàñïðåäå-
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Viscoelastic flat-ended cylindrical case

Ðèñ. 18: Öèëèíäðè÷åñêèå øòàìïû. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ (a)
â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ñ è ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ðàçðåçå
(b) âäîëü äèàãîíàëè
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General case

Ðèñ. 19: Îáùèé ñëó÷àé: òðè öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïà ñî ñôåðè-
÷åñêèìè îêîí÷àíèÿìè, à òàêæå òðè öèëèíäðè÷åñêèõ, òðè êîíè-
÷åñêèõ è òðè öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïà, îïèðàþùèõñÿ íà ïëîñ-
êîñòü ñâîèìè îáðàçóþùèìè. Ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ (a) â ìî-
ìåíò âðåìåíè t = 1 ñ è ðàñïðåäåëåíèå äàâëåíèÿ â ðàçðåçå (b)
âäîëü âåðòèêàëüíîé îñè (x = 0 ìì)
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ëåíèå äàâëåíèÿ â ðàçðåçå p(0, y, t), ïîëó÷åííûå ñ ïðèìåíåíèåì
ÄÈÌ (À1), â ìîìåíò âðåìåíè t = 1 ñ ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 19
äëÿ nτ = 401, nx = ny = 161. Êàê è ðàíüøå, ìàêñèìàëüíîå äàâ-
ëåíèå äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ ñîñðåäîòî÷åíî íà ãðàíèöàõ
çîí êîíòàêòà, äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ, îïèðàþùèõñÿ íà
ïëîñêîñòü ñâîèìè îáðàçóþùèìè, - íà ãðàíèöàõ, ïåðïåíäèêóëÿð-
íûõ îñè ñèììåòðèè öèëèíäðà. Ðàñïðåäåëåíèÿ äàâëåíèé òàêæå
íåñèììåòðè÷íû, à ìàêñèìàëüíûå âåëè÷èíû äàâëåíèé äëÿ óêà-
çàííûõ øòàìïîâ èìåþò îäèí ïîðÿäîê. Ìàêñèìàëüíîå äàâëåíèå
äëÿ öèëèíäðè÷åñêèõ øòàìïîâ ñî ñôåðè÷åñêèìè îêîí÷àíèÿìè
ìåíüøå, ÷åì äëÿ âñåõ äðóãèõ âèäîâ øòàìïîâ. Ñàìîå áîëüøîå
äàâëåíèå è ñàìûå ìàëåíüêèå çîíû êîíòàêòà ïîëó÷àþòñÿ äëÿ
êîíè÷åñêèõ øòàìïîâ.

Äàííàÿ êîíôèãóðàöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïîïûòêîé ïðîìîäåëèðîâàòü
âÿçêîóïðóãèé êîíòàêò ìåæäó øèíîé è ìèêðîíåðîâíîñòÿìè äî-
ðîãè ïðîèçâîëüíîé ôîðìû. Îïèñàííûé â ñòàòüå ÄÈÌ ìîæåò
áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ ðåøåíèÿ êîíòàêòíûõ çàäà÷ ñ áîëüøèì
êîëè÷åñòâîì íåðîâíîñòåé.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÔÖÏ ¾Ðàç-
ðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé è êîìïëåêñà ïðîãðàìì äëÿ
ïðîãíîçèðîâàíèÿ ñâîéñòâ íàíîñòðóêòóðèðîâàííûõ ìàòåðèàëîâ
ñ ó÷åòîì ìàñøòàáíûõ ýôôåêòîâ¿ (êîíòðàêò 14.740.11.0995).
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