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ÐÅØÅÍÈÅ ÓÐÀÂÍÅÍÈÉ ÂÎË×ÊÀ ÝÉËÅÐÀ
Ñ Ó×ÅÒÎÌ ÈÕ ÎÁÐÀÒÈÌÎÑÒÈ ÏÎ ÂÐÅÌÅÍÈ

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî â ñëó÷àå Ýéëåðà ðåøåíèå óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà ïðåäñòàâëÿåò-
ñÿ íîðìèðîâàííîé ýêñïîíåíòîé îò ζ�ôóíêöèè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé ñïåöèàëüíîãî âèäà
íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q. Äàííàÿ ôóíêöèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñïåöèàëèçàöèþ îáùåãî
ðåøåíèÿ îáùèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà â ýêñïîíåíòàõ îò L�ôóíêöèé ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ íàä Q, ïîëó÷åííîãî â [1]. Ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâëåíèå ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ñ êëàñ-
ñè÷åñêèì ðåøåíèåì.

1. Ââåäåíèå.Öåëüþ äàííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ äåìîíñòðàöèÿ îáùåãî ðåøå-
íèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà â ýêñïîíåíòàõ îò L�ôóíêöèé ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ, ïîëó÷åííîãî â [1], íà ïðèìåðå âîë÷êà Ýéëåðà. Ðàçúÿñíÿåòñÿ àíàëè-
òè÷åñêèé, ãåîìåòðè÷åñêèé è ìåõàíè÷åñêèé ñìûñë óêàçàííîé ñïåöèàëèçàöèè.
Ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå âû÷èñëåíèÿ ïðîâîäÿòñÿ íåçàâèñèìî îò âû÷èñëå-
íèé ðàáîòû [1] è áîëåå äåòàëüíî, ÷òî ïîçâîëÿåò êîíêðåòèçèðîâàòü âèä ñïåê-
òðàëüíîé êðèâîé äëÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà èç [1]. Ïðèìåíÿåìàÿ òåõíèêà íàðÿäó ñî
ñëó÷àåì Ýéëåðà ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà è äëÿ äðóãèõ èçâåñòíûõ ñëó÷àåâ
èíòåãðèðóåìîñòè óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà.

Â ñëó÷àå Ýéëåðà ìåõàíè÷åñêàÿ ñèñòåìà èìååò òðè ñóùåñòâåííûõ âåùå-
ñòâåííûõ ïàðàìåòðà - ãëàâíûå ìîìåíòû èíåðöèè òåëà.

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ òåëà â ýòîì ñëó÷àå èìåþò âèä:

dM

dt
= [M ,ω] (1)

ãäå t ∈ R - âåùåñòâåííîå âðåìÿ, M � âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà òâåðäîãî
òåëà, ω � âåêòîð óãëîâîé ñêîðîñòè òåëà, [·, ·] - îïåðàòîð âåêòîðíîãî ïðîèç-
âåäåíèÿ â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3. Ïðè ýòîì M = I · ω; îïåðàòîð I
ïðåäñòàâëåí äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè ðàçìåðà 3×3 ñ ïîëîæèòåëüíûìè âå-
ùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè íåðàâåíñòâó òðåóãîëüíèêà.

2. Ýêâèâàðèàíòíîå óòî÷íåíèå êëàññè÷åñêèõ êâàäðàòóð äëÿ âîë÷-
êà Ýéëåðà. Óòî÷íåíèå ñîñòîèò â ó÷åòå òîãî îáñòîÿòåëüñòâà, ÷òî êâàäðàòó-
ðà, âîçíèêàþùàÿ â ðåçóëüòàòå êëàññè÷åñêîãî âû÷èñëåíèÿ, èìååò âåòâëåíèå
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â ñî÷åòàíèè ñ "áîëåå øèðîêîé îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ"àðãóìåíòà êâàäðàòó-
ðû, âêëþ÷àþùåé áåñêîíå÷íî óäàëåííóþ òî÷êó. Âñå ýòè ýôôåêòû ÿâëÿþòñÿ
ïðîÿâëåíèåì ñâîéñòâà îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè èñõîäíûõ óðàâíåíèé.

Àíàëèòè÷åñêèé àñïåêò óòî÷íåíèÿ êâàäðàòóð. Âàæíî, ÷òî â èòîãå óäàåò-
ñÿ ÿâíî âû÷èñëèòü îáðàùåíèå óòî÷íåííîé êâàäðàòóðû â âèäå äçåòà-ôóíêöèè
íåêîòîðîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé, ÿâëÿþùåéñÿ ýêâèâàðèàíòíîé ñïåöèàëèçà-
öèåé êëàññè÷åñêîé äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà. Ïîñëå ýòîãî ïðîâîäèòñÿ ñîïîñòàâ-
ëåíèå ýòîãî ðåçóëüòàòà ñ èçâåñòíûì îáðàùåíèåì êëàññè÷åñêèõ êâàäðàòóð.

Óðàâíåíèå (1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó íà êîìïîíåíòû âåêòîðà ω (ñì.[2]):

du

dt
± n

√
(1− u2)(1− k2u2) = 0 (2)

Ýòî óðàâíåíèå îòëè÷àåòñÿ îò ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ, çà÷àñòóþ ïðè-
âîäèìîãî â ñîîòâåòñòâóþùåé ëèòåðàòóðå, çíàêîì: âìåñòî çíàêà "+"çäåñü ôè-
ãóðèðóåò çíàê±. Âìåñòå ñ òåì, â ðÿäå ðóêîâîäñòâ, íàïðèìåð â [2] è [3], èìååòñÿ
àíàëèç âûáîðà çíàêîâ. Âïðî÷åì, ïðåäëàãàåìûé â íèõ àëãîðèòì âûáîðà çíà-
êîâ ó ïåðåìåííûõ p, q, r îãðàíè÷èâàåò êîìáèíàòîðèêó èõ âûáîðà, ïîñêîëüêó
íå ïîëíîñòüþ ó÷èòûâàåò ñèììåòðèçóþùåå äåéñòâèå îòîáðàæåíèÿ Z2[t → −t]
îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè íà ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå èñõîäíîãî óðàâíåíèÿ äâè-
æåíèÿ (1), äîïóñêàþùåå ïðîèçâîëüíûé âûáîð çíàêîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ìåíÿÿ
çíàê âðåìåíè â ëþáîì ñêàëÿðíîì óðàâíåíèè âåêòîðíîãî óðàâíåíèÿ (1), ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ëþáóþ ôîðìàëüíî âîçìîæíóþ êîìáèíàöèþ çíàêîâ ïåðåìåííûõ
â ýòîì óðàâíåíèè. Òåïåðü îñòàåòñÿ çàìåòèòü, ÷òî òàêàÿ ñìåíà çíàêà âðåìåíè
â ëþáîì èç ñêàëÿðíûõ óðàâíåíèé íå ìåíÿåò ñàìèõ óðàâíåíèé (1) â ñèëó èõ
îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè. Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ýòà ñèììåòðèçàöèîííàÿ ïðîöå-
äóðà è äåëàåòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè äîïîëíèòåëüíîãî èíòåãðàëà óðàâíåíèé (1).

È èìåííî ýòî, íà ïåðâûé âçãëÿä, íåçíà÷èòåëüíîå îáñòîÿòåëüñòâî íåïîëíî-
òû àëãîðèòìà îïðåäåëåíèÿ çíàêîâ ïðèâîäèò ê ñîâåðøåííî èíîé àíàëèòè÷å-
ñêîé ñòðóêòóðå îêîí÷àòåëüíîãî îòâåòà.

Òåïåðü èç óðàâíåíèÿ (2) ïîëó÷àåì óòî÷íåííóþ êëàññè÷åñêóþ êâàäðàòóðó

n(t− t0) = ±
∫ u

0

du√
(1− u2)(1− k2u2)

(3)

ãäå t0 - ìîìåíò âðåìåíè, êîãäà u = q = 0, è ãäå çíàê ± äîëæåí áûòü äîïîëíè-
òåëüíî ñîãëàñîâàí ñ ôàçîâûì ïîòîêîì èñõîäíûõ óðàâíåíèé (1) ñ ó÷åòîì èõ
îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè, ÷òî è ñîñòàâëÿåò ñîäåðæàíèå äàííîé ðàáîòû.

3. Ñîîòíîøåíèå ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèé êëàññè÷åñêîé êâàäðàòó-
ðû è åå ýêâèâàðèàíòíîãî óòî÷íåíèÿ. Òîëüêî ïîñëå ñïåöèàëüíîãî ôóíê-
öèîíàëüíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ, èíäóöèðîâàííîãî îòîáðàæåíèåì Z2[t → −t], ýë-
ëèïòè÷åñêèå òåòà-ôóíêöèè ßêîáè, ïðåäñòàâëÿþùèå ðåçóëüòàò êëàññè÷åñêîãî
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Ðåøåíèå äëÿ âîë÷êà Ýéëåðà â îáðàòèìîì âðåìåíè

îáðàùåíèÿ (ñì.[2],[3])), ñòàíîâÿòñÿ ýêâèâàðèàíòíûìè êîîðäèíàòàìè â ïîëíîì
ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå âîë÷êà Ýéëåðà.

Ðåçóëüòàòîì ïîäïðàâëåííîãî îáðàùåíèÿ îêàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíàÿ ôóíê-
öèÿ exp(ζeq(s)) = exp(ζ(s, E/Q)(ζ(s,E/Q) = 0)) êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà s,
èìåþùàÿ ñìûñë ýêâèâàðèàíòíîé ñïåöèàëèçàöèè ζ-ôóíêöèè Ðèìàíà.

Àíàëèòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà äîðàáîòêè îáðàùåíèÿ, ñîñòàâëÿþùàÿ òåõíè÷å-
ñêîå ñîäåðæàíèå äàííîé ðàáîòû, ýêâèâàëåíòíà ýêâèâàðèàíòíîé ñïåöèàëèçà-
öèè èçâåñòíîé ôîðìóëû äëÿ äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà (ñì. [5]):

ζeq(s) = (
1
s
− 1

1− s
+

∫ ∞

1
(x

s
2
−1 + x−

s
2
− 1

2 )θ0(x)dx⊗R E/Q,

ãäå ôóíêöèÿ θ0(x) =
∑∞

n=1 e−πn2x èìååò ñìûñë ïîòåíöèàëà ôàçîâîãî ïîòî-
êà íà ñâîáîäíîì äâîÿêî-àñèìïòîòè÷åñêîì äâèæåíèè âîë÷êà Ýéëåðà, E/Q -
ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì y2 = x3 +px+q , ãäå p, q - ëþ-
áûå íå ñîâïàäàþùèå ïðîñòûå ÷èñëà, èìåþùàÿ ñìûñë óðàâíåíèÿ ñâîáîäíîãî
äâîÿêî-àñèìïòîòè÷åñêîãî äâèæåíèÿ; dx⊗R E/Q - ýêâèâàðèàíòíàÿ ìåðà.

Âûðàæåíèå (x
s
2
−1 + x−

s
2
− 1

2 ) èìååò ñìûñë ýêâèâàðèàíòíîãî "íåïðåðûâíî-
ãî"çíàêà ±(modZ2[t → −t]) â óòî÷íåííîé êëàññè÷åñêîé êâàäðàòóðå è òàê-
æå èìååò ñìûñë ýêâèâàðèàíòíîé ñêëåéêè ñâîáîäíûõ äâîÿêî-àñèìïòîòè÷åñêèõ
äâèæåíèé èçî âñåõ êîìïîíåíò ãëàäêîñòè ñåïàðàòðèñû â òî÷êå t = ∞.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèþ exp(ζeq(s)) ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ðåøåíèå óðàâ-
íåíèÿ (1) â äóõå îïðåäåëåíèÿ ìíîãèõ èçâåñòíûõ ñïåöèàëüíûõ ôóíêöèé.

Ñîîòíîøåíèå êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ è åãî ýêâèâàðèàíòíîãî óòî÷íåíèÿ ñ
ìåõàíè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ. Êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå áåç çíàêîâ ïåðåä êâàäðà-
òóðîé (3) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê íåêîòîðóþ åñòåñòâåííóþ ïðîåêöèþ
ðåàëüíîãî äâèæåíèÿ âîë÷êà Ýéëåðà. Ãåîìåòðè÷åñêè ýòî ðåøåíèå ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ êà÷åíèåì òîëüêî âåðõíåé ñôåðû ñî âïèñàííûì â íåå òåòðàýäðîì (ñì.
ðèñ.2 íèæå) è ðåàëèçóåò êëàññè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ Ïóàíñî. Ñîîòâåòñòâó-
þùå äâèæåíèå âîë÷êà íå ÿâëÿåòñÿ γ − ω ìîíîäðîìíûì.

Êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ (3) ñ ÷àñòè÷íûì ó÷åòîì çíàêîâ (ïî [2],[3]) è äî-
ïîëíèòåëüíîé íîðìèðîâêîé íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà îòíîñèòåëüíîå ðàâíîâå-
ñèå, ðåàëèçóåìîå âðàùåíèåì âîêðóã ñðåäíåé îñè ýëëèïñîèäà èíåðöèè, ñîîò-
âåòñòâóåò "ìàÿòíèêîâîå"âðàùåíèå âîë÷êà: âåêòîð åãî êèíåòè÷åñêîãî ìîìåí-
òà ñîâåðøàåò ìàÿòíèêîâûå êîëåáàíèÿ â E3. Ýòî äâèæåíèå - òî÷íûé àíàëîã
"ìàÿòíèêîâîãî"ðåæèìà äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà è èìååò ñìûñë
äâèæåíèÿ ñ îòíîñèòåëüíî íåáîëüøèì çàïàñîì ïîëíîé ýíåðãèè.

Ãåîìåòðè÷åñêè êëàññè÷åñêîå ðåøåíèå "ñ ÷àñòè÷íûì"ó÷åòîì çíàêîâ ïðåä-
ñòàâëÿåòñÿ çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûì êà÷åíèåì âåðõíåé è íèæíåé ñôåð ñî
âïèñàííûì â íèõ òåðàýäðîì (ñì. ðèñ.2). Ýòî äâèæåíèå, åùå íå ÿâëÿÿñü γ − ω
ìîíîäðîìíûì, ïðåäñòàâëÿåò "óäâîåíèå"èíòåðïðåòàöèè Ïóàíñî.
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Óòî÷íåííîìó ðåøåíèþ - êëàññè÷åñêîìó ðåøåíèþ ñ ïîëíûì ó÷åòîì çíà-
êîâ è äîïîëíèòåëüíîé íîðìèðîâêîé íà÷àëüíûõ óñëîâèé íà óêàçàííîå âûøå
íåóñòîé÷èâîå îòíîñèòåëüíîå ðàâíîâåñèå âîë÷êà - ñîîòâåòñòâóåò "ðîòàöèîí-
íîå"âðàùåíèå âåêòîðà êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà âîë÷êà. Ýòî äâèæåíèå - òî÷-
íûé àíàëîã "ðîòàöèîííîãî"ðåæèìà äâèæåíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Òà-
êîå äâèæåíèå èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøîé çàïàñ ïîëíîé ýíåðãèè.

Òàêæå ýòî äâèæåíèå óæå ñîîòâåòñòâóåò γ − ω ìîíîäðîìíîìó êà÷åíèþ
ñôåð, èçîáðàæåííîìó íà ðèñ.2, è ïðåäñòàâëÿåò ýêâèâàðèàíòíî ïðîäîëæåííîå
â òî÷êó t = ∞ çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íîå "óäâîåíèå"èíòåðïðåòàöèè Ïóàíñî.

Òàêèì îáðàçîì, ãåíåðàòîðîì êàê ìàÿòíèêîâîãî, òàê è ðîòàöèîííîãî ðåæè-
ìîâ äâèæåíèÿ âîë÷êà Ýéëåðà ÿâëÿåòñÿ åãî ñïåöèàëüíîå ðåçîíàíñíîå äâèæå-
íèå - âðàùåíèå âîêðóã ñðåäíåé îñè ýëëèïñîèäà èíåðöèè - òî÷íûé àíàëîã âåð-
òèêàëüíîãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà. Äàííîå äâè-
æåíèå ÿâëÿåòñÿ îòíîñèòåëüíûì íåóñòîé÷èâûì ðàâíîâåñèåì âîë÷êà Ýéëåðà
ñî ñâîáîäíîé â E3 óêàçàííîé îñüþ âðàùåíèÿ. Ñâîáîäà îñè âðàùåíèÿ ñîîòâåò-
ñòâóåò òîìó, ÷òî öåíòð òÿæåñòè âîë÷êà íàõîäèòñÿ â òî÷êå åãî çàêðåïëåíèÿ.

Êàíîíè÷åñêîé êîîðäèíàòîé íà ïðîñòðàíñòâå âñåõ äâèæåíèé âîë÷êà êàê
ïðîñòðàíñòâå êîëåáàíèé âîêðóã ñðåäíåé îñè ýëëèïñîèäà èíåðöèè è ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ exp(ζeq(s)), ãäå s ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê êàíîíè÷åñêóþ êîîð-
äèíàòó íà ñôåðå Ïóàññîíà. Òî÷íàÿ àíàëîãèÿ ñ ìàòåìàòè÷åñêèì ìàÿòíèêîì
çäåñü ñîñòîèò â òîì, ÷òî âñå ïðîñòðàíñòâî äâèæåíèé ìàÿòíèêà â òî÷íîñòè
ðåàëèçóåòñÿ ïðîñòðàíñòâîì åãî âûõîäîâ èç âåðõíåãî ïîëîæåíèÿ ðàâíîâåñèÿ.

Ãåîìåòðè÷åñêàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ñîîòíîøåíèÿ ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèé êëàñ-
ñè÷åñêîé êâàäðàòóðû è åå ýêâèâàðèàíòíîãî óòî÷íåíèÿ. Ïðèâåäåì òåïåðü â
ñîïîñòàâëåíèè ãðàôèêè ðåçóëüòàòîâ îáðàùåíèÿ êëàññè÷åñêîé êâàäðàòóðû è
åå ýêâèâàðèàíòíîãî óòî÷íåíèÿ. Äàííûå ãðàôèêè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ãåîìåòðè÷åñêèå èíòåðïðåòàöèè îðáèòû ðàññìàòðèâàåìîãî îòîáðàæåíèÿ áè-
ìîíîäðîìèè òåòðàýäðà, âïèñàííîãî â ñôåðó Ïóàññîíà. Äàííîå îòîáðàæåíèå
îïðåäåëåíî â ýêâèâàðèàíòíîé ãèïåðïëîñêîñòè óíèâåðñàëüíîãî ôàçîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà CP 3((ω, γ)) óðàâíåíèé (1), ãäå ω, γ ∈ C3, - äâóìåðíîì ïðîåêòèâ-
íîì êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå CP 2 ∼= CP 3((ω, γ)/{[ω, γ] = 0}) (ñîîòíîøåíèå
[ω, γ] = 0 âûäåëÿåò ðàññìàòðèâàåìîå áèìîíîäðîìíîå äâèæåíèå òåòðàýäðà è
âûïîëíÿåòñÿ íà ñåïàðàòðèñå âîë÷êà Ýéëåðà). Òåì íå ìåíåå, ýòî îòîáðàæåíèå
ìîæíî ðåàëèçîâàòü è â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå E3, òàê êàê îíî, áëàãî-
äàðÿ ñèììåòðèè Z2[t → −t], èìååò ñêðûòóþ äèíàìè÷åñêóþ ñòðóêòóðó íàä
C, ñîãëàñóþùóþ ïðîåêòèâíóþ (ýëëèïòè÷åñêóþ), åâêëèäîâó (ïëîñêóþ) è ñèì-
ïëåêòè÷åñêóþ (ãèïåðáîëè÷åñêóþ) ñòðóêòóðû. Ýòî ýêâèâàðèàíòíàÿ çåðêàëü-
íàÿ ñèììåòðèÿ "ïðîåêòèâíàÿ-ñèìëåêòè÷åñêàÿ ãåîìåòðèÿ"îòíîñèòåëüíî "åâ-
êëèäîâà çåðêàëà".

Òýòà-ôóíêöèÿ θ0(x) êîîðäèíàòèçèðóåò ëèíåé÷àòóþ ãèïåðïîâåðõíîñòü
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Ðèñ. 1.

S[θ0(x)] â CP 2, ñõåìàòè÷åñêè ïðåäñòàâëåííóþ â ëåâîé ÷àñòè ðèñ.1 è èìåþøåé
âèä äèíàìè÷åñêîé ðàçâåðòêè êîíè÷åñêîé ïîâåðõíîñòè â ïðîñòðàíñòâå E3.

Ýòó ïîâåðõíîñòü ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îäíó èç êàðò íà îðáèòå îòîáðà-
æåíèÿ íåïðåðûâíîãî îòîáðàæåíèÿ òî÷íîãî öåíòðàëüíî-ïîäîáíîãî âðàùåíèÿ â
ïðîñòðàíñòâå E3, ÿâëÿþùèìñÿ äèíàìè÷åñêèì îòîáðàæåíèåì â E3. Ýòî îòîá-
ðàæåíèå òàêæå ýêâèâàëåíòíî îòîáðàæåíèþ íåïðåðûâíîé öåíòðàëüíîé ñèì-
ìåòðèè â E3 è îòîáðàæåíèþ íåïðåðûâíîé ñèììåòðèçîâàííîé îáêàòêè â E3

îäíèì êîíóñîì äðóãîãî - ñì. êîíè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ äâèæåíèÿ âîë÷êà
Ýéëåðà â [6]), ïîòåíöèàëîì êîòîðûõ êàê ðàç è ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ ζeq(s).

Ïðè ýòîì âåêòîð êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà M(t) ÿâëÿåòñÿ êàñàòåëüíûì âåê-
òîðîì ê ïîâåðõíîñòè S[ζeq(s)] è êàñàíèå ïðîèñõîäèò âäîëü åå îáðàçóþùèõ
(ñ êîîðäèíàòîé t) êàê óêàçàíî íà ðèñ.1 Ïîâåðõíîñòü S[ζeq(s)] ÿâëÿåòñÿ ýê-
âèâàðèàíòíûì óòî÷íåíèåì ëèóâèëëåâûõ òîðîâ, îðãàíèçîâàííûõ â áëîêè, à
ïîâåðõíîñòü S[exp(ζeq(s))] - ýêâèâàðèàíòíûì óòî÷íåíèåì ôàçîâîãî ïîòîêà â
ýòèõ áëîêàõ.

Ñîîòíîøåíèå êëàññè÷åñêèõ ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä C è èõ ýêâèâà-
ðèàíòíîãî óòî÷íåíèÿ - ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Q. Ñ êëàññè÷åñêîé êâàä-
ðàòóðîé àññîöèèðîâàíà ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì y2 =
x3 + ax + b â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ x, y ∈ C, ãäå êîýôôèöèåíòû a, b ∈ R.
Òîïîëîãè÷åñêè äàííàÿ êðèâàÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôàêòîðîì EC

∼= C/Γ è èçî-
ìîðôíà òîðó S1 × S1, ÷òî òàêæå îòðàæàåòñÿ òåîðåìîé Ëèóâèëëÿ-Àðíîëüäà.

Êðèâîé, àññîöèèðîâàííîé ñ óòî÷íåííîé êâàäðàòóðîé, îêàçûâàåòñÿ ýëëèï-
òè÷åñêàÿ êðèâàÿ E/Q, íîðìàëüíàÿ ôîðìà êîòîðîé èìååò òàêîå æå àôôèí-
íîå óðàâíåíèå, íî êîýôôèöèåíòû çàäàþùåãî åå óðàâíåíèÿ áîëåå ñïåöèàëüíû.
Ñâÿçü ìåæäó öèêëàìè êðèâûõ EC è E/Q ïðåäñòàâëåíà íà ðèñ.2.

Êàê ïîêàçàíî íà ðèñ.2 êðèâàÿ E/Q òîïîëîãè÷åñêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ íåïðå-
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Ðèñ. 2.

ðûâíûì êà÷åíèåì äâóõ çåðêàëüíî ñèììåòðè÷íûõ îòíîñèòåëüíî ïëîñêîñòè C
ñôåð S2

1 è S2
2 ïî ðåøåòêå Γ, ñîãëàñîâàííûì ñ çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé âïè-

ñàííûõ â íèõ òåòðàýäðîâ. Îðáèòû òàêîãî êà÷åíèÿ ñôåð ðåàëèçóþò öèêëû
c1(E/Q), c2(E/Q) êðèâîé E/Q ∼= C[s]/Γeq (γ-öèêë è ω-öèêë). Ðèñ.2 îòðàæàåò
êàê ãëîáàëüíóþ ãåîìåòðèþ ïåðåìåííûõ γ è ω, òàê è ãåîìåòðèþ èõ ÷èñëåííîé
êîîðäèíàòèçàöèè, ïðîèçâîäèìîé íèæå â ëåììàõ 1-14 (ñì. òàêæå èçîáðàæåíèå
âåëè÷èíû p−s íà íåì). Âàæíî îòìåòèòü, ÷òî ðèñ.2 ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü
êàê êà÷åíèå áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ ñôåðû S2 ïî ïëîñêîñòè, îáëàäàþùåå ãðóï-
ïîâûì ñâîéñòâîì êàê ïî êîíôèãóðàöèîííûì ïåðåìåííûì γ, òàê è ïî óãëîâûì
ñêîðîñòÿì ω. Ýòî è åñòü ýêâèâàðèàíòíîå óòî÷íåíèå èíòåðïðåòàöèè Ïóàíñî.

4. Ðåøåíèå óðàâíåíèé âîë÷êà Ýéëåðà â ñîïîñòàâëåíèè ñ ðåøå-
íèåì óðàâíåíèé îáùåãî âîë÷êà. Ýêâèâàðèàíòíàÿ ñêëåéêà âåòâåé êâàä-
ðàòóðû (3) ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ èíâîëþöèè îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè
ïðèâîäèò ê ñëåäóþùåé ñòðóêòóðå ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé â ñëó÷àå Ýéëåðà.

Òåîðåìà 1. 1. Îáùåå ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (1) âîë÷êà Ýé-
ëåðà, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó âåêòîðà M(s), s ∈ C êèíåòè÷åñêîãî ìîìåíòà
òåëà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôóíêöèåé

M(s) = exp(ζ(s,E/Q)(ζ(s, E/Q) = 0)),

ãäå E/Q � ïîëóñòàáèëüíàÿ ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E/Q íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q, çàäàâàåìàÿ óðàâíåíèåì â àôôèííîé ôîðìå

y2 = x3 + px + q,

ãäå p, q - ðàçëè÷íûå ïðîñòûå ÷èñëà, ôóíêöèÿ ζ(s,E/Q) ÿâëÿåòñÿ ζ�ôóíêöèåé
ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q.

2. Çàâèñèìîñòè M(s), γ(t), ω(t) èìåþò ñòðóêòóðó âåêòîðíî-çíà÷íûõ
ôóíêöèé ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ s, t ñ ÷èñëîì êîìïîíåíò, ðàâíûì
òðåì.
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3. Çàâèñèìîñòè ïåðåìåííûõ γ(t) è ω(t) îò âåùåñòâåííîãî âðåìåíè t èìå-
þò ñëåäóþùèé âèä:

γ(t, t0) = Re(ζ(s,E/Q)ζ0(s,E/Q)),

ω(t, t0) = Im(ζ(s,E/Q)ζ0(s,E/Q)),

ãäå ζ0(s,E/Q) = ((ζ(s1, E/Q) = 0), (ζ(s2, E/Q) = 0), (ζ(s3, E/Q) = 0)) - âåê-
òîð, ñîñòîÿùèé èç òðåõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ íóëåé ôóíêöèè ζ(s,E/Q); Re, Im
- âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ êîìïëåêñíî-çíà÷íûõ
ôóíêöèé.

4. Êàæäûé âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèé îáùåìó ðåøåíèþ,
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ(t0) = Re{ζ((s1, (E/Q) = 0), ζ((s2, (E/Q) = 0), ζ((s3, (E/Q) = 0)},

ω(t0) = Im{ζ((s1, (E/Q) = 0), ζ((s2, (E/Q) = 0), ζ((s3, (E/Q) = 0)},
ãäå s1, s2, s3 - íåòðèâèàëüíûå íóëè ôóíêöèè ζ(s,E/Q) (ò.å íóëè ñ íåíóëåâîé
ìíèìîé ÷àñòüþ), ïîñëåäîâàòåëüíûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå.

5. Êàæäûé âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèé êëàññè÷åñêîìó ðå-
øåíèþ, ñòðóêòóðíî îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå, êàê è âûøå â ï.4, íî ïðè ýòîì
çíà÷åíèÿ s1, s2, s3 àðãóìåíòà s ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè ïî àáñîëþò-
íîé âåëè÷èíå óæå òðèâèàëüíûìè íóëÿìè ôóíêöèè ζ(s,E/Q), ò.å ïîñëåäî-
âàòåëüíûìè íóëÿìè ñ íóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ.

6. Ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåò-
ñÿ ïîäáèêîìïëåêñîì â áèêîìïëåêñå íà÷àëüíûõ óñëîâèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ
îáùåìó ðåøåíèþ (áèêîìïëåêñ - êîìïëåêñ ñ Z2-ãðàäóèðîâàííûì äèôôåðåíöè-
àëîì, îïðåäåëåíèå êîìïëåêñà ñì. â [7]).

Çàìå÷àíèå. 1. Â äàííîì óòâåðæäåíèè ïðåäñòàâëåíà çàâèñèìîñòü M(s) îò
ïåðåìåííîé s = t/Z2[t → −t], èìåþùåé ñìûñë îáðàòèìîãî âðåìåíè èñõîäíûõ
óðàâíåíèé, à òàêæå çàâèñèìîñòè γ(t) è ω(t) îò âåùåñòâåííîãî âðåìåíè t.

2. Ñòðóêòóðíîå îòëè÷èå ôîðìóëû äëÿ ðåøåíèÿ ñëó÷àÿ Ýéëåðà ïî ñðàâ-
íåíèþ ñ ôîðìóëîé äëÿ îáùåãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà èç [1]
ñîñòîèò â íàëè÷èè íîðìèðîâî÷íîãî ìíîæèòåëÿ {ζ(s,E/Q) = 0} â ïîêàçàòå-
ëå ýêñïîíåíòû. Äàííûé ìíîæèòåëü ïðåäñòàâëÿåò âñå ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ
óñëîâèé èñõîäíîé çàäà÷è, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíî èíâîëþöèè Z2[t → −t]
(ëåììà 14), è åãî íàëè÷èå îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî èñõîäíûå äèôôåðåíöèàëü-
íûå óðàâíåíèÿ ÿâëÿþòñÿ êîððåêòíîé çàäà÷åé Êîøè. Â ñâÿçè ñ ýòèì, åñòå-
ñòâåííî äîïîëíèòü è ôîðìóëó îáùåãî ðåøåíèÿ èç [1], äîáàâèâ â íåå íîðìè-
ðîâî÷íûé ìíîæèòåëü òàêîãî æå òèïà. Îòìåòèì, ÷òî ýòî äîïîëíåíèå íå îòðà-
æàåòñÿ íà äîêàçàòåëüñòâå, ïîñêîëüêó ñîîòâåòñòâóþùàÿ íîðìèðîâêà ÿâëÿåòñÿ
åãî êëþ÷åâîé êîíñòðóêöèåé.
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Ïðèâåäåì ñîîòâåòñòâóþùåå íîðìèðîâî÷íîå äîïîëíåíèå îáùåãî ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà.

Òåîðåìà 2. Óíèâåðñàëüíîå ïðîñòðàíñòâî ðåøåíèé îáùèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà-
Ïóàññîíà, îïèñûâàþùèõ äèíàìèêó âåêòîðà M(s), s ∈ C êèíåòè÷åñêîãî ìî-
ìåíòà òåëà, ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôóíêöèÿìè:

M(s) = exp(L(s, {E/Q})(L(s,E/Q) = 0)),

ãäå {E/Q} � ìíîæåñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ E/Q íàä ïîëåì ðàöèîíàëü-
íûõ ÷èñåë Q, ôóíêöèè L(s, E/Q) ÿâëÿþòñÿ L�ôóíêöèÿìè ýëëèïòè÷åñêèõ
êðèâûõ E/Q (ñì. [4]), à âûðàæåíèÿ {L(s,E/Q) = 0} èìåþò ñòðóêòóðó âåê-
òîðîâ ñ øåñòüþ êîìïîíåíòàì è ïðåäñòàâëÿþò âñå ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ
óñëîâèé îáùèõ óðàâíåíèé Ýéëåðà-Ïóàññîíà.

5. Îïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ, âõîäÿùèõ â ôîðìóëèðîâêè óòâåðæäå-
íèé. Ïðèâåäåì êðàòêóþ ñâîäêó îïðåäåëåíèé îáúåêòîâ, êîòîðûå èñïîëüçóþò-
ñÿ â äàííîé ðàáîòå è ñâÿçàíû ñ êðèâûìè E/Q, îïèðàþùóþñÿ íà ðóêîâîäñòâî
[4] è öèòèðóåìóþ òàì ëèòåðàòóðó.

Ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä Q è èõ îñíîâíûå õàðàêòåðèñòèêè. Ýëëèïòè÷å-
ñêàÿ êðèâàÿ E/Q çàäàåòñÿ óðàâíåíèåì â àôôèííîé ôîðìå:

y2 + a1xy + a3y = x3 + a2x
2 + a4x + a6

ãäå a1, a2, a3, a4, a6 ∈ Q.
Äèñêðèìèíàíò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q èìååò ñëåäóþùèé âèä

∆ = 9b2b4b6 − b2
2b8 − 8b3

4 − 27b2
6

Ôîðìóëû âûðàæàþùèå ai ÷åðåç bj ñì. â [4].
Åñëè ìèíèìàëüíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q ïðè ðåäóêöèè

ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p - îïÿòü ãëàäêàÿ êóáè÷åñêàÿ êðèâàÿ (ãëàäêîñòü ýëëèï-
òè÷åñêîé êðèâîé îçíà÷àåò, ÷òî åå äèñêðèìèíàíò ∆(E/Q) íå ðàâåí íóëþ), òî
ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî êðèâàÿ E/Q èìååò â p õîðîøóþ ðåäóêöèþ, à òàêîå
p íàçûâàåòñÿ "õîðîøèì p".

Åñëè ìèíèìàëüíîå óðàâíåíèå ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q ïðè ðåäóêöèè
ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p - ñèíãóëÿðíàÿ êðèâàÿ, òî â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî
êðèâàÿ E/Q èìååò â p ïëîõóþ ðåäóêöèþ, à òàêîå p íàçûâàåòñÿ "ïëîõèì p".

Òàêèå "ïëîõèå"ïðîñòûå ÷èñëà p â òî÷íîñòè ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè äåëèòå-
ëÿìè äèñêðèìèíàíòà ∆(E/Q) ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q.

Êðèâàÿ E/Q ïðè ïëîõîé ðåäóêöèè ðåäóêöèè â p äîïóñêàåò åäèíñòâåííóþ
ñèíãóëÿðíóþ òî÷êó ñ êîîðäèíàòàìè â Fp. Âñåãäà ìîæíî ñäåëàòü òàêóþ ëè-
íåéíóþ çàìåíó êîîðäèíàò, ÷òî òî÷êà ñ êîîðäèíàòàìè (0, 0) ñòàíîâèòñÿ òàêîé
ñèíãóëÿðíîé òî÷êîé ïðè ðåäóêöèè êðèâîé E/Q ïî ìîäóëþ âñåõ "ïëîõèõ p".
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Òàêàÿ çàìåíà íå ìåíÿåò ñîîòâåòñòâóþùåãî óðàâíåíèÿ è ïðèâîäèò ê ðàâåíñòâó
a3, a4, a6 = 0(mod p) äëÿ âñåõ "ïëîõèõ p".

Åñëè ïðè ýòîì êàñàòåëüíûå ê êðèâîé E/Q â òî÷êå (0, 0) ñîâïàäàþò, òî
èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå x2 + a1x− a2 = 0(mod p).

Ïîëóñòàáèëüíûå ýëëèïòè÷åñêèå êðèâûå íàä Q. Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ
E/Q íàçûâàåòñÿ ïîëóñòàáèëüíîé â ïðîñòîì p, åñëè ëèáî p - õîðîøåå, ëèáî
p òàêîå ïëîõîå, ÷òî åå êàñàòåëüíûå â ñèíãóëÿðíîé òî÷êå (0, 0) ðàçëè÷íû. Ýòî
îçíà÷àåò, ÷òî äèñêðèìèíàíò ïîëèíîìà x2 +a1x−a2 íå ðàâåí íóëþ ïî ìîäóëþ
p è ÷òî a(p) = ±1.

Ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ E/Q íàçûâàåòñÿ ïîëóñòàáèëüíîé, åñëè îíà ïîëó-
ñòàáèëüíà âî âñåõ ïðîñòûõ p.

Äçåòà-ôóíêöèè ýëëèïòè÷åñêèõ êðèâûõ íàä Q. Äçåòà-ôóíêöèÿ ðåäóêöèè
êðèâîé Ep - ðåäóêöèè ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q íàä Q ïî ìîäóëþ p âûãëÿ-
äèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ζ(s,Ep) = exp(
∞∑

n=1

|Ep(Fpn)|un

n
),

ãäå Fpn - ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ, u = p−s, Ep - ðåäóêöèÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé
ïî ìîäóëþ p (äàííàÿ ðåäóêöèÿ - ïåðåõîä îò îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Q ê íî-
âîé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ - ïîëþ Fp), |Ep(Fpn)| - ÷èñëî òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé Ep(Fpn).

6. Ïðèâåäåíèå ýêâèâàðèàíòíîé êâàäðàòóðû äëÿ âîë÷êà Ýéëåðà
ê ïîëíîìó äèôôåðåíöèàëó. Ïðîâåäåì óêàçàííóþ â íàçâàíèè ïàðàãðà-
ôà ïðîöåäóðó ïîñðåäñòâîì ïðèâåäåíèÿ óòî÷íåííîãî çíàêîì ± è îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ àáåëåâîãî äèôôåðåíöèàëà (3) ê äèôôåðåíöèàëó îò íåêîòîðîé
ñïåöèàëüíîé ôóíêöèè êîìïëåêñíîãî àðãóìåíòà s. Ýòà ïðîöåäóðà ïðèâîäèò
ê íàõîæäåíèþ ÿâíîé ýêâèâàðèàíòíîé ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè ìåæäó
âåùåñòâåííûì âðåìåíåì t è êîìïëåêñíûì âðåìåíåì s. Ýòàïû äàííîé ïðî-
öåäóðû áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ëåììàì 1-11. Äàëåå îñòàíåòñÿ îáðàòèòü ýòó
çàâèñèìîñòü (ëåììû 12-14).

1. Ïðåäâàðèòåëüíàÿ ñòðóêòóðà ýêâèâàðèàíòíîãî óòî÷íåíèÿ êâàäðàòóðû
âîë÷êà Ýéëåðà. Â ñèëó ìîäåëè ôàçîâîé äèíàìèêè âîë÷êà Ýéëåðà (ñì.[3]) â
êîëüöå (îáîçíà÷èì åãî K) è ïðè ó÷åòå ñèììåòðèè Z2[t → −t] èíòåãðàë ïðà-
âîé ÷àñòè ôîðìóëû (3), îáîçíà÷àåìûé äàëåå ÷åðåç I(k), ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

±
∫ u

0

du√
(1− u2)(1− k2u2)

(modZ2[t → −t]) =

=
∫

K⊗Z2[t→−t]

dueq√
(1− u2

eq)(1− k2u2
eq)

= I(k),
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ãäå ueq = u⊗ Z2[t → −t].
2. Ïîýòàïíîå âû÷èñëåíèå ýêâèâàðèàíòíîé êâàäðàòóðû. Äàäèì îïðåäåëå-

íèÿ è ââåäåì íåîáõîäèìûå äëÿ äàëüíåéøåãî îáúåêòû.
Îïðåäåëåíèå 1. (Àëãåáðàè÷åñêîå îïðåäåëåíèå ãðóïïû Êëåéíà D2 (ñì.[8])

Ãðóïïîé Êëåéíà, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç D2, íàçûâàåòñÿ ãðóïïà, ñâÿçûâàþùàÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì çíàêîïåðåìåííûå ãðóïïû ïîäñòàíîâîê A4 è A3 èç ÷åòû-
ðåõ è òðåõ ýëåìåíòîâ ñîîòâåòñòâåííî:

A4/{id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ∼= A3,

ãäå {id, (12)(34), (13)(24), (14)(23)} ∼= D2.
Ïîñêîëüêó êàæäàÿ óêàçàííàÿ íåòîæäåñòâåííàÿ ïîäñòàíîâêà ïðåäñòàâëÿåò

ïîâîðîò Rotπ
O ïðàâèëüíîãî òåòðàýäðà T âîêðóã ñîîòâåòñòâóþùåé ðåáåðíîé

ìåäèàíû (îòðåçêà, ñîåäèíÿþùåãî ñåðåäèíû äâóõ âçàèìíî ïðîòèâîïîëîæíûõ
ðåáåð òåòðàýäðà ñ öåíòðîì O) íà óãîë π, òî ìîæíî äàòü ãåîìåòðè÷åñêóþ
âåðñèþ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 2. (Ãåîìåòðè÷åñêèå îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû Êëåéíà D2 (ñì.[8])
1. Ãðóïïà D2 èçîìîðôíà ìíîæåñòâó ïîâîðîòîâ òåòðàýäðà íà óãîë π âîêðóã

âñåõ òðåõ ðåáåðíûõ ìåäèàí âìåñòå ñ òîæäåñòâåííûì ïîâîðîòîì; êîìïîçèöèÿ
ëþáûõ äâóõ òàêèõ ïîâîðîòîâ äàåò òàêîé ïîâîðîò âîêðóã òðåòüåé ìåäèàíû.

2. Ãðóïïà D2 èçîìîðôíà ìíîæåñòâó âñåõ ïîâîðîòîâ ðîìáà íà ïëîñêîñòè.
Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü S1(Sym(T )) è S1(Rot(T )) - îðáèòû òî÷êè êàñàíèÿ

ñôåðû S2 ñî âïèñàííûì òåòðàýäðîì T ïðè åå êà÷åíèè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ
ïî ïëîñêîñòè E2, ãäå

Sym(T ) ∼= Image(Rotπ
O(T ) → S1

+), Rot(T ) ∼= Image(RotπO(T ) → S1
×),

ãäå S1
+, S1× - ñòàíäàðòíàÿ îêðóæíîñòü S1, ñíàáæåííàÿ ñòðóêòóðîé àääèòèâíîé

è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ñîîòâåòñòâåííî.
Òîãäà ïîëîæèì

S1
diag

∼= Diag(S1(Rot(T )) ◦ S1(Sym(T ))),

ãäå çíàê ” ◦ ” îáîçíà÷àåò êîìïîçèöèþ ãðóïïîâûõ çàêîíîâ íà ñîìíîæèòåëÿõ.
Ýòà äèàãîíàëü êîððåêòíî îïðåäåëåíà â ñèëó êîììóòàòèâíîñòè ñîìíîæèòåëåé.

Îïðåäåëåíèå 3 îòðàæàåò òîò ôàêò, ÷òî ãðóïïà D2 ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé
ñèììåòðèåé ZO(T ) òåòðàýäðà T , ÷òî âëå÷åò ñëåäóþùèå èçîìîðôèçìû:

S1
diag

∼= S1(Rot(T ) ∼= Sym(T )) ∼= ZO(T )[Rot(T ), Sym(T ))/Rot(T ) ∼= Sym(T )]

Òàêæå ìîæíî çàïèñàòü

S1
diag

∼= S1(Rot(T ) ∼= Sym(T )) ∼= S1(D×
2
∼= D+

2 ) ∼= S1(Ddiag
2 ),
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ãäå Ddiag
2

∼= Diag(D×
2 ◦D+

2 ) - êîððåêòíî îïðåäåëåííàÿ äèàãîíàëü èçîìîðôíûõ
êîììóòàòèâíûõ ãðóïï.

Ëåììà 1. 1. Ãðóïïà D2(Q) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì òðàíçèòèâíîãî êà÷åíèÿ
òåòðàýäðà, âïèñàííîãî â ñôåðó S2, ïî ïëîñêîñòè E2.

2. Ãðóïïà D2(R) ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì äâîéñòâåííîé êîíñòðóêöèè - òðàí-
çèòèâíîãî êà÷åíèÿ ñôåðû ñî âïèñàííûì â íåå òåòðàýäðîì, ïî ïëîñêîñòè.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Çàìåòèì, ÷òî êà÷åíèå ï.1 óñëîâèÿ ëåììû ïðåäñòàâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðèåé SO(3, E2/sp(Q)/{Ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ ðîìáà}), ãäå sp(Q)
- îòîáðàæåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåñ÷åòà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïîñðåä-
ñòâîì ïåðåñ÷åòà âñåõ öåëûõ òî÷åê íà E2 ïî òî÷êàì àðõèìåäîâîé ñïèðàëè.

Ñîîòâåòñòâåííî, êà÷åíèå ï.2 óñëîâèÿ ëåììû ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé
SO(3, E2/sp(R)/{Ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ ðîìáà}), ãäå sp(R) - îòîáðàæåíèå ïî-
ñëåäîâàòåëüíîãî ïåðåñ÷åòà âñåõ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë ïîñðåäñòâîì ïåðåñ÷åòà
âñåõ öåëûõ òî÷åê ïëîñêîñòè E2 ïî îòðåçêàì àðõèìåäîâîé ñïèðàëè.

Ïðèâåäåííûå ôàêòîðû ïëîñêîñòè E2 êîððåêòíî îïðåäåëåíû, ò.ê. îòîáðà-
æåíèÿ sp(Q), sp(R) ÿâëÿþòñÿ îòíîøåíèÿìè ýêâèâàëåíòíîñòè.

¤
Îïðåäåëåíèå 4. Ñëåäîì (Trace), äåòåðìèíàíòîì (Det) è äèñêðèìèíàíòîì

(Discr) îòîáðàæåíèÿ êîìïîçèöèè D2(R) ◦D2(Q) áóäåì íàçûâàòü ñëåä, äåòåð-
ìèíàíò è äèñêðèìèíàíò îïåðàòîðà SO(3, D2(R) ◦D2(Q)), êîòîðûå îïðåäåëÿ-
þòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì â ðàìêàõ ñòàíäàðòíîé ëèíåéíîé àëãåáðû.

Êîððåêòíîñòü äàííîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò èç ëåììû 1, ãäå îïåðàòîðû
D2(R), D2(Q) îïðåäåëåíû, à òàêæå ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Îïåðàòîð D2(R)◦D2(Q)/Ddiag
2 ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì öåíòðàëü-

íîé ñèììåòðèè 3-ìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêè E3/Z3.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Íàäî çàìåòèòü, ÷òî îïåðàòîð

SO(3, S4)/(D2(R) ◦D2(Q))/Ddiag
2 ) ÿâëÿåòñÿ îïåðàòîðîì öåíòðàëüíîé ñèììåò-

ðèè êóáà â E3, ãäå S4 - ÷åòûðåõýëåìåíòíàÿ ãðóïïà ïîäñòàíîâîê, êîòîðàÿ èçî-
ìîðôíà ïîëíîé ãðóïïå ñàìîñîâìåùåíèé êóáà.

¤
Òàêèì æå îáðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èíâàðèàíòû äëÿ îïå-

ðàòîðà D = (D2(R)◦D2(Q))N→∞, ÿâëÿþùåãîñÿ N -êðàòíîé êîìïîçèöèåé îïå-
ðàòîðà D2(R) ◦D2(Q), èìåþùåãî ñìûñë ãåíåðàòîðà îïåðàòîðà D.

Îïèøåì òåïåðü ÿâíî óêàçàííûå èíâàðèàíòû îïåðàòîðà D â òåðìèíàõ ìî-
äåëè äèíàìèêè âîë÷êà Ýéëåðà â êîëüöå K.

Ëåììà 3. Èíâàðèàíòû ïðåäñòàâëåíèÿ îïåðàòîðà D â ôàçîâîé äèíàìèêå
âîë÷êà Ýéëåðà, ðåàëèçîâàííîé â êîëüöå K âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îáúåêò S1

diag:

Trace(D/(Ddiag
2 )N→∞) : K → S1[Sym(T )] ∼= S1

diag,+
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Det(D/(Ddiag
2 )N→∞) : K → S1[Rot(T )] ∼= S1

diag,×

Discr(D/(Ddiag
2 )N→∞) : K → S1[Sym(T ) ∼= Rot(T )] ∼= S1

diag,+,×
ãäå S1

diag,+
∼= S1

diag/S1×, S1
diag,+

∼= S1
diag/S1

+, S1
diag,+,× ∼= S1

diag

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ïîêàæåì, ÷òî îòîáðàæåíèå D2(R) ◦D2(Q) ÿâëÿ-
åòñÿ ãåíåðàòîðîì ñîáñòâåííîé ñèììåòðèè ñåïàðàòðèñíîé ñòðóêòóðû â êîëüöå
K.

à) Ââîäÿ íà êàæäîé êîìïîíåíòå ãëàäêîñòè ñåïàðàòðèñû ïëîñêóþ ìåò-
ðèêó (÷òî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó åå òðèâèàëüíîãî ðàññëîåíèÿ íà äâîÿêî-
àñèìïòîòè÷åñêèå òðàåêòîðèè), çàìå÷àåì, ÷òî îòîáðàæåíèå sp(R)◦sp(Q) îòîá-
ðàæàåò êîìïëåêñíóþ ïëîñêîñòü E2 ∼= C íà êàæäóþ èç êîìïîíåíò ãëàäêîñòè
ñåïàðàòðèñû.

á) Îòîáðàæåíèå Sp ∼= sp(R) ◦ sp(Q)/{Ìíîæåñòâî ïîâîðîòîâ ðîìáà}) îòîá-
ðàæàåò êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó íà ïëîñêîñòè C[s] (ïîëîñó, îãðàíè÷åííóþ ïðÿ-
ìûìè {Re(s) = 0},{Re(s) = 1}), ñ äåéñòâèåì íà íåé îòîáðàæåíèÿ çåðêàëüíîé
ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíîé âåùåñòâåííîé è ìíèìîé îñåé îäíîâðåìåííî (ýòà
ñèììåòðèÿ è ïðåäñòàâëÿåò ñèììåòðèþ îáðàòèìîñòè ïî âðåìåíè Z2[t → −t])
óæå íà âñþ ñåïàðàòðèñó.

â) Â ñèëó ëåììû 1 èìååì: Gener(Sp) ∼= D2(R) ◦D2(Q).
2. Èç îïðåäåëåíèÿ îáúåêòîâ Sym(T ) è Rot(T ) è ëåììû 1, ãäå ãðóïïû

D2(R), D2(Q) îïðåäåëåíû, ñëåäóåò, ÷òî

D2(Q) ∼= S1(Sym(T )) ∼= Gener(S1
+), D2(R) ∼= S1(Rot(T )) ∼= Gener(S1

×)

3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.1 äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà îáúåêò S1
+ ïðåäñòàâëÿåò îð-

áèòó "ëåâî-ïðàâîãî"âðàùåíèÿ ãðàíèöû ∂K êîëüöà K, à S1× ñîîòâåòñòâåííî
ïðåäñòàâëÿåò îðáèòó "ïðàâî-ëåâîãî"âðàùåíèÿ ãðàíèöû ∂K êîëüöà K.

Ïðè ýòîì S1
+, S1× ïðåäñòàâëÿþò ïåðèîäè÷åñêèå äâèæåíèÿ âîë÷êà Ýéëåðà

âîêðóã íàèìåíüøåé è íàèáîëüøåé îñåé èíåðöèè, ñèììåòðèçîâàííûå îòîáðà-
æåíèåì Z2[t → −t].

Çàêàâû÷åííîñòü òåðìèíîâ "ëåâî-ïðàâûå"è "ïðàâî-ëåâûå"îçíà÷àþò óñëîâ-
íîñòü âûáîðà ïîðÿäêà èñïîëüçîâàíèÿ òåðìèíîâ "ëåâî"è "ïðàâî".

4. Èç ï.2 ñëåäóåò, ÷òî êîððåêòíî îïðåäåëåíà äèàãîíàëü

S1
diag

∼= Diag(S1(Rot(T )) ◦ S1(Sym(T ))) ∼= S1(Rot(T ) ∼= Sym(T ))

5. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.1 äîêàçàòåëüñòâà îáúåêò S1
diag ïðåäñòàâëÿåò ìàêñèìàëü-

íîå ñîáñòâåííîå ïðîñòðàíñòâî îïåðàòîðà D, ñîñòîÿùåå èç ïàðû ñåïàðàòðèñ-
íûõ ãèïåðáîëè÷åñêèõ äâèæåíèé, ñèììåòðèçîâàííîé ïîñðåäñòâîì îòîáðàæå-
íèÿ Z2[t → −t]; òàêæå S1

diag - íåïîäâèæíîå ìíîæåñòâî ïðè çåðêàëüíîé ñèì-
ìåòðèè ïîñðåäñòâîì îïåðàòîðà D è èìååò ñìûñë îáðàçà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé
{Re(s) = 1

2} èç ïëîñêîñòè C[s] ïðè ýòîé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè.
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Ïðè ýòîì S1
diag ïðåäñòàâëÿåò ïåðèîäè÷åñêîå äâèæåíèÿ âîë÷êà Ýéëåðà âî-

êðóã ñðåäíåé îñè èíåðöèè, ñèììåòðèçîâàííîå îòîáðàæåíèåì Z2[t → −t].
6. Èç îïðåäåëåíèÿ èíâàðèàíòîâ Trace, Det è Discr äëÿ îïåðàòîðà D ñëå-

äóåò, ÷òî

Trace(D/(Ddiag
2 )N→∞) ∼= S1

+, Det(D/(Ddiag
2 )N→∞) ∼= S1

×,

Discr(D/Ddiag
2 ) ∼= S1

diag

7. Òåïåðü ëåììà ñëåäóåò èç ï.4 äîêàçàòåëüñòâà è îïðåäåëåíèÿ S1
diag,+, â

ñîîòâåòñòâèè ñ êîòîðûì

S1
diag,+

∼= S1
diag/S1

×, S1
diag,+

∼= S1
diag/S1

+, S1
diag,+,× ∼= S1

diag

¤
Çàìå÷àíèå. S1

diag,+,× èìååò ñìûñë ðåøåíèÿ íåÿâíîãî óðàâíåíèÿ [γ, ω] = 0.
Ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê êîîðäèíàòèçàöèè ëîêàëüíûõ ýêâèâàðèàíòíûõ
àâòîìîðôèçìîâ êîëüöà K - ôàêòîð-ñèììåòðèé (ëîêàëüíûõ ñèììåòðèé) êîëü-
öà K îòíîñèòåëüíî åãî ñåïàðàòðèñíîé ñòðóêòóðû.

Ëåììà 4. 1. "Ëåâî-ïðàâûå"ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû êîëüöà K êîîðäèíà-
òèçèðóþòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë p ñ èõ åñòåñòâåííûì ïîðÿä-
êîì

p = p(N) = H0(+∂K, ZN
2 [t → −t]),

ãäå N - ñòåïåíü èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ Z2[t → −t] - ïîñëåäîâàòåëüíî ïðî-
áåãàåò âñå íàòóðàëüíûå ÷èñëà; ìíîæåñòâî +∂K - ãðàíèöà êîëüöà K ñ ôèê-
ñèðîâàííîé îðèåíòàöèåé íà ãðàíè÷íûõ ïðîòèâîïîëîæíî îðèåíòèðîâàííûõ
îêðóæíîñòÿõ ãðàíèöû ∂K.

2. "Ïðàâî-ëåâûå"ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû êîëüöà K êîîðäèíàòèçèðó-
þòñÿ ìíîæåñòâîì êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C = C[s]

s = H0(−∂K, ZN
2 [t → −t])

ãäå ìíîæåñòâî −∂K - ãðàíèöà êîëüöà K c ïðîòèâîïîëîæíîé îðèåíòàöèåé
íà ãðàíè÷íûõ îêðóæíîñòÿõ ãðàíèöû +∂K.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñóùå-
ñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî N , çàâèñÿùåå îò p, ÷òî âûïîëíåíî óñëîâèå
ï.1 äàííîé ëåììû. Äåéñòâèòåëüíî,

H0(+∂K, Z
(N))
2 [t → −t]) = H0(S1, S1

diag(modN)/\C) =

= H0(S1, S1
diag,+(modN)⊗ C) =
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Ä.Ë. Àáðàðîâ

= H0(S1
diag,Trace((D2(R) ◦D2(Q))/Ddiag

2 )N ⊗ C)

= H0(S1, (Zdiag
2 [N ])NCW)

ãäå

Zdiag
2 [N ] = Trace(Diag(Gener(D2(R)) ◦Gener(D2(Q)))) ∼= Trace(Ddiag

2 )

- ñëåä (èìåþùèé ãðóïïîâóþ ñòðóêòóðó) îïåðàòîðà Ddiag
2 , ÿâëÿþùåãîñÿ êîð-

ðåêòíî îïðåäåëåííîé äèàãîíàëüþ. Â ñèëó ëåììû 2 îïåðàòîð D2(R) ◦ D2(Q)
ÿâëÿåòñÿ ãåíåðàòîðîì öåíòðàëüíîé ñèììåòðèè 3-ìåðíîé öåëî÷èñëåííîé ðå-
øåòêè E3/Z3. Ïîýòîìó èìååòñÿ ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ Zdiag

2 [N ]:

Zdiag
2 [N ] = Trace(ZE3/Z3

O [D2(R) ◦ (D2(Q)]/Ddiag
2 )

Èíäåêñ ”CW” îáîçíà÷àåò, ÷òî îáúåêò Zdiag
2 [N ])NCW èìååò äîïîëíèòåëüíóþ

ñòðóêòóðó - ñòðóêòóðó CW -êîìïëåêñà, ò.å. êëåòî÷íîãî òîïîëîãè÷åñêîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, îáëàäàþùåãî òî÷íîé ðàçìåðíîé ñòðàòèôèêàöèåé: äëÿ n-ìåðíûé
îñòîâ (äëÿ ëþáîãî n) äàííîãî ïðîñòðàíñòâà ÿâëÿåòñÿ ãðàíèöåé åãî n + 1-
ìåðíîãî îñòîâà (ïîäðîáíîñòè ñì. â [7]).

Îðáèòà ãðóïïû Zdiag
2 [N ])NCW ðåàëèçóåòñÿ äèàìåòðîì îêðóæíîñòè S1

diag,
ÿâëÿþùåãîñÿ íàòóðàëüíî-çíà÷íîé âåëè÷èíîé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî
ãðóïïà Zdiag

2 [N ]NCW èìååò ñëåäóþùóþ ãåîìåòðè÷åñêóþ èíòåðïðåòàöèþ - îíà
ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ïàðàìåòðîì íà òî÷êàõ àðõèìåäîâîé ôàêòîð-ñïèðàëè,
ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåñ÷èòûâàþùåé âñå öåëûå òî÷êè íà ñòàíäàðòíîé ïëîñêîé
öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêå (ñì. äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1).

Ïîñêîëüêó GenerZdiag
2 [N ] ∼= Z2[0, 1], òî íàòóðàëüíûå ÷èñëà M, ïðåäñòàâ-

ëÿåìûå îáëàñòüþ çíà÷åíèé îïåðàòîðà Zdiag
2 [N ])NCW, ÿâëÿþòñÿ ïðîñòûìè, ïî-

ñêîëüêó äåëÿòñÿ òîëüêî íà ñåáÿ, ò.å. íà M , ãäå M = Zdiag
2 [N ]N(M)

CW (1), à òàêæå

íà 1, ãäå 1 = Zdiag
2 [N ]N(M)

CW (0).
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîëó÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñóùåñòâóåò

òàêîå íàòóðàëüíîå N , ÷òî

H0(S1, (Zdiag
2 [N ])NCW) = H0(S1, Zp(N)),

ãäå Zp(N) - ãðóïïà èç ïðîñòîãî ÷èñëà p(N) ýëåìåíòîâ.
Òåïåðü îñòàëîñü çàìåòèòü, ÷òî ïîñêîëüêó ñèììåòðèÿ H0(S1, Zp(N)) ÿâëÿ-

åòñÿ êàíîíè÷åñêîé êîîðäèíàòîé íà ïðàâèëüíîì p-óãîëüíèêå, òî

H0(S1, Zp(N)) = p
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2. Äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ïóíêòà ïðîâîäèòñÿ ïî ñõåìå äîêàçàòåëüñòâà
ïóíêòà 1 äàííîé ëåììû, íî èìååò ñïåöèôèêó â ôèíàëüíîé ÷àñòè. Â îòëè÷èå
îò óòâåðæäåíèÿ óêàçàííîãî ïóíêòà îòâåò îêàçûâàåòñÿ íå çàâèñÿùèì îò N .

à. Ïðåîáðàçóåì èñõîäíóþ ñêàëÿðíóþ ñèììåòðèþ ê ìàêñèìàëüíî ïðîñòîìó
âèäó, òåíçîðíî óìíîæàÿ åå íà ñèììåòðèþ ZN

2 [t → −t] íàä R:

H0(−∂K, ZN
2 [t → −t]) =

= H0(−∂K ⊗R ZN
2 [t → −t], ZN

2 [t → −t]⊗R ZN
2 [t → −t]) =

= H0(K, ZN
2 [t → −t]) =

= H0(C, S1 ⊗R Det(D2(R) ◦D2(Q)/Ddiag
2 )N ) = H0(C, S1

diag,×(modN)) =

= H0(C,S1
diag(modN)\C) = H0(C, (Zdiag

2 [C])N
CW )),

ãäå

Zdiag
2 [C] = Det(Diag(Gener(D2(R)) ◦Gener(D2(Q)))) ∼= Det(Ddiag

2 )

Òàêæå èìååò ìåñòî ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

Zdiag
2 [C] = Det(ZE3/Z3

O [D2(R) ◦ (D2(Q)]/Ddiag
2 )

á. Ïîñêîëüêó àðõèìåäîâà ôàêòîð-ñïèðàëü, íà îòðåçêàõ êîòîðîé íàòóðàëü-
íûì ïàðàìåòðîì ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèÿ-êîìïëåêñ (Zdiag

2 [C])N
CW , ïàðàìåòðèçóåò

êëàññû ïàðàëëåëüíûõ ïðÿìûõ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè íà ïëîñ-
êîñòè E2, òî

lim
N→∞

H0(C[s], S1
diag,×(modN)) =

= H0(C[s] ∪∞, S1
diag,×)) = H0(Λ[s], A[Q]),

ãäå Λ[s], A[Q] - ïëîñêîñòü Ëîáà÷åâñêîãî è åå ðàöèîíàëüíûé àáñîëþò â ìîäåëè
Êëåéíà â êðóãå ñ êàíîíè÷åñêèìè êîîðäèíàòàìè s ∈ C è t ∈ R ñîîòâåòñòâåííî.

â. Òåïåðü óòâåðæäåíèå ï.2 ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî H0(Λ[s], A[Q]) = s.
¤

Ëåììà 5. Íåéòðàëüíûå (áèäâóñòîðîííèå) ëîêàëüíûå àâòîìîðôèçìû êîëü-
öà K êîîðäèíàòèçèðóþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

p−s = H0(+∂K/− ∂K, Z
p(N)
2 [t → −t])

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî ñèììåòðèçàöèÿ òèïîâ
ëîêàëüíûõ áèàâòîìîðôèçìîâ äèíàìèêè â êîëüöå K èìååò âèä:

H0(+∂K/− ∂K,Z
p(N)
2 [t → −t]) =
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Ä.Ë. Àáðàðîâ

= H0(S1
diag(mod p(N))\C, S1

diag(mod p(N))/C) = Ad(p)
C0 S1

diag

2. Îáúåäèíåíèå ñõåì âû÷èñëåíèé ï.1 è ï.2 ëåììû 4 âûãëÿäèò òàê:

Adp
C0 S1

diag = H0(S1
diag, S

1
diag(modN(p))) =

H0(S1
diag, Discr((D2(Q) ◦ (D2(R))/Ddiag

2 )N )⊗ C)))) =

= H0(S1
diag, [(S

1
diag,×)(modN(p)) ◦ [(S1

diag,+)(modN(p)))

3. Ñäåëàåì òîæäåñòâåííîå ïðåîáðàçîâàíèå - óìíîæèì ñëåâà îáå ñèììåòðèè,
îòíîñèòåëüíûå êîãîìîëîãèè êîòîðûõ ìû ñåé÷àñ âû÷èñëÿåì, íà ñèììåòðèþ
(S1

diag,×(modN(p)))−1, êîòîðàÿ êîððåêòíî îïðåäåëåíà, êàê è óêàçàííîå óìíî-
æåíèå. Òîãäà ïîëó÷èì:

Adp
C0 S1

diag = H0((S1
diag,×(modN(p)))−1 ◦ S1

diag, S
1
diag,+(modN(p)))

4. Èç ëåììû 4 ñëåäóåò, ÷òî

H0(((S1
diag,×(modN(p))−1◦S1), S1

diag,+(modN(p)) = H0((S1⊗C[−s], S1[Zp(N)])

5. Cèììåòðèÿ H0(S1 ⊗ C[−s], S1[Zp(N)]) ÿâëÿåòñÿ íåïðåðûâíûì (êëàññà C0)
àâòîìîðôèçìîì îêðóæíîñòè S1

diag è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþ-
ùèì åå ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì - ýêñïîíåíöèàëüíûì îòîáðàæåíèåì
îêðóæíîñòè S1 ⊗ C[−s] c îñíîâàíèåì (ýêñïîíåíòîé) p(N):

Adp
C0 S1

diag = H0((S1 ⊗ C[−s], S1[Zp(N)]) = expC0

p(N)(S
1 ⊗ C[−s]) = p−s

¤
Çàìå÷àíèå. Äàííàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî âûðàæåíèå p−s ÿâëÿåòñÿ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì îïåðàòîðà çåðêàëüíîé ñèììåòðèè "óðîâíÿ p"êîëüöà K.
Òåïåðü óñòàíîâèì ñâÿçü ìîäåëè ëîêàëüíîé äèíàìèêè âîë÷êà Ýéëåðà â

êîëüöå K è ñîîòâåòñòâóþùåé åé ëîêàëèçàöèåé ñïåöèàëüíîé ýëëèïòè÷åñêîé
êðèâîé E/Q â ïîëå Fpn .

Ëåììà 6. Ïóñòü ýëëèïòè÷åñêàÿ êðèâàÿ EC íàä C, ñîîòâåòñòâóþùàÿ
êëàññè÷åñêîé êâàäðàòóðå (3), çàäàåòñÿ àôôèííûì óðàâíåíèåì â íîðìàëüíîé
ôîðìå y2 = x3 + ax + b, ãäå a, b ∈ R. Òîãäà åå ýêâèâàðèàíòíîå óòî÷íåíèå
ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ Z2[t 7→ −t] ÿâëÿåòñÿ ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q
íàä Q:

EC ⊗ Z2[t → −t] ∼= (E/Q)[{y2 = x3 + px + q}]
ãäå p, q - íåêîòîðûå ïðîñòûå ÷èñëà è êðèâàÿ E/Q ÿâëÿåòñÿ ïîëóñòàáèëüíîé.

×èñëà p, q èìåþò ñìûñë ñëåäóþùèõ íóëüìåðíûõ èíâàðèàíòîâ èíâîëþöèè
Z2[t 7→ −t]:

p = Trace(Z2[t 7→ −t]|t=t0), q = Det(Z2[t 7→ −t]t=t0)
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è ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàðèàíòíûìè íà÷àëüíûìè äàííûìè, ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿ-
þùèìè ïîñëåäóþùóþ äèíàìèêó âîë÷êà Ýéëåðà:

q = γ(t0/Z2[t 7→ −t]), p = ω(t0/Z2[t 7→ −t])

Çàìå÷àíèå. Âñþäó äàëåå â äàííîì òåêñòå ïîä êðèâîé E/Q ïîíèìàåòñÿ
èìåííî ýëëèïòè÷åñêàÿ íàä Q èç äàííîé ëåììû.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Êëàññè÷åñêèé àáåëåâ äèôôåðåíöèàë ñîîòâåòñòâó-
åò ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä R ñ óðàâíåíèåì â ôîðìå Âåéåðøòðàññà, èìå-
þùèì âèä y2 = x3 + ax + b, ãäå a, b ∈ R. Êàê òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî
êðèâàÿ EC ïðåäñòàâëÿåòñÿ ôàêòîðîì:

EC
∼= C[z]/(Z + Z)

Îáðàç Eeq
C êðèâîé EC êàê òîïîëîãè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà ïðè åå ýêâèâàðè-

àíòíîì óòî÷íåíèè ïîñðåäñòâîì îòîáðàæåíèÿ Z2[t → −t] èìååò âèä Eeq
C
∼=

EC ⊗ Z2[t → −t] è ïðåäñòàâëÿåòñÿ ýêâèâàðèàíòíûì ôàêòîðîì:

Eeq
C
∼= (C[z]/(Z + Z))⊗ (Z2[t → −t])CW

∼=
∼= (C[z]/sp(Q)/D2(R) ◦D2(Q)

Ïîñêîëüêó îáúåêò sp(Q)/D2(R) ◦ D2(Q) ïðåäñòàâëÿåò äâóìåðíóþ ðåøåòêó,
îïðåäåëåííóþ íà ïîëåì ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë Q è s ∼= z/sp(Q)/D2(R)◦D2(Q),
òî ïðîñòðàíñòâî Eeq ïðåäñòàâëÿåòñÿ îäíîìåðíûì àáåëåâûì ìíîãîîáðàçèåì
íàä ïîëåì Q:

C[z]/sp(Q)/D2(R) ◦D2(Q) ∼= C[s]/(Q + Q)

ò.å. ÿâëÿåòñÿ, ïî îïðåäåëåíèþ, ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä Q: Eeq
C
∼= E/Q. Êî-

îðäèíàòà s = z/Z2[t → −t] èìååò êàíîíè÷åñêèé ñìûñë: îíà ÿâëÿåòñÿ êàíîíè-
÷åñêîé êîîðäèíàòîé â êðèòè÷åñêîé ïîëîñå äçåòà-ôóíêöèè Ðèìàíà ñ äîïîëíè-
òåëüíûì äåéñòâèåì íà íåé çåðêàëüíîé ñèììåòðèè îòíîñèòåëüíî êðèòè÷åñêîé
ïðÿìîé (ñì. òàêæå ï.1 äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3), ñíàáæåííîé êàíîíè÷åñêîé
êîîðäèíàòîé t = t/Z2[t → −t]. Â íàøåì ñëó÷àå êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ ñíàáæåíà
äîïîëíèòåëüíî öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé.

Èñïîëüçóÿ ëåììó 4, ïðåäñòàâèì Eeq
C ÷åðåç îáðàçóþùèå è ñîîòíîøåíèÿ:

Eeq
C
∼= H1(c1(EC)× c2(EC), Z2[t → −t]) ∼= H1(Gener((Ddiag

2 )CW ), C[s]) ∼=
∼= H1((cdiag)CW , C) ∼= H1({(x, y)|(y2 = x3)}, C)/H1({x}, C)/H1({y}, C[s]),

ãäå öèêëû ci(EC), ci(E/Q), i = 1, 2 ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê öèêëû òîïîëîãè÷å-
ñêèõ ìíîãîîáðàçèé óêàçàííûõ âûøå; x, y - îáðàçóþùèå ãðóïïû Ddiag

2 (ñì. åå
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îïðåäåëåíèå â êîíòåêñòå îïðåäåëåíèÿ îáúåêòà S1
diag), à {y2 = x3} - ñîîòíîøå-

íèå â Ddiag
2 .

Ðàññìàòðèâàÿ àääèòèâíóþ çàïèñü ôàêòîð-ñèììåòðèè H1((cdiag)CW , C), ïî-
ëó÷àåì åå ïðåäñòàâëåíèå â àôôèííûõ êîîðäèíàòàõ x, y ∈ C[s], ñîâïàäàþùèìè
ñ óêàçàííûìè âûøå îáðàçóþùèìè ãðóïïû D2(R):

H1(cdiag)CW , C) = {y2 = x3 + px + q}
ãäå ñ ó÷åòîì Ëåììû 3 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:

b⊗ Z2[t → −t]|t=t0 = S1
diag,+(modN) = Trace(Z2[t 7→ −t]|t=t0) = q;

a⊗ Z2[t → −t]|t=t0 = S1
diag,×(modN) = Det(Z2[t 7→ −t]t=t0) = p

Òåïåðü ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ñëåäóåò èç ýêâèâàëåíòíîñòè ñëåäóþùèõ
âûðàæåíèé, çàïèñàííûõ â ñîîòâåòñòâóþùèõ êàíîíè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ:

{y2 = x3 + px + q, (x, y) ∈ C[s]} ↔ {y2 = x3 + px + q, (x, y) ∈ C[z]},
ïîñêîëüêó

Gener(Ker(C[s] → C[z = x + iy])) ∼= D2(R) ◦D2(Q)

è D2(R) ◦D2(Q) ∼= Aut({x, y}).
2. Ïîëóñòàáèëüíîñòü êðèâîé E/Q ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îñîáûå òî÷êè îá-

ðàçà îòîáðàæåíèÿ ïðîåêöèè C[s] → C[z = x + iy] èìåþò â êà÷åñòâå àâòîìîð-
ôèçìîâ ãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå D2, èçîìîðôíóþ ïî îïðåäåëåíèþ ãðóïïå
ïîâîðîòîâ ðîìáà. Ïîýòîìó îñîáûå òî÷êè àôôèííîãî óðàâíåíèÿ êðèâîé E/Q
â àôôèííîé êàðòå C2[x, y] èìåþò íå ñîâïàäàþùèå êàñàòåëüíûå, ÷òî ïî îïðå-
äåëåíèþ ñîîòâåòñòâóåò îñîáûì òî÷êàì èìåííî ïîëóñòàáèëüíîé êðèâîé.

¤
Çàìå÷àíèå. Òàêèì îáðàçîì, êðèâàÿ E/Q èìååò ñìûñë ñïåêòðàëüíîé êðè-

âîé ôàçîâîé äèíàìèêè èìåííî âîë÷êà Ýéëåðà è òåì ñàìûì ïîëíîñòüþ êîäè-
ðóåò åãî ôàçîâóþ äèíàìèêó.

Êðèâàÿ E/Q â ñèëó ëåìì 1,3 ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà â åâêëèäîâîì ïðî-
ñòðàíñòâå E3 êàê îðáèòà ñïåöèàëüíîé íåïðåðûâíîé áèìîíîäðîìèè ïðàâèëü-
íîãî òåòðàýäðà ñ ãåíåðàòîðîì D×

2 ◦D+
2 è ïîýòîìó èìååò ñìûñë ñïåêòðàëüíîé

êðèâîé ôàçîâîé äèíàìèêè èìåííî âîë÷êà Ýéëåðà.
Ëåììà 7. Ëîêàëüíûå ýêâèâàðèàíòíûå àâòîìîðôèçìû ãðàíèöû ∂K êîëü-

öà K ïî ìîäóëþ èõ öåíòðà - ìíîæåñòâà ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ
ñåïàðàòðèñíîé ñòðóêòóðû â êîëüöå K - ïðåäñòàâëÿþòñÿ ëîêàëèçàöèåé íåêî-
òîðîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé E/Q â ïîëå Fpn:

H1(∂K, S1
diag(modN(p)) ∼= H1(EC , Zp

2 [t → −t]) ∼=
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∼= H1(c
(p)
1 (E/Q)CW [n] × c

(p)
2 (E/Q)CW [n], C) ∼= (E/Q)(Fpn),

ãäå âèä êðèâîé E/Q êîíêðåòèçèðîâàí â ëåììå 6.
Çàìå÷àíèå. Ïðè ýòîì íàòóðàëüíîå ÷èñëî n èìååò ñìûñë ÷èñëà áèîáîðîòîâ

ãðàíèöû +∂K êîëüöà K.
Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñèëó ëåìì 3 è 4 èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå èçîìîð-

ôèçìû:

H1(c
(p)
1 (E/Q)CW [n], C) ∼= H1(c1(EC), Trace([D2(R)◦D2(Q)]N(p))) ∼= S1

+(mod pn);

H1(c
(p)
2 (E/Q)CW [n], C) ∼= H1(c2(EC), Det([D2(R) ◦D2(Q)]N(p))) ∼= S1

×(mod pn),

ãäå S1
+, S1× - îêðóæíîñòü S1 ñ àääèòèâíîé è ìóëüòèïëèêàòèâíîé ñòðóêòóðîé

ñîîòâåòñòâåííî. ¤
Ëåììà 8. Ëîêàëüíûå ýêâèâàðèàíòíûå àâòîìîðôèçìû ñåïàðàòðèñíîé ñòðóê-

òóðû â êîëüöå K èìåþò âèä:

H1(c
p
diag(E/Q)CW [n], C) ∼= S1

diag(modN(p))

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ èçîìîðôèçìîâ:

c
(p)
diag(E/Q)CW [n]

∼= cdiag(EC)⊗R Discr([D2(R) ◦D2(Q)]N(p))) ∼= S1(mod pn)

¤
Ëåììà 9. Ëîêàëüíûå ýêâèâàðèàíòíûå àâòîìîðôèçìû ñåïàðàòðèñíîé ñòðóê-

òóðû â êîëüöå K äîïóñêàþò êàíîíè÷åñêóþ êîîðäèíàòèçàöèþ:

H0(c(p)
diag(E/Q)CW [n], C) =

un

n
,

ãäå u = p−s.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî S1

diag[p
−s] îáëà-

äàåò ñòðóêòóðîé àöèêëè÷åñêîãî áèêîìïëåêñà:

c
(p)
diag(E/Q)CW

∼= (S1
diag[p

−s])CW [n]

Ôóíêöèÿ un

n ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííîé ôóíêöèåé îòîáðàæåíèÿ áèäèôôåðåíöèàëà
â ýòîì áèêîìïëåêñå. ¤

Ëåììà 10. Äëÿ ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ êîëüöà K îòíîñèòåëü-
íî ýêâèâàðèàíòíûõ àâòîìîðôèçìîâ åãî ñåïàðàòðèñíîé ñòðóêòóðû èìååò
ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå:
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H1(c
(p)
1 (E/Q)CW [n] × c

(p)
2 (E/Q)CW [n], c

(p)
diag(E/Q)CW ) ∼=

∼= H1(c
(p)
1 (E/Q)CW [n] × c

(p)
2 (E/Q)CW [n], C)×H1(c

(p)
diag(E/Q)CW , C)

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Ïîñêîëüêó c
(p)
diag(E/Q)CW èìååò ñòðóêòóðó êîìïëåê-

ñà
c
(p)
1 (E/Q)CW [n]

f1→ c
(p)
2 (E/Q)CW [n]

f2→ c
(p)
diag(E/Q)CW ,

ãäå f1
∼= D2(R) ◦D2(Q+), f1

∼= D2(R) ◦D2(Q×), òî èìååòñÿ ðàçëîæåíèå:

H1(c
(p)
1 (E/Q)CW [n] × c

(p)
2 (E/Q)CW [n], c

(p)
diag(E/Q)CW ) ∼=

∼= H1(c
(p)
1 (E/Q)CW [n]× c

(p)
2 (E/Q)CW [n], c

(p)
diag(E/Q)CW )×H1(c

(p)
diag(E/Q)CW , C)

Òåïåðü ëåììà ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ èçîìîðôèçìîâ:

H1(c
(p)
i (E/Q)CW [n], c

(p)
diag(E/Q)CW ) ∼= H1(c

(p)
i (E/Q)CW [n], C),

ãäå i = 1, 2. ¤
Òåïåðü ñîáåðåì âìåñòå ðåçóëüòàòû ëåìì 4-10.
Ëåììà 11. Ïîäèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â èñõîäíîé êâàäðàòóðå (3) ÿâëÿ-

åòñÿ ïîëíûì äèôôåðåíöèàëîì ñëåäóþùåãî âèäà:

d(S1
diag[teq]) = ζ(s,E/Q)

ãäå áèäèôôåðåíöèàë d(S1
diag[teq]) = H0(c(p)

diag(E/Q)CW [n], C) - áèêîìïëåêñ, äâîé-
ñòâåííûé ïî Ïóàíêàðå ê áèêîìïëåêñó S1

diag[teq] ∼= H1(c
p
diag(E/Q)CW [n], C),

teq = t/Z2[t → −t].
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Èç ëåìì 6-8 ñëåäóåò, ÷òî

d(S1
diag[teq](mod p)) =

= H0(c(p)
1 (E/Q)CW × c

(p)
2 (E/Q)CW , (cdiag)CW (mod p)[t/Z2[t → −t]]) =

= lim
n→∞H0(S1

+(mod pn)× S1
×(mod pn), (cdiag)CW [n](mod p)[t/Z2[t → −t]])

Òàê êàê èç ëåìì 7-10 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ íóëüìåðíûõ ãîìîëîãèé êðèâîé
(E/Q)CW (êðèâîé E/Q ñ ó÷åòîì åå ýêâèâàðèàíòíîé (cdiag)CW [n]-ïåðåíîðìèðîâêè),
ïðåäñòàâëÿþùèõ (E/Q)CW êàê ìíîæåñòâî òî÷åê, èìååòñÿ ñîîòíîøåíèå:

H0(S1
+(mod pn)× S1

×(mod pn), (cdiag)CW [n]) =
∞∑

n=1

|(E/Q)(Fpn)|un

n
,
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ãäå Fpn � ïîëå èç pn ýëåìåíòîâ, u = p−s, (E/Q)(Fpn) - ñïåöèàëèçàöèÿ êðèâîé
E/Q â ïîëå Fpn .

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî íóëüìåðíûå êîãîìîëîãèè êðèâîé (E/Q)CW ïðåäñòàâ-
ëÿþò êàíîíè÷åñêóþ ïàðàìåòðèçàöèþ íà (E/Q)CW , òàê êàê ãðóïïà åå íóëü-
ìåðíûõ ãîìîëîãèé ÿâëÿåòñÿ S1-ïðîñòðàíñòâîì (òîïîëîãè÷åñêèì ïðîñòðàí-
ñòâîì ñ òðàíçèòèâíûì äåéñòâèåì ãðóïïû S1). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

H0(S1
+(mod pn)× S1

×(mod pn), (cdiag)CW [n]) = exp

( ∞∑

n=1

|(E/Q)(Fpn)|un

n

)

2. Èìååòñÿ åñòåñòâåííûé èçîìîðôèçì S1-ïðîñòðàíñòâ:

H0(S1
+(mod pn)× S1

×(mod pn), (cdiag)CW [n]) ∼=
∼= H1(S1

+(mod pn)× S1
×(mod pn), (cdiag)CW [n])

3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 8, ï.2 äîêàçàòåëüñòâà äàííîé ëåììû è îïðåäåëå-
íèåì d(S1

diag[teq](mod p)), ïîëó÷àåì, ÷òî

H0(S1
+(mod pn)× S1

×(mod pn), (cdiag)CW [n]) = d(S1
diag[teq](mod p))

4. Èç îïðåäåëåíèÿ ëîêàëüíîé äçåòà-ôóíêöèè êðèâîé E/Q (ñì.[4]) ñëåäóåò:

d(S1
diag[teq](mod p)) = ζp(s,E/Q),

5. Ýêâèâàðèàíòíîå îáúåäèíåíèå âûðàæåíèé ï.1 äàííîãî äîêàçàòåëüñòâà
ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííîé ñêëåéêå ëîêàëüíûõ äçåòà-ôóíêöèé ζ(s, (E/Q)(Fpn))
ïîñðåäñòâîì èõ ïðîèçâåäåíèÿ ïî âñåì ïðîñòûì ÷èñëàì p:

d(S1
diag[teq]) =

∏
p

ζp(s,E/Q) = ζ(s,E/Q),

¤
7. Îáðàùåíèå ýêâèâàðèàíòíîé êâàäðàòóðû äëÿ âîë÷êà Ýéëåðà.

Äàííîå îáðàùåíèå ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì íàõîæäåíèÿ îáðàòíîé çàâèñèìîñòè ê
ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè, îïèñûâàåìîé ëåììîé 11, è ïðåäñòàâëÿåò ýêâè-
âàðèàíòíóþ òåîðåìó î íåÿâíîé ôóíêöèè. Òåîðåìà 1, îïèñûâàþùàÿ ðåçóëüòàò
îáðàùåíèÿ, ñëåäóåò èç íèæåñëåäóþùèõ ëåìì 12-14.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå îïèñûâàåò èñêîìîå îáðàùåíèå áåç ôèêñàöèè íà-
÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ïóñòü I−1
C0 (k, n), I−1

C1 (k, n) - íåïðåðûâíîå è C1-ãëàäêîå îáðàùåíèÿ ôóíê-
öèîíàëüíîé çàâèñèìîñòè (3) ñîîòâåòñòâåííî, ãäå óêàçàííàÿ çäåñü âåêòîðíî-
çíà÷íàÿ ñòðóêòóðà îáðàùåíèé áóäåò îáîñíîâàíà â ëåììå 13.
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Ëåììà 12. Íåïðåðûâíîå è ãëàäêîå îáðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëüíîé çàâèñèìî-
ñòè (3), ïðåäñòàâëåííîé â äèôôåðåíöèàëüíîé ôîðìå â ëåììå 11, ñîîòâåò-
ñòâåííî èìåþò âèä:

I−1
C0 (k, n) = ζ(s,EQ)(ζ(s,EQ) = 0),

I−1
C1 (k, n) = exp(ζ(s,EQ)(ζ(s,EQ) = 0))

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 11 ïîäèíòåãðàëüíîå âûðà-
æåíèå â ïðàâîé ÷àñòè èñõîäíîé êâàäðàòóðû (3) èìååò ñëåäóþùóþ ñòðóêòóðó
ïîëíîãî äèôôåðåíöèàëà:

d(S1
diag[teq]) = ζ(s,EQ);

d(S1
diag[teq]) = dC1(id dC1)(S1

diag[teq]) = dC1(dC0)(S1
diag[teq]),

ãäå îïåðàòîð id dC1 = dC0(S1
diag[teq]) - îïåðàòîð (îòîáðàæåíèå) îñíàùåíèÿ

îêðóæíîñòè S1
diag êàíîíè÷åñêîé íåïðåðûâíîé ñòðóêòóðîé, èíäóöèðîâàííîé ñ

ïðÿìîé R; ñîîòâåòñòâåííî, îïåðàòîð dC1 îñíàùàåò îêðóæíîñòü S1
diag óæå C1

- ãëàäêîé ñòðóêòóðîé.
Ñëåäîâàòåëüíî, ïîñëåäîâàòåëüíî ïîëó÷àåì îáðàùåíèÿ èñõîäíîé êâàäðà-

òóðû êëàññîâ C0 è C1 ñîîòâåòñòâåííî:

d−1
C0(S1

diag[teq]) =
∫

S1
diag[teq ]

(S1
diag[teq])dC0(S1

diag[teq]) =

= expC0(S1
diag[teq])Ker(expC0(S1

diag[teq]));

d−1
C1(S1

diag[teq]) =
∫

S1
diag[teq ]

(S1
diag[teq])dC1(S1

diag[teq]) =

= expC1(S1
diag[teq])Ker(expC1(S1

diag[teq])),

ãäå Ker îáîçíà÷àåò ÿäðà ñîîòâåòñòâóþùèõ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâàíèÿ.
Çàìåòèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ îïåðàòîðîâ äèôôåðåíöèðîâà-

íèÿ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

d−1
C0
∼= id dC1

Ïîýòîìó â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé 11 è òåì, ÷òî

Ker(expC0(S1
diag[teq])) = {ζ(s,E/Q) = 0};

Ker(expC1(S1
diag[teq])) = exp(Ker(expC0(S1

diag[teq]))) = {ζ(s,E/Q) = 0},
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ïîëó÷àåì âèä äëÿ îáðàùåíèÿ èñõîäíîé êâàäðàòóðû êëàññà ãëàäêîñòè C0:

d−1
C0(S1

diag[teq]) = ζ(s,E/Q)(ζ(s,E/Q) = 0)

Ñîîòâåòñòâåííî, îáðàùåíèå äëÿ êëàññà C1 èìååò âèä:

d−1
C1(S1

diag[teq]) = exp(ζ(s, E/Q)(ζ(s,E/Q) = 0)

¤
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòàíàâëèâàåò âåêòîðíî-çíà÷íóþ ñòðóêòóðó íåïðå-

ðûâíîãî è ãëàäêîãî îáðàùåíèé è âèä çàâèñèìîñòåé γ(t), ω(t) ïîêà áåç ôèê-
ñàöèè íà÷àëüíûõ óñëîâèé.

Ëåììà 13. 1. Îáðàùåíèÿ I−1
C0 (k, n) è I−1

C1 (k, n) ÿâëÿþòñÿ 3-çíà÷íûìè ôóíê-
öèÿìè ïåðåìåííîé s;

2. Çàâèñèìîñòè γ(t) è ω(t) îò âåùåñòâåííîãî âðåìåíè t èìåþò ñëåäóþ-
ùèé âèä:

γ(t) = Re(ζ(s,E/Q)(ζ(s,E/Q) = 0)), ω(t) = Im(ζ(s,E/Q)(ζ(s,E/Q) = 0))

ãäå Re, Im - âåùåñòâåííàÿ è ìíèìàÿ ÷àñòè óêàçàííûõ êîìïëåêñíûõ ÷èñåë.
Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. 1. Ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè ñïèðàëüíîãî îòîáðàæå-

íèÿ èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 1, òàêæå èíòåðïðåòàöèè ãðóïïû D2 êàê ìíî-
æåñòâà ñèììåòðèé ðîìáà íà ïëîñêîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëåäóþùåå îòîá-
ðàæåíèå íàêðûòèÿ

C → C/((D2(R) ◦D2(Q)/Ddiag
2 )N→∞

îòîáðàæàåò ïëîñêîñòü â êðèòè÷åñêóþ ïîëîñó (Re s = 0, Re s = 1) äçåòà-
ôóíêöèè Ðèìàíà òàê, ÷òî îáðàçîì ìíîæåñòâà C/(Ddiag

2 )N→∞ ÿâëÿåòñÿ êðè-
òè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ Re s = 1

2 .
Äåéñòâèòåëüíî, èç îïðåäåëåíèÿ ãðóïïû D2 ñëåäóåò, ÷òî äàííîå îòîáðàæå-

íèå èçîìîðôíî îòîáðàæåíèþ (γ−ω) - ìîíîäðîìíîãî íåïðåðûâíîãî ñàìîñîâìå-
ùåíèÿ òåòðàýäðà T ñ öåíòðîì â åãî ãåîìåòðè÷åñêîì öåíòðå O, ñîâïàäàþùèì
ñ íà÷àëîì êîîðäèíàò â E3, è òàêæå ñ âûäåëåííûì áàçèñîì, ñîâïàäàþùèì ñ
òðåìÿ ïîäõîäÿùèì îáðàçîì îðèåíòèðîâàííûìè ðåáåðíûìè ìåäèàíàìè:

O → T (γ) → T (ω) → T (γ) → T (ω) → O

Ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå ýòîãî îòîáðàæåíèÿ áèìîíîäðîìèè ðåàëèçó-
åòñÿ ñëåäóþùèì ýêâèâàðèàíòíûì èçîìîðôèçìîì Ïóàíêàðå:

{d∗,C0S1
diag[γ] ∼= T∗,C0S1

diag[γ]} ∼= T ∗C0S
1
diag[ω] ∼= {d∗C0S

1
diag[γ]},
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ãäå îïåðàòîðû d∗,C0 , d∗C0 ïðåäñòàâëÿþò êàíîíè÷åñêèé áàçèñ â ïðîñòðàíñòâàõ
T∗,C0S1

diag[γ] è T ∗C0S
1
diag[ω] ñîîòâåòñòâåííî.

Òåïåðü óòâåðæäåíèå ï.1 äàííîé ëåììû ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ÷èñëî íåòðèâè-
àëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû D2 ðàâíî òðåì (ýòî è äàåò òðåõçíà÷íîñòü èñõîäíûõ
îáðàùåíèé) è èç ëåììû 12 (îíà äàåò êîîðäèíàòû íà óêàçàííîì îòîáðàæåíèè
íàêðûòèÿ).

2. Àääèòèâíàÿ è ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ÷àñòè óêàçàííîãî â ï.1 îòîáðàæå-
íèÿ (γ−ω) - ìîíîäðîìèè òåòðàýäðà ÿâëÿþòñÿ çåðêàëüíîé ñèììåòðèåé ñèñòå-
ìû "êðèòè÷åñêîé ïîëîñà/êðèòè÷åñêàÿ ïðÿìàÿ"îòíîñèòåëüíî âåùåñòâåííîé è
ìíèìîé ïðÿìîé ñîîòâåòñòâåííî è ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿþòñÿ òàê:

C/((D2(R) ◦D2(Q+)/Ddiag
2 )N→∞ = Re(ζ(s,E/Q){ζ(s,E/Q) = 0},

C/((D2(R) ◦D2(Q×)/Ddiag
2 )N→∞ = Im(ζ(s,E/Q){ζ(s,E/Q) = 0}

Òåïåðü ñîïîñòàâèì ýòè ôàêòû îïðåäåëåíèåì γ − ω ìîíîäðîìèè òåòðàýäðà â
ïðîñòðàíñòâå E3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì ñîîòâåòñòâèÿ:

{C/((D2(R) ◦D2(Q+)/Ddiag
2 )N→∞} ∼= S1[D2(ω) ◦D2(γ)]/S1

diag[D
diag
2,∗ ],

C/((D2(R) ◦D2(Q×)/Ddiag
2 )N→∞ ∼= S1[D2(ω) ◦D2(γ)]/S1

diag[D
diag,∗
2 ],

ãäå, â ñîîòâåòñòâèè ñ çàìå÷àíèåì ê ëåììå 3, Ddiag
2,∗ ∼= {[D2(γ), D2(ω)] = 0},

Ddiag,∗
2

∼= {[D2(ω), D2(γ)] = 0}
Ïîýòîìó äëÿ ïðèâåäåííîãî îòîáðàæåíèÿ (γ − ω) - ìîíîäðîìíîãî íåïðå-

ðûâíîãî ñàìîñîâìåùåíèÿ òåòðàýäðà T åãî γ - ïðîåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê:

γ(s) = d∗,C0S1
diag[teq]) = C[z]/((D2(R) ◦D2(Q+)/Ddiag

2 )N→∞ =

= Re(S1
diag[t/Z

×
2 ]),

ãäå t ∈ R; ñâÿçü ïåðåìåííûõ s, z îáúÿñíåíà â ïàðàãðàôå 3 è äîêàçàòåëüñòâå
ëåììû 6, è ñîîòâåòñòâåííî - åå ω - ïðîåêöèÿ ïðåäñòàâëÿåòñÿ òàê:

ω(s) = d∗C0S
1
diag[teq]) = C[z]/((D2(R) ◦D2(Q×)/Ddiag

2 )N→∞ =

= Im(S1
diag[t/Z

+
2 ])

îòêóäà è ñëåäóåò òðåáóåìîå. ¤
Òåïåðü îêîí÷àòåëüíî òåîðåìà 1 ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.
Ëåììà 14.. 1. Ìíîæåñòâî âñåõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé {γ(t0), ω(t0)} óðàâíå-

íèé âîë÷êà Ýéëåðà îïðåäåëÿåòñÿ óðàâíåíèåì ζ(s,E/Q) = 0.
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2. Êàæäûé âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèé îáùåìó ðåøåíèþ
(óòî÷íåííîìó êëàññè÷åñêîìó), îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

γ(t0) = Re{ζ((s1, (E/Q) = 0), ζ((s2, (E/Q) = 0), ζ((s3, (E/Q) = 0)},

ω(t0) = Im{ζ((s1, (E/Q) = 0), ζ((s2, (E/Q) = 0), ζ((s3, (E/Q) = 0)},
ãäå s1, s2, s3 - ïîñëåäîâàòåëüíûå ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íåòðèâèàëüíûå íó-
ëè ôóíêöèè ζ(s,E/Q), ò.å íóëè ñ íåíóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ (ýòè íóëè ëå-
æàò íà êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé Re s = 1

2).
3. Êàæäûé âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé, îòâå÷àþùèé êëàññè÷åñêîìó ðå-

øåíèþ, ñòðóêòóðíî îïðåäåëÿåòñÿ òàêæå, êàê è âûøå â ï.2, íî ïðè ýòîì
âåëè÷èíû s1, s2, s3 ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíûìè óæå òðèâèàëüíûìè íóëÿ-
ìè ôóíêöèè ζ(s,E/Q), ò.å íóëÿìè ñ íóëåâîé ìíèìîé ÷àñòüþ.

4. Ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé äëÿ êëàññè÷åñêîãî ðåøåíèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîäáèêîìïëåêñîì â áèêîìïëåêñå íà÷àëüíûõ óñëîâèé îáùåãî ðåøåíèÿ.

Äîê à ç à ò å ë ü ñ ò â î. Äîêàæåì ïîñëåäîâàòåëüíî êàæäûé ïóíêò.
1. Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó

I−1
C0 (k, n) = d−1

C0(S1
diag[teq]) =

∫

S1
diag

(S1
diag[teq])dC0(S1

diag[teq]) =

= expC0(S1
diag[teq])Ker(expC0(S1

diag[teq])) = ζ(s,E/Q){ζ(s,E/Q) = 0}
èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 12 ïîëó÷àåì, ÷òî ÿäðî Ker(expC0(S1

diag[teq])) â òî÷-
íîñòè îïèñûâàåò ìíîæåñòâî íà÷àëüíûõ óñëîâèé óðàâíåíèé âîë÷êà Ýéëåðà.

2. Êîíêðåòíûé âåêòîð íà÷àëüíûõ óñëîâèé îáùåãî ðåøåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ:
- ôîðìóëàìè, ÿâëÿþùèõñÿ ýêâèâàðèàíòíî äâîéñòâåííûìè "ñïåöèàëèçàöè-

ÿìè â ôàçîâóþ òî÷êó"ôîðìóëû ïðåäûäóùåãî ïóíêòà:

{γ(t = t0)} =
∫

S1
diag[Ddiag

2,∗ ((x1,y1)),(x2,y2)),(x3,y3))]
(S1

diag[teq])dC0(S1
diag[teq]),

{ω(t = t0)} =
∫

S1
diag[Ddiag,∗

2 ((x1,y1)),(x2,y2)),(x3,y3))]
(S1

diag[teq])dC0(S1
diag[teq]),

ãäå (xi, yi) = (xi(t0), yi(t0)) ∈ C ∼= E2 - òî÷êè îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ îïåðàòîðà
Ddiag

2 ; t0 ∈ R; i = 1, 2, 3;
ïðè ýòîì, â ñèëó òîãî, ÷òî ÷èñëî íåòðèâèàëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Ddiag

2

ðàâíî òðåì è â ñèëó ñâÿçè îáúåêòà S1
diag ñ êðèòè÷åñêîé ïðÿìîé Re s = 1

2 (ñì.
ï.5 äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 è ï.2 äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 13), ïîëó÷àåì:

lim
N→∞

(Ddiag
2 )N (z0) =
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= {òðè ïîñëåäîâàòåëüíûõ íåòðèâèàëüíûõ íóëÿ ôóíêöèè ζ(s,E/Q)},
ãäå îïåðàòîð limN→∞(Ddiag

2 )N (z0) ïðåäñòàâëÿåò îáðàç âåêòîðà z0 = (xi(t0), yi(t0))
ïðè èòåðèðîâàííîì äåéñòâèè íà íåãî îïåðàòîðà Ddiag

2 ;
- ñëåäóþùèìè ôîðìóëàìè èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 13:

d∗,C0S1
diag[teq]) = C[z]/((D2(R) ◦D2(Q+)/Ddiag

2 )N→∞ =

= Re(S1
diag[teq/Z

×
2 ]) = γ(t), t ∈ R;

d∗C0S
1
diag[teq]) = C[z]/((D2(R) ◦D2(Q×)/Ddiag

2 )N→∞ =

= Im(S1
diag[teq/Z

+
2 ]) = ω(t), t ∈ R

3. Èñïîëüçóåì êîíñòðóêöèþ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 6. Ïóñòü F - äåêîì-
ïàêòèôèöèðóþøåå îòîáðàæåíèå ïåðåâîäÿùåå êðèâóþ E/Q â êðèâóþ EC (ýòî
îòîáðàæåíèå, îáðàòíîå îòîáðàæåíèþ êîìïàêòèôèêàöèè èç äîêàçàòåëüñòâà
ëåììû 6). Îòîáðàæåíèå F ïåðåâîäèò S1

diag[teq] â R[t], à Ddiag
2 â D2(R). Îò-

ìåòèì, ÷òî ÿäðîì ïîñëåäíåãî îòîáðàæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà D2(Q) (ãðóïïà
ðàñøèðåíèÿ êëàññè÷åñêîé êîìáèíàòîðèêè çíàêîâ ïðè ñèììåòðèçàöèè êâàä-
ðàòóðû (3) îòîáðàæåíèåì Z2[t → −t]).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî â ñîîòâåòñòâèè ñ äîêàçàòåëüñüâîì ëåììû 12, ïðî-
ñòðàíñòâî ImageF ñîäåðæèòñÿ â Ker(expC0(S1

diag[teq])) = {ζ(s,E/Q) = 0} êàê
ïîäïðîñòðàíñòâî. Íàêîíåö çàìåòèì, ÷òî ÿäðîì îòîáðàæåíèÿ F : S1

diag[teq] →
R[t] ÿâëÿþòñÿ íåòðèâèàëüíûå íóëè ôóíêöèè ζ(s,E/Q).

4. Ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Ker(expC0(S1
diag[teq])) ÿâëÿåòñÿ áè-

êîìïëåêñîì ñ îòîáðàæåíèåì áèäèôôåðåíöèàëà dC0S1
diag[teq], îïðåäåëåííûì â

äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 12. Îòìåòèì, ÷òî Z2-ãðàäóèðîâêà äàííîãî äèôôåðåí-
öèàëà èíäóöèðîâàíà îòîáðàæåíèåì èíâîëþöèè Z2[t 7→ −t].
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