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pAPADIMITRIU h sTAJGLIC k kOMBINATORNAQ OPTIMIZACIQ
m mIR

mINU m mATEMATI^ESKOE PROGRAMMIROWANIE m nAUKA

kAK UVE OTME^ALOSX RANEE ZADA^I GLOBALXNOJ OPTIMIZACII
T E W NEWYPUKLOM SLU^AE ZADA^I OPTIMIZACII WOOB]E QWLQ@TSQ
PEREBORNYMI pEREBORNYE ALGORITMY NE \FFEKTIWNY W RAS^ETE NA
HUD[U@ ZADA^U PO\TOMU USPEH W RE[ENII KAVDOJ KONKRETNOJ ZADA
^I SU]ESTWENNYM OBRAZOM ZAWISIT OT SPOSOBA ORGANIZACII PEREBORA
eSLI MY GOTOWY OSTAWITX WOZMOVNOSTX ILI NEWOZMOVNOSTX RE[ENIQ
NA[EJ ZADA^I NA WOL@ SLU^AQ TO ESTESTWENNO ISPOLXZOWATX SLU^AJ
NYJ PEREBOR |TOT SPOSOB PEREBORA OBY^NO QWLQETSQ SAMYM PROSTYM
I KAK PRAWILO \KONOMIT PAMQTX dLQ ZADA^I POISKA GLOBALXNOGO MI
NIMUMA EMU SOOTWETSTWUET SLEDU@]IJ

pUSTX RE[AETSQ ZADA^A IZ GDE DLQ UPRO]ENIQ IZLOVENIQ
MNOVESTWO OGRANI^ENIJ EDINI^NYJ MERNYJ KUB wYBIRAEM W
SOOTWETSTWII S RAWNOMERNYM RASPREDELENIEM NA SLU^AJNYE TO^KI

W KOTORYH WY^ISLQEM ZNA^ENIE CELEWOJ FUNKCII ZAPOMINAEM TE
KU]EE NAIMENX[EE ZNA^ENIE I REALIZU@]U@ EGO TO^KU
tOGDA WEROQTNOSTX

PRI

sHODIMOSTX TAKOGO METODA BUDET DOWOLXNO MEDLENNOJ pRI \TOM NE
IZWESTNO NA KAKOM RASSTOQNII OT TO^KI MINIMUMA NAHODITSQ POLU
^ENNAQ REALIZACIQ

sUZIM KLASS RASSMATRIWAEMYH ZADA^ PREDPOLOVIW WDOBAWOK
K PREDYDU]EMU ^TO FUNKCIQ CELI LIP[ICEWA NA S KONSTANTOJ

T E i NE
RASS^ITYWAQ NAJTI TO^NOE RE[ENIE ZADADIMSQ PODHODQ]IM S
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CELX@ POISKA PRIBLIVENNOGO RE[ENIQ nA
BLIZOSTX I NIKAKIH USLOWIJ NE NAKLADYWAETSQ

tEPERX MY MOVEM PRIMENQTX METODY DETERMINIROWANNOGO PERE
BORA pASSIWNYJ NE ISPOLXZU@]IJ PRI WYBORE O^EREDNOJ TO^KI
INFORMACI@ POLU^ENNU@ DLQ PREDYDU]IH SPOSOB POISKA PRIWO
DIT K POLNOMU PEREBORU RAZOBXEM NA PODKUBY TAK ^TOBY

W KAVDOM BEREM PROIZWOLXNU@
TO^KU I POLAGAEM

o^EWIDNO I ESTX ISKOMOE PRIBLIVENNOE RE[ENIE dEJSTWI
TELXNO PO USLOWI@ lIP[ICA
I W ^ASTNOSTI DLQ IMEEM SOOTWET
STWIE S OPREDELENIEM oDNAKO STORONA KAVDOGO GO PODKUBA RAWNA

A WSEGO PODKUBOW I SLEDOWATELXNO WY^ISLENIJ ZNA^ENIJ CE
LEWOJ FUNKCII BUDET W L@BOM SLU^AE ^TO NE MYSLIMO DAVE
DLQ DESQTKA PEREMENNYH pO\TOMU RAZRABATYWA@TSQ METODY POSLE
DOWATELXNOGO PEREBORA POZWOLQ@]IE U^ITYWATX UVE WY^ISLENNYE
ZNA^ENIQ I ADAPTIROWATXSQ K NEHUD[EMU SLU^A@

pREDPOLOVIM ^TO UVE WY^ISLENY ZNA^ENIQ FUNKCII W TO^KAH
I REKORDNYM OKAZALOSX ZNA^ENIE tOGDA

ESLI TO OBNOWLQEM REKORD
A ESLI TO MOVNO NE WY^ISLQTX ZNA^ENIJ FUNKCII
NA MNOVESTWE TAK
KAK \TO NE DAST NOWOGO REKORDA IBO

T E I ZNA^IT SREDI
NIH NET GLOBALXNO OPTIMALXNOGO RE[ENIQ oBNOWLENIE REKORDA W
PRINCIPE POZWOLQET OTBROSITX ANALOGI^NYE MNOVESTWA DLQ

eSTESTWENNO W MOGUT POPASTX I TO^KI S UVE WY^ISLEN
NYM ZNA^ENIEM KOTORYE TAKIM OBRAZOM WY^ISLQLISX ZRQ pO
\TOMU HOTELOSX BY TAK ORGANIZOWATX PEREBOR ^TOBY PO WOZMOVNOSTI
UMENX[ITX ^ISLO PODOBNYH ZRQ[NYH WY^ISLENIJ k SOVALENI@
OPTIMALXNOJ STRATEGII ORGANIZACII PEREBORA DLQ MNOGOMERNYH ZA
DA^ NET iSPOLXZOWANIE SLU^AJNYH TO^EK PRIWODIT K PROBLEME
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HRANENIQ I OBNOWLENIQ SLOVNOGO MNOVESTWA ZAWEDOMO NE OPTI
MALXNYH TO^EK mETOD POSLOJNOGO PEREBORA DAET WOZMOVNOSTX SOKRA
]ENIQ LI[X PO ODNOJ PEREMENNOJ dLQ ZADA^ BOLX[OJ RAZMERNOSTI
PREDLAGAETSQ RAZLI^NYMI AWTORAMI SLEDU@]IJ METOD PEREBORA PO
SHEME

pUSTX CENTR KUBA wY^ISLQEM I PRISWAIWAEM \TO ZNA
^ENIE REKORDU rAZBIWAEM KUB NA ODINAKOWYH POD
KUBOW SO STORONOJ I WY^ISLQEM ZNA^ENIQ CELEWOJ FUNKCII
W IH CENTRAH OBNOWLQQ PO HODU WY^ISLENIJ
ZNA^ENIE REKORDA pROWERQEM WYPOLNENIE USLOWIQ

DLQ I OTBRASYWAEM SOOTWETSTWU@]IE POD
KUBY kAVDYJ IZ OSTAW[IHSQ RAZBIWAEM NA ODINAKOWYH PODKUBOW

SO STORONOJ I POSTUPAEM KAK PREVDE nA L@BOM [AGE U NAS
FORMIRUETSQ MNOVESTWO KUBIKOW SO STORONAMI CELOE
pRAWILO WYBORA O^EREDNOGO KUBIKA DLQ RAZBIENIQ NAZYWAETSQ

WOZMOVNYE WARIANTY PRIWODQTSQ NIVE kUBIKI SO
STORONOJ NE BOLX[E ISKL@^A@TSQ IZ MNOVESTWA DRO
BLENIE KUBIKA ZAKAN^IWAETSQ tAKVE ISKL@^A@TSQ KUBIKI POPAW[IE
W MNOVESTWO S INDEKSOM NOMEROM KUBIKA DLQ TEKU]EGO
ZNA^ENIQ REKORDA rEKORD OBNOWLQ
ETSQ PRI POLU^ENII MENX[EGO ZNA^ENIQ CELEWOJ FUNKCII

zNA^ENIQ CELEWOJ FUNKCII WY^I
SLQ@TSQ W CENTRE KAVDOGO NOWOGO PODKUBIKA WKL@^AEMOGO W POSLE
RAZBIENIQ WYBRANNOGO DLQ \TOGO KUBIKA aLGORITM OSTANAWLIWAETSQ
KOGDA PUSTO

uKAZANNAQ TERMINOLOGIQ I NAZWANIE METODA OPREDELQ@TSQ TEM
^TO WIZUALXNO DANNAQ SHEMA PEREBORA PREDSTAWLQETSQ W WIDE GRAFA
DEREWA KORNEWAQ WER[INA KOTOROGO SOOTWETSTWUET KUBU WER[I
NY PERWOGO QRUSA PODKUBAM WER[INY WTOROGO QRUSA KUBI
KAM PODSOEDINENNYM K SWOIM WER[INAM GO
QRUSA I T D eSLI KUBIK ISKL@^AETSQ IZ EGO WER[INA

IZ NEE NE BUDUT IDTI WETWI NA SLEDU@]IJ QRUS eSLI KUBIK E]E
NE WKL@^EN W EGO WER[INA E]E pORQDOK ZAKRYTIQ
WER[INY OPREDELQETSQ PRAWILOM OTSE^ENIQ SWOIM DLQ KAVDOJ MAS
SOWOJ ZADA^I SM TAKVE W PORQDOK RASKRYTIQ PRAWILOM WE
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WETWEJ I GRANIC
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TWLENIQ SWOIM DLQ KAVDOJ INDIWIDUALXNOJ ZADA^I rAZLI^A@T DWA
WIDA PRAWIL WETWLENIQ PO TIPU POSTROENIQ DEREWA RE[ENIJ WYBORA
WER[IN DLQ RASKRYTIQ W [IRINU KOGDA SNA^ALA RASKRYWA@TSQ
WSE WER[INY ODNOGO QRUSA DO PEREHODA K SLEDU@]EMU I W GLUBINU
WSQKIJ RAZ RASKRYWAETSQ LI[X ODNA OBY^NO S LU^[IM ZNA^ENIEM

REKORDA WER[INA NA QRUSE DO KONCA WETWI nA PRAKTIKE REALIZU@T
NEKOTORU@ SMESX NAPRIMER PERWOE PRAWILO POKA HWATAET MA[INNOJ
PAMQTI W NE SLI[KOM MNOGO \LEMENTOW ZATEM PEREKL@^AEMSQ NA
WTOROE pREDPO^TITELXNOSTX TOJ ILI INOJ STRATEGII WETWLENIQ OCE
NIWAETSQ KAVDYM WY^ISLITELEM PO SWOEMU ISHODQ IZ GLAWNOJ ZADA^I
METODA WETWEJ I GRANIC BYSTREE POLU^ITX LU^[IJ REKORD ^TOBY
OTSE^X BOLX[E WETWEJ

w RASSMATRIWAEMOJ ZADA^E ESTX HORO[IJ SPOSOB ULU^[ENIQ RE
KORDA LOKALXNAQ OPTIMIZACIQ SM W eE IMEET SMYSL PROWO
DITX IZ TEKU]EJ TO^KI W KOTOROJ PROIZO[LO OBNOWLENIE REKORDA
NAPRIMER DELAQ NESKOLXKO [AGOW GRADIENTNOGO METODA pRI \TOM
RASPOLOVENIE KUBIKOW MENQTX NE NADO PROSTO UWELI^IWAETSQ [ANS
SOKRA]ENIQ PEREBORA OTBRASYWANIQ BOLX[IH KUBIKOW

oTMETIM ^TO W HUD[EM SLU^AE NE UDAET
SQ OTBROSITX NI ODNOJ TO^KI I PRIHODIM K POLNOMU PEREBORU
T E UKAZANNAQ W P \KSPONENCIALXNAQ OCENKA TO^NA NA KLASSE WSEH
LIP[ICEWYH FUNKCIJ

pO WIDIMOMU NAIBOLEE WAVNYM KLASSOM ZADA^ GLOBALXNOJ
OPTIMIZACII QWLQ@TSQ ZADA^I clp |TI ZADA^I FORMULIRU@TSQ KAK
ZADA^I lp S DOPOLNITELXNYM OGRANI^ENIEM CELO^ISLENNOSTI PERE
MENNYH pOSLEDNEE OGRANI^ENIE KAKIMI BY SPOSOBAMI OT NEGO NI
IZBAWLQTXSQ PORTIT SWOJSTWO WYPUKLOSTI I POLINOMIALXNOSTI
ZADA^I lp nAPRIMER WYRAZIW USLOWIE CELO^ISLENNOSTI W FORME

K

11. ( )

1.

cELO^ISLENNOE LINEJNOE PROGRAMMIROWANIE clp

x

[ ;

x
: -
. -

. -
. . -

( ).

oTLI^IE ZADA^ clp I lp SU]ESTWENNAQ NELINEJNOSTX OGRANI

^ENIJ TIPA CELO^ISLENNOSTI nE\FFEKTIWNOSTX OKRUGLENIQ RE[E

NIQ lp DO BLIVAJ[EGO CELOGO sLU^AJ WPOLNE UNIMODULQRNOJ MA

TRICY OGRANI^ENIJ mwg W clp mwg DLQ BULEWA LINEJNOGO PRO

GRAMMIROWANIQ blp

f const T
x

i



, -
1 8, ,

, , -
.

-
,

.
,

.
,

1.
-

,
.

( 5) ( . 1 5).
-

,
�0 .

,
. [2, . 333].
, -

,
, , . ,

,
( 0, 1 -1,

0),
( - -

, . .).
, -

.
-

,

max

7

OGRANI^ENIJ NERAWENSTW RASSMOTRENNOJ W DOKAZATELXSTWE UTWERVDE
NIQ I SNQW IH METODOM [TRAFOW PRIDEM K ZADA^E GLOBALXNOJ
OPTIMIZACII IME@]EJ NE MENX[E LOKALXNYH \KSTREMUMOW ^EM WA
RIANTOW DLQ CELO^ISLENNYH PEREMENNYH W ISHODNOJ clp pO\TOMU
NA PRAKTIKE UDAETSQ RE[ATX ZADA^I clp TOLXKO NEBOLX[OJ RAZMER
NOSTI ILI S OGRANI^ENIQMI CELO^ISLENNOSTI NE NA WSE A LI[X NA
NESKOLXKO PEREMENNYH

sU]ESTWUET ^ASTNYJ KLASS ZADA^ clp W KOTORYH OGRANI^ENIE
CELO^ISLENNOSTI OKAZYWAETSQ NESU]ESTWENNYM

mATRICA NAZYWAETSQ
ESLI OPREDELITELX L@BOJ EE NEWYROVDENNOJ KWADRATNOJ PODMATRICY
RAWEN PO MODUL@

eSLI MATRICA OGRANI^ENIJ RAZRE[IMOJ ZADA
^I lp S CELYMI KO\FFICIENTAMI WPOLNE UNIMODULQRNA TO U NEE
SU]ESTWUET CELO^ISLENNOE RE[ENIE

O^EWIDNO IZ PRINCIPA GRANI^NYH RE[ENIJ
I PRAWILA kRAMERA SM DOKAZATELXSTWO TEOREMY

mATRICA WPOLNE UNIMODULQRNA TOGDA I TOLX
KO TOGDA KOGDA DLQ L@BOGO CELO^ISLENNOGO WEKTORA WSE WER[INY
MNOGOGRANNIKA QWLQ@TSQ CELO^ISLENNYMI

W ODNU STORONU ANALOGI^NO PREDYDU]EMU W
DRUGU@ STORONU SM SSYLKU W S

tAKIM OBRAZOM WPOLNE UNIMODULQRNYMI MATRICAMI OGRANI^E
NIJ W PRINCIPE OGRANI^IWAETSQ KLASS ZADA^ clp \KWIWALENTNYH
lp I SLEDOWATELXNO DOPUSKA@]IH \FFEKTIWNOE RE[ENIE oTMETIM
^TO UKAZANNYJ KLASS HOTQ I ^REZWY^AJNO UZOK S FORMALXNOJ TO^KI
ZRENIQ \LEMENTAMI MATRICY MOGUT BYTX TOLXKO I PRI^EM
PO BOLX[EJ ^ASTI SOOTWETSTWUET DOSTATO^NO [IROKOMU KLASSU
PRAKTI^ESKIH ZADA^ OPTIMIZACII NA GRAFAH I SETQH ODNO I DWUH
PRODUKTOWYE SETI DWUDOLXNYE GRAFY I T P

pRIWEDEM BEZ DOKAZATELXSTWA E]E ODNO POLEZNOE UTWERVDENIE PO
ZWOLQ@]EE W NEKOTORYH SLU^AQH POLU^ATX PRIBLIVENNOE RE[ENIE
clp PUTEM RE[ENIQ lp

eSLI WSE \LEMENTY SIMPLEKS TABLICY
NATURALXNYE ^ISLA TO DLQ L@BOGO RE[ENIQ ZADA^I lp

x

x x

� �

h i

WPOLNE UNIMODULQRNOJ

A
b

Ax b; x

A

a ; b ; c
x

c; x

ij i j

Ax b; x� �

0

�0

1.

1.

2.
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oPREDELENIE

uTWERVDENIE
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uTWERVDENIE

dOKAZATELXSTWO
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WEKTOR SOSTAWLENNYJ IZ KOMPONENT BUDET DOPUSTIMYM W
DANNOJ ZADA^E pRI \TOM DLQ RE[ENIQ SOOTWETSTWU@]EJ ZADA^I
clp

O^EWIDNA OCENKA
uSLOWIE POLOVITELXNOSTI ISHODNYH DANNYH WYPOLNQETSQ DLQ NE

KOTORYH \KONOMI^ESKIH ZADA^ tAKOJ VE REZULXTAT MOVNO POLU^ITX
DLQ RQDA MNOGOPRODUKTOWYH POTOKOWYH ZADA^ NA SETQH I DRUGIH LI
NEJNYH ZADA^ MAKSIMIZACII S POLOVITELXNYM W KOTORYH DOPUSTI
MOE MNOVESTWO WMESTE S L@BOJ TO^KOJ SODERVIT I WSE S KOMPO
NENTAMI oDNAKO POISK PO MOVET POTREBOWATX
PEREBORA WARIANTOW OKRUGLENIQ KOMPONENT

k SOVALENI@ W OB]EM SLU^AE I PEREBORA WSEH WOZMOVNYH WARI
ANTOW OKRUGLENIQ KOMPONENT RE[ENIQ NEPRERYWNOJ ZADA^I lp OKA
ZYWAETSQ NEDOSTATO^NO DLQ POLU^ENIQ RE[ENIQ clp NAPRIMER PRI

ESLI DLQ POLOVITELXNOGO RASSMOTRETX SISTEMU OGRANI^ENIJ
tAKIM OBRAZOM POISK RE[ENIQ

clp MOVET POTREBOWATX O^ENX BOLX[OGO PEREBORA CELO^ISLENNYH
TO^EK I WOZNIKAET TA VE ^TO I W ZADA^A ORGANIZACII PEREBORA
S CELX@ POPYTATXSQ EGO SOKRATITX W SLU^AE NE SAMOJ PLOHOJ ZADA^I
oDNIM IZ DOSTATO^NO UPOTREBITELXNYH METODOW PEREBORA ZDESX QWLQ
ETSQ METOD WETWEJ I GRANIC KOTORYJ DLQ clp BUDET RASSMOTREN W
P dRUGIE METODY SM W

rASSMATRIWAETSQ ZADA^A

RE[ENIEM KOTOROJ QWLQETSQ CELO^ISLENNYJ WEKTOR
w KORNEWOJ WER[INE METODA WMESTO ZADA^I RE[AETSQ OZlp

RE[ENIEM KOTOROJ QWLQETSQ WEKTOR eSLI OKAZALSQ CELO^ISLEN
NYM TO RE[ENIE ZADA^I ZAKON^ENO iNA^E I
OSU]ESTWLQEM WETWLENIE PO J KOMPONENTE SLEDU@]IM OBRAZOM

2.
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iZ WER[INY WYHODQT DWE WETWI I NA NOWOM QRUSE K OGRANI^ENIQM
OZlp RE[AEMOJ W POROVDA@]EJ WER[INE DOBAWLQETSQ OGRANI^ENIE

DLQ J WETWI ILI DLQ J WETWI zNA^ENIE
MAKSIMUMA W ISHODNOJ ZADA^E clp O^EWIDNO RAWNO MAKSIMALX
NOMU IZ ZNA^ENIJ PODZADA^ clp NA KAVDOJ WETWI nO KAK I RANEE
WMESTO PODZADA^I clp RASSMATRIWAETSQ PODZADA^A BEZ OGRANI^ENIQ
CELO^ISLENNOSTI tAKAQ OZlp I RE[AETSQ W O^EREDNOJ POROVDENNOJ
WER[INE W SLU^AE EE RASKRYTIQ OBOZNA^IM RE[ENIE ^EREZ

eSLI CELO^ISLENNOE TO WER[INA ZAKRYWAETSQ A ZNA^ENIE
FUNKCII CELI SRAWNIWAETSQ S REKORDOM DLQ EGO OBNOWLENIQ

ILI PO PERWOMU RAZU PRISWAIWAETSQ REKORDU I TO^KA DOPU
STIMAQ TO^KA W ZADA^E ZAPOMINAETSQ pOSLE POLU^ENIQ REKORDA
MOVET BYTX ZAKRYTA L@BAQ RASKRYTAQ WER[INA DLQ KOTOROJ OPTI
MALXNOE ZNA^ENIE CELEWOJ FUNKCII OKAVETSQ MENX[E REKORDA dEJ
STWITELXNO POSKOLXKU MAKSIMUM PO BOLX[EMU MNOVESTWU NE MENX[E
MAKSIMUMA PO MENX[EMU TO ZNA^ENIE OZlp DAET OCENKU SWERHU

ZNA^ENIQ SOOTWETSTWU@]EJ CELO^ISLENNOJ PODZADA^I I KOGDA
WERHNQQ OCENKA NE PREWY[AET REKORDA BESSMYSLENNO PYTATXSQ UWE
LI^ITX REKORD NA DANNOJ WETWI

dRUGIM SLU^AEM ZAKRYTIQ WER[INY OTSE^ENIQ WETWI QWLQETSQ
NERAZRE[IMOSTX POSTAWLENNOJ OZlp I SLEDOWATELXNO TOJ VE PODZA
DA^I clp

eSLI NECELO^ISLENNOE TO I OSU]ESTWLQEM WE
TWLENIE PO J KOMPONENTE OPISANNYM WY[E SPOSOBOM pROCEDURA
ZAKAN^IWAETSQ POSLE ZAKRYTIQ WSEH WER[IN TOGDA ZNA^ENIE RAW
NO TEKU]EMU REKORDU LIBO REKORD OSTALSQ NEOPREDELENNYM I ZADA^A

NE IMEET RE[ENIQ
wYBOR STRATEGII WETWLENIQ W clp IGRAET NE MENX[U@ ROLX ^EM

W GLOBALXNOJ OPTIMIZACII oTSUTSTWIE REKORDA PRIWODIT K LI[
NEMU PEREBORU NO PROCEDURA WETWLENIQ W GLUBINU MOVET WMESTO
REKORDA DATX NESOWMESTNU@ SISTEMU OGRANI^ENIJ kROME TOGO DLQ
NESKOLXKIH NECELYH KOMPONENT NE PONQTNO PO KAKOJ IZ NIH LU^
[E OSU]ESTWLQTX WETWLENIE PO NOWOJ KOTORAQ NE RASSMATRIWALASX
NA PREDYDU]IH QRUSAH ILI SNA^ALA PEREBRATX WSE DOPUSTIMYE CE
LYE ZNA^ENIQ ODNOJ IZ KOMPONENT PO ANALOGII S blp SM NIVE
pOSLEDNQQ STRATEGIQ IMEET SMYSL PRI NALI^II DWUSTORONNIH OGRA
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NI^ENIJ NA PEREMENNYE

~ASTNYM SLU^AEM ZADA^I
clp QWLQETSQ ZADA^A blp

RE[ENIE KOTOROJ WEKTOR IZ BULEWA KUBA
iZ REZULXTATOW UTWERVDENIQ WYTEKAET TRUDNOSTX blp

I SLEDOWATELXNO PRAWOMERNOSTX ISPOLXZOWANIQ PEREBORNYH SHEM
DLQ RE[ENIQ w BUDET POKAZANA SHEMA DINAMI^ESKOGO PRO
GRAMMIROWANIQ DLQ blp S NEOTRICATELXNYMI KO\FFICIENTAMI A
DLQ PROIZWOLXNYH ZADA^ PRIMENIMA SHEMA PREDYDU]EGO PUNKTA
KOTORAQ NESKOLXKO UPRO]AETSQ ZA S^ET DOPOLNITELXNOGO OGRANI^E
NIQ PREWRA]A@]EGO clp W blp a IMENNO POSLE
ZAMENY NA PRI WETWLENII W NOWYE PODZADA^I DOBAWLQETSQ
WMESTO OGRANI^ENIJ NERAWENSTW USLOWIE RAWENSTWA DLQ ODNOJ WE
TWI ILI DLQ DRUGOJ TOJ PEREMENNOJ PO KOTOROJ OSU]ESTWLQETSQ
WETWLENIE tAKIM OBRAZOM UKAZANNAQ PEREMENNAQ STANOWITSQ BULEWOJ
WO WSEH NIVNIH QRUSAH T E PO NEJ NE PRIDETSQ WNOWX PROWODITX WE
TWLENIE A ZNA^IT NA M QRUSE RE[ENIE BUDET ZAKON^ENO ~ISLO
RASKRYWAEMYH WER[IN ILI RE[ENIJ PODZADA^ lp PRI \TOM NE PRE
WYSIT ^TO KONE^NO TOVE NEMALO NO ZAMETNO MENX[E ^EM DLQ
clp SRAWNIMO SO SLU^AEM PREDUSMOTRENNYM UTWERVDENIEM

e]E ODNOJ TRADICIONNO ISPOLXZUEMOJ SHEMOJ PEREBORA QWLQ
ETSQ oDIN PRIMER
ALGORITMA dp PRIWODILSQ W GDE \TOD METOD POZWOLIL POSTROITX
PSEWDOPOLINOMIALXNYJ ALGORITM RE[ENIQ ZADA^I O R@KZAKE wOOB]E
GOWORQ PODOBNYE ALGORITMY I NADE@TSQ POLU^ITX PUTEM PRIMENENIQ
SHEMY dp oDNAKO dp MOVNO ISPOLXZOWATX NE DLQ PROIZWOLXNYH
OPTIMIZACIONNYH ZADA^ kLASS PODHODQ]IH ZADA^ OPI[EM DALEE

3.

NP

Z B

12. ( )

1.

mETOD DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ dp

h i

x

x
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x

x
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mETOD WETWEJ I GRANIC DLQ blp

tEORETI^ESKIE OSNOWY dp oB]AQ SHEMA METODA mETOD dp DLQ

blp S NEOTRICATELXNYMI KO\FFICIENTAMI sWQZX S mwg

METOD DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ dp
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fUNKCIQ NAZYWAETSQ NA I
ESLI ONA PREDSTAWIMA W WIDE

fUNKCIQ NAZYWAETSQ NA I
ESLI ONA RAZDELQEMA NA I FUNKCIQ MONOTONNO NE UBYWAET PO
POSLEDNEMU ARGUMENTU

I TO^NO TAK VE DLQ
PROWEDEM DLQ SLU^AQ MINIMUMA

rAWENSTWO BUDET WYTEKATX IZ PARY PROTIWOPOLOVNYH NERAWENSTW

pO OPREDELENI@ MINIMUMA

I SLEDOWATELXNO DLQ

^TO DOKAZYWAET NERAWENSTWO aNALOGI^NO W SILU NEUBYWANIQ
PO POSLEDNEMU ARGUMENTU

pOLOVIM

pOSKOLXKU POWTORNYJ RAWEN DWOJNOMU W PRAWOJ ^ASTI POLU^ILI
^EM DOKAZALI I NERAWENSTWO

dLQ ZADA^I USLOWNOJ OPTIMIZACII TEOREMA OPTIMALXNOSTI DLQ
RAZLOVIMYH FUNKCIJ PEREPISYWAETSQ SLEDU@]IM OBRAZOM

GDE uKAZANNAQ TEOREMA ISPOLXZUETSQ DLQ
PONIVENIQ RAZMERNOSTI OPTIMIZACIONNYH ZADA^ I W METODE dp

dLQ NA^ALA RASSMOTRIM ZADA^U OPTIMIZACII ZAPISANNU@ W WIDE

R R
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zDESX NAZYWAETSQ MNOVESTWOM SISTEMY
PO ASSOCIACII S DINAMI^ESKIMI SISTEMAMI UPRAWLENIQ DLQ OPTIMI
ZACII KOTORYH BYLO IZOBRETENO dp nAPRIMER DLQ
ESLI OGRANI^ENIQ ZADA^I ZADANY W FORME TO

pUSTX RAZLOVIMA A RAZDELQEMA

TOGDA WWEDEM I WY^ISLQEM KAK
fUNKCII NAZYWA@TSQ WEK

TORY mNOVESTWO WSEH WOZMOVNYH
SOSTOQNIJ SISTEMY OBOZNA^AETSQ I FORMALXNO ZADAETSQ TAK

MNOVESTWO W KA^ESTWE ARGUMENTA OZNA^AET OB_EDINENIE PO WSEM AR
GUMENTAM IZ \TOGO MNOVESTWA

rASSMOTRIM DLQ SEMEJSTWO ZADA^ POISKA

KOTORYE NUVNO RE[ATX pO TEOREME OPTIMALXNOSTI

w REZULXTATE ZADA^A SWELASX K POSLEDOWATELXNOSTI OPTI
MIZACIONNYH ZADA^ MENX[EJ RAZMERNOSTI

w METODE dp DANNAQ PROCEDURA PRIMENQETSQ REKURSIWNO K ZADA^E

DLQ SWEDENIQ K SEMEJSTWU ODNOMERNYH ZADA^ SLEDU@]IM OBRAZOM
pUSTX POSLEDOWATELXNO RAZLOVIMA T E
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I WSE MONOTONNO NE UBYWA@T PO MU ARGUMENTU pUSTX POSLEDOWA
TELXNO RAZDELQEMA T E FUNKCII PEREHODA

I
oBOZNA^IM ^EREZ

FUNKCI@ OPREDELQEMU@ REKURRENTNO RAWENSTWAMI

zAMETIM ^TO W SLU^AE I
w SDELANNYH OBOZNA^ENIQH SPRAWEDLIWO

DLQ OGRANI^ENIJ

tOGDA PO OPREDELENI@

I PO TEOREME OPTIMALXNOSTI

GDE

IZ

POSLEDNEE RAWENSTWO SLEDUET IZ S
I T D POLAGAQ MINIMUM PO PUSTOMU MNOVESTWU RAWNYM IMEEM

SEMEJSTWO ZADA^ W KOTOROE POGRUZILI
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WY^ISLQEM IZ
POSLEDOWATELXNO DLQ OPREDELQEM IZ
ZATEM IZ

~ISLO [AGOW ALGORITMA RE[ENIJ ZADA^ ODNOMERNOJ MINIMIZACII
BUDET PORQDKA tAKIM OBRAZOM METOD dp IMEET SMYSL PRIMENQTX
DLQ ZADA^ S NE O^ENX BOLX[IM ^ISLOM SOSTOQNIJ MALO

pRIMERAMI RAZLOVIMYH FUNKCIJ MOGUT SLUVITX
SUMMA PROIZWEDENIE S NEOTRICATELXNYMI KO\FFICIENTAMI I T P
iSHODNO METOD dp ISPOLXZOWALSQ DLQ OPTIMIZACII DINAMI^ESKIH
SISTEM ^TO NA[LO OTRAVENIE W PRIMENQEMOJ TERMINOLOGII tAK
SOOTWETSTWUET FIZI^ESKOMU PROSTRANSTWU SOSTOQNIJ WOZMOVNYH KO
ORDINAT TRAEKTORII DWIVENIQ UPRAWLENI@ W MOMENT WREMENI

WOZDEJSTWIE UPRAWLENIQ NA TRAEKTORI@ OPREDELQETSQ FUNKCIEJ
PEREHODA W SLEDU@]EE SOSTOQNIE NA KONE^NOE SOSTOQNIE NALOVENY
OGRANI^ENIQ PRINADLEVNOSTI K NA^ALXNOE SOSTOQNIE FIKSIRO
WANO STOIMOSTX UPRAWLENIQ SISTEMOJ NAHODQ]EJSQ W
SOSTOQNII STOIMOSTX WSEJ TRAEKTORII

sOOTNO[ENIE OZNA^AET MINIMIZACI@ STOIMOSTI HWOSTA
TRAEKTORII W KAVDYJ MOMENT WREMENI ^TO SOGLASUETSQ S PRINCI
POM OPTIMALXNOSTI SFORMULIROWANNYM r b\LLMANOM OPTIMALXNAQ
POLITIKA UPRAWLENIQ TAKOWA ^TO DLQ L@BOGO NA^ALXNOGO SOSTOQNIQ
I L@BYH RE[ENIJ PO WYBORU UPRAWLENIQ PRINQTYH NA NA^ALXNYH
[AGAH OSTAW[IESQ RE[ENIQ OBRAZU@T OPTIMALXNU@ POLITIKU NA^I
NA@]U@SQ S SOSTOQNIQ WOZNIK[EGO W REZULXTATE \TIH RE[ENIJ oT
METIM ^TO W SLU^AE STROGOJ MONOTONNOSTI TAKIM OBRAZOM MOVNO
POLU^ITX L@BOE RE[ENIE W SLU^AE NESTROGOJ MONOTONNOSTI HOTQ
BY ODNO

pROILL@STRIRUEM PRIMENENIE METODA dp NA PRIMERE RE[E
NIQ ZADA^ blp S NEOTRICATELXNYMI KO\FFICIENTAMI \LEMENTAMI
SIMPLEKS TABLICY iTAK WERNEMSQ K ZADA^E

2.
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W PREDPOLOVENII oBOZNA^IM ^EREZ J STOLBEC
MATRICY rASSMOTRIM SEMEJSTWO ZADA^ POISKA

GDE
o^EWIDNO wOZWRATNOE URAWNENIE W DANNOM SLU^AE

INA^E

nAHODIM I SOOTWETSTWU@]IE ZATEM DLQ
OPREDELQEM I REALIZU@]IE IH IZ WOZWRATNOGO

URAWNENIQ WY^ISLQEM I DALEE W
ZAWISIMOSTI OT TOGO KAKIE SOSTOQNIQ BYLI W KONE^NOM
S^ETE ISPOLXZOWANY PRI WY^ISLENII ESLI POSMOTRETX PO WSEM
[AGAM ALGORITMA

~ISLO [AGOW PREDLOVENNOGO ALGORITMA RAWNO I NA M [AGE
RASSMATRIWAETSQ SOSTOQNIJ NA

M MINIMUM IZ LEWOJ ^ASTI RAWNOJ I I T P tAK
^TO PRI BOLX[IH METOD dp RE[AET PRIMERNO STOLXKO VE ZADA^
SKOLXKO mwg W HUD[EM SLU^AE ODNAKO RE[AEMYE ZADA^I ZDESX PRO
]E PROWERKA OGRANI^ENIJ WMESTO lp pOD^ERKNEM ^TO PROCEDU
RA dp NE DAET SPOSOBOW SOKRA]ENIQ PEREBORA TOGDA KAK UDA^NYJ
WYBOR STRATEGII WETWLENIQ W mwg NAPRIMER NA OSNOWE IME@]EJ
SQ U WY^ISLITELQ DOPOLNITELXNOJ INFORMACII ILI \WRISTI^ESKIH
SOOBRAVENIJ POZWOLQET HOTQ I NE GARANTIROWANNO RE[ATX ZADA
^I BOLX[EJ RAZMERNOSTI oTMETIM TAKVE OTSUTSTWIE OGRANI^ENIQ
NEOTRICATELXNOSTI KO\FFICIENTOW DLQ RABOTY mwg w PRINCIPE
WOZMOVNO KOMBINIROWANIE OBEIH SHEM SM
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wwedenie w teori` slovnosti
pONQTIE O SLOVNOSTI RE[ENIQ ZADA^

POLNYE UNIWERSALXNYE ZADA^I
kLASSY SLOVNOSTI sILXNAQ POLNOTA

I PSEWDOPOLINOMIALXNOSTX
pRIBLIVENNOE RE[ENIE ZADA^ KOMBINATORNOJ

OPTIMIZACII
osnowy linejnogo programmirowaniq
pONQTIE O SLOVNOSTI ZADA^I

LINEJNOGO PROGRAMMIROWANIQ lp
mETOD \LLIPSOIDOW
tEORIQ DWOJSTWENNOSTI lp iDEQ METODA kARMARKARA
|lementy matemati~eskogo

programmirowaniq
oBZOR IDEJ MATEMATI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ mp
dWOJSTWENNOSTX W mp
sposoby re{eniq perebornyh zada~
gLOBALXNAQ OPTIMIZACIQ

mETOD WETWEJ I GRANIC mwg
cELO^ISLENNOE LINEJNOE PROGRAMMIROWANIE clp
mETOD DINAMI^ESKOGO PROGRAMMIROWANIQ dp

sODERVANIE
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