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Смешанные расширения

Определения
· Мотивировка: динамика–рефлексия–стохастика.

· Мотивировка: дескриптивный аспект (у фон Неймана нет военных моделей!).
· Мотивировка: формальное совпадение (заявка на аукционе).
Определение. Смешанной стратегией первого (второго) игрока в игре <U,V,g> называется вероятностная мера на множестве U (V).

Определение. Смешанным расширением игры <U,V,g> называется игра 
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, где 
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 и 
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 – множества всех смешанных стратегий первого и второго игроков соответственно, а критерий 
[image: image4.wmf]µ
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 определяется как математическое ожидание выигрыша в исходной игре, при условии, что соответствующие случайные величины независимы.
Когда нужно избежать путаницы, стратегии в исходной игре <U,V,g> называют чистыми.

Каждую чистую стратегию u можно отождествить с «сингулярной» смешанной стратегией определив отображение 
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 следующим условием: 
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 Аналогичным образом определяется отображение 
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. При этом «выигрыши сохраняются», то есть 
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 для всех u и v. Это дает моральное право использовать слово «расширение».

Матричные игры

· Теория меры

· Аппроксимация

Если множества U={1,…,k} и V={1,…,m} конечны, то функцию выигрыша удобно задавать с помощью матрицы 
[image: image9.wmf]111
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. Поэтому игры с конечными множествами стратегий часто называют матричными. В таком случае можно считать, что 
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, 
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, и тогда 
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Теорема (фон Нейман, 1926). Всякая матричная игра имеет седловую точку в смешанных стратегиях.

Доказательство. Множества 
[image: image13.wmf]µ
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 и 
[image: image14.wmf]µ

V

 представляют собой выпуклые подмножества (симплексы) конечномерных евклидовых пространств. Функция 
[image: image15.wmf]µ

g

 линейна по каждой из переменных, значит, она непрерывна и одновременно и выпукла и вогнута, как по u, так и по v. Таким образом, игра 
[image: image16.wmf]µ
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 удовлетворяет всем условиями теоремы Какутани о существовании седловой точки в выпуклой игре.

Свойства смешанных расширений

 Обозначим gi i-ую строку матрицы G, а gj – ее j-ый столбец.
Лемма. Цена игры 
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 равна каждому из чисел 
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Доказательство. Минимум линейной функции на выпуклом многограннике (симплексе) непременно достигается в одной из его вершин. Поэтому 
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 и, следовательно, 
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. Вторая часть утверждения доказывается аналогично.

Лемм. Если p – цена игры 
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Доказательство. Согласно предыдущей лемме 
[image: image24.wmf]$
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. Но множество {c(u): u(U} есть подмножество множества 
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. Воспользовавшись равенством 
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, получим левое неравенство. Правое доказывается аналогично.
Лемма. Если (u0,v0) – седловая точка в игре <U,V,g>, то (c(u0),d(u0)) будет седловой точкой в игре 
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Доказательство. Пусть 
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 – произвольная смешанная стратегия первого игрока. Так как (u0,v0) – седловая точка, выполняются неравенства g(u,v0)(g(u0,v0). Домножая эти неравенства на соответствующие вероятности, и суммируя, получим 
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 или 
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. Аналогично доказывается неравенство 
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Сведение к задаче линейного программирования

Задача вычисления 
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 очевидно эквивалентна следующей задаче линейного программирования:
t(max,
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Эту задачу можно еще немного упростить. Введем новые переменные 
[image: image37.wmf]$
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Используя последнее равенство, переменную t можно вовсе исключить, переписав задачу в виде
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Если проделать аналогичную процедуру с выражением 
[image: image40.wmf]µ
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, получится задача, двойственная к предыдущей.

Замечание. Решение любой задачи линейного программирования, в свою очередь, может быть сведено к поиску седловой точки некоторой игры.
Лемма. Множество оптимальных смешанных стратегий в матричной игре представляет собой выпуклый компактный многогранник.

Доказательство следует из того, что указанными свойствами обладает решение задачи линейного программирования.
Доминирование

Определение. Бинарным отношением на множестве A называется всякое подмножество R декартова произведения A(A.
Часто вместо (a,b)(R пишут aRb.

Определение. Отношение R называется рефлексивным, если aRa для любого a.

Определение. Отношение R называется транзитивным, если из aRb и bRc следует aRc.

Определение. Отношение R называется антисимметричным, если из aRb и bRa следует, что a=b.

Определение. Рефлексивное, антисимметричное и транзитивное отношение называют отношением частичного порядка.

Определение. Стратегия u1 первого игрока слабо доминирует его же стратегию u2, если g(u1,v)≥g(u2,v)  для любого v. Стратегия v1 первого игрока слабо доминирует его стратегию v2, если g(u1,v)≤g(u2,v)  для любого u.
Определение. Стратегия u1 первого игрока сильно доминирует его же стратегию u2, если g(u1,v)>g(u2,v)  для любого v. Стратегия v1 первого игрока сильно доминирует его стратегию v2, если g(u1,v)<g(u2,v)  для любого u.
Лемма. Если стратегия i в матричной игре слабо доминируется стратегией какой-то другой стратегией, то найдется такая оптимальная смешанная стратегия 
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Доказательство. Пусть чистая стратегия l доминирует стратегию i, и пусть 
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 – седловая точка в смешанном расширении данной игры. Тогда 
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 для любых стратегий 
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 для всех остальных j. Из условия доминирования следует, что 
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, то есть на самом деле 
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, то есть 
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 – тоже оптимальная стратегия первого игрока, что и требовалось доказать.
Аналогично доказывается

Лемма. Если стратегия i в матричной игре сильно доминируется стратегией какой-то другой стратегией, то для любой оптимальной смешанной стратегии 
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 имеет место равенство 
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Аналогичные леммы справедливы и для стратегий второго игрока. Аналогичные утверждения справедливы и в том случае, когда одна из стратегий слабо (сильно) доминируется линейной комбинацией нескольких других
Лемма. Пусть 
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 – оптимальная стратегия первого игрока, причем 
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 второго игрока.

Доказательство. По условию одна из точек максимума линейной функции 
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 на симплексе 
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 лежит внутри грани, содержащей i-ю и l-ю вершины. Значит, эта функция постоянна на всей этой грани и, в частности, принимает равные значения в этих двух вершинах.
· Пример. Волейбол Россия–Бразилия.
Примеры

Пример. Рассмотрим игру с матрицей 
[image: image62.wmf]271

314

æö

ç÷

èø

.
Очевидно, 
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. Поэтому первый столбец входит в оптимальную смешанную стратегию второго игрока с нулевой вероятностью. Поэтому решение задачи сводится к исследованию игры с матрицей 
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Любая смешанная стратегия первого игрока может быть записана в виде (q,1–q), где q – некоторое число, принадлежащее отрезку [0,1]. Поэтому нужно вычислить 
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. Максимум, очевидно, может достигаться либо на концах отрезков, либо в точке 
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 пересечения графиков функций 
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, а в точке 
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 это выражение принимает значение 3. Значит, цена игры равна 3, а оптимальная смешанная стратегия первого игрока есть 
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Аналогично находится оптимальная стратегия 
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 второго игрока в редуцированной игре. Значит, его оптимальная стратегия в исходной игре есть 
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Пример. Рассмотрим известную игру «камень–ножницы–бумага». Она описывается матрицей 
[image: image73.wmf]011

101

110

-

æö

ç÷

-

ç÷

ç÷

-

èø

.
Цена игры легко находится из соображений симметрии. В самом деле, 
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(последнее равенство верно, так как в матричной игре всегда существует седловая точка). Значит, 
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Оптимальные стратегии также находятся из соображений симметрии. В самом деле, если 
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 – оптимальная стратегия, то и стратегии 
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 будут оптимальными. Но тогда в силу последней леммы оптимальной будет и стратегия 
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Более тонкий анализ показывает, что оптимальная стратегия в этой игре одна. Действительно, Пусть 
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 – произвольная оптимальная стратегия первого игрока. Вместе со стратегией 
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 второго игрока она образует седловую точку. Но в стратегию 
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 входят все три чистые стратегии, поэтому при фиксированной стратегии 
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 выбор всех трех столбцов одинаково выгоден второму игроку. Поэтому, 
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 получаем невырожденную систему уравнений, имеющую единственное решение 
[image: image86.wmf]111
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Пример (фон Нейман, 1953). Полицейский ищет гангстера, который может прятаться в одном из n баров. Вероятность задержания гангстера, если он находится в баре с номером i, равна ai.Естественно, полицейский стремится максимизировать эту вероятность.
Данная ситуация описывается матрицей, у которой на диагонали стоят числа ai, а остальные элементы равны нулю.

Найдем оптимальные стратегии в этой игре. В данном случае 
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. Последний максимум достигается, если только все числа 
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 равны между собой. Таким образом, получаем систему уравнений 
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из n+1 уравнения с n+1 неизвестным. Откуда 
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, 
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Аналогично находится оптимальная стратегия преступника 
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Интересно отметить, что стратегия преступника на первый взгляд кажется несколько неожиданной: с большей вероятностью надо выбирать бар, где его легче поймать.

Замечание. Данная игра использовалась фон Нейманом для решения следующей задачи оптимального назначения: имеется n рабочих, n видов работ и набор вещественных чисел aij, характеризующих производительность i-го рабочего на работе вида j. На какую работу следует определить каждого рабочего
, чтобы добиться максимума общей производительности?
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� То что она в данном случае совпала с оптимальной стратегией первого игрока – случайность. Полезно подумать, чем это обусловлено.


� по одному на каждую работу
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