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Модель Эрроу–Дебре
· Смит Адам (1723–1790) «Исследование природы и причин богатства народов», 1776.
· Вальрас Леон (Walras L., 1834–1910), профессор в Лозанне. «Элементы чистой политической экономики» (“Elements d`economie politique pure”), 1874.

· Эрроу К (Arrow K. J.). Нобелевская премия 1972 г.

· Дебре Г. (Debreu G.) Нобелевская премия 1983

Предпочтения
В дальнейшем множество X будет интерпретироваться как множество возможных действий экономического агента.
· Ординалистский подход

Определение. Бинарное отношение 
[image: image1.wmf]f

 называется предпочтением, если выполняются следующие два условия:

1. для любых элементов x и y множества X либо x
[image: image2.wmf]f

y, либо y
[image: image3.wmf]f

x (линейность);

2. если x
[image: image4.wmf]f

y и y
[image: image5.wmf]f

z, то x
[image: image6.wmf]f

z (транзитивность).
· Транзитивность и интегрируемость.
· Осознание нетранзитивности ведет к транзитивности.
Лемма. Всякое предпочтение рефлексивно, то если x
[image: image7.wmf]f

x для любого x.

Доказательство. Нужное свойство получается из линейности при y=x.

Определение. Отношение x
[image: image8.wmf]f

y выполняется тогда и только тогда, когда x
[image: image9.wmf]f

y, но не верно, что y
[image: image10.wmf]f

x.
Лемма. Отношение 
[image: image11.wmf]f

 обладает следующими тремя свойствами 
1. Не верно, что x
[image: image12.wmf]f

x (антирефлексивность);

2. если x
[image: image13.wmf]f

y, то не верно, что y
[image: image14.wmf]f

x (антисимметричность);

3. если x
[image: image15.wmf]f

y и y
[image: image16.wmf]f

z, то x
[image: image17.wmf]f

z (транзитивность).

Доказательство. Первые два утверждения немедленно следуют из определения. Докажем транзитивность. Из условий x
[image: image18.wmf]f

y и y
[image: image19.wmf]f

z следует, что x
[image: image20.wmf]f

y и y
[image: image21.wmf]f

z. По свойству транзитивности отношения 
[image: image22.wmf]f

, тогда x
[image: image23.wmf]f

z. Остается доказать, что не выполняется отношение z
[image: image24.wmf]f

x. Действительно, в противном случае по транзитивности z
[image: image25.wmf]f

y, что противоречит условию y
[image: image26.wmf]f

z.
Определение. Отношение x
[image: image27.wmf]:

y выполняется тогда и только тогда, когда x
[image: image28.wmf]f

y и y
[image: image29.wmf]f

x.
Лемма. Отношение 
[image: image30.wmf]:

 является отношением эквивалентности, то есть выполняются следующие три свойства
1. для любого x выполняется условие x
[image: image31.wmf]:

x (рефлексивность);

2. если x
[image: image32.wmf]:

y, то  y
[image: image33.wmf]:

x (симметричность);

3. если x
[image: image34.wmf]:

y и y
[image: image35.wmf]:

z, то x
[image: image36.wmf]:

z (транзитивность).
Пусть теперь X – топологическое пространство.
Определение. Предпочтение 
[image: image37.wmf]f

 называется непрерывным, если множества 
{y(X: y
[image: image38.wmf]f

x} и {z(X: x
[image: image39.wmf]f

z} замкнуты для любого x.
Лемма. Предпочтение 
[image: image40.wmf]f

 является непрерывным тогда и только тогда, когда множества {y(X: y
[image: image41.wmf]f

x} и {z(X: x
[image: image42.wmf]f

z} открыты для любого x.
· Обобщение непрерывности функции
Лемма. Следующие три утверждения эквивалентны:

1. предпочтение 
[image: image43.wmf]f

 непрерывно;

2. множество 
[image: image44.wmf]f

 замкнуто в X(X;

3. если x
[image: image45.wmf]f

y, то существуют непересекающиеся такие открытые окрестности U и V точек x и y соответственно, что условие a
[image: image46.wmf]f

b выполняется для любых элементов a(U и b(V.

Доказательство. Докажем, что из первого утверждения следует третье. Пусть x
[image: image47.wmf]f

y. Возможны два случая.
а) существует такой элемент z, что x
[image: image48.wmf]f

z
[image: image49.wmf]f

y. Тогда множества U={a(X: a
[image: image50.wmf]f

z} и V={b(X: z
[image: image51.wmf]f

b} обладают нужными свойствами.

б) не существует такого элемента z, что x
[image: image52.wmf]f

z
[image: image53.wmf]f

y. Тогда искомыми свойствами обладают множества U={a(X: a
[image: image54.wmf]f

y} и V={b(X: x
[image: image55.wmf]f

b}.

Докажем, что из третьего утверждения следует второе. Пусть пара (x,y) не принадлежит множеству 
[image: image56.wmf]f

. Тогда y
[image: image57.wmf]f

x, и значит, найдутся множество U, содержащее y и множество v, содержащее x, такие, что b
[image: image58.wmf]f

a для любого b(U и a(V. Значит, произведение V(U не принадлежит 
[image: image59.wmf]f

. Но это произведение открыто и в силу произвольности точек x и y открытым является дополнение множества 
[image: image60.wmf]f

. Следовательно, само множество 
[image: image61.wmf]f

 замкнуто.

Докажем, что из второго утверждения следует первое. Пусть z – любая точка множества {z(X: x
[image: image62.wmf]f

z}. Значит, пара (z,x) принадлежит дополнению множества 
[image: image63.wmf]f

 . Но это дополнение открыто, поэтому найдется такое открытое множество U, содержащее z, и такое открытое множество V, содержащее x, что произведение  V(U не принадлежит 
[image: image64.wmf]f

 . В частности, для любого y из U выполняется отношение x
[image: image65.wmf]f

z, то есть множество {z(X: x
[image: image66.wmf]f

z} содержит открытое множество U. В силу произвольности z множество {z(X: x
[image: image67.wmf]f

z} открыто. Аналогично доказывается, что открытым является множество {y(X: y
[image: image68.wmf]f

x}.
Лемма доказана.
Пусть теперь множество X является подмножеством линейного пространства E.

· Верещагин и икра

Определение. Предпочтение 
[image: image69.wmf]f

, заданное на выпуклом множестве X, называется выпуклым,  если для любого числа (((0,1) из отношений y
[image: image70.wmf]f

x и z
[image: image71.wmf]f

x, следует, что 
(y+(1–()z
[image: image72.wmf]f

x.
Определение. Предпочтение 
[image: image73.wmf]f

, заданное на выпуклом множестве X, называется строго выпуклым,  если для любого числа (((0,1) из отношений y
[image: image74.wmf]f

x и z
[image: image75.wmf]f

x, следует, что (y+(1–()z
[image: image76.wmf]f

x.
Определение. Линейное пространство E называется упорядоченным, если на нем задано отношение порядка ≥, удовлетворяющее следующим двум условиям:

1. если x≥y, то x+z≥y+z  для любого z;

2. если x≥y, то (x≥(y  для любого числа ((0.
Определение. Для двух векторов x и y из E запись x>y означает, что x≥y, но x(y.

Лемма. Отношение > обладает следующими свойствами
1. Не верно, что x>x (антирефлексивность);

2. если x>y, то не верно, что y>x (антисимметричность);

3. если x≥y и y>z, то x>z;
4. если x>y и y≥z, то x>z.
Пример. Упорядоченным линейным пространством является множество 
[image: image77.wmf]l

¡

, отношение ≥ на котором определено условием x≥y тогда и только тогда, когда xi≥yi для любого i=1,…,l.
Определение. Функция 
[image: image78.wmf]:

fX

®

¡

 называется монотонной, если f(x)≥f(y), всякий раз, когда x>y.

Определение. Функция 
[image: image79.wmf]:

fX

®

¡

 называется монотонной, если f(x)>f(y), всякий раз, когда x>y.
Определение. Предпочтение 
[image: image80.wmf]f

 называется монотонным, если x
[image: image81.wmf]f

y всякий раз, когда x>y.
Определение. Предпочтение 
[image: image82.wmf]f

 называется строго монотонным, если x
[image: image83.wmf]f

y всякий раз, когда x>y.

Квазивогнутые функции

Пусть X – выпуклое подмножество линейного пространства.
Определение. Функция 
[image: image84.wmf]:

fX

®

¡

 называется квазивогнутой, если для любых различных векторов x и y из X и любого числа (((0,1) выполняется неравенство

f((x+(1–()y)≥min{f(x),f(y)}.
Определение. Функция 
[image: image85.wmf]:

fX

®

¡

 называется строго квазивогнутой, если для любых различных векторов x и y из X и любого числа (((0,1) выполняется неравенство

f((x+(1–()y)>min{f(x),f(y)}.
· Два определения выпуклости. Обобщается только одно.
Лемма. Всякая вогнутая функция является квазивогнутой.

Доказательство. Пусть f – вогнутая функция. Тогда для любых двух точек x и y из X и любого числа (((0,1) выполняется неравенство 

f((x+(1–()y)≥(f(x)+(1–()f(y) ≥( min{f(x),f(y)}+(1–() min{f(x),f(y)}= min{f(x),f(y)},
что и требуется доказать.
Пример. Всякая монотонная функция 
[image: image86.wmf]:

f

®

¡¡

 является квазивогнутой.

Пример. Функция 
[image: image87.wmf]2

()

x

fXe

-

=

 является квазивогнутой, но не является вогнутой.
Лемма. Если функция f квазивогнута, а число ( неотрицательно, то функция (f тоже квазивогнута.
Лемма. Функция 
[image: image88.wmf]:

fX

®

¡

 является квазивогнутой тогда и только тогда, когда 
[image: image89.wmf](
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 для любых векторов x1,…,xn  из X  и любых неотрицательных чисел (1,…,(n, удовлетворяющих условию 
[image: image90.wmf]1
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Доказательство. Достаточность очевидна. Докажем необходимость. При n=2 нужное утверждение немедленно следует из определения. Далее используем индукцию. По определению квазивогнутости 
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А по предположению индукции 


[image: image92.wmf]1
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Сравнивая эти два неравенства, получим
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что завершает шаг индукции.
Лемма. Функция 
[image: image94.wmf]:

fX

®
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 является квазивогнутой тогда и только тогда, когда множество {x(X: f(x)(c} выпукло для любого числа c.
Доказательство. Докажем достаточность. Пусть x и y – две различные точки, и число ( принадлежит интервалу (0,1). Положим c=min{f(x),f(y)}. Тогда обе точки x и y принадлежат множеству {x(X: f(x)(c}. В силу выпуклости этого множества, ему принадлежит и точка (x+(1–()y, то есть выполняется неравенство 
f((x+(1–()y)≥c=min{f(x),f(y)},

что и требовалось.

Докажем необходимость. Рассмотрим сначала случай, когда c=f(z) для некоторого z. Тогда для любых x и y из множества {x(X: f(x)(c} выполняется неравенство
f((x+(1–()y)≥min{f(x),f(y)}≥f(z),
то есть точка (x+(1–()y принадлежит множеству {x(X: f(x)(c} и, следовательно, это множество выпукло.
Если 
[image: image95.wmf]inf()

xX
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, то множество {x(X: f(x)(c} совпадает с X и выпукло по определению. В противном случае 
[image: image96.wmf]{
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, где 
Z(c)= {z(X: f(z)(c}. Каждое из множеств {x(X: f(x)(f(z)} выпукло, а значит выпукло и их пересечение.
Функции полезности

Определение. Функция 
[image: image97.wmf]:

fX

®

¡

 представляет предпочтение 
[image: image98.wmf]f

 на X, если выполнено условие: x
[image: image99.wmf]f

y тогда и только тогда, когда f(x)≥f(y).
Пусть множество X является подмножеством линейного пространства E.

Определение. Вектор v из E называется экстремально желательным для предпочтения 
[image: image100.wmf]f

 на X, если выполняются следующие условия:

1. x+(v(X при всех x(X и всех (>0;

2. x+(v
[image: image101.wmf]f

x при всех x(X и всех (>0.
Теорема. Пусть предпочтение 
[image: image102.wmf]f

 задано на множестве 
[image: image103.wmf]{
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, непрерывно, выпукло, монотонно и имеет экстремально желательный вектор. Тогда предпочтение 
[image: image104.wmf]f

 может быть представлено с помощью непрерывной, монотонной и квазивыпуклой функции. Такую функцию будем называть функцией полезности, представляющей 
[image: image105.wmf]f

.
Доказательство. Пусть v – экстремально желательный вектор, а w – вектор со строго положительными компонентами. Тогда e=v+w является экстремально желательным вектором
 со строго положительными компонентами.
Тогда для любого x не пусто множество чисел {(: (e(x}, а значит, в силу монотонности не пусто и множество {(: (e
[image: image106.wmf]f

x}. Пусть u(x) – нижняя грань этого множества. Покажем, что так определенная функция u обладает необходимыми свойствами.

В силу монотонности u(x)(0 и u(x)>0, если x(0.

Покажем, что x
[image: image107.wmf]:

u(x)e. В силу замкнутости множества {y(X: y
[image: image108.wmf]f

x}, имеем u(x)e
[image: image109.wmf]f

x. С другой стороны, если 0(((u(x), то по определению вектор (u(x)–()e принадлежит множеству {z(X: x
[image: image110.wmf]f

z}. Тогда, в силу замкнутости этому множеству принадлежит и вектор u(x)e, то есть x
[image: image111.wmf]f

u(x)e. Следовательно, в случае u(x)>0 утверждение доказано. Случай u(x)=0 очевиден.
В силу монотонности (e
[image: image112.wmf]f

(e тогда и только тогда, когда(((. Поэтому, если x
[image: image113.wmf]f

y, то u(x)e
[image: image114.wmf]:

x
[image: image115.wmf]f

y
[image: image116.wmf]:

u(y)e, и, значит, u(x)(u(y). Обратно, если u(x)(u(y), то x
[image: image117.wmf]:

u(x)e
[image: image118.wmf]f

u(y)e
[image: image119.wmf]:

y, и значит, x
[image: image120.wmf]f

y.

По определению, множество {x(X: u(x)(c} совпадает с множеством {x(X: x
[image: image121.wmf]f

ce}. По условию теоремы последнее множество выпукло и замкнуто, следовательно, функция u квазивыпукла и полунепрерывна сверху.
Полунепрерывность снизу следует из замкнутости множества 
{x(X: u(x)(c}={x(X: ce
[image: image122.wmf]f

x}.
Определение. Линией уровня функции 
[image: image123.wmf]:

fX

®

¡

 называется множество 
{x(X: f(x)=(} для некоторого числа (.

Определение. Множество 
[image: image124.wmf]{
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 называется выпуклым в сторону начала координат, если для любых точек a и b из Y и любой точки x, принадлежащей отрезку [a,b] отрезок [0,x] имеет, по крайней мере, одну общую точку с Y.

Лемма. Пусть функция f определена на выпуклом множестве 
[image: image125.wmf]{
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, непрерывна, квазивогнута и строго монотонна. Тогда ее линии уровня выпуклы в сторону начала координат.

Доказательство. Пусть f(x)=f(y)=c и z=(x+(1–()y. Тогда в силу квазивогнутости f(z)≥c, и в силу теоремы о промежуточном значении на отрезке [0,z] имеется точка w, в которой f(w)=c.
Функции спроса
Определение. Пусть вектор ( принадлежит множеству 
[image: image126.wmf]{
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, а вектор p с неотрицательными компонентами принадлежит двойственному пространству. Тогда множество
[image: image127.wmf]{
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 называется бюджетным множеством вектора цен p, соответствующим запасам (, а множество
[image: image128.wmf]{
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 называется бюджетной линией вектора цен p, соответствующей запасам (.
Лемма. Все бюджетные множества вектора цен p ограничены тогда и только тогда, когда все компоненты p строго положительны. Все бюджетные множества вектора цен p не ограничены тогда и только тогда, когда одна из компонент вектора p равна нулю.

Доказательство. Докажем первое утверждение. Из определения множества B((p) немедленно следует, что pixi(p(. Если все числа pi положительны, отсюда следует, что 
[image: image129.wmf]1
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. Обратно, пусть pi=0. Тогда вектор (ei принадлежит бюджетному множеству при любом (>0, что противоречит ограниченности бюджетного множества (здесь ei – вектор, у которого i-я компонента равна 1, а остальные равны нулю).

Второе утверждение доказывается аналогично.

Определение. Пусть предпочтение 
[image: image130.wmf]f

 задано на множестве X, а Y – подмножество X. Элемент y(Y называется максимальным элементом множества Y, если y
[image: image131.wmf]f

z для любого z(Y.
Везде далее считаем, что предпочтение 
[image: image132.wmf]f

 задано на множестве 
[image: image133.wmf]{
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Лемма. Пусть вектор цен p имеет строго положительные компоненты, а предпочтение 
[image: image134.wmf]f

 непрерывно. Тогда

1. если 
[image: image135.wmf]f

 выпукло, то всякое бюджетное множество вектора p имеет максимальный элемент;

2. если 
[image: image136.wmf]f

 строго выпукло, то всякое бюджетное множество вектора p имеет ровно один максимальный элемент;

3. если 
[image: image137.wmf]f

 строго выпукло и имеет экстремально желательный вектор, то его максимальный элемент лежит на бюджетной линии.
Доказательство. Для каждого x множество {y(B((p): y
[image: image138.wmf]f

x} компактно. Значит пересечение всех таких множеств не пусто. Любой элемент этого пересечения является максимальным элементом множества B((p). Первое утверждение доказано.
Если x и y – два различных максимальных элемента множества B((p), то в силу строгой выпуклости 
[image: image139.wmf]11
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, что противоречит выбору вектора x. Противоречие доказывает второе утверждение.
Пусть v – экстремально желательный вектор, а x – максимальный элемент множества B((p). Если x не лежит на бюджетной линии, то луч {x+(v: (>0} пересекается с бюджетной линией. В силу монотонности, всякий элемент пересечения строго лучше, чем x, что противоречит выбору этого элемента. Третье утверждение доказано.
Лемма. Пусть вектор цен p имеет нулевую компоненту. Тогда
1. если предпочтение 
[image: image140.wmf]f

 строго монотонно на 
[image: image141.wmf]{
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, то оно не имеет максимальных элементов ни на одно бюджетном множестве вектора p;

2. если 
[image: image142.wmf]f

 строго монотонно на  внутренности множества
[image: image143.wmf]{
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, любой элемент внутренности этого множества предпочитается любому элементу его границы и p(>0, то множество B((p)  не имеет максимальных элементов.
Доказательство. Докажем первое утверждение. Пусть pi=0, а x – максимальный элемент. Тогда x+ei>x и в силу строгой монотонности x+ei
[image: image144.wmf]f

x, что противоречит выбору x. Значит, такого x не существует.

Докажем второе утверждение. Из неравенства p(>0 следует, что множество B((p) содержит векторы со строго положительными компонентами. Следовательно, если максимальный элемент x существует, то он имеет строго положительные компоненты. Но тогда, как и выше x+ei
[image: image145.wmf]f

x, и полученное предположение доказывает лемму.
Пусть 
[image: image146.wmf]f

 – непрерывное строго выпуклое отношение предпочтения, обладающее экстремально желательным вектором, а ( – ненулевой вектор запасов. Тогда для каждого вектора p с положительными компонентами определен единственный  максимальный элемент x((p) множества B((p). Этот элемент называется вектором спроса для предпочтения 
[image: image147.wmf]f

 при действии цены p. Соответствующее отображение 
[image: image148.wmf]{

}

{

}

::0:0

lili

xppxx

w

Î>®Î³

¡¡

 называется функцией спроса.
Лемма. Функция спроса положительно однородна степени 0, то есть x((p)= x(((p) при любом (>0.

Доказательство немедленно следует из того, что B(((p)= B((p).
Лемма. Функция спроса удовлетворяет условию: px((p)=p( зля любого вектора p с положительными компонентами.

Доказательство следует из доказанной выше леммы.
Определение. Предпочтение 
[image: image149.wmf]f

 называется неоклассическим, если выполняется одно из двух условий

1. 
[image: image150.wmf]f

 непрерывно, строго монотонно и строго выпукло на 
[image: image151.wmf]{
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2. 
[image: image152.wmf]f

 непрерывно на 
[image: image153.wmf]{
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, строго монотонно и строго выпукло на внутренности 
[image: image154.wmf]{
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 и, кроме того, каждый элемент внутренности предпочтительнее любого элемента границы 
[image: image155.wmf]{
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Лемма.  Предположим, что 
[image: image156.wmf]f

 – неоклассическое предпочтение, и пусть вектор цен p и вектор запасов ( удовлетворяют условию p(>0. Если последовательность pt состоит из векторов с положительными компонентами и сходится к p, а последовательность x((pt) сходится к x, то

1. все компоненты вектора p положительны;

2. x( B((p);
3. x= x((p).

Доказательство. В силу доказанного выше,  ptx((pt)=pt(. Переходя в этом равенстве к пределу при t((, получим px=p(, то есть x(B((p), что доказывает утверждение 2.
Пусть y(B((p). Тогда для любого (<1 выполняется неравенство p((y)<p(. Но тогда для достаточно больших t выполняется неравенство pt((y)<pt(. Значит ((y)( B((pt) и по определению 
[image: image157.wmf]()
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. В силу непрерывности предпочтения 
[image: image158.wmf]f

, отсюда следует, что x
[image: image159.wmf]f

(y . В силу произвольности ( и непрерывности 
[image: image160.wmf]f

 отсюда следует x
[image: image161.wmf]f

y. В силу произвольности y это означает, что x – единственный максимальный элемент множества B((p), что доказывает утверждение 3.
Утверждение 1 теперь следует из доказанного выше.
Следствие. Функция спроса, соответствующая неоклассичекому предпочтению непрерывна.
Доказательство следует из предыдущей леммы и леммы о замкнутом графике.
Лемма. Предположим, что 
[image: image162.wmf]f

 – неоклассическое предпочтение, и ( – некоторый вектор запасов. Если последовательность pt состоит из векторов с положительными компонентами и сходится к p, то
1. если i-я компонента вектора p положительна, то последовательность соответствующих компонент векторов x((pt) ограничена;

2. если хотя бы одна из компонент вектора p равно нулю, но p(>0, то последовательность x((pt) стремится к бесконечности.
Доказательство. Докажем первое утверждение. В силу сходимости последовательности pt, существует положительный вектор q, для которого q≥pt для всех t. Для достаточно больших t выполняется условие 
[image: image163.wmf]0
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Откуда 
[image: image165.wmf]()

i

t

q

xp

w

w

d

£

 для всех для достаточно больших t, что и требуется доказать.

Обратимся ко второму утверждению. Допустим противное. Тогда из последовательности x((pt) можно выбрать сходящуюся подпоследовательность. В силу предыдущей леммы, соответствующая подпоследовательность последовательности pt сходится к вектору со строго положительными компонентами. А значит и сама последовательность pt сходится к такому вектору, вопреки условию.
Неоклассические экономики обмена

Определение. Неоклассической экономикой обмена называется набор 
[image: image166.wmf]1

1

,,...,,,...,

n

n

N

ww

ff

, где N={1,…,n} – конечное множество, называемое множеством потребителей, 
[image: image167.wmf]i
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 – неоклассическое предпочтение на 
[image: image168.wmf]{

}

:0

l

xx

Î³

¡

i-го потребителя, а (i – вектор запасов i-го потребителя (i=1,…,n), если вектор 
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 имеет строго положительные компоненты.
Для краткости будем обозначать функцию спроса, соответствующую предпочтению 
[image: image170.wmf]i

f

 и вектору запасов (i через xi.
Определение. Функцией избыточного спроса неоклассической экономики 
[image: image171.wmf]1
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 будем называть функцию (, определенную на внутренности множества 
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 условием
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Лемма. Функция избыточного спроса неоклассической экономики обладает следующими свойствами:
1. ( является положительно однородной степени 0;

2. ( непрерывна и ограничена снизу;

3. для ( выполняется закон Вальраса, то есть p((p)=0 для любой цены p;

4. если последовательность pt состоит из векторов с положительными компонентами и сходится к p, а i-я компонента вектора p положительна, то последовательность, состоящая из i-ых компонент векторов ((pt) ограничена;
5. если последовательность pt состоит из векторов с положительными компонентами и сходится к p, и по крайней мере одна компонента вектора p равна нулю, то последовательность ((pt) не ограничена.
Доказательство следует из лемм предыдущего раздела.
Определение. Строго положительный вектор p называется равновесной ценой для неоклассической экономики потребления, если ((p)=0.
Примеры
Пусть (1,…,(l положительные числа, сумма которых равна 1, а предпочтение 
[image: image174.wmf]f

 на 
[image: image175.wmf]{
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представляется функцией полезности 
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Непосредственно из определений следует, что оно непрерывно и строго монотонно.

Докажем вогнутость этой функции. Из неравенства Коши следует, что
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где 
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Поскольку функция u однородная первой степени, это неравенство равносильно условию вогнутости функции u. А поскольку она аналитическая и нелинейная, отсюда следует ее строгая выпуклость.
Найдем соответствующую функцию спроса. Для этого нужно решить задачу
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xi(0, i=1,…,l.
В силу того, что функция строго монотонна, эта задача эквивалентна задаче
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Решим задачу 
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Для этого рассмотрим функцию Лагранжа
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Необходимые условия максимума дают уравнения 
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Подставляя в уравнение 
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, найдем 
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[image: image191.wmf]1
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Поскольку найденное решение удовлетворяет условиям xi(0, i=1,…,l, оно является искомым.
Отметим одно свойство найденного решения. Если мы увеличиваем цену на i-ый товар, оставляя остальные цены неизменными, то спрос на него уменьшится, а спрос на остальные товары увеличится.
Задачи

1. При каких условиях отношение ≥, заданное на 
[image: image192.wmf]{
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 является предпочтением.

2. Докажите, что если предпочтение на 
[image: image193.wmf]{
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 монотонно и имеет экстремально желательный вектор, то оно строго монотонно.

3. Докажите, что если предпочтение на 
[image: image194.wmf]{
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 непрерывно, выпукло и строго монотонно, то из отношения x
[image: image195.wmf]f

y следует, что (x+(1–()y
[image: image196.wmf]f

y при любом (((0,1].

4. Докажите, что элемент y является максимальным элементом предпочтения 
[image: image197.wmf]f

 на множестве Y тогда и только тогда, когда не существует элемента z(Y, для которого z
[image: image198.wmf]f

y.
5. Докажите, что предпочтение 
[image: image199.wmf]f

 является непрерывным тогда и только тогда, когда множества {y(X: y
[image: image200.wmf]f

x} и {z(X: x
[image: image201.wmf]f

z} открыты для любого x.

6. Пусть бинарное отношение 
[image: image202.wmf]f

 обладает следующими свойствами:

а) 
[image: image203.wmf]f

 транзитивно;

б) множества {y(X: y
[image: image204.wmf]f

x} и {z(X: x
[image: image205.wmf]f

z} открыты для любого x;

в) множества {y(X: y
[image: image206.wmf]f

x} и {z(X: x
[image: image207.wmf]f

z} замкнуты для любого x;

г) существуют x и y, дял которых y
[image: image208.wmf]f

x.

Докажите, что тогда 
[image: image209.wmf]f

 является предпочтением.
7. Докажите, что предпочтение 
[image: image210.wmf]f

 является выпуклым тогда и только тогда, когда множество {y(X: y
[image: image211.wmf]f

x} выпукло для любого x.

8. Докажите, что предпочтение 
[image: image212.wmf]f

 является выпуклым тогда и только тогда, когда множество {y(X: y
[image: image213.wmf]f

x} выпукло для любого x.

9. Верно ли, что сумма квазивогнутых функций является квазивогнутой функцмией?
10. Пусть функции f и g квазивогнуты. Докажите, что функция h(x)=min{f(x),g(x)} тоже квазивогнута.

11. Пусть X – выпуклое множество, и 
[image: image214.wmf]:
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. Докажите, что если функция f квазивогнута по x при любом фиксированном y, то функция 
[image: image215.wmf]()inf(,)
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 квазивогнута. 

12. Пусть функция u представляет непрерывное предпочтение. Обязательно ли функция u непрерывна?

13. Пусть функция u строго монотонна, строго квазивыпукла и непрерывна на 
[image: image216.wmf]{
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. Докажите, что множество {(x,y): u(x)≥u(y)} определяет предпочтение, которое непрерывно, строго монотонно и строго выпукло. Обязательно ли оно имеет экстремально желательный вектор?

· Приближение выпуклых предпочтений строго выпуклыми: Гильденбранд, стр. 88.
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