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ИСПОЛЬЗОВАНИЕ КОНТИНУАЛЬНОГО КРИТЕРИЯ VAR НА ДИСКРЕТНЫХ РЫНКАХ
Рассматривается сценарная дискретизация континуального рынка. Для сценарного рынка формируется алгоритм построения оптимального портфеля путем простого проецирования аналогичного алгоритма континуального рынка. При небольшом количестве сценариев возникает потребность в анализе возможных вариантов дискретизации, когда перед инвестором и аналитиком рынка стоит проблема неформальной коррекции самого критерия. Строится также дискретный по страйкам рынок опционов, и анализируются свойства оптимальных портфелей на таких рынках. 
Введение

В работах автора [1,2] был введен и изучен континуальный критерий VaR (CC-VaR) и свойства оптимальных по этому критерию портфелей на теоретическом континуальном однопериодном рынке опционов с одним базовым активом для инвестора со своей функцией рисковых предпочтений. В настоящей работе изучаются проблемы перенесения этих результатов на сценарные рынки и дискретные по страйкам опционные рынки. 
Понятно, что любую дискретную схему можно было бы рассматривать как аппроксимацию к схеме континуальной. Но при небольшом количестве сценариев (или страйков на опционном рынке) однозначно адекватные решения получить не удается. При такой дискретизации возможны варианты алгоритма и потому набор разных решений. В этом случае предлагается окончательный выбор делать инвестору, руководствуясь своими дополнительными соображениями.
От теоретического рынка к сценарному
Основной теоретической моделью рынка, на котором инвестор использованием CC-VaR находит адекватное отражение своим рисковым предпочтениям, служит δ-рынок, рассмотренный в [1-3]. Конструкции этого рынка мы используем как отправной пункт для формирования дискретного сценарного рынка. Оптимальный портфель инвестора на δ-рынке служит также эталоном, с которым сравниваются прочие портфели, получаемые в результате применения различных способов дискретизации теоретического рынка.
Описание сценарного рынка

Обозначим через X =[a, b) множество цен базового актива. На нем задано n сценариев Si ( X, i(I, I = {1,2,…,n}, образующих полную группу событий, т.е.  Si ( Sj = (, i ( j,  X = (i(ISi . Эти сценарии определяются равномерным разбиением X: Si = [xi–1, xi), i ( I, xi = (b – a)(i/n) – a, i(I0 = I ({0}. 
Сценарию Si отвечает прогнозная вероятность pi и рыночная цена ci, i(I. Как и в континуальном случае, принимается, что ∑ i(I ci = 1, и потому рыночную цену для сценария можно называть также рыночной вероятностью. В свою очередь, прогнозную вероятность можно называть также справедливой (для инвестора) ценой. Вероятности и цены сценариев образуют векторы p и c соответственно. 

Каждый сценарий Si, i(I, определяет базисный инструмент Di = H{Si}, доход по которому равен единице и нулю при x(Si и x(Si соответственно. Имеет место 
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Неотрицательный вектор доходов g = {g1, …, gn} реализуется портфелем базисных инструментов G = ∑ i(I giDi. Его рыночная цена |G| = ∑ i(I gici. Имеет место U = ∑ i(I Di, U – безрисковый актив. 
Инвестор задает свои рисковые предпочтения в форме монотонно возрастающей непрерывной ф.р.п. ((ε), ε([0,1], хотя отразить их адекватно на дискретном рынке, вообще говоря, не удается. Для сравнения решений на дискретно и непрерывном рынках используется 

Предположение C.  Прогнозный вектор p доопределяется до континуальной плотности p(x) на множестве X так, чтобы распределение внутри каждого сценария было равномерным с сохранением вероятностей сценариев. Точно так же доопределяется и ценовой вектор c до плотности c(x). □

Отметим, что при таком предположении оказывается, что имеют место тождества ρ(x) ≡ p(x)/c(x) ≡ pi/ci, x ( Si, i ( I. Поэтому при применении к теоретическому континуальному рынку алгоритма [1-3], основанного на процедуре Неймана-Пирсона [4], упорядочение его по величине для точек, относящихся к разным сценариям, не нарушается при переходе к дискретному рынку. Для точек в пределах каждого отдельного сценария на теоретическом рынке процедура проявляет индифферентность. 
Дискретный алгоритм построения оптимальных портфелей и его варианты

Здесь рассматривается адаптация континуального алгоритма построения оптимального портфеля, изученного в [1-3], к сценарному рынку. Для целей сравнения мы рассматриваем несколько вариантов такой адаптации. Сначала конструируется их общая часть, а затем описываются их различия. 

Общая часть дискретного алгоритма формируется простым проецированием континуального алгоритма на сценарный рынок. С помощью процедуры Неймана-Пирсона производится упорядочение сценариев по величине векторного отношения ρ = p /c (относительных доходов), а затем веса портфеля базисных сценарных инструментов Di, i(I, назначаются в соответствии с вероятностями сценариев и ф.р.п. инвестора. В конструкциях данной главы мы исходим из решения канонической задачи CB (см. [3]), не требующей изначального задания инвестиционной суммы.
Итак, заданы p и c – векторы размерности n прогнозных и рыночных вероятностей для сценариев Si, i(I, соответственно. Дискретный алгоритм построения оптимального портфеля кратко описывается следующей последовательностью обозначений и операций, при этом i, j ( I: 
ρ = {ρ1, …, ρn} – вектор относительных доходов ρi = pi/ci, дискретный аналог функции относительных доходов ρ(x);

ξ = O(ρ) – вектор, задающий на множестве сценариев порядок возрастания компонент вектора ρ; элементу с наименьшим относительным доходом отвечает 1, а с наибольшим – n; O – соответствующее преобразование; 

η = O(ξ) – вектор, задающий позиции компонент вектора ξ в порядке их возрастания; обратный к ξ вектор: если ξi = j, то ηj = i;
Ξ = {yij}, где yij = 1, если ξi = j, и yij = 0, если ξi ( j; матрица реализует преобразование O; имеет место η = Ξ-1 ξ Ξ;
Τ = {tij}, где tij = 1, если i(j, и tij = 0, если i>j; Τ – треугольная матрица, применяемая для последовательного суммирования компонент векторов, начиная с первой;

d = Ξ p = p Ξ–1 = p(ξ) – подстановка вектора p (суперпозиция p и ξ), компоненты упорядочены по возрастанию компонент вектора ρ; обратно, верны равенства p = Ξ–1d = d Ξ = d(η);

ε = Τ d – вектор кумулятивных вероятностей для вектора d;

f = Ξ c – подстановка вектора c, компоненты упорядочены по возрастанию компонент вектора ρ;

γ = Τ f – вектор кумулятивных цен для вектора f.
Принимается также, что ε0 = 0, γ0 = 0, но в соответствующие векторы эти величины не включаются.    □

Эти операции составляют общую часть алгоритма для всех далее вводимых вариантов построения оптимального портфеля. Теперь мы предлагаем три варианта. Для варианта #k, k = 1,2,3, вводятся векторы bk и gk размерности n. Оба они определяют веса, с которым входят в k-й оптимальный портфель базисные инструменты, при этом первый – в порядке возрастания компонент вектора ρ, а второй – в исходном порядке. Сначала назначаются векторы bk, а по ним векторы gk определяются по формуле 


gk = bk (,    k = 1,2,3. 


Векторы bk, k = 1,2,3, для дискретных вариантов задаются в алгоритме следующим образом (как того требует решение задачи CB, мы строим единичные оптимальные портфели). 

Вариант #1. Веса образуются простейшим образом: b1,i = ((εi), i(I, т.е. назначаются максимальные доходы внутри каждого сценария. В векторной форме можно записать b1 = ((ε).

Вариант #2. Веса образуются из весов варианта #1 сдвигом индекса на единицу, именно b2,i = b1,i–1, i(I\{1}, b2,1 = ((0); т.е. назначаются минимальные значения доходов внутри каждого сценария. 

Вариант #3. Веса соответствуют интегральным средним от функции ((ε) по сценариям Si: 
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Варианты #1 и #2 предлагают в некотором смысле крайние способы назначения весов базисных инструментов, в то время как вариант #3 – назначение, связанное с интегральным осреднением. 

Основные свойства построенных портфелей объединяются в запись результатов Jk, k = 1,2,3, с компонентами (последовательно): инвестиционная сумма Ak, средний доход Rk, средняя доходность yk, стандартное отклонение доходности σk и количество портфелей, которое можно приобрести на инвестиционную сумму единичного размера, а именно 

Jk = (Ak, Rk, yk, σk, 1/Ak(,     k = 1,2,3.


Эти записи получаются по единым формулам, но в каждом варианте используется свой вектор bk и потому свой вектор gk = bk Ξ: 

Ak = (gk, c) = (bk, f),   Rk = (gk, p) = (bk, d),   yk = Rk/Ak – 1,
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Здесь (u, v) означает скалярное произведение векторов u и v.

Справедливость этих формул следует из обычных правил вычисления математического ожидания и дисперсии дискретных случайных величин, а также из определений инвестиционной суммы и доходности. Проверку неравенств CC-VaR удобнее осуществлять, если обратиться к функциям распределения доходов для каждого оптимального портфеля. 

Построение функций распределения производится очевидным образом. При этом лучше исходить не из векторов доходов gk, k = 1,2,3, и приписанного им вектора вероятностей p, а из векторов bk и вектора d, так как в последних (в отличие от первых) компоненты уже упорядочены по возрастанию компонент вектора ρ. Имеем 
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Анализ континуального варианта
Мы намерены проводить сравнение свойств дискретных оптимальных портфелей со свойствами оптимального (без кавычек) континуального портфеля, получаемого в результате применения алгоритма к теоретической континуальной схеме, совместимой с рассматриваемой дискретной схемой. Эта эталонная континуальная схема именуется вариантом #0. Нулевым индексом помечаем также запись результатов для этого варианта и все ее компоненты.
Рассмотрим совместимый с дискретным сценарным рынком теоретический δ-рынок с плотностями p(x) и c(x), получаемыми из векторов  p и c  соответственно посредством предположения C. 

Сначала воспользуемся формулами из [3], утверждающими, что средний доход и инвестиционная сумма определяются соответственно соотношениями 
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Для вычисления второго интеграла обратимся к полученным алгоритмом векторам f и γ. Первый из них означает переупорядоченный вектор c цен базисных инструментов в порядке возрастания компонент вектора ρ, а второй – кумулятивный вектор для вектора f. 

В предположении C характер функции γ(ε) для δ-рынка конкретизируется: она линейна на последовательных интервалах (εi–1, εi), i(I, и принимает в точках возможного излома значения γ(εi) = γi, i(I (γi – i-я компонента вектора γ, вычисляемого дискретным алгоритмом). Поэтому для ее производной γ'(ε) на этих интервалах имеет место 
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и мы получаем
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Доходность, как и в дискретных вариантах, дается формулой


y0 = R0/A0 – 1.


Для вычисления стандартного отклонения в варианте #0 применяется интегрирование: 
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где R0 – средний доход, а (2 – второй начальный момент для доходов по оптимальному портфелю в варианте #0. 
Наконец, функция распределения доходов для оптимального континуального портфеля определяется общей формулой 
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Сравнение результатов для всех введенных вариантов задач мы проведем позже, но сейчас бросается в глаза определенное сходство результатов для вариантов #0 и #3. Рассмотрим вектор b3 из варианта #3 применительно к варианту #0 и положим b0 = b3 (тогда естественно положить и g0 = g3). Это значит, что имеет место покомпонентное равенство 
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В отличие от варианта #3, для которого вектор b3 состоит из доходов от оптимального портфеля #3, вектор b0 для варианта #0 играет иную роль. Учитывая равенства εi – εi–1 = di, i(I, отмечаем, что b0,i является условным математическим ожиданием дохода для i-го в порядке возрастания компонент ρ сценария, т.е. 



[image: image17.wmf]0,

i

i

bqS

h

æö

ç÷

èø

=

E

,   или   
[image: image18.wmf](

)

0,

i

i

gqS

=

E

,    i(I,


где q – случайный портфельный доход, а вектор ( введен алгоритмом. Поэтому
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Аналогично обстоит дело и с инвестиционной суммой A0. Сравнение инвестиционных сумм дает 
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Мы получаем, что в вариантах #0 и #3 совпадают инвестиционные суммы и средние доходы, а потому совпадают и средние доходности. Однако оптимальные портфели в континуальном и дискретном вариантах образуются по-разному, и это различие проявляется в дисперсии доходности. Формулы (2) для k = 3 и (6) дают, вообще говоря, разные результаты. 

Таким образом, хотя строгое решение дискретной задачи с CC-VaR дает вариант #1, но вариант #3 во многих отношениях демонстрирует большее сходство с теоретическим вариантом #0. 
Иллюстративный пример сравнительного анализа вариантов 

В данном разделе проводится анализ рассмотренных выше вариантов задачи применения инвестором CC-VaR на дискретном сценарном рынке. Все расчеты основаны на континуальной функции рисковых предпочтений инвестора ((ε) = ε(, ( = 2. 
Параметры оптимальных сценарных портфелей

Пример. Рассматривается рынок с n = 5 сценариями (и базисными инструментами) с ценами и прогнозом инвестора
c = {0.22, 0.24, 0.16, 0.2, 0.18},       p = {0.21, 0.22, 0.18, 0.2, 0.19}. 
Применяя общую часть алгоритма, получаем: 
ρ = {0.954545, 0.916667, 1.125, 1.0, 1.05556};

ξ = {2, 1, 4, 5, 3}; 
η = {2, 1, 5, 3, 4}; 
Ξ = {{0,1,0,0,0},{1,0,0,0,0},{0,0,0,1,0},{0,0,0,0,1},{0,0,1,0,0}};
Τ = {{1,0,0,0,0},{1,1,0,0,0},{1,1,1,0,0},{1,1,1,1,0},{1,1,1,1,1}};

d = {0.22, 0.21, 0.2, 0.19, 0.18};
ε = {0.22, 0.43, 0.63, 0.82, 1.0};

f = {0.24, 0.22, 0.2, 0.18, 0.16};

γ = {0.24, 0.46, 0.66, 0.84, 1.0}.
Теперь приведем записи результатов для вариантов #1,2,3 вместе с портфельными весами: 

Вариант #1. 

b1 = {0.0484, 0.1849, 0.3969, 0.6724, 1.0};
J1 = (0.412706, 0.436613, 0.0579274, 0.819805, 2.42303(.

Вариант #2. 

b2 = {0.0, 0.0484, 0.1849, 0.3969, 0.6724};

J2 = (0.226654, 0.243587, 0.0747086, 1.07446, 4.41201(.
Вариант #3. 
b3 = {0.0161333, 0.1093, 0.284233, 0.528633, 0.8308};
J3 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.931644, 3.19645(.

Вариант #0. 
b0 = {0.0161333, 0.1093, 0.284233, 0.528633, 0.8308}; 

J0 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.952998, 3.19645(.

Как видим, имеет место b0 = b3. Тем не менее различие между вариантами #0 и #3 имеется, и оно носит качественный характер. В континуальном случае вектор весов несет иную, чем в дискретном, смысловую нагрузку. Но формально это различие проявляется лишь в 4-й компоненте записей J0 и J3 – параметре σ.
Для большей наглядности все векторы Jk сведены в таблицу. 

Таблица. Результаты расчетов для вариантов #0,1,2,3 
	#
	A
	R
	y
	σ
	1/A

	1
	0.412706
	0.436613
	0.0579274
	0.819805
	2.42303

	2
	0.226654
	0.243587
	0.0747086
	1.07446
	4.41201

	3
	0.312847
	0.333333
	0.0654847
	0.931644
	3.19645

	0
	0.312847
	0.333333
	0.0654847
	0.952998
	3.19645


На рис. 1 изображены графики функций Fk(z), k = 0,1,2,3. При этом графиком для варианта #0 служит функция Fk(z) = z1/2, z([0,1], для континуального портфеля, оптимального на теоретическом рынке. Все прочие графики (кроме варианта #0) являются ступенчатыми функциями, график #1 проходит правее (ниже) двух других, #2 – левее (выше) двух других (черточки в линиях второго короче, чем в линиях первого), а #3 – занимает промежуточное положение. 

Нетрудно усмотреть, что выполнение неравенств CC-VaR для всех ε([0,1] достигается лишь в варианте #1. В данном варианте премией за минимальную среднюю доходность служит не только минимальная дисперсия, но и строгое выполнение всех неравенств CC-VaR. 
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Рис. 1. Графики функций распределения
доходов Fk(z) для вариантов #k, k = 0,1,2,3

И все-таки окончательный выбор остается за инвестором. Более того, решение лучше отложить до рассмотрения применения подобных конструкций к опционному рынку – конечной цели исследования. 
Поскольку инвестиционные суммы в вариантах, вообще говоря, различаются, то для их корректного сравнения доходы нужно соотносить с размерами инвестиции, т.е. учитывать также функции распределения относительных доходов, хотя по ним сложнее судить о степени выполнения CC-VaR. 
От сценарного рынка к опционному 

В данном разделе делается еще один шаг, чтобы приблизить наши построения к реальному опционному рынку. 

Предполагается, что у нас задан сценарный рынок с его сценарными базисными инструментами Di, i(I, а также заданы прогнозный вектор p, задаваемый инвестором, и ценовой вектор c, задаваемый рынком. Как правило, на опционном рынке таких инструментов нет. Вспомним, что выше были введены параметры κi, i(I, являющиеся центрами сценариев. Их отождествление со страйками возможных опционов, порождает следующую конструкцию.

Базисным инструментам Di, i(I, сценарного рынка можно приближенно сопоставить простейшие баттерфляи для внутренних страйков и простейшие спрэды для крайних страйков, нормированные делением на h. Все они обозначаются Bi, i(I. Для них справедливо тождество ∑ i(I π(x;Bi) ≡ ∑ i(I π(x;Di) ≡ 1.

В данном разделе даются формулы вычисления характеристик оптимальных опционных портфелей для равномерного прогнозного распределения цены базового актива внутри каждого сценария. Это как раз соответствует предположению C. В этом случае решения приобретают конечный аналитический вид. Это в равной степени касается как функции распределения доходов, так и ее основных числовых характеристик. Для иллюстрации результатов используются данные из нашего примера для вариантов #1,3. Оптимальный опционный портфель получается заменой базисных инструментов в сценарном представлении портфеля соответствующими опционными базисными инструментами с сохранением весов. 
Функция распределения доходов

Найдем сначала функцию распределения доходов для оптимального опционного портфеля, учитывая кусочно-линейную структуру его платежной функции. Весовые параметры gk,i, k = 1,3, i(I, были введены ранее. Имеет место 
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при этом для каждого "внутреннего" линейного участка составляющие функции распределения определяются в случае gk,i ( gk,i+1 по формуле
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В случае gk,i > gk,i+1 имеет место аналогичная формула, но только в ней величины gk,i и gk,i+1 меняются местами. Ее мы здесь уже не приводим. 
В качестве иллюстрации используются результаты для нашего примера. На рис. 2 для опционной модели варианта #1 представлены графики функций распределения Fopt,3(x) и F3(x), При этом опционная функция прочерчена толстыми линиями, а сценарная – пунктирными. Для сравнения тонкой линией изображается функция F0(x). 
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Рис. 2. Функции распределения Fopt,3(x), F0(x) и F3(x)

Отмечается определенный и вполне соразмерный с существенной дискретностью модели эффект сглаженности функции распределения, если не считать зон ответственности крайних базисных спрэдов. Функция Fopt,3(x) в целом лучше аппроксимирует F0(x) (при этом функция Fopt,1(x) вновь демонстрирует более строгое выполнение требований CC-VaR). 

Математическое ожидание и дисперсия доходов

Используя функцию распределения F(x), можно находить математическое ожидание μ и дисперсию σ2 – по обычным формулам. Результат для среднего (первого момента) сводится к сумме
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 LISTNUM maket \l 4 
Аналогично записывается и второй начальный момент 
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 LISTNUM maket \l 4 
Здесь интегралы в правой части равенства также легко берутся; это мы оставляем читателю. Теперь вычисляется дисперсия доходов: 
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 LISTNUM maket \l 4 
В результате параметры инвестиции принимают значения:


Aopt,k = (gk, c),   Ropt,k = m1,k,   yk = Ropt,k/Aopt,k – 1,   σopt,k.
 LISTNUM maket \l 4 
Возвращаясь к иллюстративному примеру и применяя (9)–(12), получаем для вариантов #1 и #3 соответственно

Jopt,1 = (0.412706, 0.443394, 0.0743574, 0.646415, 2.42303(.
Jopt,3 = (0.312847, 0.339195, 0.0842214, 0.731766, 3.19645(.
Хотя основное назначение предложенного исследования состоит в сравнении опционного портфеля со сценарным, интересно сравнить и числовые параметры этих портфелей. Для этого приведем также записи результатов, полученных выше для тех же вариантов, дополненные записью для континуального варианта #0: 
J1 = (0.412706, 0.436613, 0.0579274, 0.819805, 2.42303(,
J3 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.931644, 3.19645(,

J0 = (0.312847, 0.333333, 0.0654847, 0.952998, 3.19645.

Можно заметить, что в каждом из двух вариантов в сравнении со сценарным подходом доходность опционного портфеля возросла, а дисперсия снизилась (хотя возрастание средней доходности не является непременным признаком опционного портфеля). Нетрудно понять, что снижение дисперсии является правилом, объясняемым конструкцией платежной функции опционного портфеля.
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