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Ãëàâà 1

Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

1.1 Ââåäåíèå

Ñåé÷àñ òðóäíî áûëî áû, ïîæàëóé, íàçâàòü ðàçäåë òåîðåòè÷åñêîé èíôîð-
ìàòèêè, â êîòîðîì â òå÷åíèå ïîñëåäíåãî äåñÿòèëåòèÿ áûëè áû äîñòèãíóòû
áîëüøèå óñïåõè, íåæåëè â êîíñòðóèðîâàíèè è àíàëèçå êîìáèíàòîðíûõ àë-
ãîðèòìîâ � âàæíåéøåé ïðîáëåìû êîìáèíàòîðèêè. Ñ îäíîé ñòîðîíû, áûëî
îáíàðóæåíî ìíîãî íîâûõ, áîëåå ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ êîìáèíà-
òîðíûõ çàäà÷ ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ, ñ äðóãîé ñòîðîíû � ïîëó÷åíû òåîðåòè÷å-
ñêèå ðåçóëüòàòû, ñâèäåòåëüñòâóþùèå âñå áîëåå ÿâíî î òîì, ÷òî äëÿ øèðî-
êîãî êëàññà ïðîáëåì íå ñóùåñòâóåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ.
Ýôôåêòèâíûå êîìáèíàòîðíûå àëãîðèòìû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå âî ìíîãèõ
îáëàñòÿõ íå÷èñëåííîé îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, îñîáåííî â äèñêðåòíîé îï-
òèìèçàöèè è â èññëåäîâàíèè îïåðàöèé, â âû÷èñëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå. Êî-
ëè÷åñòâî êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ è èõ ðàçíîîáðàçèå áûñòðî ðàñòåò. Ê èõ
ðåøåíèþ ïðÿìî èëè êîñâåííî ïðèâîäÿò ìíîãèå ïðàêòè÷åñêèå çàäà÷è. Âî
ìíîãèõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè (òåîðèÿ ãðàôîâ, òåîðèÿ ÷èñåë, òåîðèÿ ãðóïï,
êèáåðíåòèêà, âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà) èìåþòñÿ çàäà÷è èëè ãðóïïû
çàäà÷, êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð êîòîðûõ óãàäûâàåòñÿ áåç óñèëèé. Ìåæäó
ýòèìè çàäà÷àìè ÷àñòî ìîæíî óñòàíîâèòü ñåòü âçàèìíûõ èíòåðïðåòàöèé,
÷òî ïðèâîäèò ê ìûñëè î íàëè÷èè èõ îáùåé òåîðåòè÷åñêîé îñíîâû. Ïðè
ýòîì îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåñìîòðÿ íà çàìàí÷èâóþ ïðîñòîòó ïîñòàíîâêè, êîì-
áèíàòîðíûå çàäà÷è â áîëüøèíñòâå î÷åíü òðóäíû. Êîìáèíàòîðèêà � ðàç-
äåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì èçó÷àþòñÿ âîïðîñû î òîì, ñêîëüêî ðàçëè÷íûõ
êîíôèãóðàöèé (êîìáèíàöèé), ïîä÷èíåííûõ òåì èëè èíûì óñëîâèÿì, ìîæ-
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íî ñîñòàâèòü èç çàäàííûõ îáúåêòîâ. Îñíîâíàÿ ïðîáëåìà êîìáèíàòîðèêè �
ïîäñ÷åò ÷èñëà ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå. Â ýòîé øèðîêîé ïðîáëåìå
ìîæíî óñëîâíî âûäåëèòü ñëåäóþùèå îñíîâíûå íàïðàâëåíèÿ èññëåäîâàíèé:

• èçó÷åíèå èçâåñòíûõ êîíôèãóðàöèé;

• èññëåäîâàíèå íåèçâåñòíûõ êîíôèãóðàöèé;

• ïîäñ÷åò ÷èñëà êîíôèãóðàöèé;

• ïðèáëèæåííûé ïîäñ÷åò ÷èñëà êîíôèãóðàöèé;

• ïåðå÷èñëåíèå êîíôèãóðàöèé;

• îïòèìèçàöèÿ.

1.2 Äâà ïðèíöèïà êîìáèíàòîðèêè

Ïðè ïîäñ÷åòå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîìáèíàöèé â êîìáèíàòîðèêå èñïîëüçóþò-
ñÿ ñëåäóþùèå äâà îñíîâíûõ ïðàâèëà.

Ïðàâèëî ïðîèçâåäåíèÿ: åñëè îáúåêò A ìîæåò áûòü âûáðàí m ðàç-
ëè÷íûìè ñïîñîáàìè è ïîñëå êàæäîãî èç òàêèõ âûáîðîâ îáúåêò B â ñâîþ
î÷åðåäü ìîæåò áûòü âûáðàí n ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, òî âûáîð äâóõ îáú-
åêòîâ ¾A è B¿ â óêàçàííîì ïîðÿäêå ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí mn ñïîñîáà-
ìè.

Ïðàâèëî ñóììû: åñëè îáúåêò A ìîæåò áûòü âûáðàí m ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè, à îáúåêò B ìîæåò áûòü âûáðàí äðóãèìè n ðàçëè÷íûìè ñïîñî-
áàìè ïðè óñëîâèè, ÷òî îäíîâðåìåííûé âûáîð A è B íåâîçìîæåí, òî âûáîð
¾A èëè B¿ ìîæåò áûòü îñóùåñòâëåí m+ n ñïîñîáàìè.

1.3 Ôóíêöèè è ðàçìåùåíèÿ

Êëàññè÷åñêîé çàäà÷åé êîìáèíàòîðèêè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à îïðåäåëåíèÿ ÷èñëà
ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ íåêîòîðûõ îáúåêòîâ â êàêîì-òî êîëè÷åñòâå ÿùèêîâ
òàê, ÷òîáû áûëè âûïîëíåíû çàäàííûå îãðàíè÷åíèÿ. Ýòó çàäà÷ó ìîæíî
ñôîðìóëèðîâàòü íåñêîëüêî áîëåå ôîðìàëüíî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Òåðìèíû ¾ôóíêöèÿ¿, ¾îòîáðàæåíèå¿, ¾ïðåîáðàçîâàíèå¿ è ¾ñîîòâåòñòâèå¿
áóäóò â äàëüíåéøåì èñïîëüçîâàòüñÿ êàê ñèíîíèìû.
Ïðè ýòîì çàïèñü f : X → Y îçíà÷àåò, ÷òî f åñòü ôóíêöèÿ ñ îáëàñòüþ
îïðåäåëåíèÿ X, îáëàñòü çíà÷åíèé êîòîðîé ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå Y ,
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òî åñòü äëÿ êàæäîãî x ∈ X ôóíêöèÿ f îïðåäåëÿåò åäèíñòâåííûé ýëåìåíò
y = f(x) ∈ Y .

Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà X è Y , ïðè÷åì ìíîæåñòâî X ñîäåðæèò n ýëå-
ìåíòîâ (|X| = n), à ìíîæåñòâî Y ñîäåðæèò m ýëåìåíòîâ (|Y | = m). Â
ýòèõ òåðìèíàõ çàäà÷à ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñêîëüêî ñóùåñòâóåò ôóíêöèé (îòîáðàæåíèé), óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì
îãðàíè÷åíèÿì. Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X ñîîòâåòñòâóþò îáúåêòàì, ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà Y � ÿùèêàì, à êàæäàÿ ôóíêöèÿ f : X → Y îïðåäåëÿåò
íåêîòîðîå ðàçìåùåíèå, óêàçûâàÿ äëÿ êàæäîãî îáúåêòà x ∈ X ÿùèê
y = f(x) ∈ Y , â êîòîðîì äàííûé îáúåêò íàõîäèòñÿ.

Äðóãóþ òðàäèöèîííóþ èíòåðïðåòàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü, òðàêòóÿ Y êàê
ìíîæåñòâî öâåòîâ, à f(x) êàê ¾öâåò îáúåêòà x¿. Íàøà çàäà÷à ýêâèâàëåíòíà,
òàêèì îáðàçîì, âîïðîñó, ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ïîêðàñèòü îáúåêòû
òàê, ÷òîáû áûëè ñîáëþäåíû íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ.

Íàêîíåö, êàæäîìó îòîáðàæåíèþ f : X → Y, |X| = n, |Y | = m, ìîæíî
âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîïîñòàâèòü ñëîâî < f(x1), . . . , f(xn) >=
=< y1, y2, . . . , yn >= y1y2 . . . yn â àëôàâèòå èç m ñèìâîëîâ. Ïîëó÷àåì
òðåòüþ ýêâèâàëåíòíóþ ôîðìóëèðîâêó çàäà÷è: ïîäñ÷åò ÷èñëà ñëîâ â àëôà-
âèòå, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì îãðàíè÷åíèÿì.

Ñàìîé ïðîñòîé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à, â êîòîðîé íà ðàññìàòðèâàåìûå ôóíê-
öèè íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé.

Óòâåðæäåíèå 1.1. Åñëè |X| = n, |Y | = m, òî êîëè÷åñòâî âñåõ ôóíêöèé
f : X → Y ðàâíî mn.

Ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå 1.1': ÷èñëî ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m
ñèìâîëîâ ðàâíî mn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç ïîòåðè îáùíîñòè ìîæíî âñåãäà ñ÷èòàòü, ÷òî
X = 1, . . . , n, Y = 1, . . . , m. Êàæäóþ ôóíêöèþ ìîæíî òîãäà îòîæäå-
ñòâèòü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ < f(1), . . . , f(n) >=< y1, . . . , yn >. Êàæ-
äûé ÷ëåí yi ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòüm ñïîñîáàìè, ÷òî äàåòmn
âîçìîæíîñòåé âûáîðà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè < y1, . . . , yn >.

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå f : X → Y ñþðúåêòèâíî, åñëè äëÿ êàæ-
äîãî ýëåìåíòà y ∈ Y ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí ýëåìåíò x ∈ X, òàêîé ÷òî
ϕ(x) = y (â êàæäîì ÿùèêå ïðè ðàçìåùåíèè íàõîäèòñÿ õîòÿ áû îäèí îáú-
åêò, âñå áóêâû àëôàâèòà èñïîëüçóþòñÿ â ñëîâå, âñå öâåòà èñïîëüçóþòñÿ ïðè
îêðàñêå).

Îïðåäåëåíèå. Îòîáðàæåíèå ϕ : X → Y èíúåêòèâíî, åñëè x1 6= x2 ⇒
ϕ(x1) 6= ϕ(x2).
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Â ïåðå÷èñëåííûõ èíòåðïðåòàöèÿõ îñíîâíîé çàäà÷è ñþðúåêòèâíîìó îòîá-
ðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóþò òàêèå ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ïî ÿùèêàì, ÷òî êàæ-
äûé ÿùèê íå ïóñò; ðàñêðàñêè îáúåêòîâ òàêèå, ÷òî âñå öâåòà èñïîëüçîâà-
íû ïðè ðàñêðàñêå; ñëîâà â çàäàííîì àëôàâèòå, òàêèå ÷òî â êàæäîì ñëîâå
èñïîëüçîâàíû âñå áóêâû àëôàâèòà. Èíúåêòèâíîìó îòîáðàæåíèþ ñîîòâåò-
ñòâóþò òàêèå ðàçìåùåíèÿ îáúåêòîâ ïî ÿùèêàì, â êîòîðûõ êàæäûé ÿùèê
ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî îáúåêòà; òàêèå ðàñêðàñêè îáúåêòîâ, ïðè êîòîðûõ
öâåòà âñåõ îáúåêòîâ ðàçëè÷íû è, íàêîíåö, ñëîâà â àëôàâèòå, âñå áóêâû êî-
òîðûõ ðàçëè÷íû.

Åñëè x � äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ

[x]n = x(x− 1)(x− 2) . . . (x− n+ 1).

Îáîçíà÷åíèå [x]n ÷èòàåòñÿ êàê ¾n ôàêòîðèàë îò x âíèç¿ èëè ¾íèæíÿÿ n-àÿ
ñòåïåíü x¿.

Óòâåðæäåíèå 1.2. ×èñëî èíúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé (èíúåêöèé)
ìíîæåñòâà X èç n ýëåìåíòîâ, |X| = n, âî ìíîæåñòâî Y èçm ýëåìåíòîâ,
|Y | = m, åñòü [m]n.

Ýêâèâàëåíòíîå óòâåðæäåíèå 1.2'. ×èñëî ñëîâ äëèíû n áåç ïîâòîðåíèé
áóêâ â àëôàâèòå èç m áóêâ åñòü [m]n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì îïðåäåëÿòü íà ýòîò ðàç ÷èñëî èíúåêòèâíûõ, (òî
åñòü èìåþùèõ âñå ðàçëè÷íûå ÷ëåíû) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé < y1, . . . , yn >.
Ýëåìåíò y1 ìîæåò áûòü âûáðàí m ñïîñîáàìè, ýëåìåíò y2 ìîæíî âûáðàòü
m − 1 ñïîñîáîì èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ. Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè óæå âû-
áðàíû ýëåìåíòû y1, . . . , yi−1, òî â êà÷åñòâå yi ìîæåò áûòü âûáðàí ëþ-
áîé èç m − i + 1 ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Y y1, . . . , yi−1. (Ïðèíèìàåì, ÷òî
m ≥ n, åñëè n > m, òî è [m]n è èñêîìîå ÷èñëî ôóíêöèé ðàâíî 0). Ýòî äàåò
m(m− 1) . . . (m− n+ 1) âîçìîæíîñòü âûáîðà èíúåêòèâíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé < y1, . . . , yn >.

Îòìåòèì, ÷òî [m]n = m(m−1) . . . (m−n+1) =
m(m− 1) . . . 1

(m− n)(m− n− 1) . . . 1
=

m!

(m− n)!
.

Îïðåäåëåíèå. Êàæäîå âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : X → X
íàçûâàåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé ìíîæåñòâà X.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2 ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê n-ýëåìåíòíîãî
ìíîæåñòâà ðàâíî n!.
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1.3.1 ×èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà

Âûðàæåíèå [x]n ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìîì ñòåïåíè n îò ïåðåìåííîé x, ñëåäîâà-
òåëüíî åãî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñëåäóþùåãî ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïå-
íÿì x:

[x]n = s(n, 0) + s(n, 1)x+ . . .+ s(n, n)xn

Ïî îïðåäåëåíèþ, êîýôôèöèåíòû s(n, k) òàêîãî ðàçëîæåíèÿ íàçûâàþòñÿ
÷èñëàìè Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà.

Óòâåðæäåíèå 1.3. ×èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì:

s(n+ 1, k) = s(n, k − 1)− ns(n, k), k = 1, . . . , n; s(n, 0) = 0; s(n, n) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ [x]n+1 = [x]n(x−n). Ïðåäñòàâëÿÿ ïîëè-
íîìû â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà â âèäå ðàçëîæåíèÿ ïî ñòåïåíÿì x,
ïîëó÷èì: s(n+1, n+1)xn+1+. . .+s(n+1, k)xk+. . .+s(n+1, 0) = (s(n, n)+. . .
+ s(n, k−1)xk−1 + s(n, k)xk + . . .+ s(n, 0))(x−n). Âû÷èñëÿÿ è ïðèðàâíèâàÿ
êîýôôèöèåíòû ïðè xk ñëåâà è ñïðàâà, ïîëó÷àåì ïåðâóþ ôîðìóëó óòâåð-
æäåíèÿ. Äðóãèå äâå ôîðìóëû î÷åâèäíû.

Óòâåðæäåíèå 1.3 äàåò ýôôåêòèâíûé ñïîñîá ðåêóððåíòíîãî âû÷èñëåíèÿ
÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà.

Ïðèâåäåì ÷àñòü çíà÷åíèé òàáëèöû s(n, k) äëÿ íà÷àëüíûõ çíà÷åíèé
n è k.

s(n, k) k = 0 k = 1 k = 2 k = 3 k = 4 k = 5
n = 1 0 1 0 0 0 0
n = 2 0 -1 1 0 0 0
n = 3 0 2 -3 1 0 0
n = 4 0 -6 11 -6 1 0
n = 5 0 24 -50 75 -10 1

Îòìåòèì ñâÿçü ÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà, â ÷àñòíîñòè ðåêóððåíò-
íîãî ñîîòíîøåíèÿ äëÿ íèõ, ñ èçó÷åíèåì öèêëè÷åñêîé ñòðóêòóðû ïåðåñòà-
íîâîê.

1.3.2 Öèêëè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïåðåñòàíîâîê

Ïåðåñòàíîâêè ìíîæåñòâ è ìóëüòèìíîæåñòâ � îäèí èç ñàìûõ áîãàòûõ îáú-
åêòîâ ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè. Îñíîâíàÿ ïðè÷èíà ýòîãî � áîëü-
øîå ðàçíîîáðàçèå ñïîñîáîâ êîìáèíàòîðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåñòàíîâêè.
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Ïåðåñòàíîâêó ìîæíî ïðåäñòàâëÿòü êàê ñëîâî èëè êàê ôóíêöèþ. Â ÷àñòíî-
ñòè, ôóíêöèÿ π : [n]→ [n], çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâîì π(i) = ai, ñîîòâåòñòâóåò
ñëîâó a1a2 . . . an.

Åñëè ðàññìàòðèâàòü ïåðåñòàíîâêó π êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà S êàê âçà-
èìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå π : S → S, òî åñòåñòâåííî äëÿ êàæäî-
ãî x ∈ S ðàññìîòðåòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x, π(x), π2(x), . . .. Â êîí-
öå êîíöîâ (òàê êàê π � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, è ìíîæåñòâî
S ïðåäïîëàãàåòñÿ êîíå÷íûì) ìû âíîâü ïîëó÷èì x. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ
íåêîòîðîãî åäèíñòâåííîãî íàèìåíüøåãî k ≥ 1 èìååì, ÷òî πk(x) = x è
ýëåìåíòû x, π(x), . . . , πk−1(x) âñå ðàçëè÷íû. Íàçîâåì ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü (x, π(x), . . . , πk−1(x)) öèêëîì ïåðåñòàíîâêè π äëèíû k. Öèêëû
(x, π(x), . . . , πk−1(x)) è (πi(x), πi+1(x), . . . , πk−1(x), x, . . . , πi−1(x))
ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè. Êàæäûé ýëåìåíò S âñòðå÷àåòñÿ òîãäà â åäèí-
ñòâåííîì öèêëå ïåðåñòàíîâêè π, è ìû ìîæåì ðàññìàòðèâàòü π êàê îáúåäè-
íåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ èëè, ïî-äðóãîìó, êàê ïðîèçâåäåíèå ðàç-
ëè÷íûõ öèêëîâ C1, . . . , Cn.
Íàïðèìåð, åñëè ïåðåñòàíîâêà π : [7]→ [7] îïðåäåëåíà êàê(

1 2 3 4 5 6 7
4 2 7 1 3 6 5

)
,

òî åñòü π(1) = 4, π(2) = 2, π(3) = 7, π(4) = 1, π(5) = 3, π(6) = 6, π(7) = 5,
òî π = (14)(2)(375)(6). Êîíå÷íî, âîçìîæíû ðàçëè÷íûå îáîçíà÷åíèÿ òàêîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ ïåðåñòàíîâêè; íàïðèìåð, èìååì: π = (753)(14)(6)(2).
Ìîæíî îïðåäåëèòü ñòàíäàðòíîå ïðåäñòàâëåíèå:

• â êàæäîì öèêëå ïèøåòñÿ ïåðâûì åãî íàèáîëüøèé ýëåìåíò;

• öèêëû çàïèñûâàþòñÿ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ èõ ìàêñèìàëüíûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Ïóñòü c(n, k) � ÷èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ,
êîòîðûå èìåþò k öèêëîâ. Áóäåì îáîçíà÷àòü ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê
n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ñèìâîëîì σn.

Óòâåðæäåíèå 1.4. ×èñëà c(n, k) óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ðåêóð-
ðåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:

c(n, k) = (n− 1)c(n− 1, k) + c(n− 1, k − 1), n, k ≥ 1

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè c(n, k) = 0, ïðè n ≤ 0 èëè k ≤ 0, çà èñêëþ÷åíèåì
c(0, 0) = 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüìåì ïåðåñòàíîâêó π ∈ σn−1 ñ k öèêëàìè. Ìû ìîæåì
âñòàâèòü ñèìâîë n ïîñëå ëþáîãî èç ñèìâîëîâ 1, 2, . . . , n− 1 â ðàçëîæåíèè
ïåðåñòàíîâêè íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëû n− 1 ñïîñîáîì, ïîëó÷èâ òàêèì
îáðàçîì ðàçëîæåíèå íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ öèêëû ïåðåñòàíîâêè π′ ∈ σn ñ k
öèêëàìè, ãäå n âñòðå÷àåòñÿ â öèêëå äëèíû, íå ìåíüøåé 2. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò (n−1)c(n−1, k) ïåðåñòàíîâîê π′ ∈ σn ñ k öèêëàìè, äëÿ êîòîðûõ
π′(n) 6= n.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âûáðàíà ïåðåñòàíîâêà π′ ∈ σn−1 ñ k−1 öèêëîì,
åå ìîæíî äîñòðîèòü äî ïåðåñòàíîâêè π′ ∈ σn ñ k öèêëàìè, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé óñëîâèþ π′(n) = n. Ïîëîæèì

π′(i) =

{
π(i), åñëè i ∈ [n− 1];

n, åñëè i = n.

Ñëåäîâàòåëüíî, èìååòñÿ c(n−1, k−1) ïåðåñòàíîâîê π′ ∈ σn ñ k öèêëàìè,
äëÿ êîòîðûõ π′(n) = n, è äîêàçàòåëüñòâî çàêîí÷åíî.

×èñëà c(n, k) = (−1)n−ks(n, k) èçâåñòíû ïîä íàçâàíèåì ÷èñåë Ñòèð-
ëèíãà ïåðâîãî ðîäà áåç çíàêà.

Óêàæåì íà åùå îäíó âàæíóþ ðîëü ÷èñåë c(n, k).
Ïóñòü x � ïåðåìåííàÿ. Ôèêñèðóåì n ≥ 0. Òîãäà èìååò ìåñòî

Óòâåðæäåíèå 1.5.
n∑
k=0

c(n, k)xk = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

Fn(x) = (x+n−1)Fn−1(x) =

n∑
k=1

b(n−1, k−1)xk + (n−1)

n−1∑
k=0

b(n−1, k)xk.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî b(n, k) = (n− 1)b(n− 1, k) + b(n− 1, k − 1). Ïîýòîìó
b(n, k) óäîâëåòâîðÿþò òåì æå ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì è íà÷àëüíûì
óñëîâèÿì, ÷òî è c(n, k), à çíà÷èò, îíè ñîâïàäàþò.

1.3.3 Óïîðÿäî÷åííûå ðàçìåùåíèÿ

Ïóñòü x � ïåðåìåííàÿ èëè äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî.
Ïîëîæèì, ïî îïðåäåëåíèþ

[x]n = x(x+ 1)(x+ 2) . . . (x+ n− 1).
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Îáîçíà÷åíèå [x]n ÷èòàåòñÿ êàê ¾n ôàêòîðèàë îò x ââåðõ¿ èëè ¾âåðõíÿÿ
n-àÿ ñòåïåíü x¿.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü X � ìíîæåñòâî èç n îáúåêòîâ 1, 2, . . . , n, êî-
òîðûå äîëæíû áûòü ðàçìåùåíû ïî m ÿùèêàì òàê, ÷òîáû êàæäûé ÿùèê
ñîäåðæàë áû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à íå ìíîæåñòâî, êàê ïðåæäå, ïîìåùåí-
íûõ â íåì îáúåêòîâ. Äâà ðàçìåùåíèÿ ñîâïàäàþò (ðàâíû), åñëè â êàæäîì
ÿùèêå ñîäåðæèòñÿ îäíà è òà æå ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáúåêòîâ. Ðàçìåùåíèÿ
òàêîãî òèïà íàçûâàþòñÿ óïîðÿäî÷åííûìè ðàçìåùåíèÿìè n îáúåêòîâ ïî m
ÿùèêàì.

Ïðèâåäåì äëÿ ïðèìåðà âñåâîçìîæíûå óïîðÿäî÷åííûå ðàçìåùåíèÿ äâóõ
îáúåêòîâ 1 è 2 â äâóõ ÿùèêàõ.

ßùèêè áóäåì èçîáðàæàòü â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåðòèêàëüíûõ ÷åð-
òî÷åê | , ïðåäñòàâëÿþùèõ ðàçäåëÿþùèå ÿùèêè ïåðåãîðîäêè. Òàêèì îáðà-
çîì 2 | 1 ïðåäñòàâëÿåò ðàçìåùåíèå, ïðè êîòîðîì â ïåðâîì ÿùèêå íàõîäèòñÿ
ýëåìåíò 2, à âî âòîðîì ÿùèêå � ýëåìåíò 1.

Òàáëèöà âñåâîçìîæíûõ ðàçìåùåíèé äâóõ îáúåêòîâ â äâóõ ÿùèêàõ èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

∅ | 1 2; 1 | 2; 1 2 | ∅
∅ | 2 1; 2 | 1; 2 1 | ∅

Óòâåðæäåíèå 1.6. ×èñëî óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìåùåíèé n îáúåêòîâ ïî m
ÿùèêàì ðàâíî:

[m]n = m(m+ 1) . . . (m+ n− 1)

(ïîëàãàåì [m]0 = 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñíà÷àëà òàáëèöó Tn−1 âñåõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàç-
ìåùåíèé îáúåêòîâ 1, 2, . . . , n− 1 ïî m ÿùèêàì. Êàæäîå ðàçìåùåíèå

i1i2 . . . | ikik+1 . . . | . . . | . . . | . . . in−1

ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (n − 1) + (m − 1) ñèìâîëîâ,
ÿâëÿþùèõñÿ ëèáî áóêâîé ij , ëèáî âåðòèêàëüíîé ÷åðòîé |. ×òîáû èç ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïîëó÷èòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ïðåäñòàâëÿþùóþ óïî-
ðÿäî÷åííîå ðàçìåùåíèå n îáúåêòîâ â íåå äîñòàòî÷íî âñåìè âîçìîæíûìè
ñïîñîáàìè äîáàâèòü ñèìâîë n. Ñèìâîë n ìîæíî äîáàâèòü ê ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (n−1)+(m−1)+1 ñïîñîáàìè, ïîìåùàÿ åãî ïåðåä ñàìûì ïåðâûì
ñèìâîëîì, ìåæäó äâóìÿ ëþáûìè ñèìâîëàìè è ïîñëå ïîñëåäíåãî ñèìâîëà.

Òàêèì îáðàçîì,

|Tn| = (m+ n− 1)|Tn−1| = (m+ n− 1)(m+ n− 2) . . . (m+ 1)|T1| = [m]n.

Î÷åâèäíî, ÷òî |T1| = m.
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Îòìåòèì ïðîñòûå, ÷àñòî èñïîëüçóåìûå ñîîòíîøåíèÿ:

[m]n = (m− n+ 1)[m]n−1; [m]n = (m+ n− 1)[m]n−1

[m]n =
m!

(m− n)!
; [m]n =

(m+ n− 1)!

(m− 1)!

[m]n = [m+ n− 1]n; [m]n = [m]n−1(m+ n− 1)

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü A � àëôàâèò (òî åñòü êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñèì-
âîëîâ) ñî ìíîæåñòâîì áóêâ a1, . . . , am, óïîðÿäî÷åííûõ òàê, ÷òî

a1 < a2 < . . . < am.

Ñëîâî x1x2 . . . xn äëèíû n � ìîíîòîííîå, åñëè

x1 < x2 < . . . xn.

Ïðèìåð

Ïóñòü A = {a, b, c, d}, a < b < c < d.
Òîãäà ìîíîòîííûìè áóäóò, íàïðèìåð, ñëåäóþùèå ñëîâà:

aaa, aab, abc, aad, bcd, ddd.

(Ïî íåñêîëüêî óñòàðåâøåé òåðìèíîëîãèè, ýòî êîìáèíàöèè ñ ïîâòîðåíèÿìè
èç m îáúåêòîâ, âçÿòûå ïî n øòóê).

Óòâåðæäåíèå 1.7. ×èñëî ìîíîòîííûõ ñëîâ äëèíû n â àëôàâèòå èç m

áóêâ ðàâíî
[m]n

n!
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì óïîðÿäî÷åííîå ðàçìåùåíèå n îáúåêòîâ
1, 2, . . . , n ïî m ÿùèêàì a1, . . . , am è ïóñòü åìó ñîîòâåòñòâóåò ìîíî-
òîííîå ñëîâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

3︸︷︷︸
a1

| 251︸︷︷︸
a2

| 87︸︷︷︸
a3

| . . . | 64n︸︷︷︸
am

⇒ a1a2a2a2a3 . . . amamam.

Â ñîîòâåòñòâóþùåì ñëîâå áóêâà a1 íàïèñàíà ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îáúåê-
òîâ â ÿùèêå a1, çàòåì áóêâà a2 ñòîëüêî ðàç, ñêîëüêî îáúåêòîâ â ÿùèêå
a2, . . .. Êàæäîìó óïîðÿäî÷åííîìó ðàçìåùåíèþ n îáúåêòîâ ñîîòâåòñòâóåò
åäèíñòâåííîå ìîíîòîííîå ñëîâî. Âñå ìîíîòîííûå ñëîâà òàêèì îáðàçîì ìî-
ãóò áûòü ïîëó÷åíû. Ìîíîòîííîìó ñëîâó, ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñîîòâåòñòâóåò
ðîâíî n! ðàçëè÷íûõ óïîðÿäî÷åííûõ ðàçìåùåíèé. Ïîýòîìó ÷èñëî ìîíîòîí-

íûõ ñëîâ åñòü
[m]n

n!
.
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Ïðèëîæåíèå. (Çàäà÷à Ìóàâðà). Íàéäåì ÷èñëî ñïîñîáîâ ïðåäñòàâëå-
íèÿ öåëîãî ïîëîæèòåëüíîãî ÷èñëà m êàê óïîðÿäî÷åííîé ñóììû n íåîòðè-
öàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë: m = u1 + u2 + . . .+ un.

Äâà òàêèõ ïðåäñòàâëåíèÿ

m = u1 + u2 + . . .+ un

è
m = u′1 + u′2 + . . .+ u′n

áóäåì ñ÷èòàòü ñîâïàäàþùèìè òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

u1 = u′1, u2 = u′2, . . . , un = u′n,

òî åñòü êîãäà ñîâïàäàþò ñëàãàåìûå è ïîðÿäîê èõ ñëåäîâàíèÿ.
Ïîëîæèì çíà÷åíèå σk ðàâíûì ÷àñòè÷íîé ñóììå ïåðâûõ k ÷ëåíîâ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè u1, . . . , uk : σk = u1+u2+. . .+nk. Êàæäîìó ïðåäñòàâëåíèþ
m â âèäå ñóììû n ñëàãàåìûõ âçàèìíî îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ñëîâî

σ1σ2 . . . σn−1, ãäå 0 ≤ σ1 ≤ σ2 ≤ . . . ≤ σn−1 ≤ m.

Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî ïðåäñòàâëåíèé m â âèäå óïîðÿäî÷åííîé ñóì-
ìû íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ñëàãàåìûõ ðàâíî êîëè÷åñòâó ìîíîòîííûõ ñëîâ
σ1σ2 . . . σn−1 äëèíû n− 1 â àëôàâèòå èç m+ 1 ñèìâîëà (σi ∈ {0, 1, . . . ,m},
i = 1, . . . , n− 1).

×èñëî ïðåäñòàâëåíèé ðàâíî

[m+ 1]n−1

(n− 1)!
=

(m+ n− 1)!

m!(n− 1!)
.

1.3.4 Ñî÷åòàíèÿ è áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

Ïðîñòåéøèìè êîìáèíàòîðíûìè îáúåêòàìè ÿâëÿþòñÿ ñî÷åòàíèÿ è áèíîìè-
àëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Ïóñòü äàíî êîíå÷íîå ìíîæåñòâî X, ñîäåðæàùåå n ðàçëè÷íûõ ýëåìåí-
òîâ. Íàñ èíòåðåñóåò êîëè÷åñòâî ðàçëè÷íûõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ, êî-
òîðûå ìîæíî îáðàçîâàòü èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà X. Äâà ïîäìíîæåñòâà
ñ÷èòàþòñÿ ðàçëè÷íûìè, åñëè îíè ðàçëè÷àþòñÿ õîòÿ áû îäíèì âõîäÿùèì â
íèõ ýëåìåíòîì.

Òàêèå ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ ñî÷åòàíèÿìè èç m ýëåìåíòîâ ïî k ýëå-

ìåíòîâ è îáîçíà÷àþòñÿ
(
X
k

)
, à èõ êîëè÷åñòâî îáîçíà÷àåòñÿ
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Ckm èëè
(
m
k

)
. Îáîçíà÷åíèå ÷èòàåòñÿ êàê ¾÷èñëî ñî÷åòàíèé èç m ïî k¿

èëè ïðîñòî ¾èç m ïî k¿.

Óòâåðæäåíèå 1.8. ×èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ èç k ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà A, |A| = m åñòü

Ckm =

(
m
k

)
=

[m]k
k!

=
m(m− 1) . . . (m− k + 1)

1 · 2 · . . . · k
=

m!

k!(m− k)!

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ñïîñîá.
Ïîñòðîèì òàáëèöó T âñåõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ (ìîíîòîííûõ, áåç ïîâòîðå-
íèé áóêâ) ñëîâ äëèíû k â àëôàâèòå A èç m áóêâ.

Ïðèìåð.

Ïóñòü ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç ïÿòè ðàçëè÷íûõ
ýëåìåíòîâ: A = {a, b, c, d, e}.

Ïîëîæèì k = 3.
Òîãäà òàáëèöà T âñåõ ñòðîãî âîçðàñòàþùèõ ñëîâ äëèíû 3 â àëôàâèòå A

èìååò ñëåäóþùèé âèä:
abc acd ade
abd ace
abe
bcd bde
bce
cde

Ïåðåñòàâèì áóêâû â êàæäîì ñëîâå âñåìè âîçìîæíûìè ñïîñîáàìè è îáî-
çíà÷èì ïîëó÷èâøóþñÿ òàáëèöó T ′ . T ′ � ìíîæåñòâî ñëîâ áåç ïîâòîðåíèÿ
áóêâ äëèíû k â àëôàâèòå A.

Â òàáëèöå T ′ íåò ïðîïóñêîâ: êàæäîå ñëîâî äëèíû k ïîÿâèòñÿ â òàáëè-
öå T ′.

Â òàáëèöå T ′ íåò ïîâòîðåíèé: äâà ñëîâà èç T ′ ëèáî ïîëó÷åíû èç îäíîãî
ñëîâà T è òîãäà îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì áóêâ, ëèáî èç ðàçíûõ ñëîâ T è òîãäà
ðàçëè÷àþòñÿ áóêâàìè.

Ïî óòâåðæäåíèþ 1.2:
|T ′| = [m]k.

Ïîýòîìó:

|T | = [m]k
k!

.
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Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

Ckm =

(
m
k

)
=


[m]k
k!

, åñëè k 6= 0, m ≥ k;

1, åñëè k = 0, m ≥ k;

0, åñëè m < k.

2 ñïîñîá.

Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî
(
S
k

)
(èíîãäà îáîçíà÷àåìîå êàê-íèáóäü èíà÷å) êàê

ìíîæåñòâî âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ (èëè k-ïîäìíîæåñòâ) ìíîæå-

ñòâà S è ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ
(
n
k

)
=

∣∣∣∣( S
k

)∣∣∣∣ (èãíîðèðóÿ ïðî-

øëîå èñïîëüçîâàíèå ñèìâîëà
(
n
k

)
). Ïîäñ÷èòàåì äâóìÿ ñïîñîáàìè ÷èñëî

N(n, k) ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü k-ïîäìîæåñòâî T ìíîæåñòâà
S, à çàòåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü åãî ýëåìåíòû. Ìíîæåñòâî T ìû ìîæåì

âûáðàòü
(
n
k

)
ñïîñîáàìè, à çàòåì k ñïîñîáàìè âûáðàòü ïåðâûé ïî ïîðÿä-

êó ýëåìåíò ìíîæåñòâà T , k − 1 ñïîñîáîì � âòîðîé ýëåìåíò T è òàê äàëåå.
Òàêèì îáðàçîì,

N(n, k) =

(
n
k

)
k!.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî âçÿòü n ñïîñîáàìè ëþáîé ýëåìåíò ìíîæåñòâà S â
êà÷åñòâå ïåðâîãî, n−1 ñïîñîáîì ëþáîé èç îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ â êà÷åñòâå
âòîðîãî è òàê äàëåå, k-ûé ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü èç îñòàâøèõñÿ n− k+ 1
ñïîñîáîì. Ñëåäîâàòåëüíî,

N(n, k) = n(n− 1) . . . (n− k + 1).

Èòàê, ìû äàëè êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî:(
n
k

)
k! = n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1),

è, ñëåäîâàòåëüíî,(
n
k

)
=
n(n− 1)(n− 2) . . . (n− k + 1)

k!
.

Ïðåæäå, ÷åì äâèãàòüñÿ äàëüøå ñäåëàåì íåáîëüøîå îòñòóïëåíèå, ñâÿ-
çàííîå ñ ââåäåíèåì ïîíÿòèÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé.
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Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè

Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè íåèçìåííî è åñòåñòâåííî ïîÿâëÿþòñÿ âî âñåõ ðàç-
äåëàõ ïåðå÷èñëèòåëüíîãî êîìáèíàòîðíîãî àíàëèçà. Ìû áóäåì äåëàòü àê-
öåíò íà íàèáîëåå îðãàíè÷íîì ïðèìåíåíèè ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ ïî-
ëó÷åíèÿ è ïðîâåðêè êîìáèíàòîðíûõ òîæäåñòâ, êîãäà äðóãèå ìåòîäû ìåíåå
åñòåñòâåííû èëè ìåíåå ýôôåêòèâíû. Ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè ÷àñòî ïðè-
ìåíÿþòñÿ â êà÷åñòâå ìåòîäà, àëüòåðíàòèâíîãî ìåòîäó ðåêóððåíòíûõ ñîîò-
íîøåíèé, â ÷àñòíîñòè ñ èõ ïîìîùüþ âûâîäÿòñÿ âçàèìíî îáðàòíûå ñîîòíî-
øåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a1, a2, . . . , an, . . .
(íåâàæíî, êîíå÷íàÿ èëè áåñêîíå÷íàÿ). Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè a1, a2, . . . , an, . . . íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ A(x) =
∞∑
n=0

anx
n Ïðè

ýòîì âñå ðàññìàòðèâàåìûå ðÿäû â ñëó÷àå áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ñ÷èòàþòñÿ ôîðìàëüíî ñõîäÿùèìèñÿ (åñëè ýòè ðÿäû ñõîäÿòñÿ â êàêîé-òî
îáëàñòè ê ôóíêöèè f(x)), ïîñêîëüêó ìû èíòåðåñóåìñÿ íå îáëàñòüþ ñõîäè-
ìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ðÿäîâ, à ëèøü ñîîòíîøåíèÿìè ìåæäó êîýôôèöè-
åíòàìè òàêèõ ðÿäîâ.

Íàïðèìåð, èç ôîðìóëû:

1

1− x
= 1 + x+ x2 + x3 + . . .+ xn + . . .

âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ
1

1− x
ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé äëÿ ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè ÷èñåë 1, 1, 1, . . . , 1, . . .
Âîçâîäÿ îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàçëîæåíèÿ â êâàäðàò, ïîëó÷àåì:

1

(1− x)2
= 1 + 2x+ 3x2 + . . .+ (n+ 1)xn + . . . ,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 2, 3, . . . , n, . . . ïðîèçâîäÿ-

ùåé ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ
1

(1− x)2
.

Íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé a0, a1, . . . , an, . . ., òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûõ ñ êîìáèíàòîðíûìè çàäà-
÷àìè. Ñ ïîìîùüþ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé óäàåòñÿ ïîëó÷àòü è èññëåäîâàòü
ñàìûå ðàçíûå ñâîéñòâà ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ïóñòü B(x) =
∞∑
n=0

bnx
n � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

b1, b2, . . . , bn, . . . è C(x) =
∞∑
n=0

cnx
n � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâà-
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òåëüíîñòè c1, c2, . . . , cn, . . .. Òîãäà èç ðàâåíñòâà C(x) = A(x)B(x) èìååì
c0 = a0b0; c1 = a1b0 + a0b1; c2 = a2b0 + a1b1 + a0b2 èëè â îáùåì âèäå:

cn = anb0 + an−1b1 + . . .+ a0bn =

n∑
k=0

an−kbk.

Â òàêîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîýôôèöèåíòîâ cn åñòü
ñâåðòêà (ïðîèçâåäåíèå Êîøè) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé an è bn.

Áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

Ñâî¼ íàçâàíèå áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû ïîëó÷èëè îò ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé èì ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ñòåïåíüþ áèíîìà:

(1 + x)m =

m∑
k=0

(
m
k

)
xk. (1.1)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè íàïèñàííîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.1) äîñòà-
òî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xk ðàâåí ÷èñëó ñïîñîáîâ, êîòîðûìè
èç m ñîìíîæèòåëåé (1 + x) . . . (1 + x) ìîæíî âûáðàòü k ñîìíîæèòåëåé.

Îòìåòèì íåêîòîðûå âàæíåéøèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ (÷èñåë ñî÷åòàíèé).

1.

Ckn = Cn−kn (1.2)

Ýòî âàæíåéøåå ñîîòíîøåíèå � ïðÿìîå ñëåäñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî êàæäîìó
k-ýëåìåíòíîìó ïîäìíîæåñòâó Y ⊆ X îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò (n − k) -
ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî X\Y ìíîæåñòâà X.

2.

Ckn = Ckn−1 + Ck−1
n−1 (1.3)

Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò x èç n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà X. Ìíî-
æåñòâî T âñåõ k-ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X ðàñïàäàåòñÿ íà
äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññà:

T = T1 ∪ T2; T1 ∩ T2 = ∅,

êëàññ T1 ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå íå ñîäåðæàò ýëåìåíò x, è êëàññ T2 ïîäìíî-
æåñòâ, êîòîðûå åãî ñîäåðæàò. Ìîùíîñòü ïåðâîãî êëàññà ñîñòàâëÿåò Ckn−1,
à âòîðîãî � Ck−1

n−1, òî åñòü ñòîëüêî, ñêîëüêî èìååòñÿ (k − 1)-ýëåìåíòíûõ
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X\{x}. �
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Ïðîäåìîíñòðèðóåì ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíê-
öèè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîìáèíàòîðíûõ ñîîòíî-
øåíèé, âêëþ÷àþùèõ ÷èñëî ñî÷åòàíèé.

3. Ïîëàãàÿ â (1.1) x = 1 ïîëó÷èì:
n∑
k=0

Ckn = 2n

Ýòà ôîðìóëà ñëåäóåò è èç òîãî, ÷òî ñóììà ñëåâà åñòü ÷èñëî âñåõ ïîäìíî-
æåñòâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.

4.

n∑
k=0

kCkn = n2n−1. (1.4)

Äèôôåðåíöèðóÿ (1.1) è ïîëàãàÿ x=1, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå (1.4).
5. (

m+ n
k

)
=

k∑
s=0

(
m
s

)(
n

k − s

)
(1.5)

Ðàâåíñòâî ëåãêî ñëåäóåò èç ñëåäóþùåãî ðàâåíñòâà äëÿ
ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé:

(1 + x)m+n = (1 + x)m(1 + x)n.

Ïîëàãàÿ â (1.5) m = k = n, ïîëó÷èì:

Cn2n =

n∑
r=0

(
n
r

)2

Îòìåòèì, ÷òî çàäà÷à ïðÿìîãî äîêàçàòåëüñòâà ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà áåç èñ-
ïîëüçîâàíèÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äîñòàòî÷íî òðóäíà.

6. Ïîëàãàÿ â (1.1) x = −1, ïîëó÷àåì
n∑
k=0

(−1)k
(
m
k

)
= 0

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

[m/2]∑
k=0

(
m
2k

)
=

[m/2]∑
k=0

(
m

2k + 1

)
= 2m−1,

ãäå ÷åðåç [m/2] îáîçíà÷åíà öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà m/2.
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Èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé

Ïðèâåäåì ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ â âû÷èñ-
ëèòåëüíîé ìàòåìàòèêå.

Ïóñòü äàíà ôóíêöèÿ ϕ, îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå äåéñòâèòåëüíûõ
(âîçìîæíî öåëûõ) ÷èñåë è ïðèíèìàþùàÿ äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ. Îïðå-
äåëèì íîâóþ ôóíêöèþ ∆ϕ(x), íàçûâàåìóþ ïåðâîé ðàçíîñòüþ ϕ, ôîðìóëîé

∆ϕ(x) = ϕ(x+ 1)− ϕ(x).

Îïåðàòîð ∆ íàçûâàåòñÿ ðàçíîñòíûì îïåðàòîðîì ïåðâîãî ïîðÿäêà; êðàòêî
è î÷åíü óïðîùåííî ìîæíî îïðåäåëèòü èñ÷èñëåíèå êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé êàê
èññëåäîâàíèå îïåðàòîðà ∆. Ìîæíî ïðèìåíèòü îïåðàòîð ∆ k ðàç è ïîëó÷èòü
k-ûé ðàçíîñòíûé îïåðàòîð

∆kϕ(x) = ∆(∆k−1ϕ(x)).

×èñëî ∆k(x) íàçûâàåòñÿ k-îé ðàçíîñòüþ ϕ â òî÷êå x (∆kϕ(0) íàçûâàåòñÿ
k-îé ðàçíîñòüþ ϕ â 0).

Îïðåäåëèì äðóãîé îïåðàòîð E, íàçûâàåìûé îïåðàòîðîì ñäâèãà, ôîð-
ìóëîé:

Eϕ(x) = ϕ(x+ 1).

Òàêèì îáðàçîì, ∆ = E − I, ãäå I îçíà÷àåò åäèíè÷íûé îïåðàòîð:

Iϕ(x) = ϕ(x).

Òîãäà ïåðâàÿ ðàçíîñòü ôóíêöèè ìîæåò áûòü çàïèñàíà â âèäå:

∆ϕ(x) = ϕ(x+ 1)− ϕ(x) = Eϕ(x)− Iϕ(x) = (E − I)ϕ(x)

Ðàçíîñòè áîëåå âûñîêèõ ïîðÿäêîâ îïðåäåëÿþòñÿ ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøå-
íèåì: ∆nϕ(x) = ∆(∆n−1ϕ(x)) = ∆n−1ϕ(x + 1) − ∆n−1ϕ(x) = (E − I)
((E − I)n−1ϕ(x)). Îòêóäà ïîëó÷àåì âûðàæåíèå äëÿ n-îé ðàçíîñòè:

∆nϕ(x) = (E − I)nϕ(x) =

n∑
k=0

(−1)n−kCknE
kϕ(x) =

n∑
k=0

(−1)n−kCknϕ(x+ k)

Â ÷àñòíîñòè,

∆kϕ(0) =

k∑
i=0

(−1)k−i
(
k
i

)
ϕ(i) (1.6)
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÷òî äà¼ò ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ k-îé ðàçíîñòè â òåðìèíàõ çíà÷åíèé
ϕ(0), ϕ(1), . . . , ϕ(k). Íåòðóäíî îáðàòèòü ôîðìóëó (1.6) è âûðàçèòü ϕ(n)
÷åðåç ∆iϕ(0). Èìåííî,

ϕ(n) = Enϕ(0) = (∆ + 1)nϕ(0) =

n∑
k=0

(
n
k

)
ϕ(0) (1.7)

Íàïèøåì òåïåðü â ñòðîêó çíà÷åíèÿ:

. . . ϕ(−2) ϕ(−1) ϕ(0) ϕ(1) ϕ(2) . . .

Åñëè âíèçó íàïèñàòü ìåæäó êàæäîé ïàðîé ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíîâ
ϕ(i), ϕ(i + 1) èõ ðàçíîñòü ϕ(i + 1) − ϕ(i) = ∆ϕ(i), òî ïîëó÷èì ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü:

. . .∆ϕ(−2) ∆ϕ(−1) ∆ϕ(0) ∆ϕ(1) ∆ϕ(2) . . .

Ïîâòîðåíèå ýòîé ïðîöåäóðû ïðèâîäèò ê òàáëèöå ðàçíîñòåé ôóíêöèè ϕ , k-
àÿ ñòðîêà êîòîðîé ñîñòîèò èç çíà÷åíèé ∆kϕ(n). Äèàãîíàëü, íà÷èíàþùàÿñÿ
â ϕ(0) è èäóùàÿ íàïðàâî âíèç, ñîñòîèò èç ðàçíîñòåé ∆kϕ(0) â 0. Íàïðèìåð,
ïóñòü ϕ(n) = n4. Òàáëèöà ðàçíîñòåé (íà÷èíàþùàÿñÿ ñ ϕ(0)) âûãëÿäèò òàê:

0 1 16 81 256 625 . . .
1 15 65 175 369

14 50 110 194
36 60 84

24 24
0

Èç ôîðìóëû (1.7) ñëåäóåò, ÷òî:

n4 =

(
n
1

)
+ 14

(
n
2

)
+ 36

(
n
3

)
+ 24

(
n
4

)
+ 0

(
n
5

)
+ . . . (1.8)

Â ýòîì ñëó÷àå, òàê êàê n4 � ìíîãî÷ëåí ÷åòâåðòîé ñòåïåíè è
(
n
k

)
ïðè

ôèêñèðîâàííîì k åñòü ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k, íàïèñàííîå âûøå ðàçëîæåíèå

îáðûâàåòñÿ ïîñëå ÷ëåíà 24

(
n
4

)
, òî åñòü ∆k04 = 0, åñëè k > 4 (èëè, áîëåå

îáùèì îáðàçîì, ∆knk = 0, åñëè k > 4).
Ïðåäûäóùåå ðàññóæäåíèå, êîíå÷íî, íå îòíîñèòñÿ ëèøü ê ôóíêöèè n4.

Ïîäîáíûå ðàññóæäåíèÿ ïðèâîäÿò ê ñëåäóþùèì ðåçóëüòàòàì.
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1. Ôóíêöèÿ ϕ � ïîëèíîì ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d, òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà ∆d+1ϕ(n) = 0 (èëè ∆dϕ(n) � ïîñòîÿííàÿ).

2. Åñëè ìíîãî÷ëåí ϕ(n) ñòåïåíè, íå ïðåâîñõîäÿùåé d, ðàçëîæåí â ðÿä

ïî áàçèñó
(
n
k

)
, 0 ≤ k ≤ d, òî êîýôôèöèåíòû ðàçëîæåíèÿ åñòü

∆kϕ(0), òî åñòü

ϕ(n) =

n∑
k=0

∆kϕ(0)

(
n
k

)
. �

Åùå îäíà ñâÿçü êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ ñ èñ÷èñëåíèåì êîíå÷íûõ ðàçíî-
ñòåé äàåòñÿ ôîðìóëîé (1.15).

Ðàçëîæåíèÿ

Ñóùåñòâóåò òåñíàÿ ñâÿçü ìåæäó ïîäìíîæåñòâàìè ìíîæåñòâ è ðàçëîæåíè-
ÿìè öåëîãî ÷èñëà.

Îïðåäåëåíèå. Ðàçëîæåíèå n åñòü ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà n â âèäå óïî-
ðÿäî÷åííîé ñóììû ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ. Íàïðèìåð, ñóùåñòâóåò âîñåìü
ðàçëîæåíèé ÷èñëà 4, à èìåííî:
1 + 1 + 1 + 1 3 + 1

2 + 1 + 1 1 + 3
1 + 2 + 1 2 + 2
1 + 1 + 2 4
Åñëè ðàçëîæåíèå σ ñîäåðæèò â òî÷íîñòè k ñëàãàåìûõ, òî ãîâîðÿò, ÷òî

σ èìååò k ÷àñòåé è íàçûâàåòñÿ k-ðàçëîæåíèåì. Åñëè a1 + a2 + . . . + ak �
k -ðàçëîæåíèå σ ÷èñëà n, îïðåäåëèì (k−1)-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî Θ(σ)
(èëè (k − 1)-ïîäìíîæåñòâî) ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n− 1} ôîðìóëîé:

Θ(σ) = {a1, a1 + a2, . . . , a1 + a2 + . . .+ ak−1}.

Ýòà ôîðìóëà óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå (áèåêöèþ)
ìåæäó âñåìè k-ðàçëîæåíèÿìè è (k − 1)-ïîäìíîæåñòâàìè Θ(σ) ìíîæåñòâà

{1, 2, . . . , n − 1}. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
(
n− 1
k − 1

)
k-ðàçëîæåíèé

n è 2n−1 ðàçëîæåíèé n. Ðàçëîæåíèå ÷àñòî ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâëÿþò, ðè-
ñóÿ â ñòðîêó n òî÷åê è k − 1 ðàçäåëÿþùóþ âåðòèêàëüíóþ ÷åðòó. Òî÷êè
ðàçäåëÿþòñÿ ïî k ëèíåéíî óïîðÿäî÷åííûì ¾îòäåëåíèÿì¿, ÷èñëà òî÷åê â
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îòäåëåíèÿõ äàþò k-ðàçëîæåíèå ÷èñëà n. Íàïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

• | •• | • | • | • • • | ••

ñîîòâåòñòâóåò ðàçëîæåíèþ 1 + 2 + 1 + 1 + 3 + 2.
Äðóãàÿ ïðîáëåìà, òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ ðàçëîæåíèÿìè, åñòü çàäà÷à ïîäñ÷å-

òà ÷èñëà N(n, k) ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

x1 + x2 + . . .+ xk = n

â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ. Ðåøåíèå òàêîãî óðàâíåíèÿ íàçûâàåòñÿ
ñëàáûì ðàçëîæåíèåì n íà k ÷àñòåé, èëè ñëàáûì k-ðàçëîæåíèåì ÷èñëà n.
(Ðåøåíèå â ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ åñòü ïðîñòî k-ðàçëîæåíèå n.)
Åñëè ìû ïîëîæèì y1 = x1 + 1, y2 = x2 + 1, . . . , yk = xk + 1, òî ïîëó÷èì,
÷òî N(n, k) åñòü êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

y1 + y2 + . . .+ yk = n+ k,

òî åñòü ÷èñëî k-ðàçëîæåíèé ÷èñëà n+ k.

Òàêèì îáðàçîì, N(n, k) =

(
n+ k − 1
k − 1

)
.

Ïîäîáíûì æå ïðèåìîì (íàéòè åãî ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ) äîêàçû-
âàåòñÿ, ÷òî ÷èñëî ðåøåíèé íåðàâåíñòâà x1 + x2 + . . .+ xk ≤ n â íåîòðèöà-

òåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ åñòü
(
n+ k
k

)
.

k-ïîäìíîæåñòâî T n ìíîæåñòâà S èíîãäà íàçûâàþò k-ñî÷åòàíèåì èç
S áåç ïîâòîðåíèé. Òàê âîçíèêàåò çàäà÷à ïîäñ÷åòà ÷èñëà k-ñî÷åòàíèé èç
S ñ ïîâòîðåíèÿìè; òî åñòü ìû âûáèðàåì k ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà S, íå
âçèðàÿ íà èõ ïîðÿäîê è äîïóñêàÿ ïîâòîðÿþùèåñÿ ýëåìåíòû. Îáîçíà÷èì

÷èñëî òàêèõ ñïîñîáîâ
((

n+ k
k

))
. Íàïðèìåð,

((
3
2

))
= 6.

Åñëè S = {1, 2, 3}, òî ïîäõîäÿùèå ñî÷åòàíèÿ åñòü 11, 22, 33, 12, 13 è 23.
Ýêâèâàëåíòíîå, íî áîëåå òî÷íîå îïðåäåëåíèå è èññëåäîâàíèå ñî÷åòàíèé ñ
ïîâòîðåíèÿìè ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî, åñëè ââåñòè ïîíÿòèå ìóëüòèìíîæå-
ñòâà. Íà èíòóèòèâíîì óðîâíå ìóëüòèìíîæåñòâî åñòü ìíîæåñòâî ñ ïîâòî-
ðÿþùèìèñÿ ýëåìåíòàìè, íàïðèìåð {1, 1, 2, 5, 5}. Áîëåå òî÷íî, êîíå÷íîå
ìóëüòèìíîæåñòâî M íà ìíîæåñòâå S åñòü ôóíêöèÿ ν : S → N (N - ìíî-
æåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë), òàêàÿ, ÷òî

∑
x∈S

ν(x) <∞ ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê

÷èñëî ïîâòîðåíèé ýëåìåíòà x. Öåëîå ÷èñëî
∑
x∈S

ν(x) íàçûâàþò ìîùíîñòüþ

èëè ÷èñëîì ýëåìåíòîâ M è îáîçíà÷àþò |M |. Åñëè S = {x1, x2, . . . , xn},
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è ν(xi) = ai, òî ìû ïèøåì M = {xaii , . . . , xann }. Ìíîæåñòâî âñåõ k-

ìóëüòèìíîæåñòâ íà S îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì
((

S
k

))
.

Åñëè S = {y1, . . . , yn} è ìû ïîëîæèì xi = ν(yi), òî óâèäèì, ÷òî((
n
k

))
. åñòü ÷èñëî ðåøåíèé â íåîòðèöàòåëüíûõ öåëûõ ÷èñëàõ óðàâ-

íåíèÿ x1 + x2 + . . .+ xn = k. Ýòî ÷èñëî, êàê ìû âèäåëè, åñòü(
n+ k − 1
n− 1

)
. (1.9)

Ïðÿìîå êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ (1.9) òàêîâî. Ïóñòü
{a1, a2, . . . , ak}, 1 ≤ a1 < a2 < . . . < ak ≤ n+ k − 1, åñòü k-ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà [n + k − 1] = {1, 2, . . . , n + k − 1}. Ïîëîæèì bi = ai − i + 1.
Òîãäà {b1, b2, . . . , bn} � k-ìóëüòèìíîæåñòâî íà ìíîæåñòâå [n].

Îáðàòíî, åñëè äàíî k-ìóëüòèìíîæåñòâî 1 ≤ b1 ≤ b2 ≤ bk ≤ n íà [n],
òî îïðåäåëèâ ai ôîðìóëîé ai = bi + i − 1, âèäèì, ÷òî {a1, a2, . . . , a}
åñòü k-ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà [n+k−1]. Ñëåäîâàòåëüíî, ìû îïðåäåëèëè

âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó
((

[n]
k

))
è
((

[n+ k − 1]
k

))
,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Ïîó÷èòåëåí ïîäõîä ê ìóëüòèìíîæåñòâàì ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé. Cîâåðøåííî àíàëîãè÷íî ïðîâåäåííîìó èññëåäîâàíèþ ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà S = {x1, x2, . . . , xn} èìååì

(1 + x1 + x2
1 + . . .)(1 + x2 + x2

2 + . . .) . . . (1 + xn + x2
n + . . .) =

∑
ν:S→N

∏
xi∈S

x
ν(xi)
i

Ïîëîæèì xi = x. Òîãäà

(1 + x+ x2 + . . .)n =
∑
ν

xν(x1)+...+ν(xn) =
∑

Ì íà S

x|M | =
∑
k≥0

((
n
k

))
xk.

Íî,

(1 + x+ x2 + . . .)n = (1− x)−n =
∑
k≥0

(
−n
k

)
(−1)kxk,

òàê ÷òî (
n
k

)
= (−1)k

(
−n
k

)
=

(
n+ k − 1

k

)
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Ïîÿâëåíèå ýëåãàíòíîé ôîðìóëû(
n
k

)
= (−1)k

(
−n
k

)
íå ñëó÷àéíî. Ýòî ïðîñòåéøèé ïðèìåð êîìáèíàòîðíîé òåîðèè âçàèìíîñòè.

1.3.5 Ïîëèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû

Óòâåðæäåíèå 1.9. Ïóñòü X ìíîæåñòâî n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ è ïóñòü
n1, n2, . . . , np íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ
n1 + n2 + . . . + np = n; êîëè÷åñòâî ðàçìåùåíèé n îáúåêòîâ ïî ÿ÷åéêàì
Y1, . . . , Yp, ïðè êîòîðûõ êàæäàÿ ÿ÷åéêà ñîäåðæèò n1, n2, . . . , np îáúåê-
òîâ ñîîòâåòñòâåííî, åñòü

(
n

n1, n2, . . . , np

)
=


n!

n1!n2! . . . np!
, åñëè n1 + n2 + . . .+ np = n,

0, åñëè n1 + n2 + . . .+ np 6= n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü n1 + n2 + . . . + np = n. ßùèê Y1 ìîæíî íàïîë-

íèòü
(

n
n1

)
ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, ïîñëå ÷åãî ÿùèê Y2 ìîæíî íàïîë-

íèòü
(
n− n1

n2

)
ñïîñîáàìè è òàê äàëåå.

Ñëåäîâàòåëüíî, èñêîìîå ÷èñëî ðàçìåùåíèé ðàâíî:

(
n

n1, n2, . . . , np

)
=

(
n
n1

)(
n− n1

n2

)(
n− n1 − n2

n3

)
. . .

(
np
np

)
=

=
n!

n1!(n− n1)!
· (n− n1)!

n2!(n− n1 − n2)!
·

· (n− n1 − n2)!

n3!(n− n1 − n2 − n3)!
· . . . · np!

np!
=

=
n!

n1!n2!n3! . . . np!
.
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Óòâåðæäåíèå 1.10. Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ êîýô-
ôèöèåíòîâ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(x1+x2+. . .+xn)n =
∑

n1, n2, ..., np≥0
n1+n2+...+np=n

(
n

n1, n2, . . . , np

)
xn1

1 xn2
2 . . . xnp

p (1.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà (1.10) äî-
ñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xn1

1 xn2
2 . . . x

np
p ðàâåí ÷èñëó ñïîñî-

áîâ âûáðàòü èç n ñîìíîæèòåëåé n1 ñîìíîæèòåëåé, èç êîòîðûõ â ïðîèçâå-
äåíèå âîéäåò ïåðåìåííàÿ x1, n2 ñîìíîæèòåëåé, èç êîòîðûõ â ïðîèçâåäåíèå
âîéäåò ïåðåìåííàÿ x2, è òàê äàëåå.

Ñëåäñòâèå 1.

(
n

n1, n2, . . . , np

)
=
∑
j

nj 6=0

(
n− 1

n1, n2, . . . , nj−1, nj − 1, nj+1, . . . , np

)
(1.11)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 1 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî

(x1 + x2 + . . .+ xn)n = (x1 + x2 + . . .+ xn)n−1(x1 + x2 + . . .+ xn).

Îòñþäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ñòåïåíÿõ
â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà:

xn1
1 . . . x

np
p

(
n

n1, . . . , np

)
=

=
∑
j

nj 6=0

xj

(
n− 1

n1, . . . , nj−1, nj − 1, nj+1, . . . , np

)
xn1

1 xn2
2 . . . x

nj−1
j . . . x

np
n . �

Ñëåäñòâèå 2(
m+ q

n1, n2, . . . , np

)
=

∑
(k1,k2, ..., kp)≤(n1,n2, ..., np)

k1+k2+...=m

(
m

k1, . . . , kp

)
·

·
(

q
n1 − k1, n2 − k2, . . . , np

)
Óêàçàííîå ðàâåíñòâî åñòü íåïîñðåäñòâåííîå ñëåäñòâèå ñëåäóþùåãî ñî-

îòíîøåíèÿ äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé:

(x1 + . . .+ xp)
m+q = (x1 + . . .+ xp)

m(x1 + . . .+ xp)
q. �
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Ñëåäñòâèå 3∑(
n

n1, . . . , np

)
(−1)n2+n4+n6+... =

1− (−1)p

2

Ðàâåíñòâî ñëåäñòâèÿ 3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç âèäà ïðîèçâîäÿùåé
ôóíêöèè äëÿ ïîëèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ, åñëè â (1.10) ïîëîæèòü:

x1 = x3 = x5 = . . . = +1
x2 = x4 = x6 = . . . = −1 �

1.4 Ðàçáèåíèÿ

1.4.1 ×èñëî ðàçáèåíèé

Îïðåäåëåíèå. Ðàçáèåíèå êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X,|X| = n , åñòü íåóïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð π = {B1, B2, . . . , Bk} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà X òàêèõ,
÷òî

Bi 6= ∅ äëÿ âñåõ i îò 1 äî k;
Bi ∩Bj = ∅, åñëè i 6= j
B1 ∪B2 ∪ . . . ∪Bk = X

Ìû íàçûâàåì Bi êëàññîì (áëîêîì) ðàçáèåíèÿ π è ãîâîðèì, ÷òî π èìååò
k êëàññîâ. Ïóñòü S(n, k) � ÷èñëî ðàçáèåíèé n - ìíîæåñòâà íà k êëàññîâ.

S(n, k) íàçûâàåòñÿ òàêæå ÷èñëîì Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà. �
Ðàçáèåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ðàçìåùåíèÿì n ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ ïî k îäè-

íàêîâûì ÿùèêàì ïðè óñëîâèè, ÷òî êàæäûé ÿùèê íå ïóñò.
Ïðèìåð

S(4, 2) = 7. Äåéñòâèòåëüíî, ÷åòûðå îáúåêòà {1, 2, 3, 4} ìîæíî ñëåäó-
þùèì îáðàçîì ðàçáèòü íà äâà êëàññà:
{1} ∪ {2, 3, 4}; {3} ∪ {1, 2, 4} {1, 2} ∪ {3, 4} {1, 4} ∪ {2, 3}
{2} ∪ {1, 3, 4} {4} ∪ {1, 2, 3} {1, 3} ∪ {2, 4}
Óñëîâèìñÿ ïîëàãàòü, ÷òî S(0, 0) = 1.
×èòàòåëü äîëæåí óáåäèòüñÿ, ÷òî äëÿ n ≥ 1 èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ:
S(0, k) = 0, ïðè k > 0,
S(n, k) = 0, ïðè k > n,
S(n, 0) = 0,
S(n, 1) = 1,
S(n, 2) = 2n−1 − 1,
S(n, n) = 1,

S(n, n− 1) =

(
n
2

)
.
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Óòâåðæäåíèå 1.11. ×èñëà Còèðëèíãà âòîðîãî ðîäà óäîâëåòâîðÿþò ñëå-
äóþùåìó îñíîâíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ:

S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) + kS(n, k). (1.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì òàáëèöó ðàçáèåíèé n+ 1 îáúåêòà íà k êëàñ-
ñîâ.

1. Äëÿ íåêîòîðûõ ðàçáèåíèé (n+ 1)-ûé îáúåêò åñòü åäèíñòâåííûé ýëå-
ìåíò â êëàññå. ×èñëî òàêèõ ðàçáèåíèé åñòü S(n, k − 1).

2. Äëÿ äðóãèõ ðàçáèåíèé (n + 1)-ûé îáúåêò íå ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì
ýëåìåíòîì êëàññà íè äëÿ êàêîãî êëàññà. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
kS(n, k) òàêèõ ðàçáèåíèé, òàê êàê êàæäîìó ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà
{1, . . . , n} íà k êëàññîâ ñîîòâåòñòâóåò â òî÷íîñòè k ðàçáèåíèé, îáðà-
çîâàííûõ äîáàâëåíèåì ýëåìåíòà n+ 1 ïîî÷åðåäíî ê êàæäîìó êëàññó.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè âñå ðàçáèåíèÿ n+1 ýëåìåíòà íà k êëàñ-
ñîâ â âèäå îáúåäèíåíèÿ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ ðàçáèåíèé äâóõ
ïåðå÷èñëåííûõ òèïîâ. Ïîýòîìó

S(n+ 1, k) = S(n, k − 1) + kS(n, k).

Óòâåðæäåíèå 1.12. ×èñëî ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé ìíîæåñòâà X,
|X| = n, íà ìíîæåñòâî Y (|Y | = m) ðàâíî m!S(n,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäîå ñþðúåêòèâíîå îòîáðàæåíèå X = {1, 2, . . . , n}
íà Y = {y1, y2, . . . , ym} èíäóöèðóåò ðàçáèåíèå X íà m ðàçëè÷íûõ êëàñ-
ñîâ 1, 2, . . . , m (â êëàññ i ïîïàäàþò âñå òàêèå x, ÷òî f(x) = yi); íàîáîðîò,
êàæäîìó ðàçáèåíèþ X íàm êëàññîâ ñîîòâåòñòâóåòm! ñþðúåêòèâíûõ îòîá-
ðàæåíèé X íà Y . Äåéñòâèòåëüíî, âûðàæåíèå m!S(n, m) äàåò ÷èñëî ñïîñî-
áîâ ðàçáèòüX íàm êëàññîâ, à çàòåì ëèíåéíî óïîðÿäî÷èòü êëàññû, ñêàæåì,
(B1, B2, . . . , Bm). Ñâÿæåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (B1, B2, . . . , Bm) ñ ñþðú-
åêòèâíîé ôóíêöèåé f , îïðåäåëåííîé ôîðìóëîé f(i) = yj , åñëè i ∈ Bj . Ýòî
óñòàíàâëèâàåò òðåáóåìîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó êîëè÷åñòâîì ñþðúåêòèâíûõ
îòîáðàæåíèé è ÷èñëîì ðàçáèåíèé.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ ñïèñîê íåêîòîðûõ îñíîâíûõ ôîðìóë äëÿ êîëè÷åñòâà
ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà èç n ýëåìåíòîâ íà k êëàññîâ � S(n, k).



1.4. ÐÀÇÁÈÅÍÈß 29

1. Ôîðìóëà 1.

xn =

n∑
k=0

S(n, k)[x]k (1.13)

×èñëà S(n, k) èãðàþò îáðàòíóþ ðîëü ïî îòíîøåíèþ ê ÷èñëàì s(n, k) �
ïîçâîëÿþò ïåðåéòè îò áàçèñà 1, x, x2, . . . ê áàçèñó [x]1, [x]2, . . .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âñåâîçìîæíûå îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà X
èç n ýëåìåíòîâ (|X| = n) âî ìíîæåñòâî Y èç m ýëåìåíòîâ (|Y | = m). Ñ îä-
íîé ñòîðîíû, ïî óòâåðæäåíèþ 1.1 êîëè÷åñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé åñòü mn.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå òàêîå îòîáðàæåíèå åñòü ñþðúåêòèâíîå îòîáðà-
æåíèå ìíîæåñòâà X íà ïîäìíîæåñòâî B ⊆ Y . Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîäìíî-
æåñòâà B ⊆ Y , ãäå |B| = k ≤ n ÷èñëî ñþðúåêòèâíûõ ôóíêöèé f : X → B â
ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 1.12 ðàâíî k!S(n, k). Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïîäìíî-
æåñòâî B ìîùíîñòè k ìîæíî âûáðàòü Ckm ñïîñîáàìè ïîëó÷àåì ôîðìóëó:

mn =

m∑
k=1

Ckmk!S(n, k) = C1
m1!S(n, 1) + . . .+ Cnmn!S(n, n) (1.14)

Ðàâåíñòâî (1.14) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ðàâåíñòâî äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ
ïåðåìåííîé x ïðè âñåõ öåëûõ ïîëîæèòåëüíûõ çíà÷åíèÿõ x = m. Ñëåäî-
âàòåëüíî, ýòè ìíîãî÷ëåíû òîæäåñòâåííî ðàâíû ìåæäó ñîáîé, òàê êàê èõ
ðàçíîñòü ìîæåò áûòü ëèáî òîæäåñòâåííûì íóëåì, ëèáî äîëæíà èìåòü áåñ-
êîíå÷íîå ÷èñëî íóëåé, ÷òî íåâîçìîæíî. Ñïðàâåäëèâîñòü ôîðìóëû (1.13)
äîêàçàíà.

2. Ôîðìóëà 2.

S(n+ 1, m) =

n∑
k=0

(
n
k

)
S(k, m− 1) =

n∑
k=m−1

(
n
k

)
S(k, m− 1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà
X = {1, 2, . . . , n + 1} íà m êëàññîâ. Êîëè÷åñòâî òàêèõ ðàçáèåíèé åñòü
S(n+ 1, m). Âñå ðàçáèåíèÿ ðàñïàäàþòñÿ íà ðàçëè÷íûå òèïû, ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàçíûì ïîäìíîæåñòâàì ìíîæåñòâà X, ñîäåðæàùèì ýëåìåíò n + 1.
Äëÿ êàæäîãî k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà B ⊂ X, ñîäåðæàùåãî ýëåìåíò
n+ 1, ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè S(n+ 1− k, m− 1) ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X
íà m− 1 êëàññ, ñîäåðæàùèõ B â êà÷åñòâå êëàññà. Äåéñòâèòåëüíî, êàæäîå
òàêîå ðàçáèåíèå îäíîçíà÷íî ñîîòâåòñòâóåò ðàçáèåíèþ ìíîæåñòâà X \B íà
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m−1 êëàññ. k-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî B ⊂ X, ñîäåðæàùåå ýëåìåíò n+1

ìîæíî âûáðàòü
(

n
k − 1

)
ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì, èìååì:

S(n+ 1, m) =

1+n−(m−1)∑
k=1

(
n

k − 1

)
S(n+ 1− k, m− 1) =

=

1+n−(m−1)∑
k=1

(
n

n− k − 1

)
S(n+ 1− k, m− 1) =

=

n∑
r=m−1

(
n
r

)
S(r, m− 1) =

n∑
k=0

(
n
r

)
S(k, m− 1)

3. Âåðíåìñÿ åùå ðàç ê ñâÿçè êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ ñ èñ÷èñëåíèåì
êîíå÷íûõ ðàçíîñòåé. Èç ôîðìóëû (1.13) ñëåäóåò, ÷òî, íàïðèìåð,

n4 =

4∑
k=0

k!S(4, k)

(
n
k

)
, (1.15)

îòêóäà çàêëþ÷àåì íà îñíîâàíèè ðàçëîæåíèÿ (1.8):

1!S(4, 1) = 1, 2!S(4, 2) = 14, 3!S(4, 3) = 36, 4!S(4, 4) = 24.

Óêàçàííàÿ ñâÿçü äàåò àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè S(n, k). �

1.4.2 ×èñëà Áåëëà

Îïðåäåëåíèå. Îáùåå ÷èñëî ðàçáèåíèé ìíîæåñòâà X, |X| = n íà ïðîèç-
âîëüíûå êëàññû íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì Áåëëà è îáîçíà÷àåòñÿ B(n). Òàêèì îá-
ðàçîì ïî îïðåäåëåíèþ:

B(n) =

n∑
k=1

S(n, k), n ≥ 1.

Ïîëîæèì ïî îïðåäåëåíèþ B(0) = 1.
Ôîðìóëà 3.

B(n+ 1) =
n∑
k=0

(
n
k

)
B(k).
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî S(n, m) = 0 ïðè m > n.
Òîãäà èìååì ñëåäóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ:

B(n+ 1) =

n+1∑
r=1

S(n+ 1, r) =

n+1∑
r=1

n∑
k=0

(
n
k

)
S(k, r − 1) =

=

n∑
k=0

(
n
k

)(n+1∑
r=1

S(k, r − 1)

)
=

n∑
k=0

(
n
k

)
B(k)

1.5 Ïðèíöèï âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé

Ýòîò ðàçäåë ïîñâÿùåí âàæíîìó êîìáèíàòîðíîìó ìåòîäó � ïðèíöèïó
âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé, èçâåñòíîìó òàêæå ïîä íàçâàíèÿìè: ñèìâîëè÷åñêèé
ìåòîä, ïðèíöèï ïåðåêðåñòíîé êëàññèôèêàöèè, ìåòîä ðåøåòà. Ëîãè÷åñêèå
òîæäåñòâî, íà êîòîðîì îñíîâàíû âñå ýòè ìåòîäû, èçâåñòíû äàâíî. Åùå â
1713 ãîäó Ìîíìîð ýôôåêòèâíî èñïîëüçîâàë óïîìÿíóòûé ìåòîä â ðåøåíèè
çíàìåíèòîé çàäà÷è î âñòðå÷àõ (î ÷èñëå ïåðåñòàíîâîê èç n ýëåìåíòîâ, â
êîòîðûõ íè îäèí ýëåìåíò íå ñîõðàíÿåò ñâîåé ïîçèöèè).

Ïðèíöèï âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé � îäíî èç ôóíäàìåíòàëüíûõ ñðåäñòâ
ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêè. Êðàñîòà ýòîãî ïðèíöèïà ëåæèò íå â ñà-
ìîì ðåçóëüòàòå, à â åãî øèðîêîé ïðèìåíèìîñòè.

Ïðèíöèï âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé â ïåðå÷èñëèòåëüíîé êîìáèíàòîðèêå
åñòü ìåòîä îïðåäåëåíèÿ ìîùíîñòè ìíîæåñòâà S, êîòîðûé íà÷èíàåò ñ áîëü-
øåãî ìíîæåñòâà è êàêèì-ëèáî ïóòåì âû÷èòàåò èëè àííóëèðóåò íåæåëà-
òåëüíûå ýëåìåíòû. Ñíà÷àëà äàåòñÿ ïðèáëèçèòåëüíûé îòâåò, ñîäåðæàùèé
áîëüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, çàòåì âû÷èòàåòñÿ ÷èñëî ýëåìåíòîâ, áîëüøåå ÷åì
îøèáêà, ïîëó÷åííàÿ íà ïåðâîì øàãå, ïîêà ìû íå ïðèäåì ê ïðàâèëüíîìó
îòâåòó. Ýòî êîìáèíàòîðíàÿ ñóùíîñòü ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ.

Äëÿ ïðèìåðà ðàññìîòðèì ïðèíöèï âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé â òåîðåòèêî-
ìíîæåñòâåííîé ôîðìå.

Ïóñòü äàíû äâà êîíå÷íûõ ìíîæåñòâà A è B.
Òîãäà:

|A ∪B| = |A|+ |B| − |A ∩B|.
×òîáû âû÷èñëèòü êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â îáúåäèíåíèè äâóõ ìíîæåñòâ,

ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì ñóììó èõ ìîùíîñòåé, íî ïðè ýòîì äâàæäû ó÷èòû-
âàåì êàæäûé ýëåìåíò, ïðèíàäëåæàùèé ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ. Âû÷èòàÿ
ìîùíîñòü ïåðåñå÷åíèÿ, ïðèõîäèì ê ïðàâèëüíîìó îòâåòó.
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Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ïîçâîëÿþò âûïèñàòü ôîðìóëó
äëÿ êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ â îáúåäèíåíèè òðåõ ìíîæåñòâ A, B, è C:

|A ∪B ∪ C| = |A|+ |B|+ |C| − |A ∩B| − |A ∩ C| − |B ∩ C|+ |A ∩B ∩ C|

Âû÷èòàÿ äâàæäû ó÷òåííûå ýëåìåíòû ïîïàðíûõ ïåðåñå÷åíèé, ìû òðèæäû
âû÷ëè ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå ïåðåñå÷åíèþ âñåõ òðåõ ìíîæåñòâ. Äîáàâ-
ëåíèå ìîùíîñòè ïåðåñå÷åíèÿ A ∩B ∩ C ïðèâîäèò ê íóæíîìó ðåçóëüòàòó.

Ïóñòü èìååòñÿ N îáúåêòîâ è n ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ α1, α2, . . . , αn.
Êàæäûé èç îáúåêòîâ ìîæåò îáëàäàòü ëþáûì èç ýòèõ ñâîéñòâ (â ëþáîì íà-
áîðå), ò.å. îáëàäàòü ëþáûì íàáîðîì ýòèõ ñâîéñòâ, èëè íå îáëàäàòü íèêàêèì
èç ñâîéñòâ.

Ïóñòü N(α1) � ÷èñëî îáúåêòîâ îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α1. Íåêîòîðûå
èç ýòèõ îáúåêòîâ ìîãóò îáëàäàòü è äðóãèìè ñâîéñòâàìè â äîïîëíåíèå ê
α1, íî ýòî íåâàæíî. (Íà ñàìîì äåëå â ýòîì è ñîñòîèò âñÿ èäåÿ ìåòîäà
âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé). Ïóñòü òåïåðü N(α2) � ÷èñëî îáúåêòîâ, îáëàäàþ-
ùèõ ñâîéñòâîì α2, è òàê äàëåå. Ñîîòâåòñòâåííî, ÷åðåç N(α1, α2) îáîçíà÷èì
êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ äâóìÿ ñâîéñòâàìè: ñâîéñòâîì α1 è ñâîé-
ñòâîì α2.

Â îáùåì ñëó÷àå ïóñòü N(αi1 , αi2 , . . . , αis) � ÷èñëî îáúåêòîâ, îáëàäà-
þùèõ ñâîéñòâàìè αi1 , αi2 , . . . , αis (è, áûòü ìîæåò, íåêîòîðûìè äðóãèìè).

Ïóñòü N0 � ÷èñëî ïðåäìåòîâ, íå îáëàäàþùèõ íè îäíèì èç ñâîéñòâ
α1, . . . , αn.

Ïóñòü N(α1) � ÷èñëî îáúåêòîâ, íå îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì α1. ×åð-
òîé íàä ñèìâîëîì ñâîéñòâà áóäåì óêàçûâàòü, ÷òî ðå÷ü èäåò îá îáúåêòàõ,
íå îáëàäàþùèõ òàêèì ñâîéñòâîì. Òîãäà â ïðèíÿòîì îáîçíà÷åíèè N0 =
N(α1, α2, . . . , αn).

Òåîðåìà 1.13 (Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé).

N0 = N −
∑
i

N(αi) +
∑

1≤i<j≤n

N(αi, αj)−

−
∑

1≤i<j<k≤n

N(αi, αj , αk) + . . .+ (−1)nN(α1, . . . , αn) (1.16)

Ïðåæäå, ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó, âåðíåìñÿ ê ðàíåå ðàññìîò-
ðåííîìó ïðèìåðó ñ òðåìÿ ìíîæåñòâàìè A, B, C. Ïóñòü ñâîéñòâîì α1 îá-
ëàäàþò âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A, ñâîéñòâîì α2 îáëàäàþò âñå ýëåìåíòû
ìíîæåñòâà B, ñâîéñòâîì α3 � âñå ýëåìåíòû, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó
C. Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ, íå îáëàäàþùèõ íè îäíèì èç
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ñâîéñòâ α1, α2, α3 ðàâíî 0 (êàæäûé ýëåìåíò ïðèíàäëåæèò õîòÿ áû îäíîìó
èç ìíîæåñòâ), è â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (1.16) èìååì:

N0 = 0 = |A∪B∪C|−|A|−|B|−|C|+ |A∩B|+ |B∩C|+ |A∩C|−|A∩B∩C|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî n� ÷èñëó ñâîéñòâ.
Ïðè îäíîì ñâîéñòâå α ôîðìóëà î÷åâèäíà. Êàæäûé îáúåêò ëèáî îáëàäàåò
ýòèì ñâîéñòâîì, ëèáî íå îáëàäàåò èì. Ïîýòîìó N0 = N −N(α).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ÷èñëî ñâîéñòâ ðàâíî n−1,
ôîðìóëà äîêàçàíà:

N0 = N −N(α1)− . . .−N(αn−1) +N(α1, α2) + . . .

+N(αn−2, αn−1) + (−1)n−1N(α1, α2, . . . , αn−1). (1.17)

Îòìåòèì î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå:

N(α1, α2, . . . , αn) = N(α1, . . . , αn−1)−N(α1, . . . , αn−1, αn) (1.18)

Ôîðìóëà (1.17) ïî ïðåäïîëîæåíèþ ñïðàâåäëèâà äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíî-
ñòè îáúåêòîâ. Â ÷àñòíîñòè îíà âåðíà äëÿ ñîâîêóïíîñòè N(αn) ýëåìåíòîâ,
îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì αn. Ïðèìåíèì èíäóêòèâíîå ïðåäïîëîæåíèå ê ñî-
âîêóïíîñòè N(αn) äëÿ âû÷èñëåíèÿ N(α1, . . . , αn−1, αn):

N(α1, . . . , αn−1, αn) = N(αn)−
∑

1≤i≤n−1

N(αi, αn)+

+
∑

1≤i<j≤n−1

N(αi, αj , αn) + . . .+ (−1)n−1N(α1, α2, . . . , αn) (1.19)

Âû÷òåì ðàâåíñòâî (1.19) èç (1.17). Â ïðàâîé ÷àñòè ïîëó÷èì òî, ÷òî íóæ-
íî � ïðàâóþ ÷àñòü ôîðìóëû âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ, à â ëåâîé ÷àñòè
ïîëó÷èì ðàçíîñòü (1.18). Òåì ñàìûì ôîðìóëà (1.16) äîêàçàíà.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îáëåã÷èòü âñåñòîðîííåå èñïîëüçîâàíèå ýòîé ôîðìóëû,
ñäåëàåì ñëåäóþùèå çàìå÷àíèÿ. Âî-ïåðâûõ, ëó÷øå âñåãî îíà çàïîìèíàåòñÿ
â ñëåäóþùåé ¾ñèìâîëè÷åñêîé çàïèñè¿:

N(α1, α2, α3, . . .) = N [(1− α1)(1− α2)(1− α3) . . .]

Ñíà÷àëà âû÷èñëÿåòñÿ ñîäåðæèìîå êâàäðàòíûõ ñêîáîê, à çàòåì çíàê ôóíê-
öèè N ïðèìåíÿåòñÿ ê ñëàãàåìûì:

N [α+ β] = N(α) +N(β),
N [−α] = −N [α],

N [1] = N,
N [(1− α)(1− β)] = N(1− α− β + αβ) = N −N(α)−N(β) +N(α, β).
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Äàëåå, êàê âèäíî èç äîêàçàòåëüñòâà ôîðìóëû âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé, ñî-
âîêóïíîñòè îáúåêòîâ, ê êîòîðûì ïðèìåíèìà òåîðåìà, íå îáÿçàíà áûòü ñî-
âîêóïíîñòüþ N âñåõ îáúåêòîâ. Ïîýòîìó:

N(α1α2α3α4) = N [α1(1− α2)α3(1− α4)] = N(α1α3)−N(α1α2α3)−
−N(α1α3α4) +N(α1α2α3α4)

Âîîáùå, åñëè n ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ α1, . . . , αn îáúåêòîâ èç ñîâîêóïíîñòè
N îáúåêòîâ îáîçíà÷èòü b1, b2, . . . , bk, c1, c2, . . . , cn−k, òî

N [b1b2 . . . bkc1c2 . . . cn−k] = N [b1b2 . . . bk(1− c1) . . . (1− cn−k)] �

Ðàññìîòðèì ïðèíöèï âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé â íåñêîëüêî áîëåå îáùåé ôîð-
ìå. Ïóñòü S � ìíîæåñòâî ñâîéñòâ, êîòîðûìè ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà
A ìîãóò îáëàäàòü, à ìîãóò íå îáëàäàòü. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà T ìíî-
æåñòâà S, T ⊆ S, ïóñòü N=(T ) � ÷èñëî îáúåêòîâ ìíîæåñòâà A, êîòîðûå
îáëàäàþò â òî÷íîñòè ñâîéñòâàìè èç T (òàê ÷òî îíè íå îáëàäàþò íèêàêèìè
äðóãèìè ñâîéñòâàìè èç T = S \ T ). Ïóñòü N≥(T ) � ÷èñëî îáúåêòîâ ìíî-
æåñòâà A, îáëàäàþùèõ ïî ìåíüøåé ìåðå ñâîéñòâàìè èç T (è, âîçìîæíî,
êàêèìè-òî äðóãèìè ñâîéñòâàìè).

ßñíî, ÷òî òîãäà:
N≥(T ) =

∑
Y⊇T

N=(Y ), (1.20)

N=(T ) =
∑
Y⊇T

(−1)|Y \T |N≥(Y ) (1.21)

N=(∅) =
∑
Y

(−1)|Y |N≥(Y ),

ãäå Y ïðîáåãàåò âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà S.
Â òèïè÷íûõ ïðèëîæåíèÿõ ïðèíöèïà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé îòíîñè-

òåëüíî ëåãêî âû÷èñëèòü N≥(Y ) äëÿ Y ⊆ S, òàê ÷òî íàìè ïîëó÷åíà îêîí-
÷àòåëüíàÿ ôîðìóëà äëÿ N=(T ).

Ðàñïðîñòðàíåííûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïðèíöèïà âêëþ÷åíèÿ-èñêëþ÷åíèÿ
ÿâëÿåòñÿ âûïîëíåíèå óñëîâèÿ N=(T ) = N=(T ◦), êàê òîëüêî |T | = |T ◦|.
Â ðàññìàòðèâàåìîì ÷àñòíîì ñëó÷àå êîëè÷åñòâî îáúåêòîâ, îáëàäàþùèõ â
òî÷íîñòè çàäàííûì ìíîæåñòâîì ñâîéñòâ, çàâèñèò íå îò êîíêðåòíîãî íàáî-
ðà ñâîéñòâ, à òîëüêî îò ÷èñëà ðàññìàòðèâàåìûõ ñâîéñòâ. Òàêèì îáðàçîì,
N≥(T ) çàâèñèò òàêæå òîëüêî îò |T | è ìû ïîëàãàåì

a(n− i) = N=(T ) (1.22)
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è
b(n− i) = N≥(T ), (1.23)

åñëè |T | = i.
Èç ôîðìóë (1.20) è (1.21) ïîëó÷àåì, ÷òî ôîðìóëû

b(m) =

m∑
k=0

(
m
k

)
a(k), 0 ≤ m ≥ n (1.24)

è

a(m) =

m∑
k=0

(
m
k

)
(−1)m−kb(k), 0 ≤ m ≤ n, (1.25)

ýêâèâàëåíòíû. Ýòî åùå îäíî îòðàæåíèå êîìáèíàòîðíûõ ñîîòíîøåíèé âçà-
èìíîñòè.

1.5.1 Çàäà÷à î ÷èñëå áåñïîðÿäêîâ (Çàäà÷à î âñòðå÷àõ)

Â êà÷åñòâå êàíîíè÷åñêîãî ïðèìåðà âîçìîæíîãî ïðèëîæåíèÿ âûâåäåííîé
ôîðìóëû âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé ðàññìîòðèì çíàìåíèòóþ çàäà÷ó î ÷èñëå
áåñïîðÿäêîâ èëè èíâåðñèé.

Ïóñòü ìû õîòèì íàéòè ÷èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê π ∈ σn, êîòîðûå íå
èìåþò íåïîäâèæíûõ òî÷åê, òî åñòü íè îäèí ýëåìåíò íå ñòîèò íà ñâîåì
ìåñòå: π(i) 6= i äëÿ âñåõ i ∈ {1, 2, . . . , n}. Òàêèì îáðàçîì, ìû èùåì
÷èñëî ïåðåñòàíîâîê a1a2 . . . an n ÷èñåë {1, 2, . . . , n}, òàêèõ, ÷òî ai 6= i, i =
1, 2, . . . , n. Òàêèå ïåðåñòàíîâêè áóäåì íàçûâàòü áåñïîðÿäêàìè. Îáîçíà÷èì
èõ ÷èñëî D(n). Òîãäà D(0) = 1, D(1) = 0, D(2) = 1, D(3) = 2.

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî σn âñåõ n! ïåðåñòàíîâîê b1b2 . . . bn, è ïóñòü ñâîé-
ñòâî αi ïåðåñòàíîâêè π ñîñòîèò â òîì, ÷òî bi = i. Òîãäà N(αi1 , . . . , αis) =
(n − s)!, i1 < . . . < is, ïîñêîëüêó îíè ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâêàìè, â êî-
òîðûõ s îáúåêòîâ çàêðåïëåíû íà ñâîèõ ïîçèöèÿõ, à îñòàëüíûå îáúåêòû
ñâîáîäíû. ×èñëî áåñïîðÿäêîâ åñòü N0 è ïðèìåíåíèå ôîðìóëû âêëþ÷åíèé-
èñêëþ÷åíèé äàåò ðàâåíñòâî

N0 = D(n) = n!−
(
n
1

)
(n− 1)! +

(
n
2

)
(n− 2)! + . . .

. . .+ (−1)k
(
n
k

)
(n− k)! + . . . ,

òàê êàê ÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà k íåïîäâèæíûõ òî÷åê èç n-ýëåìåíòíîãî

ìíîæåñòâà åñòü
(
n
k

)
.
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Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ïîñëå óïðîùåíèé ìîæíî ïåðåïèñàòü â âèäå:

N0 = D(n) = n!(1− 1 +
1

2!
− 1

3!
+ . . .+

(−1)n

n!
). (1.26)

Ñóììà â ñêîáêàõ â (1.26) åñòü íà÷àëüíûé îòðåçîê ðÿäà e−1 =
∞∑
i=0

(−1)i
1

i!
.

Èç ôîðìóëû (1.26) âèäíî, ÷òî
n!

e
� õîðîøåå ïðèáëèæåíèå ê D(n), è, â äåé-

ñòâèòåëüíîñòè, íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî D(n) � áëèæàéøåå öåëîå ê
n!

e
. Ýòî

îçíà÷àåò, ÷òî áåñïîðÿäêè ñîñòàâëÿþò ôèêñèðîâàííóþ äîëþ e−1 âñåõ ïåðå-
ñòàíîâîê è, ÷òî óäèâèòåëüíî, ýòà äîëÿ íå çàâèñèò îò n.

Â çàäà÷å î áåñïîðÿäêàõ ôóíêöèÿ b(i) (ñì. (1.23)) èìååò î÷åíü ñïåöè-
àëüíîå ñâîéñòâî b(i) = i! � îíà çàâèñèò òîëüêî îò i, íî íå çàâèñèò îò n.
Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì, ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê, ìíîæåñòâî ïîäâèæíûõ òî-
÷åê êîòîðûõ ëåæèò âî ìíîæåñòâå T , çàâèñèò òîëüêî îò |T |, íî íå îò n.
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ôîðìóëó (1.26) ìîæíî ïåðåïèñàòü íà ÿçûêå êîíå÷íûõ
ðàçíîñòåé (ñì. óðàâíåíèå (1.6)) â âèäå

D(n) = ∆nx!|x=0

(Ñîêðàùåííàÿ çàïèñü D(n) = ∆n0!).
Òàê êàê ÷èñëî b(i) ïåðåñòàíîâîê, ïîäâèæíûå òî÷êè êîòîðûõ ñîäåðæàò-

ñÿ â íåêîòîðîì îïðåäåëåííîì i-ýëåìåíòíîì ìíîæåñòâå, çàâèñèò òîëüêî îò
i, òî æå âåðíî è äëÿ ÷èñëà a(i) ïåðåñòàíîâîê, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ìíîæå-
ñòâà ïîäâèæíûõ òî÷åê íåêîòîðîå îïðåäåëåííîå i-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî.
Èç êîìáèíàòîðíûõ ñîîáðàæåíèé ÿñíî, ÷òî a(i) = D(i).�

Èç ôîðìóëû (1.26) òàêæå íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî ïðè n ≥ 1

D(n) = nD(n− 1) + (−1)n, (1.27)

D(n) = nD(n− 1) +D(n− 2). (1.28)

Çíà÷èòåëüíîãî òðóäà òðåáóåò êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî
ôîðìóëû (1.27), õîòÿ ïðÿìîå êîìáèíàòîðíîå äîêàçàòåëüñòâî (1.28) ñîâåð-
øåííî ïðîñòî. Ïðèâåäåì åãî.

Âûáåðåì è çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé ýëåìåíò i > 1 ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n}. Âñå ïåðåñòàíîâêè áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê ðàçîáüåì íà
äâà òèïà ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ê ïåðâîìó òèïó K1 îòíåñåì ïåðåñòàíîâ-
êè, â êîòîðûõ i ñòîèò íà ïåðâîì ìåñòå, íî 1 íå ñòîèò íà i-îì ìåñòå (K1 =
{π ∈ σn | π(i) = 1, π(1) 6= i}). Êîëè÷åñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî
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D(n− 1). Êî âòîðîìó òèïó K2 îòíåñåì ïåðåñòàíîâêè, â êîòîðûõ i ñòîèò íà
ïåðâîì ìåñòå, à 1 íà i-îì ìåñòå (K2 = {π ∈ σn | π(i) = 1, π(1) = i}). Êîëè-
÷åñòâî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ðàâíî D(n− 2). Óêàçàííûå òèïû ïåðåñòàíîâîê
íå ïåðåñåêàþòñÿ, à èõ îáúåäèíåíèå ïî âñåì çíà÷åíèÿì i äàåò ìíîæåñòâî
âñåõ ïåðåñòàíîâîê áåç íåïîäâèæíûõ òî÷åê. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ýëåìåíò i ìî-
æåò áûòü âûáðàí n− 1 ñïîñîáîì, ïîëó÷àåì ôîðìóëó (1.28).�

Ðàññìîòðèì ïðèìåð, ê êîòîðîìó íåïîñðåäñòâåííî íåïðèëîæèìû ïðåä-
øåñòâóþùèå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå ïðè ðåøåíèè çàäà÷è î ÷èñëå áåñ-
ïîðÿäêîâ. Ïóñòü h(n) � ÷èñëî òàêèõ ïåðåñòàíîâîê ìóëüòèìíîæåñòâàMn =
{12, 22, . . . , n2}, íèêàêèå äâà ïîñëåäîâàòåëüíûõ ÷ëåíà êîòîðûõ íå ðàâíû.
Òàêèì îáðàçîì, h(0) = 1, h(1) = 0, h(2) = 2 (ñîîòâåòñòâóþùèå ïåðåñòà-
íîâêè åñòü 1212 è 2121). Ïóñòü A - ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê π ìóëü-
òèìíîæåñòâà Mn è Pi äëÿ 1 ≤ i ≤ n � ñâîéñòâî ïåðåñòàíîâêè π èìåòü
ïîñëåäîâàòåëüíûìè ÷ëåíàìè äâà ÷èñëà i. Òîãäà ìû èùåì f=(∅) = h(n).
Èç ñîîáðàæåíèé ñèììåòðèè ÿñíî, ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì n f≥(T ) çàâèñèò
òîëüêî îò i = |T |, òàê ÷òî îáîçíà÷èì g(i) = f≥(T ). ßñíî, ÷òî g(i) ðàâíî ÷èñ-
ëó ïåðåñòàíîâîê π ìóëüòèìíîæåñòâà {1, 2, . . . , (i + 1)2, (i + 2)2, . . . , n2}
(çàìåíèòå êàæäîå ÷èñëî j ≤ i, âñòðå÷àþùååñÿ â π, äâóìÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íûìè ÷ëåíàìè, ðàâíûìè j), òàê ÷òî

g(i) = (2n− i)!2−(n−i)

Çàìåòèì, ÷òî b(i) = g(n− i) = (n+ i)!2−i íå ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé ëèøü îò i,
òàê ÷òî ïðåäøåñòâóþùåå ðàññóæäåíèå â äåéñòâèòåëüíîñòè íåïðèìåíèìî.
Îäíàêî èç ôîðìóëû (1.25) ïîëó÷àåì, ÷òî

h(n) =

n∑
k=0

(
n
k

)
(−1)n−k(n+ k)!2−k = ∆n(n+ k)!2−k

∣∣∣∣∣
k=0

1.5.2 Êîëè÷åñòâî ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ êîëè÷åñòâà ñþðúåêòèâíûõ îòîáðà-
æåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà X èç n ýëåìåíòîâ íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Y
èç m ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 1.14. ×èñëî ñþðúåêòèâíûõ îòîáðàæåíèé êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà
X, |X| = n, íà êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Y, |Y | = m, òî åñòü ÷èñëî ôóíêöèé
f : X → Y , òàêèõ, ÷òî f(X) = Y , ðàâíî

f(n,m) =

m−1∑
k=0

(−1)k
(
m
k

)
(m− k)n.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Y = {y1, . . . , ym}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç αi ñëåäó-
þùåå ñâîéñòâî ôóíêöèè f : X → Y : ôóíêöèÿ f : X → Y , òàêîâà, ÷òî
yi /∈ f(x). Ïóñòü Fαi

� ìíîæåñòâî ôóíêöèé, îáëàäàþùèõ ñâîéñòâîì αi.
Òîãäà î÷åâèäíî, ÷òî

f(X) 6= Y ⇔
m⋃
i=1

Fαi

×èñëî âñåõ ôóíêöèé f : X → Y ðàâíî mn.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè αp1 , αp2 , . . . , αpi , òàêîé ÷òî

1 ≤ p1 < . . . < pi ≤ m, N(αp1 , αp2 , . . . , αpi) = (m − i)n. Èìåííî ñòîëüêî
èìååòñÿ ôóíêöèé f : X → Y \ {yp1 , . . . , ypi}. i-ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî

{yp1 , . . . , ypi} ìîæíî âûáðàòü
(
m
i

)
ñïîñîáàìè, è, ñëåäîâàòåëüíî,

ïî ôîðìóëå âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé èìååì

f(n,m) = mn +

m−1∑
i=1

(−1)i
(
m
i

)
(m− i)n =

m−1∑
i=0

(−1)i
(
m
i

)
(m− i)n

Ñëåäñòâèå. Íà îñíîâàíèè óòâåðæäåíèÿ 1.12 è äîêàçàííîé òåîðåìû
èìååì

S(n, k) =
1

k!
f(n, k) =

1

k!

k−1∑
i=0

(−1)iCik(k − i)n

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åíî åùå îäíî ÿâíîå âûðàæåíèå äëÿ ÷èñëà ðàçáèåíèé.
Îòìåòèì, ÷òî ðàçóìíî è èíîãäà íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü ýòî âûðàæåíèå â
àíàëèòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ñâîéñòâ ðàçáèåíèé, õîòÿ åãî ýôôåêòèâíîñòü
â âû÷èñëåíèÿõ ñàìèõ ÷èñåë ðàçáèåíèé ñóùåñòâåííî íèæå íåïîñðåäñòâåí-
íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (1.12).

1.5.3 Ïåðåñòàíîâêè ñ îãðàíè÷åíèÿìè íà ìåñòîïîëîæå-
íèå

Â çàäà÷å î ÷èñëå áåñïîðÿäêîâ èùóò ÷èñëî ïåðåñòàíîâîê π ∈ σn, â êîòî-
ðûõ äëÿ êàæäîãî i íåêîòîðûå çíà÷åíèÿ π(i) çàïðåùåíû (èìåííî, π(i) 6= i).
Ðàññìîòðèì áîëåå îáùóþ òåîðèþ òàêèõ ïåðåñòàíîâîê. Òðàäèöèîííî åå îïè-
ñûâàþò, èñïîëüçóÿ øàõìàòíóþ òåðìèíîëîãèþ.
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Ïóñòü B ⊆ [n]× [n]. Ìíîæåñòâî B íàçûâàþò äîñêîé. Äëÿ π ∈ σn îïðåäåëèì
ãðàôèê G(π) ïåðåñòàíîâêè π óñëîâèåì

G(π) = {(i, π(i)), i ∈ [n]}.

Îïðåäåëèì òåïåðü

1. Nj = |{π ∈ σn : j = |B ∩G(π)|}|,

2. rk = ÷èñëî k-ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà B, òàêèõ, ÷òî íèêàêèå äâà ýëå-
ìåíòà íå èìåþò îáùåé êîîðäèíàòû

3. rk = ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåñòèòü k íå àòàêóþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé
íà B

Ìû ìîæåì îòîæäåñòâèòü ïåðåñòàíîâêó π ∈ σn ñ ðàçìåùåíèåì n íå àòàêó-
þùèõ äðóã äðóãà ëàäåé â êâàäðàòàõ (i, π(i)) äîñêè [n]× [n]. Òîãäà Nj åñòü
÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçìåùåíèÿ n íå àòàêóþùèõ äðóã äðóãà ëàäåé íà äîñêå
[n]× [n], ïðè êîòîðûõ â òî÷íîñòè j èç ýòèõ ëàäåé íàõîäÿòñÿ â B. Íàïðèìåð,
åñëè B = {(1, 1), (2, 2), (3, 3), (3, 4), (4, 4)}, òî N0 = 6, N1 = 9, N2 = 7,
N3 = 1, N4 = 1, r0 = 1, r1 = 5, r2 = 8, r3 = 5, r4 = 1. Íàøà öåëü �
îïèñàòü ÷èñëà Nj è, â îñîáåííîñòè N0, â òåðìèíàõ ÷èñåë rk. Îïðåäåëèì
ìíîãî÷ëåí Nn ôîðìóëîé

Nn(x) =
∑
j

Njx
j

Òåîðåìà 1.15. Èìååì

Nn(x) =

n∑
k=0

rk(n− k)!(x− 1)k (1.29)

Â ÷àñòíîñòè,

N0 = Nn(0) =

n∑
k=0

(−1)krk(n− k)! (1.30)

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 Ñïîñîá.
Ïóñòü Ck åñòü ÷èñëî ïàð (π,C), ãäå π ∈ σn è C � k-ïîäìíîæåñòâî ìíî-

æåñòâà B∩G(π). Äëÿ êàæäîãî j âûáåðåì Nj ñïîñîáàìè ïåðåñòàíîâêó π òàê,

÷òîáû j = |B∩G(π)|, à çàòåì C âûáåðåì
(
j
k

)
ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

Ck =
∑
j

(
j
k

)
Nj .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìîæíî áûëî áû ñíà÷àëà âûáðàòü rk ñïîñîáàìè ìíî-
æåñòâî C, à çàòåì ðàñøèðèòü åãî (n − k)! ñïîñîáàìè äî ïåðåñòàíîâêè π.
Ñëåäîâàòåëüíî, Ck = rk(n− k)!. Ïîýòîìó

∑
j

(
j
k

)
Nj = rk(n− k)!,

èëè, ýêâèâàëåíòíî, ∑
j

(y + 1)jNj =
∑
k

rk(n− k)!yk.

Ïîëàãàÿ y = x− 1, ïîëó÷àåì æåëàåìóþ ôîðìóëó (1.29).

2 Ñïîñîá.

Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ôîðìóëó (1.29) â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî x � ïîëî-
æèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ëåâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (1.29) ïîäñ÷èòûâàåò ÷èñëî
ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàçìåñòèòü íå àòàêóþùèå ëàäüè íà äîñêå è ïî-
ìåòèòü êàæäóþ ëàäüþ íà B ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà [x]. Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
òàêóþ êîíôèãóðàöèþ ìîæíî ïîëó÷èòü, ïîìåñòèâ k íå àòàêóþùèõ ëàäåé íà
ó÷àñòîê B, ïîìåòèâ êàæäóþ èç íèõ ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà {2, 3, . . . , x},
ïîìåñòèâ n− k äîáàâî÷íûõ ëàäåé íà äîñêó [n]× [n](n− k)! ñïîñîáàìè è ïî-
ìåòèâ íîâûå ëàäüè íà B åäèíèöàìè. Ýòî óñòàíàâëèâàåò æåëàåìîå âçàèìíî
îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå.

Äâà äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1.3 äàþò åùå îäíó èëëþñòðàöèþ äâóõ êîì-
áèíàòîðíûõ ñïîñîáîâ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Êîíå÷-
íî, ìîæíî äîêàçàòü ôîðìóëó (1.30) ïðÿìûì ïðèìåíåíèåì ìåòîäà
âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé. Òàêîå äîêàçàòåëüñòâî íåëüçÿ áûëî áû ðàññìàòðè-
âàòü êàê êîìáèíàòîðíîå, òàê êàê ìû íå ïîñòðîèëè ÿâíî âçàèìíî îäíîçíà÷-
íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó äâóìÿ ìíîæåñòâàìè. Äâà äîêàçàòåëüñòâà, êîòîðûå
ïðèâåäåíû âûøå, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê "ïîëóêîìáèíàòîðíûå òàê êàê
îíè ïîëó÷àþòñÿ èç ïðÿìûõ ôîðìóë âçàèìíî îäíîçíà÷íîãî ñîîòâåòñòâèÿ,
âêëþ÷àþùèõ ïàðàìåòðû x è y ñîîòâåòñòâåííî, è çàòåì ìû ïîëó÷àåì ôîð-
ìóëó (1.30), ïîëàãàÿ y = −1 è x = 0.

1.16. Ïðèìåð. (Ñíîâà çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ). Âîçüìåì B = {(1, 1),

(2, 2), . . . , (n, n)}. Ìû õîòèì âû÷èñëèòü N0 = D(n). ßñíî, ÷òî rk =

(
n
k

)
,
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òàê ÷òî

Nn(x) =

n∑
k=0

(
n
k

)
(n− k)!(x− 1)k =

n∑
k=0

n!

k!
(x− 1)k ⇒

⇒ N0 = Nn(0) =

n∑
k=0

(−1)k
n!

k!

1.17. Ïðèìåð. (Çàäà÷à î ñóïðóæåñêèõ ïàðàõ (î ãîñòÿõ).) Ýòà èçâåñòíàÿ
çàäà÷à ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî
ðàññàäèòü çà êðóãëûì ñòîëîì n ñóïðóæåñêèõ ïàð òàê, ÷òîáû íèêàêàÿ ïà-
ðà íå ñèäåëà ðÿäîì è æåíùèíû ÷åðåäîâàëèñü ñ ìóæ÷èíàìè. Çàäà÷à ýê-
âèâàëåíòíà ïîèñêó ÷èñëà ïåðåñòàíîâîê π ∈ σn, äëÿ êîòîðûõ π(i) 6= i,
i + 1(mod n) äëÿ âñåõ i ∈ [n]. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû èùåì ÷èñëî N0 äëÿ
äîñêè B = {(1, 1), (2, 2), . . . , (n, n), (1, 2), (2, 3), . . . , (n − 1, n), (n, 1)}.
Âçãëÿíóâ íà ðèñóíîê äîñêè B, ìû âèäèì, ÷òî rk ðàâíî ÷èñëó ñïîñîáîâ, êî-
òîðûìè ìîæíî âûáðàòü k èç 2n ðàñïîëîæåííûõ íà îêðóæíîñòè òî÷åê òàê,
÷òîáû ñðåäè íèõ íå áûëî äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ (ñîñåäíèõ).

Ëåììà 1.18. ×èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî âûáðàòü k òî÷åê èç m
òî÷åê íà îêðóæíîñòè òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ íå áûëî äâóõ ïîñëåäîâàòåëü-
íûõ (ñîñåäíèõ) òî÷åê, ðàâíî

m

m− k

(
m− k
k

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1 ñïîñîá
Ïóñòü f(m, k) � èñêîìîå ÷èñëî, è ïóñòü g(m, k) � ÷èñëî ñïîñîáîâ âû-

áðàòü k íå ïîñëåäîâàòåëüíûõ òî÷åê èç m òî÷åê, ðàñïîëîæåííûõ ïî îêðóæ-
íîñòè, à çàòåì ïîêðàñèòü k âûáðàííûõ òî÷åê â êðàñíûé öâåò è îäíó èç
íåîêðàøåííûõ òî÷åê ïîêðàñèòü â ñèíèé öâåò. ßñíî, ÷òî

g(m, k) = (m− k)f(m, k).

Íî ìîæíî âû÷èñëèòü g(m, k) òàêæå ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà ïî-
êðàñèì îäíó òî÷êó â ñèíèé öâåò m ñïîñîáàìè. Òåïåðü íàì íóæíî ïîêðà-
ñèòü â êðàñíûé öâåò k òî÷åê, âûáðàííûõ èç ëèíåéíîãî ìàññèâà m − 1
òî÷åê òàê, ÷òîáû ñðåäè íèõ íå áûëî äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ. Îäíèì èç
ñïîñîáîâ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ìîæåò áûòü ñëåäóþùèé. Ðàñïîëîæèì
m−1−k íåîêðàøåííûõ òî÷åê â ëèíèþ è âñòàâèì k êðàñíûõ òî÷åê â m−k
ïðîìåæóòêîâ ìåæäó íåîêðàøåííûìè òî÷êàìè (ñ÷èòàÿ íà÷àëî è êîíåö).



42 ÃËÀÂÀ 1. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÊÎÌÁÈÍÀÒÎÐÈÊÈ

Ýòî ìîæíî ñäåëàòü
(
m− k
k

)
ñïîñîáàìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

g(m, k) = m

(
m− k
k

)
. Îòêóäà

f(m, k) =
m

m− k

(
m− k
k

)
.

Ïðåäëîæåííîå äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà íåêîòîðîì îáùåì ïðèíöèïå ïå-
ðåõîäà îò êðóãîâîãî ê ëèíåéíîìó ìàññèâó. Ýòîò ïðèíöèï øèðîêî èñïîëü-
çóåòñÿ ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷.

2 ñïîñîá
Ïîìåòèì òî÷êè ÷èñëàìè 1, 2, . . . , m â âîçðàñòàþùåì ïî ÷àñîâîé ñòðåë-

êå ïîðÿäêå. Ìû õîòèì ïîêðàñèòü k èç íèõ â êðàñíûé öâåò, òàê ÷òîáû íå
áûëî äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ êðàñíûõ òî÷åê. Ñíà÷àëà ïîäñ÷èòàåì ÷èñëî
âîçìîæíîñòåé, ïðè êîòîðûõ òî÷êà 1 íå îêðàøåíà â êðàñíûé öâåò. Ðàñïîëî-
æèì m − k íåîêðàøåííûõ òî÷åê ïî êðóãó, ïîìåòèâ îäíó èç íèõ åäèíèöåé
è âñòàâèì k êðàñíûõ òî÷åê â m − k ïðîìåæóòêîâ ìåæäó íåîêðàøåííû-

ìè òî÷êàìè
(
m− k
k

)
ñïîñîáàìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè òî÷êà 1 áóäåò

ïîêðàøåíà â êðàñíûé öâåò, òî ðàñïîëîæèì m − k + 1 òî÷åê ïî êðóãó, ïî-
êðàñèì îäíó èç ýòèõ òî÷åê â êðàñíûé öâåò è ïîìåòèì åå 1, à çàòåì âñòàâèì(
m− k − 1
k − 1

)
ñïîñîáàìè k − 1 êðàñíóþ òî÷êó íà m− k − 1 ðàçðåøåííûõ

ìåñò.
Ñëåäîâàòåëüíî,

f(m, k) =

(
m− k
k

)
+

(
m− k − 1
k − 1

)
=

m

m− k

(
m− k
k

)

Íà îñíîâàíèè äîêàçàííîé ëåììû èìååì

Óòâåðæäåíèå 1.19. Ìíîãî÷ëåí Nn(x) äëÿ äîñêè

B = {(i, i), (i, i+ 1(mod n)) : 1 ≤ i ≤ n}

äàåòñÿ ôîðìóëîé

Nn(x) =
n∑
k=0

2n

2n− k

(
2n− k
k

)
(n− k)!(x− 1)k.



1.6. ÑÈÑÒÅÌÛ ÏÐÅÄÑÒÀÂÈÒÅËÅÉ ÌÍÎÆÅÑÒÂ 43

Â ÷àñòíîñòè, ÷èñëî N0 ïåðåñòàíîâîê π ∈ σn, äëÿ êîòîðûõ π(i) 6= i,
i+ 1 (mod n) ïðè 1 ≤ i ≤ n, äàåòñÿ ôîðìóëîé

N0 =

n∑
k=0

2n

2n− k

(
2n− k
k

)
(n− k)!(−1)k

1.6 Ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé ìíîæåñòâ

Ðàññìîòðèì îäèí èç êîìáèíàòîðíûõ ïîäõîäîâ ê õàðàêòåðèñòèêå ñòðóêòó-
ðû êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ. Óæå ïî íàçâàíèþ ìîæíî ïîíÿòü, ÷òî îñíîâíîé
èäååé ÿâëÿåòñÿ çàìåíà ñèñòåìû ìíîæåñòâ ñîáðàíèåì èõ ïðåäñòàâèòåëåé.
Ìû ðàññìîòðèì çäåñü íåñêîëüêî òåîðåì, êîòîðûå ãàðàíòèðóþò ñóùåñòâî-
âàíèå îïðåäåëåííûõ âûáîðîâ ïðè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ. Îíè
èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå è ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû â êà÷åñòâå òåîðåì ñó-
ùåñòâîâàíèÿ â ðàçëè÷íûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ.

1.6.1 Ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé

Ïóñòü S � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî èçm ýëåìåíòîâ, |S| = m. P (S) � ìíîæåñòâî
âñåõ åãî ïîäìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü M(S) = (S1, S2, . . . , Sn) íåêîòîðàÿ ñîâîêóï-
íîñòü ïîäìíîæåñòâ èç P (S), íåîáÿçàòåëüíî ðàçëè÷íûõ, a = (a1, . . . , an)
� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ èç S, òàêàÿ, ÷òî âñå ýëåìåíòû ai, i =
1, 2, . . . , n ðàçëè÷íû: ai 6= aj , i 6= j. Åñëè ïðè ýòîì ai ∈ Si, òî ãîâîðÿò, ÷òî
ýëåìåíò ai ïðåäñòàâëÿåò ìíîæåñòâî Si, à âñÿ ñîâîêóïíîñòü (a1, . . . , an)
íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé (ñ.ð.ï.) äëÿ M(S). �

Çàìåòèì åùå ðàç, ÷òî â ñ.ð.ï. åñëè i 6= j, òî ai 6= aj , åñëè äàæå Si = Sj .
Åñëè ìíîæåñòâî ïîÿâëÿåòñÿ íåñêîëüêî ðàç, òî âñÿêèé ðàç îíî äîëæíî èìåòü
ïðåäñòàâèòåëÿ, îòëè÷íîãî îò âñåõ äðóãèõ.

Ñðàçó æå îêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñ.ð.ï. ìîæåò ñóùåñòâîâàòü íå äëÿ âñåõ ñîâî-
êóïíîñòåé ìíîæåñòâ. Åñëè â êîíå÷íîé ñèñòåìå ìíîæåñòâà íåïóñòû è ðàç-
ëè÷íû, òî ñ.ð.ï., î÷åâèäíî, ñóùåñòâóåò. Âîçüìåì áîëåå ñëîæíûé ñëó÷àé:

S = {a, b, c, d, f}

M(S) : S1 = {a, b, c, d}, S2 = {a, b, f}, S3 = S4 = {b, f}.

Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò äâå ñ.ð.ï.: (c, a, b, f), (d, a, f, b). Íî ñòîèò èç-
ìåíèòü ëèøü îäíî èç ïîäìíîæåñòâ, íàïðèìåð, âìåñòî S2 âçÿòü S2 = (d, f)
è ìû óæå íå ñìîæåì ïîëó÷èòü íè îäíîé ñ.ð.ï.
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Òåîðåìà 1.20 (Òåîðåìà î ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëÿõ). Ïîäìíîæåñòâà
S1, S2, . . . , Sn èìåþò ñ.ð.ï. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà óäîâëåòâî-
ðÿåòñÿ ñëåäóþùåå óñëîâèå Ñ: ñðåäè ýëåìåíòîâ ëþáîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà k
ìíîæåñòâ Si èìååòñÿ ïî ìåíüøåé ìåðå k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ; èíû-
ìè ñëîâàìè ìíîæåñòâî Si1 ∪ Si2 ∪ . . . ∪ Sik ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç k
ýëåìåíòîâ äëÿ âñåõ k = 1, 2, . . . , n.

Çàìå÷àíèå. Åñëè îáùåå ÷èñëî ìíîæåñòâ êîíå÷íî, à ñàìè ìíîæåñòâà áåñ-
êîíå÷íû, òî òåîðåìà îñòàåòñÿ â ñèëå, òàê êàê ìîæíî, î÷åâèäíî, îòáðîñèòü
âñå ýëåìåíòû, êðîìå n, â êàæäîì Si, íå íàðóøàÿ óñëîâèÿ Ñ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàêòè÷åñêè î÷åíü òðóäíî ïðîâåðèòü, âûïîëíÿåòñÿ ëè
â äàííîì êîíêðåòíîì ñëó÷àå óñëîâèå Ñ. Äîêàçàòåëüñòâî, îñíîâàííîå íà
ïîëíîé ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè, íå äàåò íè÷åãî, ÷òî ïîìîãëî áû íàéòè
ñ.ð.ï. Ýòî íå óäèâèòåëüíî, òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ÷àùå âñåãî ïîÿâëÿþòñÿ
òàì, ãäå áûâàåò òðóäíî èëè íåâîçìîæíî íàéòè àëãîðèòì, ïðèâîäÿùèé ê
íàõîæäåíèþ ðåøåíèÿ.

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå Ñ åñòü íåîáõîäèìîå óñëîâèå, ïîòîìó ÷òî åñëè
ðàçëè÷íûå ïðåäñòàâèòåëè ñóùåñòâóþò, òî äëÿ ëþáûõ k ìíîæåñòâ ïðåäñòà-
âèòåëÿìè áóäóò k ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ýòèõ ìíîæåñòâàõ.

Â êà÷åñòâå äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íîñòè ïðèâåäåì àëãîðèòì, êîòî-
ðûé ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ñ.ð.ï. èëè ïîêàçàòü, ÷òî òàêîé ñèñòåìû äëÿ äàí-
íîãî íàáîðà ìíîæåñòâ íå ñóùåñòâóåò.

Ïóñòü çàäàíî n ìíîæåñòâ è âûïîëíåíî óñëîâèå Ñ. Òðåáóåòñÿ íàéòè äëÿ
íèõ ñ.ð.ï. èëè ïîêàçàòü, ÷òî ýòîé ñèñòåìû íå ñóùåñòâóåò, åñëè óñëîâèå Ñ
íå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïðîíóìåðóåì ìíîæåñòâà S1, . . . , Sn è çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê, â êîòîðîì
îíè çàíóìåðîâàíû. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò a1 èç S1 â êà÷åñòâå åãî
ïðåäñòàâèòåëÿ. Ïîî÷åðåäíî áóäåì âûáèðàòü ïðåäñòàâèòåëåé äðóãèõ ìíî-
æåñòâ: a2 ∈ S2, a3 ∈ S3, . . ., çàáîòÿñü ëèøü î òîì, ÷òîáû êàæäûé èç íèõ
áûë îòëè÷åí îò ëþáîãî äðóãîãî, âûáðàííîãî â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ, ýëå-
ìåíòà. Åñëè ýòîò ïðîöåññ óäàñòñÿ äîâåñòè äî Sn, òî ìû ïîëó÷èì ñ.ð.ï.

Ìû ìîæåì, îäíàêî, äîñòè÷ü ìíîæåñòâà Sr, âñå ýëåìåíòû êîòîðîãî
b1, b2, . . . , bt áûëè óæå èñïîëüçîâàíû êàê ïðåäñòàâèòåëè ìíîæåñòâ
S1, S2, . . . , Sr−1. Ýòî, îäíàêî, åùå íå îçíà÷àåò, ÷òî ñ.ð.ï. íå ñóùåñòâóåò.
Òîãäà ïîñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âñïîìîãàòåëüíûõ ìíîæåñòâ T0, T1, . . . .

Çàôèêñèðóåì ïîðÿäîê íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Sr:

Sr = {b1, b2, . . . , bt} ⊂ {a1, a2, . . . , ar−1}.
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Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî T0 ñîñòîÿùèì èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Sr ñ ôèêñè-
ðîâàííûì âûøå ïîðÿäêîì íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ:

T0 = {b1, b2, . . . , bt}.

Áóäåì äâèãàòüñÿ ïî ñïèñêó ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà T0 è ïîñëåäîâàòåëüíî
ñòðîèòü âñïîìîãàòåëüíûå ìíîæåñòâà T1, T2, . . ., äî òåõ ïîð, ïîêà íå îáíà-
ðóæèì ýëåìåíò, íå èñïîëüçîâàííûé â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ èëè íå èñ-
÷åðïàåì âñå ìíîæåñòâà. Îáîçíà÷èì ñèìâîëîì S(bi) ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâè-
òåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò bi.

Ïóñòü òåïåðü ìíîæåñòâî T1 ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà, ïðåäñòà-
âèòåëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ b1, çà èñêëþ÷åíèåì ñàìîãî ýëåìåíòà b1 è âñåõ
îñòàëüíûõ èñïîëüçîâàííûõ â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëåé ýëåìåíòîâ:

T1 = S(b1) \ T0.

Ìíîæåñòâî T1 ìîæåò áûòü è ïóñòûì, íî åñëè îíî íå ïóñòî, òî ìîäèôèöè-
ðóåì ìíîæåñòâî T0, ïðèïècàâ ê ñïèñêó åãî ýëåìåíòîâ íåïîñðåäñòâåííî çà
b1, . . . , bt ýëåìåíòû ìíîæåñòâà T1, îáîçíà÷åííûå êàê bt+1, . . . , bs:

T0 = T0 × T1 = {b1, . . . , bt︸ ︷︷ ︸
T0

, bt+1, . . . , bs︸ ︷︷ ︸
T1

}

Äàëåå, åñëè i-ûé ýëåìåíò bi åñòü ïðåäñòàâèòåëü ìíîæåñòâà Sj = S(bi),
òî ìû ïîñòðîèì ìíîæåñòâî Ti, ñîñòîÿùåå èç òåõ ýëåìåíòîâ Sj , êîòîðûå åùå
íå èñïîëüçîâàíû, è çàïèøåì ýòè ýëåìåíòû ïîñëå ýëåìåíòîâ, óæå èñïîëüçî-
âàííûõ:

Ti = S(bi) \ T0; T0 = T0 · Ti.

Òàê ìû ñìîæåì ïîñòóïàòü äî òåõ ïîð, ïîêà ëèáî:

1. ìû äîñòèãëè íåêîòîðîãî ýëåìåíòà bi ∈ Sj (i > t, j < r), ëèáî

2. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü T0 èñ÷åðïûâàåòñÿ ýëåìåíòàìè b1, . . . , bs êàê ïðåä-
ñòàâèòåëÿìè ìíîæåñòâ.

Âî âòîðîì ñëó÷àå ìû äîëæíû áûòü óáåæäåíû, ÷òî ñ.ð.ï. íå ñóùåñòâóåò. Â
ñàìîì äåëå, ïîëó÷åíà íåêîòîðàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ b1, . . . , bv,
èñ÷åðïûâàþùàÿ ìíîæåñòâî âñåõ ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé. Ýòè ýëåìåí-
òû ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè v ìíîæåñòâ (v < n). Ïî ïîñòðîåíèþ êàæäûé
ýëåìåíò ýòèõ v ìíîæåñòâ ñîäåðæèòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íî òîãäà ýòè
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ìíîæåñòâà (v øòóê), à òàêæå ìíîæåñòâî Sr îáðàçóþò v+ 1 ìíîæåñòâî, êî-
òîðûå ñîäåðæàò òîëüêî v ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, òàêèì îáðàçîì ìû íàøëè
ìíîæåñòâà, íàðóøàþùèå óñëîâèå C.

Åñëè æå èìååò ìåñòî ñëó÷àé 1, ìû íà íåêîòîðîì ýòàïå íàõîäèì ýëå-
ìåíò bi = bi1 (i1 > t), êîòîðûé âõîäèò âî ìíîæåñòâî Sj1 , ïðåäñòàâèòåëåì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âûáðàííûé ðàíåå äðóãîé ýëåìåíò bi2 , ïðè÷åì i2 < i1.
Åñëè i2 > t, òî çíà÷èò bi2 ∈ Sj2 , à ïðåäñòàâèòåëåì ìíîæåñòâà Sj2 ÿâëÿåòñÿ
bi3 ∈ Sj3 (i3 < i2) è òàê äàëåå. Òàêèì îáðàçîì, âîçíèêàåò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü bi1 , bi2 , . . . , bim , èíäåêñû êîòîðîé óáûâàþò (im ≤ t), ïðè÷åì â ýòîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êàæäûé åå ÷ëåí âõîäèò âî ìíîæåñòâî, ïðåäñòàâèòå-
ëåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé ÷ëåí. Íî òåïåðü ìû ìîæåì çàìåíèòü
ïðåäñòàâèòåëåé: âîçüìåì bi1 â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ Sj1 , bi2 � â êà÷å-
ñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ Sj2 , . . . , bim−1 � äëÿ Sjm−1 . Ýëåìåíò bim â ðåçóëüòà-
òå òàêîé çàìåíû îñâîáîæäàåòñÿ äëÿ âûáîðà â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ Sr.
Èòàê, ìû, äåéñòâóÿ òåì æå ïóòåì, íàéäåì ïðåäñòàâèòåëÿ Sr+1 è òàê äàëåå.
Íàøè ïîñòðîåíèÿ çàêîí÷àòñÿ ëèáî âûáîðîì ñèñòåìû ðàçëè÷íûõ ïðåäñòà-
âèòåëåé, ëèáî ìû îáíàðóæèì ñèñòåìó ìíîæåñòâ, äëÿ êîòîðîé íàðóøàåòñÿ
óñëîâèå Ñ.

1.21. Ïðèìåð. Ïóñòü èìååòñÿ ñëåäóþùàÿ ñèñòåìà ìíîæåñòâ:
S1 = {1, 2}; S2 = {2, 3}; S3 = {3, 4}; S4 = {5, 2}; S5 = {4, 6}; S6 = {1, 5}.

Áóäåì îáîçíà÷àòü âûáîð ýëåìåíòà b â êà÷åñòâå ïðåäñòàâèòåëÿ ìíîæå-
ñòâà S çàïèñüþ b = P (S).

Ïîñëåäîâàòåëüíî âûáåðåì ñëåäóþùèõ ïðåäñòàâèòåëåé ìíîæåñòâ:

1 = P (S1); 2 = P (S2); 3 = P (S3); 5 = P (S4); 4 = P (S5).

Äîéäÿ òàêèì îáðàçîì äî ìíîæåñòâà S6, ìû îáíàðóæèâàåì, ÷òî âñå ýëåìåí-
òû ìíîæåñòâà S6 óæå èñïîëüçîâàíû êàê ïðåäñòàâèòåëè äðóãèõ ìíîæåñòâ.

Ñòðîèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ìíîæåñòâ T0, T1, . . .:

T0 = {1, 5}
T1 = S(1) \ T0 = {2} T0 = {1, 5, 2}
T2 = S(5) \ T0 = ∅
T3 = S(2) \ T0 = {3} T0 = {1, 5, 2, 3}
T4 = S(3) \ T0 = {4} T0 = {1, 5, 2, 3, 4}
T5 = S(4) \ T0 = {6} T0 = {1, 5, 2, 3, 4, 6}

Òàêèì îáðàçîì, ïåðåäâèãàÿñü ïî ýëåìåíòàì ìíîæåñòâà

T0 = { 1, 5︸︷︷︸
S6

, 2︸︷︷︸
S1

, 3︸︷︷︸
S2

, 4︸︷︷︸
S3

, 6︸︷︷︸
S5

}
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ìû, íàêîíåö, äîñòèãàåì ýëåìåíòà 6, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì
íèêàêîãî ìíîæåñòâà. Ìû íàøëè ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ 1, 5, 2, 3,
4, 6, òàêóþ ÷òî:

• ýëåìåíò 6 ∈ S5, à P (S5) = 4;

• ýëåìåíò 4 âîøåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà S3,
4 ∈ S3, à P (S3) = 3;

• ýëåìåíò 3 âîøåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà S2,
3 ∈ S2, à P (S2) = 2;

• ýëåìåíò 2 âîøåë â ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàê ýëåìåíò ìíîæåñòâà S1,
2 ∈ S1, à P (S1) = 1.

Òåïåðü ìû ìîæåì çàìåíèòü ïðåäñòàâèòåëåé, ïîëîæèâ

6 = P (S5); 4 = P (S3); 3 = P (S2); 2 = P (S1)

îñâîáîäèâøèéñÿ ýëåìåíò 1 ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí â êà÷åñòâå ïðåäñòàâè-
òåëÿ ìíîæåñòâà S6.

1.6.2 Ñèñòåìû îáùèõ ïðåäñòàâèòåëåé

Èäåÿ çàìåíû ìíîæåñòâ èõ ïðåäñòàâèòåëÿìè îêàçàëàñü ïëîäîòâîðíîé è ïî-
ëó÷èëà ïîñëåäóþùåå ðàçâèòèå. Ñèñòåìû ïðåäñòàâèòåëåé âûäåëÿþòñÿ ñ ó÷å-
òîì óñëîâèé çàäà÷ èëè öåëåé òåîðåòè÷åñêèõ îáîáùåíèé. Íàïðèìåð, çàäà÷è
î ðàçáèåíèè ìíîæåñòâ ïðèâåëè ê ïîíÿòèþ ñèñòåì îáùèõ (îäíîâðåìåííûõ)
ïðåäñòàâèòåëåé.

Ïóñòü äàíû äâà ðàçëè÷íûõ ðàçáèåíèÿ îäíîãî è òîãî æå ìíîæåñòâà S íà
n íåïåðåñåêàþùèõñÿ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ:

S = A1 ∪ . . . ∪An = B1 ∪ . . . ∪Bn;

Ai ∩Aj = ∅, i 6= j, i, j ∈ [n];

Bi ∩Bj = ∅, i 6= j, i, j ∈ [n].

Îïðåäåëåíèå. Åñëè ñóùåñòâóåò ïîäìíîæåñòâî O ⊆ S, ñîñòîÿùåå èç n ðàç-
ëè÷íûõ ýëåìåíòîâ x1, . . . , xn, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííûìè ïðåäñòà-
âèòåëÿìè ìíîæåñòâ Ai è Bj òî îíî íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé îáùèõ ïðåäñòà-
âèòåëåé (ñ.î.ï.).
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Òåîðåìà 1.22. Äâà ðàçáèåíèÿ ìíîæåñòâà S, S = A1 ∪ A2 ∪ . . . ∪ An è
S = B1 ∪ . . . ∪ Bn òîãäà è òîëüêî òîãäà èìåþò ñ.î.ï., êîãäà ëþáûå m èç
ìíîæåñòâ Bi ñîäåðæàòñÿ íå ìåíåå, ÷åì â m èç ìíîæåñòâ Aj, m ≤ n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü, êàê è â ñëó÷àå c.ð.ï., î÷åâèäíà. Äîñòà-
òî÷íîñòü äîêàçûâàåòñÿ ïðîñòûì ñâåäåíèåì ê òåîðåìå î ñ.ð.ï..

Ðàññìîòðèì A1, . . . , An ⊆ S.
Äëÿ êàæäîãî Bi, i = 1, 2, . . . , m îïðåäåëèì ìíîæåñòâî Si, ñîñòîÿùåå

èç Aj (j = 1, . . . , m) ñ òàêèìè èíäåêñàìè j, ÷òî Aj ∩Bi íå ïóñòî:

Si = {∪Aj | Aj ∩Bi 6= ∅}.

Ïîëó÷èì M(S) = {S1, S2, . . . , Sn}.
Äëÿ M(S) ñóùåñòâóåò ñ.ð.ï. .
Âûáîð ðàçëè÷íûõ ïðåäñòàâèòåëåé äëÿ êàæäîãî Bi äàåò ñâîå Aj , ïðè÷åì

ïåðåñå÷åíèå ìåæäó íèìè íå ïóñòî. Â ýòîì ïåðåñå÷åíèè ìîæíî âûáðàòü õîòÿ
áû îäèí ýëåìåíò, îáùèé äëÿ Aj è Bi, ò.å. îáùåãî ïðåäñòàâèòåëÿ.



Ãëàâà 2

Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè

Ñîãëàñíî îäíîìó èç ñàìûõ ðàñïðîñòðàíåííûõ îïðåäåëåíèé, ëîãèêà åñòü
àíàëèç ìåòîäîâ ðàññóæäåíèé. Èçó÷àÿ ýòè ìåòîäû, ëîãèêà ïðåæäå âñåãî
èíòåðåñóåòñÿ ôîðìîé äîâîäîâ, à íå èõ ñîäåðæàíèåì â òîì èëè èíîì ðàñ-
ñóæäåíèè. Ïðàêòè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè ê
ïðîåêòèðîâàíèþ è ýêñïëóàòàöèè âû÷èñëèòåëüíûõ è óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì
õîðîøî èçâåñòíû.

¾Âûòåêàåò ëè èñòèííîñòü çàêëþ÷åíèÿ èç èñòèííîñòè ïîñûëîê?¿ � òà-
êîâ îñíîâíîé âîïðîñ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Íåîáõîäèìî èññëåäîâàòü ÿçûê
ëîãèêè è ìàòåìàòèêè, ÷òîáû ðàçîáðàòüñÿ â òîì, êàêèå â íåé ìîãóò áûòü
óïîòðåáëåíû ñèìâîëû, êàê èç ýòèõ ñèìâîëîâ ñîñòàâëÿþòñÿ óòâåðæäåíèÿ è
äîêàçàòåëüñòâà, ÷òî ìîæåò è ÷òî íå ìîæåò áûòü äîêàçàíî, åñëè èñõîäèòü
èç òåõ èëè èíûõ àêñèîì è ïðàâèë âûâîäà. Ñîäåðæàíèåì ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêè ÿâëÿåòñÿ èçó÷åíèå ÿçûêà ìàòåìàòèêè. Ðàçóìååòñÿ, çàáîòà î ÿçûêå è
ïîñòîÿííàÿ åãî ïåðåñòðîéêà äëÿ ïðèâåäåíèÿ â ñîîòâåòñòâèå ñ ìåíÿþùèìñÿ
ñîñòîÿíèåì çíàíèé õàðàêòåðíà äëÿ ëþáîé åñòåñòâåííîé íàóêè (äîñòàòî÷íî
âñïîìíèòü ¾ôëîãèñòîí¿ è ¾ìèðîâîé ýôèð¿ â ôèçèêå). Òåì íå ìåíåå, òî
ïðèñòàëüíîå êðèòè÷åñêîå ðàññìîòðåíèå, êîòîðîìó ìàòåìàòèêà ïîäâåðãëà
ñâîè ñðåäñòâà âûðàæåíèÿ è ñàìîå ñåáÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ óíèêàëüíûì.

Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ, êîíå÷íî, â òîì, ÷òî âñå îñòàëüíûå íàóêè
èìåþò ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ âíåøíèé ïî îòíîøåíèþ ê íèì ðåàëüíûé ìèð,
è ýâîëþöèÿ ÿçûêà íàóêè îïðåäåëÿåòñÿ ïîñòîÿííûì ñðàâíåíèåì íàó÷íîãî
îïèñàíèÿ ñ îïèñûâàåìîé ðåàëüíîñòüþ. Ïîïûòêà ïðèìåíèòü ýòó æå ñõåìó ê
ìàòåìàòèêå ñðàçó íàòàëêèâàåòñÿ íà ïðèíöèïèàëüíûå òðóäíîñòè: â êàêîì
ñìûñëå ÷èñëà è ìíîæåñòâà ðåàëüíû? Ñòîëü æå íåÿñíûì ïðè âíèìàòåëüíîì
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ðàññìîòðåíèè ñòàíîâèòñÿ îòâåò íà âîïðîñ, ÷òî åñòü èñòèííîñòü ìàòåìàòè-
÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ. Ïîëîæåíèå äåë çäåñü ìîæíî ñðàâíèòü ñ ïîíÿòèåì
¾ýëåìåíòàðíîé ÷àñòèöû¿ â ôèçèêå. Ýëåìåíòàðíûå ÷àñòèöû � ýòî íå òå
÷àñòèöû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäíèìè êèðïè÷èêàìè àíàëèçà,� ñêîðåå
ýòî òå îáúåêòû, äàëüíåéøèé àíàëèç êîòîðûõ îáíàðóæèâàåò ñóùåñòâåííîå
ïîâûøåíèå óðîâíÿ ñëîæíîñòè âìåñòî åãî ïîíèæåíèÿ. ¾Ýëåìåíòàðíîñòü¿
ïîíÿòèÿ èñòèíû èìååò ñõîäíûå ÷åðòû.

Ôóíäàìåíòàëüíûå ðåçóëüòàòû Ã¼äåëÿ è äðóãèõ àâòîðîâ íàçûâàþòñÿ òåî-
ðåìàìè î íåïîëíîòå, íåðàçðåøèìîñòè, íåçàâèñèìîñòè. Òàêîãî òèïà ðåçóëü-
òàòû, ïðåäñòàâëÿþùèå î÷åâèäíûé îáùåãóìàíèòàðíûé èíòåðåñ, íå èìåëè
ïðåöåäåíòîâ â ðàçâèòèè ôèëîñîôñêîé ìûñëè äî XX âåêà, è ÿâëÿþòñÿ ñóùå-
ñòâåííûì âêëàäîì åñòåñòâåííûõ íàóê â ôîíä ãóìàíèòàðíûõ, ïîä÷åðêèâàÿ
íåâîçìîæíîñòü ïîëíîé ôîðìàëèçàöèè ìàòåìàòèêè è îáíàæàÿ åå ãëóáîêèé
ãóìàíèòàðíûé ñìûñë.

Ôèçè÷åñêîå ðàññóæäåíèå ïðàâèëüíî, åñëè ïîëó÷åííûå ñ åãî ïîìîùüþ
âûâîäû ñîâïàäàþò ñ ðåàëüíî íàáëþäàåìûìè ôàêòàìè. Êðèòåðèåì èñòèí-
íîñòè ìàòåìàòè÷åñêîãî ðàññóæäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ëèøü åãî ëîãè÷åñêàÿ áåç-
óêîðèçíåííîñòü, âûïîëíåíèå íà âñåõ ýòàïàõ ðàññóæäåíèÿ óñòàíàâëèâàåìûõ
ñàìèì ìàòåìàòèêîì ïðàâèë âûâîäà, îòíîñÿùèõñÿ ê âïîëíå îïðåäåëåííîé
âåòâè ìàòåìàòè÷åñêîé íàóêè � ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêå. Ïðè ýòîì íà ñåãî-
äíÿøíèé äåíü ìû èìååì âîâñå íå îäèí-åäèíñòâåííûé íàáîð ïðàâèë âûâî-
äà, à ìíîãî ðàçíûõ òàêèõ íàáîðîâ (àíàëîãè÷íî ñóùåñòâîâàíèþ ãåîìåòðèè
Åâêëèäà, ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî, ãåîìåòðèè Ðèìàíà â ëîãèêå ñóùåñòâóþò
òàêèå ïîäõîäû ê ôîðìàëèçàöèè êàê êîíñòðóêòèâèçì, èíòóèöèîíèçì). Ñâîå-
îáðàçíàÿ ïðèðîäà ìàòåìàòèêè, óïðàâëÿåìîé çàêîíàìè åþ æå ñàìîé ñåáå
óêàçûâàåìûìè, õàðàêòåðèçóåò îñîáåííîñòü ýòîé âåòâè ÷åëîâå÷åñêîé êóëü-
òóðû, íî íå åå åäèíñòâåííîñòü. Èñêóññòâî òàêæå ñàìî ñåáå äèêòóåò ïðàâèëà
èãðû: ðàçðàáîòàííûå Ëåîíàðäî äà Âèí÷è è Äþðåðîì ïðàâèëà ïåðñïåêòè-
âû, êàíîíû ïîñòðîåíèÿ âèçàíòèéñêèõ èëè ðóññêèõ èêîí, ïðàâèëà ¾èêåáà-
íà¿. Ýòè êàíîíû íå ìåíåå íåïðåëîæíû è æåñòêè, ÷åì àêñèîìû ãåîìåòðèè,
è èçìåíèòü ýòè ïðàâèëà ìîæåò ëèøü âûäàþùèéñÿ õóäîæíèê, ïîäîáíî òîìó
êàê íîâûå îáëàñòè ¾ìàòåìàòè÷åñêîé âñåëåííîé¿ íàì îòêðûâàëè Íüþòîí,
Ãèëüáåðò, Ëîáà÷åâñêèé, Áðàóýð.

Îäíèì èç îñíîâíûõ ïðîÿâëåíèé ïðîèñõîäÿùåãî â íàøè äíè îáùåíà-
ó÷íîãî ïåðåâîðîòà, ñâÿçàííîãî ñ âíåäðåíèåì ÝÂÌ è ïîëó÷èâøåãî ó æóð-
íàëèñòîâ êîäîâîå íàèìåíîâàíèå ¾íàó÷íî-òåõíè÷åñêàÿ ðåâîëþöèÿ¿, ÿâëÿåò-
ñÿ êîëîññàëüíàÿ ìàòåìàòè÷åñêàÿ ýêñïàíñèÿ, âòîðæåíèå ìàòåìàòèêè âî âñå
íîâûå, ðàíåå åþ íèêàê íåêîíòðîëèðóåìûå òåððèòîðèè. Ìàòåìàòè÷åñêèìè
ìåòîäàìè øèðîêî ïîëüçóþòñÿ ïðåäñòàâèòåëè ñàìûõ ðàçíûõ � êàê åñòå-
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ñòâåííîíàó÷íûõ, òàê è ãóìàíèòàðíûõ îáëàñòåé çíàíèÿ: áèîëîãè è ôèëîëî-
ãè, ýêîíîìèñòû è þðèñòû. Âñå ýòî ñäåëàëî ïîíèìàíèå ïóòåé èñïîëüçîâàíèÿ
ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà âî âíåìàòåìàòè÷åñêèõ èññëåäîâàíèÿõ ÷óòü ëè
íå îäíèì èç âàæíåéøèõ ýëåìåíòîâ îáùåé êóëüòóðû, à âëàäåíèå òåðìèíàìè
¾ìàòåìàòè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà¿ è ¾ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü¿ � íåîáõîäèìû-
ìè àòðèáóòàìè îáðàçîâàííîãî ÷åëîâåêà.

Ïðåäìåòîì ëîãèêè íå ÿâëÿåòñÿ âíåøíèé ìèð, íî ëèøü ñèñòåìû åãî
îñìûñëåíèÿ. Ëîãèêà îäíîé èç òàêèõ ñèñòåì � ìàòåìàòèêè � â ñèëó ñâîåé
íîðìàëèçîâàííîñòè ïðåäñòàâëÿåò ïîäîáèå òðàôàðåòà, êîòîðûé ìîæíî íà-
êëàäûâàòü íà ëþáóþ äðóãóþ ñèñòåìó. Ñîîòâåòñòâèå èëè ðàñõîæäåíèå ýòîãî
òðàôàðåòà ñ ñèñòåìîé, îäíàêî, íå ñëóæèò êðèòåðèåì åå ïðèãîäíîñòè ëèáî
ìåðèëîì öåííîñòè.

Åùå Ëåéáíèö (1789-1857) âûñêàçàë èäåþ ôîðìàëèçàöèè âñåé ìàòåìà-
òèêè íà îñíîâå ñîçäàíèÿ ¾ëîãè÷åñêîãî èñ÷èñëåíèÿ¿ � ñâîåîáðàçíîãî ìàòå-
ìàòè÷åñêîãî ÿçûêà. Çàïèñàâ âñå èñõîäíûå äîïóùåíèÿ íà òàêîì ÿçûêå ñïå-
öèàëüíûìè ñèìâîëàìè, ïîõîæèìè íà ìàòåìàòè÷åñêèå, îí íàäåÿëñÿ çàìå-
íèòü ðàññóæäåíèÿ âû÷èñëåíèÿìè. Â òðèäöàòûõ ãîäàõ íàøåãî âåêà Äàâèä
Ãèëüáåðò âûñòóïèë ñ ïðîãðàììîé îáîñíîâàíèÿ ìàòåìàòèêè íà áàçå ôèíèò-
íûõ ìåòîäîâ ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè. Îêîí÷àòåëüíî ýòè íàäåæäû ðàçâåÿëè
óïîìÿíóòûå âûøå ðåçóëüòàòû Ã¼äåëÿ (1937) î íåïîëíîòå èñ÷èñëåíèÿ ïðå-
äèêàòîâ è ôîðìàëüíîé àðèôìåòèêè.

Ìû áóäåì èçó÷àòü îäíó èç ïðîñòåéøèõ ìîäåëåé ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãè-
êè � àëãåáðó âûñêàçûâàíèé èëè àëãåáðó ëîãèêè.

Ïåðâûìè ìàòåìàòè÷åñêèìè ðàáîòàìè, çàëîæèâøèìè îñíîâó ñîâðåìåí-
íîé àëãåáðû ëîãèêè, áûëè ðàáîòû Äæîðäæà Áóëÿ (1815-1864) è Àóãñòà-
ñà äå Ìîðãàíà (1806-1873). Íàçâàíèÿ ýòèõ ðàáîò íåñîìíåííî çàñëóæèâàþò
óïîìèíàíèÿ.

Äæîðäæ Áóëü:
¾Ìàòåìàòè÷åñêèé àíàëèç ëîãèêè, ÿâëÿþùèéñÿ î÷åðêîì, êàñàþùèìñÿ èñ-
÷èñëåíèÿ äåäóêòèâíûõ ðàññóæäåíèé¿, (1847 ã.),
¾Èññëåäîâàíèÿ çàêîíîâ ìûñëè. íà êîòîðûõ îñíîâûâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå
òåîðèè ëîãèêè è âåðîÿòíîñòåé¿, (1854 ã.).

Àóãóñòóñ äå Ìîðãàí:
¾Ôîðìàëüíàÿ ëîãèêà èëè èñ÷èñëåíèå âûâîäîâ, íåîáõîäèìûõ è âîçìîæíûõ¿
(1847 ã.).
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2.1 Ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ

Â ëîãèêå ïîä ¾âûñêàçûâàíèåì¿ ïîíèìàþò òî, ÷òî âûðàæàåòñÿ, êàê ãîâîðÿò
â ëèíãâèñòèêå, ïîñðåäñòâîì îñìûñëåííîãî óòâåðäèòåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ,
òî åñòü ïîâåñòâîâàòåëüíîãî ïðåäëîæåíèÿ, î êîòîðîì ìîæíî (ïî êðàéíåé
ìåðå â ïðåäåëàõ îïðåäåëåííîãî êîíòåêñòà) ãîâîðèòü, ÷òî îíî èñòèííî èëè
ëîæíî.

Ïðèìåðû ýëåìåíòàðíûõ âûñêàçûâàíèé:
Ñíåã áåëûé.
Ïàðèæ � ñòîëèöà Èòàëèè.
Âñå ëþäè ñìåðòíû.
Ñîêðàò � ÷åëîâåê.
Åñëè ñíåã ãîðèò, òî îñòàåòñÿ çîëà.
Åñëè íà óëèöå èäåò äîæäü, òî âëàæíîñòü âûøå, ÷åì ïðè ñîëíå÷íîé ñóõîé
ïîãîäå.

Íå âñÿêîå ïðåäëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ âûñêàçûâàíèåì. Òàê, ê âûñêàçûâà-
íèÿì íå îòíîñÿòñÿ âîïðîñèòåëüíûå è âîñêëèöàòåëüíûå ïðåäëîæåíèÿ, ïî-
ñêîëüêó ãîâîðèòü îá èõ èñòèííîñòè èëè ëîæíîñòè íåò ñìûñëà. Ïðåäëîæå-
íèÿ ¾Øåë ñíåã¿, ¾Ïëîùàäü êîìíàòû ðàâíà 20 ì2¿, ¾a2 = 4¿ íå ÿâëÿþòñÿ
âûñêàçûâàíèÿìè; äëÿ òîãî, ÷òîáû èìåëî ñìûñë ãîâîðèòü îá èõ èñòèííîñòè
èëè ëîæíîñòè, íóæíû äîïîëíèòåëüíûå ñâåäåíèÿ: êîãäà è ãäå øåë ñíåã, î
êàêîé êîíêðåòíîé êîìíàòå èäåò ðå÷ü, êàêîå ÷èñëî îáîçíà÷åíî áóêâîé à. Â
ïîñëåäíåì ïðèìåðå à ìîæåò íå îáîçíà÷àòü êîíêðåòíîãî ÷èñëà, à áûòü ïå-
ðåìåííîé, âìåñòî êîòîðîé ìîæíî ïîäñòàâëÿòü ýëåìåíòû íåêîòîðîãî ìíî-
æåñòâà, íàçûâàåìûå çíà÷åíèÿìè ïåðåìåííîé.

Èç äâóõ äàííûõ ïðåäëîæåíèé ìîæíî îáðàçîâàòü íîâîå ïðåäëîæåíèå ñ
ïîìîùüþ ñîþçîâ ¾è¿, ¾èëè¿, ¾åñëè ... òî¿, ¾òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà¿.
Ñ ïîìîùüþ ÷àñòèöû ¾íå¿ èëè ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾íåâåðíî, ÷òî¿ èç îäíîãî
äàííîãî ïðåäëîæåíèÿ ìîæíî ïîëó÷èòü íîâîå. Ñîþçû ¾è¿, ¾èëè¿, ¾åñëè ...
òî¿, ¾òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà¿ è ÷àñòèöó ¾íå¿ íàçûâàþò ëîãè÷åñêèìè
ñâÿçêàìè.

Â âûñêàçûâàíèè íàñ ïðåæäå âñåãî èíòåðåñóåò åãî èñòèííîñòíîå çíà÷å-
íèå, òî åñòü ÿâëÿåòñÿ îíî èñòèííûì èëè ëîæíûì. ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò
âîïðîñ, íàì íè÷åãî íå íàäî çíàòü î ñîñòàâëÿþùèõ âûñêàçûâàíèÿõ, êðîìå
èõ èñòèííîñòíûõ çíà÷åíèé. Ýòà èíôîðìàöèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò èñòèí-
íîñòíîå çíà÷åíèå ñëîæíîãî âûñêàçûâàíèÿ.

Äëÿ îáîçíà÷åíèÿ ëæè ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñèìâîë 0, à äëÿ îáîçíà-
÷åíèÿ èñòèíû � ñèìâîë 1.

Ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ, òàêèì îáðàçîì, ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèì-
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âîëàìè ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Òàêèå ïåðåìåííûå
áóäåì íàçûâàòü ëîãè÷åñêèìè èëè áóëåâûìè ïåðåìåííûìè.

Ïóñòü U = {u1, u2, . . . , un, . . .}� èñõîäíûé àëôàâèò ïåðåìåííûõ. ×òî-
áû èçáåæàòü ñëîæíûõ îáîçíà÷åíèé äëÿ èíäåêñîâ ïåðåìåííûõ, ìû áóäåì
óïîòðåáëÿòü â êà÷åñòâå ìåòàîáîçíà÷åíèé (îáîçíà÷åíèé äëÿ ïðîèçâîëüíûõ
ñèìâîëîâ àëôàâèòà U) ñèìâîëû x, y, z, . . ., à òàêæå ýòè è äðóãèå ñèìâîëû
ñ èíäåêñàìè. Èòàê, ëîãè÷åñêèå ïåðåìåííûå (ýëåìåíòàðíûå âûñêàçûâàíèÿ)
èìåþò âèä:

x, y, z, . . .;
x1, x2, x3, . . .;
x ∈ {èñòèíà, ëîæü} = {1, 0};
èñòèíà = 1;
ëîæü = 0.

2.2 Ýëåìåíòàðíûå ëîãè÷åñêèå îïåðàöèè(ôóíêöèè)

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f(x̃n), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå

Bn = {x̃n|x̃n = (x1, . . . , xn), xi ∈ {0, 1}

è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ èç ìíîæåñòâà {0, 1}, íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé àë-
ãåáðû ëîãèêè èëè áóëåâîé ôóíêöèåé.

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ çàäàíèÿ ôóíêöèè f(x̃n) äîñòàòî÷íî óêàçàòü, êàêîå
çíà÷åíèå ïðèíèìàåò ôóíêöèÿ ïðè êàæäîì èç íàáîðîâ çíà÷åíèé àðãóìåí-
òîâ, òî åñòü âûïèñàòü òàáëèöó:

x1, x2, . . . , xn−1, xn f(x1, x2, . . . , xn−1, xn)
0 0 . . . 0 0 f(0, 0, . . . 0, 0)
0 0 . . . 0 1 f(0, 0, . . . 0, 1)
0 0 . . . 1 1 f(0, 0, . . . 1, 1)

. . . . . .
1 1 . . . 1 1 f(1, 1, . . . , 1, 1)

Òàáëèöà 2.1

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî n ïåðåìåííûõ â ñîâîêóïíîñòè ïðèíèìàþò 2n ðàçëè÷-
íûõ çíà÷åíèé. Äëÿ óäîáñòâà ìû óïîòðåáëÿåì ñòàíäàðòíîå ðàñïîëîæåíèå
íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ: åñëè íàáîð ðàññìàòðèâàòü êàê äâîè÷íóþ
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çàïèñü ÷èñëà, òî èõ ðàñïîëîæåíèå ñîîòâåòñòâóåò åñòåñòâåííîìó ðàñïîëîæå-
íèþ ÷èñåë 0, 1, . . . , 2n−1. Êàæäàÿ ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) îïðåäåëÿåò
îòîáðàæåíèå B2×B2 . . .×B2 → B2. Ïîýòîìó åñòåñòâåííî èíòåðïðåòèðîâàòü
f êàê ñèìâîë, îáîçíà÷àþùèé ýòî îòîáðàæåíèå, à x1, x2, . . . , xn êàê íàçâà-
íèÿ ñòîëáöîâ. Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) è f(y1, y2, . . . , yn)
áóäóò çàäàâàòü îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå, à èõ òàáëèöû áóäóò îòëè÷àòüñÿ
òîëüêî, áûòü ìîæåò, íàçâàíèÿìè ñòîëáöîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P2 ìíîæå-
ñòâî âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íàä àëôàâèòîì U , ñîäåðæàùåå òàêæå
è êîíñòàíòû 0 è 1. Åñëè çàôèêñèðîâàòü n ïåðåìåííûõ x1, x2, . . . , xn, òî
ðàçëè÷íûå òàáëèöû áóäóò îòëè÷àòüñÿ ëèøü çíà÷åíèÿìè â ïðàâîì ñòîëáöå.
Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 2.1. ×èñëî p2(n) âñåõ ôóíêöèé èç P2, çàâèñÿùèõ îò ïåðåìåííûõ
x1, x2, . . . , xn, ðàâíî 22n

.

Çäåñü ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà îäíî îáñòîÿòåëüñòâî. ×èñëî ôóíê-
öèé àëãåáðû ëîãèêè, çàâèñÿùèõ îò çàäàííûõ n àðãóìåíòîâ, êîíå÷íî. Ïî-
ýòîìó, åñëè íóæíî âûÿñíèòü, îáëàäàþò ëè ôóíêöèè èç ýòîãî êîíå÷íîãî
ìíîæåñòâà êàêèì-ëèáî ñâîéñòâîì, äîñòàòî÷íî îñóùåñòâèòü ïåðåáîð ôóíê-
öèé èç äàííîãî ìíîæåñòâà. Îäíàêî ÷èñëà p2(n) ñ ðîñòîì n áûñòðî ðàñòóò:
p2(1) = 4, p2(2) = 16, p2(3) = 256, p2(4) = 65536, . . . Òàêèì îáðàçîì,
óæå ïðè ñðàâíèòåëüíî íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n (n ≥ 6) ïåðåáîð ñòàíîâèò-
ñÿ ïðàêòè÷åñêè íåîñóùåñòâèìûì äàæå ñ èñïîëüçîâàíèåì âû÷èñëèòåëüíîé
òåõíèêè. Ñ ðîñòîì ÷èñëà àðãóìåíòîâ n òàáëèöà, çàäàþùàÿ ôóíêöèþ, ñèëü-
íî óñëîæíÿåòñÿ. Òàê ïðè n = 64 äëÿ çàïîëíåíèÿ òàêîé òàáëèöû ñî ñêîðî-
ñòüþ 109 ñòðîê â ñåêóíäó ïîíàäîáèòñÿ îêîëî 300 ëåò. Ïîýòîìó íåñìîòðÿ
íà ïðîñòîòó òàáëè÷íîãî çàäàíèÿ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, òàêîé èíñòðó-
ìåíò èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé êðàéíå íåýôôåêòèâåí, åñëè íå áåñïîëåçåí, ïðè
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n. Íåîáõîäèìîñòü ðàçðàáîòêè àíàëèòè÷åñêîãî çàäàíèÿ
è ìåòîäîâ èññëåäîâàíèÿ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè î÷åâèäíà.

Îïðåäåëåíèå. Ïåðåìåííàÿ xi(1 ≤ i ≤ n) ôóíêöèè
f(x1, x2, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn) èç P2 íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé,
åñëè ìîæíî óêàçàòü òàêèå íàáîðû

α̃ = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn)

è
β̃ = (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn)

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, ÷òî f(α̃) 6= f(β̃). Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåìåí-
íóþ xi íàçûâàþò íåñóùåñòâåííîé èëè ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé ôóíêöèè
f(x1, x2, . . . , xi−1, xi, xi+1, . . . , xn).
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Îïðåäåëåíèå. Äâå ôóíêöèè f(x̃n) è g(ỹn) íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñ-
ëè ìíîæåñòâà èõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ñîâïàäàþò è íà ëþáûõ äâóõ
íàáîðàõ α̃n è β̃n, ðàçëè÷àþùèõñÿ áûòü ìîæåò òîëüêî çíà÷åíèÿìè íåñóùå-
ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, çíà÷åíèÿ ôóíêöèé îäèíàêîâû: f(α̃n) = g(β̃n) . Åñëè
f(x̃n) è g(ỹn) � ðàâíûå ôóíêöèè, òî îäíó èç íèõ ìîæíî ïîëó÷èòü èç äðóãîé
ïóòåì äîáàâëåíèÿ è/èëè èçúÿòèÿ íåñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ.

Ïîñòðîåíèå àíàëèòè÷åñêîé òåîðèè ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íà÷íåì ñ
ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé (îïåðàöèé).

Äàííûå îïåðàöèè (ôóíêöèè) ÷àñòî óïîòðåáëÿþòñÿ â ìàòåìàòè÷åñêîé
ëîãèêå è êèáåðíåòèêå è èãðàþò òàêóþ æå ðîëü, êàê, íàïðèìåð, x + y â
àðèôìåòèêå, x2 â àëãåáðå, sinx è expx â àíàëèçå, ïîýòîìó èõ ìîæíî ñ÷è-
òàòü ýëåìåíòàðíûìè ôóíêöèÿìè.

Îïðåäåëèì ëîãè÷åñêèå èëè áóëåâñêèå îïåðàöèè (ôóíêöèè) íàä ýëåìåí-
òàðíûìè âûñêàçûâàíèÿìè èëè ëîãè÷åñêèìè (áóëåâñêèìè) ïåðåìåííûìè.

1. Êîíñòàíòû (íóëüìåñòíûå îïåðàöèè):
0 � òîæäåñòâåííûé íóëü (òîæäåñòâåííàÿ ëîæü),
1 � òîæäåñòâåííàÿ åäèíèöà (òîæäåñòâåííàÿ èñòèíà).

2. Îïåðàöèè íàä îäíîé ïåðåìåííîé (îäíîìåñòíûå, óíàðíûå îïåðàöèè):
îòðèöàíèå, îáîçíà÷àåòñÿ êàê x̄ èëè ex, ÷èòàåòñÿ ¾íå x¿ èëè ¾îòðèöà-
íèå x¿. Ýòó îïåðàöèþ ìîæíî çàäàòü ñëåäóþùåé òàáëèöåé, â êîòîðîé
óêàçàíî, êàêîå çíà÷åíèå ôóíêöèè (îïåðàöèè) ñîîòâåòñòâóåò êàæäîìó
èç çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x:

x e x
0 1
1 0

3. Îïåðàöèè íàä äâóìÿ ïåðåìåííûìè (äâóõìåñòíûå, áèíàðíûå îïåðà-
öèè)
x y x ∧ y x ∨ y x→ y x ≡ y x+ y x|y x ↓ y
0 0 0 0 1 1 0 1 1
0 1 0 1 1 0 1 1 0
1 0 0 1 0 0 1 1 0
1 1 1 1 1 1 0 0 0

Ïðèâåäåì íàçâàíèÿ è äðóãèå îáîçíà÷åíèÿ ïåðå÷èñëåííûõ â òàáëèöå
ôóíêöèé.
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Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ x ∧ y íàçûâàåòñÿ êîíúþíêöèåé x è y, îáîçíà-
÷àåòñÿ x∧ y, èëè x&y, èëè x · y, èëè xy, èëè min(x, y) è ÷àñòî ÷èòàåòñÿ êàê
¾x è y¿.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ x ∨ y íàçûâàåòñÿ äèçúþíêöèåé x è y, îáîçíà-
÷àåòñÿ x ∨ y èëè max(x, y) è ÷àñòî ÷èòàåòñÿ êàê ¾x èëè y¿.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ x→ y íàçûâàåòñÿ èìïëèêàöèåé x è y, îáîçíà-
÷àåòñÿ x→ y èëè x ⊃ y, ÷àñòî ÷èòàåòñÿ êàê ¾x èìïëèöèðóåò y¿ èëè ¾èç x
ñëåäóåò y¿.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ x ≡ y íàçûâàåòñÿ ýêâèâàëåíòíîñòüþ (èëè ýê-
âèâàëåíöèåé) x è y, îáîçíà÷àåòñÿ x ≡ y, èëè x y, èëè x↔ y è ÷àñòî ÷èòàåòñÿ
¾x ýêâèâàëåíòíî y¿.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ x + y íàçûâàåòñÿ ñóììîé ïî ìîäóëþ 2 (èëè
áóëåâîé ñóììîé) x è y, îáîçíà÷àåòñÿ x + y, èëè x ⊕ y è ÷àñòî ÷èòàåòñÿ ¾x
ïëþñ y¿.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ x|y íàçûâàåòñÿ øòðèõîì (Øåôôåðà) x è y,
îáîçíà÷àåòñÿ x|y è ÷àñòî ÷èòàåòñÿ ¾x øòðèõ y¿, ¾íå x èëè íå y¿. Â òåõ-
íè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ôóíêöèÿ x|y íàçûâàåòñÿ îáû÷íî ¾íå � è¿ èëè àíòè-
êîíúþíêöèåé, òàê êàê îíà ðàâíà îòðèöàíèþ êîíúþíêöèè.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ x ↓ y íàçûâàåòñÿ ñòðåëêîé (Ïèðñà) x è y, îáî-
çíà÷àåòñÿ x ↓ y è ÷àñòî ÷èòàåòñÿ ¾x ñòðåëêà y¿, ¾íè x, íè y¿ èëè ¾íå x è
íå y¿. Â òåõíè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ôóíêöèÿ x ↓ y íàçûâàåòñÿ îáû÷íî ¾íå �
èëè¿ èëè àíòèäèçúþíêöèåé, òàê êàê îíà ðàâíà îòðèöàíèþ äèçúþíêöèè.

Ñèìâîëû îïåðàöèé, ó÷àñòâóþùèå â îáîçíà÷åíèÿõ ýëåìåíòàðíûõ ôóíê-
öèé, íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè ñâÿçêàìè (èëè ïðîñòî ñâÿçêàìè).

Èìåÿ çàïàñ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. ìû ìîæåì ñòðîèòü èç íèõ áîëåå
ñëîæíûå ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê. Íàïðèìåð,

((x→ y)|(y → z)) ∨ (ȳ · z̄) = f(x, y, z).

Î÷åâèäíî, ÷òî íå âñÿêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, çíàêîâ
ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé è ñêîáîê áóäåò ôîðìóëîé àëãåáðû ëîãèêè. Òàê, íà-
ïðèìåð, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè → ∨ x+ y x|y ≡ z íå ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ
êàê ïðàâèëüíûå ôîðìóëû àëãåáðû ëîãèêè. Äàäèì èíäóêòèâíîå îïðåäåëå-
íèå ôîðìóëû.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü U � ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ. Òîãäà ìíîæåñòâî
ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè íàä U îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1. Âñÿêàÿ ïåðåìåííàÿ � ôîðìóëà.

2. Êîíñòàíòû 0 è 1 � ôîðìóëû.
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3. Åñëè A � ôîðìóëà, òî eA (èëè â äðóãîé çàïèñè Ā) � ôîðìóëà.

4. Åñëè A è B � ôîðìóëû, òî (A ∧B), (A ∨B), (A→ B), (A+B),
(A ≡ B), (A|B), (A ↓ B) � ôîðìóëû.

5. Ôîðìóëàìè ÿâëÿþòñÿ òå è òîëüêî òå âûðàæåíèÿ, êîòîðûå ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû èç êîíñòàíò, ïåðåìåííûõ è ëîãè÷åñêèõ ñâÿçîê çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ 1 � 4.

Â ïóíêòàõ 1 è 2 îïðåäåëåíû ýëåìåíòàðíûå ôîðìóëû, â ïóíêòàõ 3 è 4 çàäàíû
ïðàâèëà îáðàçîâàíèÿ èç ëþáûõ äàííûõ ôîðìóë íîâûõ. Îïðåäåëåíèÿ òàêî-
ãî òèïà íàçûâàþòñÿ èíäóêòèâíûìè îïðåäåëåíèÿìè. Âî âñÿêîì èíäóêòèâ-
íîì îïðåäåëåíèè èìåþòñÿ ïðÿìûå ïóíêòû (ï.ï. 1�4) è êîñâåííûé ïóíêò.
Â ïðÿìûõ ïóíêòàõ çàäàþòñÿ îáúåêòû, êîòîðûå â äàëüíåéøåì èìåíóþòñÿ
îïðåäåëÿåìûì òåðìèíîì (â äàííîì ñëó÷àå ôîðìóëàìè àëãåáðû âûñêàçû-
âàíèé). Â êîñâåííîì ïóíêòå ãîâîðèòñÿ, ÷òî òàêèå îáúåêòû èñ÷åðïûâàþòñÿ
çàäàííûìè â ïðÿìûõ ïóíêòàõ. Ñðåäè ïðÿìûõ ïóíêòîâ èìåþòñÿ áàçèñíûå
ïóíêòû (ï. 1 è ï. 2) è èíäóêòèâíûå ïóíêòû (â äàííîì ñëó÷àå ï. 3 è ï. 4).
Â áàçèñíûõ ïóíêòàõ ïðÿìî óêàçûâàþòñÿ îáúåêòû, êîòîðûå â äàëüíåéøåì
èìåíóþòñÿ îïðåäåëÿåìûì òåðìèíîì. Â èíäóêòèâíûõ ïóíêòàõ äàþòñÿ ïðà-
âèëà ïîñòðîåíèÿ èç ëþáûõ îáúåêòîâ, îïðåäåëåííûõ â áàçèñíûõ ïóíêòàõ,
íîâûõ îáúåêòîâ, êîòîðûå òàêæå áóäóò èìåíîâàòüñÿ ýòèì òåðìèíîì.

Ïðèäàâàÿ âñåâîçìîæíûå çíà÷åíèÿ âñåì âõîäÿùèì â ôîðìóëó àëãåáðû
ëîãèêè ïåðåìåííûì, ìû ïîëó÷èì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè. Â ýòîì ñìûñ-
ëå ìû áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî çàäàííàÿ ôîðìóëà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ àëãåáðû
ëîãèêè.

Äâå ôîðìóëû A è B (èëè f1 è f2) áóäåì íàçûâàòü ðàâíîñèëüíûìè (ðàâ-
íûìè) è ïèñàòü A = B (èëè f1 = f2), åñëè îíè ðåàëèçóþò îäíó è òó æå
ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè A′ � ïîäôîðìóëà ôîðìóëû A, òî ïðè çàìåíå ëþáîãî
åå âõîæäåíèÿ íà ðàâíóþ ôîðìóëó B ôîðìóëà A ïåðåéäåò â ôîðìóëó B,
êîòîðàÿ áóäåò ðàâíà A.

Îáû÷íî ïðèíèìàþòñÿ ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ äëÿ ñîêðàùåíèÿ çàïèñè
ôîðìóë:

• âíåøíèå ñêîáêè ó ôîðìóë îïóñêàþòñÿ;

• ôîðìóëà e çàïèñûâàåòñÿ êàê Ā;

• ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ ñòàðøå ëþáîé äðóãîé îïåðàöèè,
òî åñòü åñëè çà ñâÿçêîé e ñëåäóåò ñèìâîë ïåðåìåííîé (áóêâà), òî îò-
ðèöàíèå îòíîñèòñÿ òîëüêî ê ýòîé ïåðåìåííîé, åñëè æå ñðàçó ïîñëå
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îòðèöàíèÿ e îòêðûâàåòñÿ ñêîáêà, òî îòðèöàíèå îòíîñèòñÿ êî âñåìó
çàêëþ÷åííîìó â ñêîáêè âûðàæåíèþ;

• ôîðìóëà A ∧B çàïèñûâàåòñÿ êàê A ·B, èëè A&B, èëè AB;

• ñâÿçêà ∧ ñ÷èòàåòñÿ ñòàðøå (ñèëüíåå) ëþáîé äðóãîé äâóõìåñòíîé ñâÿç-
êè.

Ýòè ñîãëàøåíèÿ ïîçâîëÿþò, íàïðèìåð, çàïèñàòü ôîðìóëó

((((ex) + y) ∧ z)→ ((x ∧ (ey)) ∨ z))

â âèäå
(x̄+ y)→ (xȳ ∨ z).

2.3 Àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà ýëåìåíòàðíûõ îïå-
ðàöèé

Âàæíåéøèìè àëãåáðàè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè ëîãè÷åñêèõ îïåðàöèé ÿâëÿþò-
ñÿ, êàê îáû÷íî, òàêèå ñâîéñòâà, êàê êîììóòàòèâíîñòü, àññîöèàòèâíîñòü è
äèñòðèáóòèâíîñòü îäíèõ îïåðàöèé îòíîñèòåëüíî äðóãèõ.

1. Êîììóòàòèâíîñòü (èëè ïåðåñòàíîâî÷íîñòü) îïåðàöèè * îçíà÷àåò,
÷òî x ∗ y = y ∗x. Ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ * êîììóòàòèâíà, åñëè ñâÿçêà *
ïðèíàäëåæèò ñëåäóþùåìó ìíîæåñòâó ñâÿçîê (ñóùåñòâåííî òîëüêî,
÷òîáû ñèìâîë * â ðàâåíñòâå âñþäó èìåë îäèí è òîò æå ñìûñë):

∗ ∈ {∨, ∧, +, ≡, |, ↓}.

2. Àññîöèàòèâíîñòü îïåðàöèè * îçíà÷àåò, ÷òî x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z.
Ñâîéñòâî àññîöèàòèâíîñòè ïîçâîëÿåò çàïèñûâàòü ôîðìóëû, ñîäåðæà-
ùèå îäèíàêîâûå àññîöèàòèâíûå ñâÿçêè, áåç ñêîáîê, íàïðèìåð, x∨y∨z,
x ∧ y ∧ z.
Ëîãè÷åñêàÿ îïåðàöèÿ * àññîöèàòèâíà, åñëè ñâÿçêà * ïðèíàäëåæèò ñëå-
äóþùåìó ìíîæåñòâó ñâÿçîê (ñóùåñòâåííî òîëüêî, ÷òîáû ñèìâîë â ðà-
âåíñòâå âñþäó èìåë îäèí è òîò æå ñìûñë):

∗ ∈ {∧,∨,+,≡}
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3. Äèñòðèáóòèâíîñòü (ðàñïðåäåëèòåëüíûé çàêîí) îïåðàöèè * îòíîñè-
òåëüíî îïåðàöèè • îçíà÷àåò, ÷òî x ∗ (y • z) = (x ∗ y) • (x ∗ z).

Äèñòðèáóòèâíîñòü êîíúþíêöèè:
x ∧ (y ∨ z) = (x ∧ y) ∨ (x ∧ z) � äèñòðèáóòèâíîñòü êîíúþíêöèè îòíî-
ñèòåëüíî äèçúþíêöèè;
x ∧ (y + z) = (x ∧ y) + (x ∧ z) � äèñòðèáóòèâíîñòü êîíúþíêöèè îòíî-
ñèòåëüíî ëîãè÷åñêîé ñóììû.

Äèñòðèáóòèâíîñòü äèçúþíêöèè:
x ∨ (y ∧ z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) � äèñòðèáóòèâíîñòü äèçúþíêöèè îòíî-
ñèòåëüíî êîíúþíêöèè;
x∨ (y → z) = (x∨ y)→ (x∨ z) �äèñòðèáóòèâíîñòü äèçúþíêöèè îòíî-
ñèòåëüíî èìïëèêàöèè;
x ∨ (y ≡ z) = (x ∨ y) ≡ (x ∨ z) � äèñòðèáóòèâíîñòü äèçúþíêöèè
îòíîñèòåëüíî ýêâèâàëåíòíîñòè.

Äèñòðèáóòèâíîñòü èìïëèêàöèè:
x → (y ∧ z) = (x → y) ∧ (x → z) � äèñòðèáóòèâíîñòü èìïëèêàöèè
îòíîñèòåëüíî êîíúþíêöèè;
x → (y ∨ z) = (x → y) ∨ (x → z) � äèñòðèáóòèâíîñòü èìïëèêàöèè
îòíîñèòåëüíî äèçúþíêöèè;
x → (y → z) = (x → y) → (x → z) � äèñòðèáóòèâíîñòü èìïëèêàöèè
îòíîñèòåëüíî èìïëèêàöèè.

4. Èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå äëÿ äâîéíîãî îòðèöàíèÿ: ¯̄x = x.

5. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó îòðèöàíèåì, êîíúþíê-
öèåé è äèçúþíêöèåé.

Ïðàâèëà äà Ìîðãàíà:
{
x ∧ y = x̄ ∨ ȳ
x ∨ y = x̄ ∧ ȳ

Óêàçàííûå ñîîòíîøåíèÿ îòðàæàþò îòíîøåíèå äâîéñòâåííîñòè ìåæäó
äèçúþíêöèåé è êîíúþíêöèåé.

6. Èìåþò ìåñòî ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ¾íàâåøèâàíèåì
îòðèöàíèÿ¿ íà ýëåìåíòàðíûå ëîãè÷åñêèå ôóíêöèè:
x|y = x ∧ y;
x ↓ y = x ∨ y;
x+ y = x ≡ y;
x ≡ y = x+ y
x→ y = x̄ ∨ y = xȳ.
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7. 0 = x ∧ x̄ = x ∧ 0 = x+ x
1 = x ∨ x̄ = x ∨ 1 = x ≡ x.

8. Ïðàâèëà ïîãëîùåíèÿ:
x ∨ (x ∧ y) = x
x ∧ (x ∨ y) = x

9. Âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè:

x ∧ x = x, x ∨ x = x,
x ∧ x̄ = 0, x ∨ x̄ = 1,
x ∧ 0 = 0, x ∨ 0 = x,
x ∧ 1 = x, x ∨ 1 = 1.

Âñå óêàçàííûå òîæäåñòâà ìîãóò áûòü ïðîâåðåíû ïóòåì ñîïîñòàâëåíèÿ
ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ ïðàâîé è ëåâîé ÷àñòÿìè ôîðìóë. �

Ââåäåííûå íàìè ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè,
òàê, íàïðèìåð:

x ≡ y =(x→ y)&(y → x) = x ∧ y ∨ x̄ ∧ ȳ;

x→ y = x̄ ∨ y.

Èìååòñÿ ãîðàçäî áîëåå ðàäèêàëüíàÿ âîçìîæíîñòü ñâåäåíèÿ: âñå ýëåìåí-
òàðíûå ôóíêöèè ìîãóò áûòü âûðàæåíû ÷åðåç îäíó-åäèíñòâåííóþ: øòðèõ
Øåôôåðà èëè ñòðåëêó Ïèðñà.

Çàäà÷à. Âûðàçèòü âñå ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè ÷åðåç | è ↓. �

2.4 Ðàçëîæåíèå ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ïî
ïåðåìåííûì

Ãîâîðÿ î ÿçûêå ôîðìóë, ìû ñîçíàòåëüíî íå êàñàëèñü âåñüìà âàæíîãî âî-
ïðîñà: âñÿêàÿ ëè ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ìîæåò áûòü âûðàæåíà â âèäå
ôîðìóëû, åñëè äîïóñòèòü íåêîòîðûé çàïàñ ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé? Áëè-
æàéøèå ðàññìîòðåíèÿ íàïðàâëåíû íà ðåøåíèå ýòîãî âîïðîñà.

×òîáû èìåòü âîçìîæíîñòü åäèíîîáðàçíî çàïèñûâàòü ïåðåìåííûå ñ îò-
ðèöàíèåì è áåç îòðèöàíèÿ ââåäåì ñëåäóþùåå îáîçíà÷åíèå:

xσ =

{
x, åñëè σ = 1

x̄, åñëè σ = 0.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî xσ = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = σ, òî åñòü
çíà÷åíèå ¾îñíîâàíèÿ¿ ðàâíî çíà÷åíèþ ¾ïîêàçàòåëÿ¿.

Ëåììà 2.2 (Î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ïî îäíîé ïåðåìåííîé). Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè, òîãäà ñïðàâåäëèâî
ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå f â ôîðìå ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé x1:

(2.1) f(x1, . . . , xn) = x1 · f(1, x2, . . . , xn) ∨ x̄1 · f(0, x2, . . . , xn)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ïðåæäå âñåãî, ÷òî ïðåäñòàâëåíèå (2.1), åñòå-
ñòâåííî, ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïåðåìåííîé xi èç ìíîæåñòâà ïåðå-
ìåííûõ ôóíêöèè f . Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (α1, . . . , αn) è ïîêàæåì, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (2.1) ïðèíèìàþò íà í¼ì îäíî è òî æå çíà÷åíèå.

Ðàññìîòðèì íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (1, α2, . . . , αn). Ëåâàÿ ÷àñòü
(2.1) ïðèíèìàåò íà ýòîì íàáîðå çíà÷åíèå f(1, α2, . . . , αn), à ïðàâàÿ ÷àñòü
� çíà÷åíèå 1 · f(1, α2, . . . , αn) ∨ 0 · f(0, α2, . . . , αn) = f(1, α2, . . . , αn).
Òàêèì îáðàçîì, íà íàáîðàõ (1, α2, . . . , αn) ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè (2.1)
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

Ðàññìîòðèì íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (0, α2, . . . , αn). Ëåâàÿ ÷àñòü
(2.1) ïðèíèìàåò íà ýòîì íàáîðå çíà÷åíèå f(0, α2, . . . , αn), à ïðàâàÿ ÷àñòü
� çíà÷åíèå 0 · f(1, α2, . . . , αn) ∨ 1 · f(0, α2, . . . , αn) = f(0, α2, . . . , αn).
Òàêèì îáðàçîì, íà íàáîðàõ (0, α2, . . . , αn) ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè (2.1)
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

Òåì ñàìûì ìû äîêàçàëè, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.1)
ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà âñåõ íàáîðàõ (α1, . . . , αn).

Ëåììà 2.3. Êîíúþíêöèÿ (ïðîèçâåäåíèå) xσ1
1 Kxσn

n = 1 òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (x1, K, xn) = (σ1, K, σn).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîèçâåäåíèå (êîíúþíêöèÿ) ðàâíî 1 òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà êàæäûé ñîìíîæèòåëü ðàâåí 1, íî xσ = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà x = σ.

Â äàëüíåéøåì áóäåì óïîòðåáëÿòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

k∧
i=1

= x1 ∧ x2 ∧ . . . ∧ xk = x1x2 . . . xk,

k∨
i=1

= x1 ∨ x2 ∨ . . . ∨ xk

Ýòè çàïèñè èìåþò ñìûñë è ïðè k = 1.
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Òåîðåìà 2.4 (Î ðàçëîæåíèè ôóíêöèè ïî íåñêîëüêèì ïåðåìåííûì). Ïóñòü
f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè. Òîãäà åå ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåé ôîðìå:

f(x1, . . . , xk, xk+1, . . . , xn) =
∨

(σ1, ..., σk)

xσ1
1 . . . xσk

k ·f(σ1, . . . , σk, xk+1, . . . , xn)

(2.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
(α1, . . . , αn) è ïîêàæåì, ÷òî ëåâàÿ è ïðàâàÿ ÷àñòè ñîîòíîøåíèÿ (2.2) ïðè-
íèìàþò íà íåì îäíî è òî æå çíà÷åíèå. Ëåâàÿ ÷àñòü äàåò f(α1, . . . , αk, αk+1,
. . . , αn). Ïðàâàÿ ÷àñòü äàåò∨

(σ1, ..., σk)

xσ1
1 Kxσk

k · f(σ1, K, σk, xk+1, K, xn) =

= ασ1
1 Kασk

k · f(α1, K, αk, αk+1, K, αn) = f(α1, K, αn).

Ïðåäñòàâëåíèå (2.2) íàçûâàåòñÿ äèçúþíêòèâíûì ðàçëîæåíèåì ôóíê-
öèè ïî k ïåðåìåííûì.

Ïðèìåð. Äëÿ k = 2 ðàçëîæåíèå â äèçúþíêòèâíóþ ôîðìó èìååò âèä:

f(x1, . . . , xn) = x̄1x̄2 · f(0, 0, x3, . . . , xn)∨
∨ x̄1x2 · f(0, 1, x3, . . . , xn)∨
∨ x1x̄2 · f(1, 0, x3, . . . , xn)∨
∨ x1x2 · f(1, 1, x3, . . . , xn).

Âûïèøåì òàêîå ðàçëîæåíèå äëÿ êîíêðåòíîé ôóíêöèè òðåõ ïåðåìåííûõ ïî
ïåðåìåííûì x2 è x3:

(x1 → x2) ≡ (x2 → x3) = x̄2x̄3 · ((x1 → 0) ≡ (0→ 0))∨
∨ x̄2x3 · ((x1 → 0) ≡ (0→ 1))∨
∨ x2x̄3 · ((x1 → 1) ≡ (1→ 0))∨
∨ x2x3 · ((x1 → 1) ≡ (1→ 1)).

Â êà÷åñòâå ñëåäñòâèé ïîëó÷àåì äâà ñïåöèàëüíûõ ðàçëîæåíèÿ.

1. Ðàçëîæåíèå ïî îäíîé ïåðåìåííîé, âûïèñàííîå ðàíåå.

2. Ðàçëîæåíèå ïî âñåì n ïåðåìåííûì.
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Åñëè k = n, òî ïîëó÷àåì ðàçëîæåíèå

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1, ..., σn)

xσ1
1 . . . xσn

n · f(σ1, . . . , σn)

Îíî ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíî ïðè f(x1, . . . , xn) 6= 0 ñëåäóþùèì îáðà-
çîì: ∨

(σ1, ..., σn)

xσ1
1 . . . xσn

n · f(σ1, . . . , σn) =
∨

(σ1,...,σn)
f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 . . . xσn

n

Èòàê, â ýòîì ñëó÷àå ðàçëîæåíèå èìååò âèä:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)
f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 . . . xσn

n

Ýòî ðàçëîæåíèå íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìîé (ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ.). Îíî îïðåäåëåíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f , íå ðàâíîé
êîíñòàíòå 0.

Òåîðåìà 2.5. Ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè ìîæíî âûðàçèòü
ôîðìóëîé ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ∧, ∨, e, ïðè÷åì îïåðàöèÿ e ïðèìåíÿåòñÿ
òîëüêî ê ïåðåìåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) = 0. Òîãäà, î÷åâèäíî,

f(x1, . . . , xn) = x1∧ex1

2. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) 6= 0. Ïðåäñòàâèì åå â ôîðìå ñîâåðøåííîé ÄÍÔ:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)
f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 . . . xσn

n

Òàêèì îáðàçîì, â îáîèõ ñëó÷àÿõ ôóíêöèÿ f âûðàæàåòñÿ â âèäå ôîðìó-
ëû ÷åðåç êîíúþíêöèþ, äèçúþíêöèþ è îòðèöàíèå, ïðè÷åì îòðèöàíèå ïðè-
ìåíÿåòñÿ òîëüêî ê ñèìâîëàì ïåðåìåííûõ.

Èòàê, îêàçàëîñü, ÷òî ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ôîðìó-
ëîé íàä ìíîæåñòâîì îïåðàöèé {∨,∧, e}, ñîñòîÿùèì èç òðåõ ôóíêöèé: îòðè-
öàíèÿ, êîíúþíêöèè è äèçúþíêöèè. Äàííàÿ òåîðåìà íîñèò êîíñòðóêòèâíûé
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õàðàêòåð, òàê êàê îíà ïîçâîëÿåò äëÿ êàæäîé ôóíêöèè ïîñòðîèòü ðåàëè-
çóþùóþ åå ôîðìóëó (ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ). À èìåííî, áåðåì òàáëèöó äëÿ
ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) (f 6= 0) è îòìå÷àåì â íåé âñå ñòðîêè (σ1, . . . , σn), â
êîòîðûõ f(σ1, . . . , σn) = 1, äëÿ êàæäîé òàêîé ñòðîêè îáðàçóåì ëîãè÷åñêîå
ïðîèçâåäåíèå xσ1

1 ∧. . .∧xσn
n , à çàòåì ñîåäèíÿåì âñå ïîëó÷åííûå êîíúþíêöèè

çíàêîì äèçúþíêöèè.
Ïðèìåð Ïîñòðîèòü ñîâåðøåííóþ ÄÍÔ äëÿ ôóíêöèè, çàäàííîé òàáëè-

öåé:
x1 x2 x3 f(x1, x2, x3) x1 x2 x3 f(x1, x2, x3)
0 0 0 1 1 0 0 0
0 0 1 1 1 0 1 1
0 1 0 0 1 1 0 0
0 1 1 0 1 1 1 1
Èìååì:

f(x1, x2, x3) = x̄1x̄2x̄3 ∨ x̄1x̄2x3 ∨ x1x̄2x3 ∨ x1x2x3 �
Åñëè â òàáëèöå çíà÷åíèé ôóíêöèè ìíîãî 1 è ìàëî 0, òî öåëåñîîáðàçíî

ñòðîèòü ôóíêöèþ ïî-äðóãîìó. Ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ åñòü âûðàæåíèå òèïà
¾ ∨ &¿, òî åñòü ëîãè÷åñêàÿ ñóììà ïðîèçâåäåíèé xσi

i . Ñïðàøèâàåòñÿ íåëüçÿ
ëè äëÿ ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå òèïà ¾&, ∨¿?

Àíàëîãè÷íî òîëüêî ÷òî ïðîâåäåííûì äîêàçàòåëüñòâàì ëåãêî ïîëó÷èòü,
÷òî:

• xσ̄ = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà x = σ;

• xσ̄1
1 ∨ . . . ∨ xσ̄n

n îáðàùàåòñÿ â 0 òîëüêî íà íàáîðå (x1, . . . , xn) =
(σ1, . . . , σn);

• èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ðàçëîæåíèå â êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëüíóþ
ôîðìó ïî îäíîé ïåðåìåííîé f(x1, . . . , xn) = (x1∨ f(0, x2, . . . , xn)) ·
· (x̄1 ∨ f(1, x2, . . . , xn))

• èìååò ìåñòî ñëåäóþùåå ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè â âèäå ñîâåðøåííîé
êîíúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (ñîâåðøåííàÿ ÊÍÔ) äëÿ f 6= 1:

f(x1, K, xn) =
∧

(σ1, ..., σn)
f(σ1, ..., σn)=0

xσ̄1
1 ∨ x

σ̄2
2 ∨K ∨ xσ̄n

n

Èñïîëüçîâàíèå ñîâåðøåííîé ÊÍÔ ïîçâîëÿåò óïðîñòèòü çàïèñü ôîðìóëû
äëÿ ôóíêöèè, òàáëèöà çíà÷åíèé êîòîðîé ñîäåðæèò ìàëî íóëåé. �
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Êðîìå îòìå÷åííûõ êîíúþíêòèâíîãî è äèçúþíêòèâíîãî ðàçëîæåíèé ôóíê-
öèè ïî ïåðåìåííîé ÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ è ðàçëîæåíèå, îñíîâàííîå íà îïå-
ðàöèè ëîãè÷åñêîé ñóììû:

f(x1, x2, . . . , xn) = x1 · f(1, x2, . . . , xn) + x̄1 · f(0, x2, . . . , xn)

Ïîñëåäîâàòåëüíîå ïðèìåíåíèå òàêîãî ðàçëîæåíèÿ êî âñåì ïåðåìåííûì ïîç-
âîëÿåò âûðàçèòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè ÷åðåç ýëåìåíòàð-
íûå ôóíêöèè x̄, x + y, x ∧ y èëè, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå x̄ = x + 1, ëèøü
÷åðåç ôóíêöèè x+ y, x ∧ y, 1.

2.5 Ôóíêöèîíàëüíàÿ ïîëíîòà ñèñòåì ôóíêöèé
àëãåáðû ëîãèêè

Âûøå ìû âèäåëè, ÷òî âñÿêàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè ìîæåò áûòü âû-
ðàæåíà â âèäå ôîðìóëû ÷åðåç ýëåìåíòàðíûå ôóíêöèè x̄,x ∧ y, x ∨ y. Â
ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò âîïðîñ, êàêèìè ñâîéñòâàìè äîëæíà îáëàäàòü ñè-
ñòåìà ôóíêöèé, ÷òîáû ÷åðåç ôóíêöèè ýòîé ñèñòåìû ìîæíî áûëî âûðàçèòü
ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ àëãåáðû ëîãèêè? Ìû ñîáèðàåìñÿ äàòü äîñòàòî÷-
íî èñ÷åðïûâàþùèé îòâåò íà ýòîò âîïðîñ è ïîêàçàòü, ÷òî òàêèì ñâîéñòâîì
îáëàäàþò è äðóãèå ñèñòåìû ôóíêöèé.

Ïðåæäå âñåãî óòî÷íèì, êàêèìè ñðåäñòâàìè èç èìåþùåéñÿ ñèñòåìû ôóíê-
öèé ìîæíî ïîëó÷àòü íîâûå ôóíêöèè. Íîâûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ èç èìå-
þùèõñÿ â çàäàííîé ñèñòåìå ôóíêöèé ñ ïîìîùüþ îïåðàöèé çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ è ñóïåðïîçèöèè. Îïèøåì ýòè äâå îïåðàöèè.

1. Çàìåíà ïåðåìåííûõ.

Ïóñòü f(x1, x2, . . . , xn) � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè. Áóäåì
ãîâîðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(y1, y2, . . . , yn) ïîëó÷åíà îïåðàöèåé çàìå-
íû ïåðåìåííûõ èç ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn), åñëè îñóùåñòâëåíà
ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûõ

s =

(
x1 . . . xn
y1 . . . yn

)
,

òî åñòü âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåíîé x1 ïîäñòàâëÿåòñÿ ïå-
ðåìåííàÿ y1, âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåíîé x2 ïîäñòàâëÿåòñÿ
ïåðåìåííàÿ y2, . . . , âìåñòî êàæäîãî âõîæäåíèÿ ïåðåìåíîé xn ïîä-
ñòàâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ yn, ïðè ýòîì yi íå îáÿçàíà îòëè÷àòüñÿ îò yk
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ïðè i 6= k. Î÷åâèäíî, ÷òî çàìåíà ïåðåìåííûõ âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïåðå-
èìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ, ïåðåñòàíîâêó ïåðåìåííûõ è îòîæäåñòâëåíèå
ïåðåìåííûõ.

Ïðèìåð Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, x2) = x1|x2. Òîãäà ïðè çà-

ìåíå ïåðåìåííûõ
(
x1 x2

y y

)
èç ôóíêöèè f(x1, x2) ìîæíî ïîëó÷èòü

ôóíêöèþ ϕ(y) = f(y, y) = y|y = ȳ.

2. Ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü èìååòñÿ ôóíêöèÿ f(x1, x2, . . . , xn) è ôóíêöèè

f1(xi1 , . . . , xmi
), i = 1, . . . , n,

òîãäà ôóíêöèþ ϕ = f(f1(x11 , . . . , x1m1
), . . . , fn(xn1 , . . . , xnmn

))
áóäåì íàçûâàòü ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèè f(x1, x2, . . . , xn) è ôóíêöèé
fi(xi1 , . . . , ximi

), i = 1, . . . , n.

Äðóãèìè ñëîâàìè: ïóñòü F = {fj} � íàáîð ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè, íå
îáÿçàòåëüíî êîíå÷íûé. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ôóíêöèé èç
ìíîæåñòâà F èëè ôóíêöèåé íàä F , åñëè îíà ïîëó÷åíà èç ôóíêöèè fj ∈ F
ïóòåì çàìåíû îäíîé èëè íåñêîëüêèõ åå ïåðåìåííûõ ôóíêöèÿìè èç ìíîæå-
ñòâà F .

Ïðèìåð.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ôóíêöèé

F = {f1(x1), f2(x1, x2, x3), f3(x1, x2)}.

Òîãäà ñóïåðïîçèöèÿìè ôóíêöèé èç F áóäóò, íàïðèìåð, ôóíêöèè:

ϕ1(x2, x3) = f3(f1(x2), f1(x3));

ϕ2(x1, x2) = f2(x1, f1(x1), f3(x1, x2)).

Ñîâåðøåííàÿ ÄÍÔ � ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà

{x1 ∨ x2, x1 ∧ x2, x̄}

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé íàçûâàåòñÿ ïîëíîé, åñëè ïðè ïîìîùè
îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è çàìåíû ïåðåìåííûõ èç ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû
ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà ëþáàÿ ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè.
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Ìû óæå èìååì íåêîòîðûé íàáîð ïîëíûõ ñèñòåì:
{x ∨ y, xy, x̄};
{xy, x̄}, òàê êàê x ∨ y = x̄ ∧ ȳ;
{x ∨ y, x̄}, òàê êàê xy = x̄ ∨ ȳ
{x+ y, xy, 1}.

Êàê æå îïðåäåëèòü óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ñèñòåìà ïîëíà. Ñ ïîíÿòèåì
ïîëíîòû òåñíî ñâÿçàíî ïîíÿòèå çàìêíóòîãî êëàññà.

2.5.1 Çàìêíóòûå êëàññû

Ìíîæåñòâî (êëàññ) K ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè íàçûâàåòñÿ çàìêíóòûì
êëàññîì, åñëè îíî ñîäåðæèò âñå ôóíêöèè, ïîëó÷àþùèåñÿ èç K îïåðàöè-
ÿìè ñóïåðïîçèöèè è çàìåíû ïåðåìåííûõ, è íå ñîäåðæèò íèêàêèõ äðóãèõ
ôóíêöèé.

Ïóñòü K � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî ôóíêöèé èç P2. Çàìûêàíèåì K
íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðåäñòàâèìûõ ñ ïîìîùüþ
îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è çàìåíû ïåðåìåííûõ ôóíêöèé èç ìíîæåñòâà K.
Çàìûêàíèå ìíîæåñòâà K îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç [K].

Â òåðìèíàõ çàìûêàíèÿ ìîæíî äàòü äðóãèå îïðåäåëåíèÿ çàìêíóòîñòè è
ïîëíîòû (ýêâèâàëåíòíûå èñõîäíûì):
K � çàìêíóòûé êëàññ, åñëè K = [K];
K � ïîëíàÿ ñèñòåìà, åñëè [K] = P2.

Ïðèìåðû.

• {0}, {1} � çàìêíóòûå êëàññû.

• Ìíîæåñòâî ôóíêöèè îäíîé ïåðåìåííîé � çàìêíóòûé êëàññ.

• {x, x̄} � çàìêíóòûé êëàññ.

• Êëàññ {1, x+ y} íå ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì êëàññîì.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûå âàæíåéøèå çàìêíóòûå êëàññû.

1. T0 � êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 0.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè
f(x1, x2, . . . , xn), ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0, òî åñòü ôóíêöèé, äëÿ
êîòîðûõ
f(0, . . . , 0) = 0.

T0 = {f(x1, x2, . . . , xn)|f(0, . . . , 0) = 0}.
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Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñòü ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå T0, è ôóíêöèè, ýòî-
ìó êëàññó íå ïðèíàäëåæàùèå:

0, x, xy, x ∨ y, x+ y ∈ T0

1, x̄ /∈ T0

Èç òîãî, ÷òî x̄ /∈ T0 ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî x̄ íåëüçÿ âûðàçèòü ÷åðåç
äèçúþíêöèþ è êîíúþíêöèþ.

Ïîñêîëüêó òàáëèöà äëÿ ôóíêöèè f èç êëàññà T0 â ïåðâîé ñòðîêå ñî-
äåðæèò çíà÷åíèå 0, òî äëÿ ôóíêöèé èç T0 ìîæíî çàäàâàòü ïðîèç-
âîëüíûå çíà÷åíèÿ òîëüêî íà 2n − 1 íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, òî
åñòü

|T (n)
0 | = 22n−1 =

1

2
|P2|,

ãäå T (n)
0 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 0 è çàâèñÿùèõ îò n

ïåðåìåííûõ.

Ïîêàæåì, ÷òî T0 � çàìêíóòûé êëàññ. Òàê êàê x ∈ T0, òî äëÿ îáîñ-
íîâàíèÿ çàìêíóòîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ
åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóïåðïîçèöèè ñ ôóíêöèåé x.

Ïóñòü f(x̃m), f1(x̃k1), . . . , fm(x̃km) ∈ T0. Òîãäà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ϕ = f(f1, . . . , fm) ∈ T0. Ïîñëåäíåå âûòåêàåò èç öåïî÷êè ðàâåíñòâ

ϕ(0, . . . , 0) = f(f1(0, . . . , 0), . . . , fm(0, . . . , 0)) = f(0, . . . , 0) = 0.

2. T1 � êëàññ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ 1.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1 êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè
f(x1, x2, . . . , xn), ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 1, òî åñòü ôóíêöèé, äëÿ
êîòîðûõ f(1, . . . , 1) = 1.

T1 = {f(x1, x2, . . . , xn)|f(1, . . . , 1) = 1}

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñòü ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå T1, è ôóíêöèè, ýòî-
ìó êëàññó íå ïðèíàäëåæàùèå:

1, x, xy, x ∨ y, x ≡ y ∈ T1

0, x̄, x+ y /∈ T1

Èç òîãî, ÷òî x+ y /∈ T0 ñëåäóåò, íàïðèìåð, ÷òî x+ y íåëüçÿ âûðàçèòü
÷åðåç äèçúþíêöèþ è êîíúþíêöèþ.
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Ðåçóëüòàòû î êëàññå T0 òðèâèàëüíî ïåðåíîñÿòñÿ íà êëàññ T1. Òàêèì
îáðàçîì, èìååì:
T1 � çàìêíóòûé êëàññ;

|T (n)
1 | = 22n−1 =

1

2
|P2|.

3. L � êëàññ ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L êëàññ âñåõ ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè
f(x1, x2, . . . , xn), ÿâëÿþùèõñÿ ëèíåéíûìè:

L =

{
f(x1, x2, . . . , xn) : f(x1, x2, . . . , xn) = α0 + α1x1 + . . .

. . .+ αnxn; αi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n

}
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñòü ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå L , è ôóíêöèè, ýòî-
ìó êëàññó íå ïðèíàäëåæàùèå:

0, 1, x, x+ y, x1 ≡ x2 = x1 + x2 + 1, x̄ = x+ 1 ∈ L;

xy, x ∨ y /∈ L.

Äîêàæåì, íàïðèìåð, ÷òî x ∨ y /∈ L.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Áóäåì èñêàòü âûðàæåíèå äëÿ x ∨ y â âèäå
ëèíåéíîé ôóíêöèè ñ íåîïðåäåëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè:

x ∨ y = α+ βx+ γy

Ïðè x = y = 0 èìååì α = 0,
ïðè x = 1, y = 0 èìååì β = 1,
ïðè x = 0, y = 1 èìååì γ = 1,
íî òîãäà ïðè x = 1, y = 1 èìååì 1 ∨ 1 6= 1 + 1, ÷òî äîêàçûâàåò
íåëèíåéíîñòü ôóíêöèè x ∨ y.
Äîêàçàòåëüñòâî çàìêíóòîñòè êëàññà ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñîâåðøåííî
î÷åâèäíî.

Ïîñêîëüêó ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ çàäàíèåì çíà-
÷åíèé n + 1 êîýôôèöèåíòà α0, . . . , αn, ÷èñëî ëèíåéíûõ ôóíêöèé â
êëàññå L(n) ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ ðàâíî 2n+1.

|L(n)| = 2n+1.
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4. S � êëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå êëàññà ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé îñíîâàíî íà èñïîëü-
çîâàíèè òàê íàçûâàåìîãî ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè è äâîéñòâåííûõ
ôóíêöèé.

Îïðåäåëåíèå. Ôóíêöèÿ f∗(x̃n), îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì f∗(x̃n) =
f̄(x̄1, . . . , x̄n) íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè f(x̃n).

Î÷åâèäíî, ÷òî òàáëèöà äëÿ äâîéñòâåííîé ôóíêöèè (ïðè ñòàíäàðòíîé
óïîðÿäî÷åííîñòè íàáîðîâ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ) ïîëó÷àåòñÿ èç òàá-
ëèöû äëÿ èñõîäíîé ôóíêöèè èíâåðòèðîâàíèåì (òî åñòü çàìåíîé 0 íà
1 è 1 íà 0) ñòîëáöà çíà÷åíèé ôóíêöèè è åãî ïåðåâîðà÷èâàíèåì.

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî:
0∗ = 1,

1∗ = 0,

x∗ = x,

x̄∗ = x̄,

(x1 ∨ x2)∗ = x1 ∧ x2,

(x1 ∧ x2)∗ = x1 ∨ x2.

Èç îïðåäåëåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî (f∗)∗ = f , òî åñòü ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ
äâîéñòâåííîé ê f∗.

Ïóñòü ôóíêöèÿ âûðàæåíà ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèè ÷åðåç äðóãèå
ôóíêöèè. Ñïðàøèâàåòñÿ, êàê ïîñòðîèòü ôîðìóëó, ðåàëèçóþùóþ f∗(x̃n)?
Îáîçíà÷èì ÷åðåç x̃n = (x1, . . . , xn) âñå ðàçëè÷íûå ñèìâîëû ïåðåìåí-
íûõ, âñòðå÷àþùèåñÿ â íàáîðàõ (x11, . . . , x1p1), . . . , (xm1, . . . , xmpm).

Òåîðåìà 2.6. Åñëè ôóíêöèÿ ϕ ïîëó÷åíà êàê ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé
f, f1, f2, . . . , fm, òî åñòü

ϕ(x1, . . . , xn) = f(f1(x11, . . . , x1p1), . . . , fm(xm1, . . . , xmpm)),

òî

ϕ∗(x1, . . . , xn) = f∗(f∗1 (x11, . . . , x1p1), . . . , f∗m(xm1, . . . , xmpm))−

ôóíêöèÿ, äâîéñòâåííàÿ ê ñóïåðïîçèöèè, åñòü ñóïåðïîçèöèÿ äâîé-
ñòâåííûõ ôóíêöèé.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

ϕ∗(x1, . . . , xn) = f̄(x̄1, . . . , x̄n) = ϕ∗(x1, . . . , xn) = ϕ̄(x̄1, . . . , x̄n) =

= f̄(f1(x̄11, . . . , x̄1p1), . . . , fm(x̄m1, . . . , x̄mpm)) =

= f̄( ¯̄f1(x̄11, . . . , x̄1p1), . . . , ¯̄fm(x̄m1, . . . , x̄mpm)) =

= f̄(f̄∗1 (x11, . . . , x1p1), . . . , f̄∗m(xm1, . . . , xmpm)) =

= f∗(f∗1 (x11, . . . , x1p1), . . . , f∗m(xm1, . . . , xmpm)).

Òåîðåìà äîêàçàíà.

Èç òåîðåìû âûòåêàåò ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè: åñëè ôîðìóëà A ðåà-
ëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), òî ôîðìóëà, ïîëó÷åííàÿ èçA çàìåíîé
âõîäÿùèõ â íåå ôóíêöèé íà äâîéñòâåííûå èì, ðåàëèçóåò äâîéñòâåí-
íóþ ôóíêöèþ f∗(x1, . . . , xn).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S êëàññ âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé èç P2:

S = {f |f∗ = f}

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñòü ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèå S, è ôóíêöèè, ýòî-
ìó êëàññó íå ïðèíàäëåæàùèå:

x, x̄ ∈ L;

0, 1, xy, x ∨ y /∈ L.

Ìåíåå òðèâèàëüíûì ïðèìåðîì ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè ÿâëÿåòñÿ
ôóíêöèÿ

h(x, y, z) = xy ∨ xz ∨ yz;

èñïîëüçóÿ òåîðåìó î ôóíêöèè, äâîéñòâåííîé ê ñóïåðïîçèöèè, èìååì

h∗(x, y, z) = (x ∨ y) ∧ (x ∨ z) ∧ (y ∨ z) = xy ∨ xz ∨ yz = h∗; h ∈ S.

Äëÿ ñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè èìååò ìåñòî òîæäåñòâî:

f(x1, . . . , xn) = f̄(x̄1, . . . , x̄n),

òàê ÷òî íà íàáîðàõ (α1, . . . , αn) è (ᾱ1, . . . , ᾱn), êîòîðûå ìû áóäåì
íàçûâàòü ïðîòèâîïîëîæíûìè, ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ ïðèíèìà-
åò ïðîòèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñàìîäâîéñòâåí-
íàÿ ôóíêöèÿ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñâîèìè çíà÷åíèÿìè íà ïåðâîé
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ïîëîâèíå ñòðîê ñòàíäàðòíîé òàáëèöû. Ïîýòîìó ÷èñëî ñàìîäâîéñòâåí-
íûõ ôóíêöèé â êëàññå S(n) ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ,
ðàâíî:

|S(n)| = 22n−1

.

Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî êëàññ S çàìêíóò. Òàê êàê x ∈ S, òî äëÿ îáîñ-
íîâàíèÿ çàìêíóòîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëü-
íî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ïîñêîëüêó îïåðàöèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ
åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóïåðïîçèöèè ñ ôóíêöèåé x. Ïóñòü f(x̃m),
f1(xk1), . . . , fm(x̃km) ∈ S. Òîãäà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
ϕ = f(f1, . . . , fm) ∈ S. Ïîñëåäíåå óñòàíàâëèâàåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî:

ϕ∗ = f∗(f∗1 , . . . , f
∗
m) = f(f1, . . . , fm).

5. Ì � êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Ïðåæäå ÷åì îïðåäåëÿòü ïîíÿòèå ìîíîòîííîé ôóíêöèè àëãåáðû ëî-
ãèêè, íåîáõîäèìî ââåñòè îòíîøåíèå óïîðÿäî÷åííîñòè íà ìíîæåñòâå
íàáîðîâ åå ïåðåìåííûõ.

Ãîâîðÿò, ÷òî íàáîð α̃ = α̃n = (α1, . . . , αn) ïðåäøåñòâóåò íàáîðó
β̃ = β̃n = (β1, . . . , βn) (èëè ¾íå áîëüøå β̃¿, èëè ¾ìåíüøå èëè ðà-
âåí β̃¿), è ïðèìåíÿþò îáîçíà÷åíèå α̃ ≤ β̃, åñëè αi ≤ βi äëÿ âñåõ
i = 1, . . . , n. Åñëè α̃ ≤ β̃ è α̃ 6= β̃, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî íàáîð α̃
ñòðîãî ïðåäøåñòâóåò íàáîðó β̃ (èëè ¾ñòðîãî ìåíüøå¿, èëè ¾ìåíüøå¿
íàáîðà β̃), è èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå α̃ < β̃. Íàáîðû α̃ è β̃ íàçûâà-
þòñÿ ñðàâíèìûìè, åñëè ëèáî α̃ ≤ β̃, ëèáî β̃ ≤ α̃. Â ñëó÷àå, êîãäà íè
îäíî èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé íå âûïîëíÿåòñÿ, íàáîðû α̃ è β̃ íàçûâàþòñÿ
íåñðàâíèìûìè. Íàïðèìåð, (0, 1, 0, 1) ≤ (1, 1, 0, 1), íî íàáîðû (0, 1, 1, 0)
è (1, 0, 1, 0) íåñðàâíèìû. Òåì ñàìûì îòíîøåíèå ≤ (åãî ÷àñòî íàçû-
âàþò îòíîøåíèåì ïðåäøåñòâîâàíèÿ) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòè÷íûì ïîðÿäêîì
íà ìíîæåñòâå Bn. Íèæå ïðèâåäåíû äèàãðàììû ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åí-
íûõ ìíîæåñòâ B2, B3 è B4.
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Ââåäåííîå îòíîøåíèå ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà � èñêëþ÷èòåëüíî âàæíîå
ïîíÿòèå, äàëåêî âûõîäÿùåå çà ðàìêè íàøåãî êóðñà.

Òåïåðü ìû èìååì âîçìîæíîñòü îïðåäåëèòü ïîíÿòèå ìîíîòîííîé ôóíê-
öèè.

Ôóíêöèÿ àëãåáðû ëîãèêè f(x̃n) íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííîé, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ α̃n è β̃n, òàêèõ, ÷òî α̃n ≤ β̃n, èìååò ìåñòî íåðà-
âåíñòâî f(α̃n) ≤ f(β̃n). Ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé àë-
ãåáðû ëîãèêè îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç M , à ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîòîííûõ
ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ � ÷åðåç M (n).

Ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñòü ôóíêöèè, ïðèíàäëåæàùèåM , è ôóíêöèè, ýòî-
ìó êëàññó íå ïðèíàäëåæàùèå:

0, 1, x, xy, x ∨ y ∈M ;

x+ y, x→ y, x ≡ y /∈M.

Ïîêàæåì, ÷òî êëàññ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé M � çàìêíóòûé êëàññ.
Òàê êàê x ∈ M , òî äëÿ îáîñíîâàíèÿ çàìêíóòîñòè äîñòàòî÷íî ïîêà-
çàòü çàìêíóòîñòü îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè, ïîñêîëüêó
îïåðàöèÿ çàìåíû ïåðåìåííûõ åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé ñóïåðïîçèöèè ñ
ôóíêöèåé x.

Ïóñòü f(x̃m), f1(x̃k1), . . . , fm(x̃km) ∈ M . Òîãäà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ϕ = f(f1, . . . , fm) ∈M .

Ïóñòü x̃ = x̃n = (x1, . . . , xn), x̃k1 = (x11, . . . , x1k1), . . . ,
x̃km = (xm1, . . . , xmkm)� íàáîðû ïåðåìåííûõ, ñîîòâåòñòâåííî, ôóíê-
öèé ϕ, f1, . . . , fm, ïðè÷åì ìíîæåñòâî ïåðåìåííûõ ôóíêöèè ϕ ñîñòî-
èò èç òåõ è òîëüêî òåõ ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âñòðå÷àþòñÿ ó ôóíêöèé
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f1, . . . , fm. Ïóñòü α̃ è β̃ � äâà íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííîé x̃, ïðè÷åì
α̃ ≤ β̃. Ýòè íàáîðû îïðåäåëÿþò íàáîðû α̃k1 , β̃k1 , . . . , α̃km , β̃km çíà÷å-
íèé ïåðåìåííûõ x̃k1 , . . . , x̃km , òàêèå, ÷òî α̃k1 ≤ β̃k1 , . . . , α̃km ≤ β̃km .
Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèé f1, . . . , fm

f1(α̃k1) ≤ f1(β̃k1), . . . , fm(α̃km) ≤ fm(β̃km),

ïîýòîìó

(f1(α̃k1), . . . , fm(α̃km)) ≤ (f1(β̃k1), . . . , fm(β̃km)),

è â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè f

f(f1(α̃k1), . . . , fm(α̃km)) ≤ f(f1(β̃k1), . . . , fm(β̃km)).

Îòñþäà ïîëó÷àåì

ϕ(α̃) = f(f1(α̃k1), . . . , fm(α̃km)) ≤ f(f1(β̃k1), . . . , fm(β̃km)) = ϕ(β̃) �

×èñëî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò n ïåðåìåííûõ, òî÷íî íåèç-
âåñòíî. Ëåãêî ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà îöåíêà ñíèçó:

|M (n)| ≥ 2( n
[n/2]),

ãäå [n/2]� åñòü öåëàÿ ÷àñòü îò n/2.

Òàê æå ïðîñòî ïîëó÷àåòñÿ ñëèøêîì çàâûøåííàÿ îöåíêà ñâåðõó:

|M (n)| ≤ 2 + n( n
[n/2]).

Óòî÷íåíèå ýòèõ îöåíîê � âàæíàÿ è èíòåðåñíàÿ çàäà÷à ñîâðåìåííûõ
èññëåäîâàíèé.

2.5.2 Êðèòåðèé ïîëíîòû

Òåïåðü ìû â ñîñòîÿíèè ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü êðèòåðèé ïîëíîòû (òåî-
ðåìó Ïîñòà), îïðåäåëÿþùèé íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïîëíîòû
ñèñòåìû ôóíêöèé. Ïðåäâàðèì ôîðìóëèðîâêó è äîêàçàòåëüñòâî êðèòåðèÿ
ïîëíîòû íåñêîëüêèìè íåîáõîäèìûìè ëåììàìè, èìåþùèìè è ñàìîñòîÿòåëü-
íûé èíòåðåñ.

Ëåììà 2.7 (Ëåììà î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè.). Åñëè
f(x1, . . . , xn) /∈ S, òî èç íåå ïóòåì ïîäñòàíîâêè ôóíêöèé x è x̄ ìîæíî
ïîëó÷èòü êîíñòàíòó.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f /∈ S, òî íàéäåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
α = (α1, . . . , αn) òàêîé, ÷òî

f(ᾱ1, . . . , ᾱn) = f(α1, . . . , αn)

Çàìåíèì àðãóìåíòû â ôóíêöèè f :

xi çàìåíÿåòñÿ íà

{
x, åñëè αi = 1 â íàáîðå α;

x̄, åñëè αi = 0 â íàáîðå α,

òî åñòü ïîëîæèì xi = xαi , è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ

ϕ(x) = f(xα1 , xα2 , . . . , xαn).

Ìû èìååì
ϕ(0) = f(0α1 , . . . , 0αn) = f(ᾱ1, . . . , ᾱn) = f(α1, . . . , αn) =
= f(1α1 , . . . , 1αn) = ϕ(1).

Òåì ñàìûì ìû ïîëó÷èëè êîíñòàíòó (ïðàâäà, íåèçâåñòíî, êàêàÿ ýòî êîí-
ñòàíòà: 0 èëè 1).

Ëåììà 2.8 (Ëåììà î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè.). Åñëè ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn) íåìîíîòîííà, f(x1, . . . , xn) /∈M , òî èç íåå ïóòåì çàìåíû
ïåðåìåííûõ è ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò 0 è 1 ìîæíî ïîëó÷èòü îòðèöàíèå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x1, . . . , xn) /∈ M , òî íàéäóòñÿ íàáîðû α̃ è β̃
çíà÷åíèé åå ïåðåìåííûõ, α̃ = (α1, . . . , αn), β̃ = (β1, . . . , βn), òàêèå ÷òî
α̃ ≤ β̃ è f(α̃) > f(β̃), ïðè÷åì õîòÿ áû äëÿ îäíîãî çíà÷åíèÿ i èìååò ìåñòî
αi < βi. Âûïîëíèì ñëåäóþùóþ çàìåíó ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f :

xi çàìåíèì íà


0, åñëè αi = βi = 0;

1, åñëè αi = βi = 1;

x, åñëè αi < βi.

Ïîñëå òàêîé ïîäñòàíîâêè ïîëó÷èì ôóíêöèþ îäíîé ïåðåìåííîé ϕ(x), äëÿ
êîòîðîé èìååì:

ϕ(0) = f(ᾱ) = 1;

ϕ(1) = f(β̄) = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ϕ(x) = x̄. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ëåììà 2.9 (Ëåììà î íåëèíåéíîé ôóíêöèè.). Åñëè f(x1, . . . , xn) /∈ L,
òî èç íåå ïóòåì ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò 0, 1 è èñïîëüçîâàíèÿ ôóíêöèè x̄
ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ x1&x2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì f â âèäå ÄÍÔ (íàïðèìåð, ñîâåðøåííîé ÄÍÔ)
è âîñïîëüçóåìñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

x1 ∨ x2 = x1 ∧ x2;

x̄ = x+ 1;

K ∧K = K;

K +K = 0.

Ïðèìåð. Ïðèâåäåì äâà ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ïðåîáðàçîâà-
íèé.

x1 ∨ x2 = (x1 + 1)(x2 + 1) + 1 = x1x2 + x1 + x2;

x1x2 ∨ x3x4 = (x1x2 + 1)(x3x4 + 1) + 1 = x1x2x3x4 + x2x3 + x3x4.

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ, çàïèñàííàÿ â äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìå, ïîñëå ïðèìåíåíèÿ óêàçàííûõ ñîîòíîøåíèé, ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è
íåñëîæíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ïðåîáðàçîâàíèé ïåðåõîäèò â ïîëèíîì ïî mod 2
(ïîëèíîì Æåãàëêèíà):

f =
∑

i1, ..., is

αi1, ..., isxi1xi2 . . . xis =

= α0 + α1x1 + α2x2 + . . .+ αnxn+

+ α1,2x1x2 + α1,3x1x3 + . . .+ αn−1,nxn−1xn+

+ α1,2,3x1x2x3 + . . .+ αn−2,n−1,nxn−2xn−1xn + . . .

+ α1,2,...,nx1x2 . . . xn = A0 +A1 + . . .+Ar,

ãäå A0 êîíñòàíòà, à Ai � êîíúþíêöèÿ íåêîòîðûõ ïåðåìåííûõ èç ÷èñëà
x1, . . . , xn, i = 1, 2, . . . , r.

Åñëè êàæäàÿ êîíúþíêöèÿ Ai ñîñòîèò ëèøü èç îäíîé ïåðåìåííîé, òî
f � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ ëåììû.

Ñëåäîâàòåëüíî, â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà äëÿ ôóíêöèè f íàéäåòñÿ ÷ëåí,
â êîòîðîì ñîäåðæèòñÿ íå ìåíåå äâóõ ñîìíîæèòåëåé. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáù-
íîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ñðåäè ýòèõ ñîìíîæèòåëåé ïðèñóòñòâóþò ïåðå-
ìåííûå x1 è x2. Òîãäà ïîëèíîì ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f = x1x2f1(x3, . . . , xn)+x1f2(x3, . . . , xn)+x2f3(x3, . . . , xn)+f4(x3, . . . , xn),
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ãäå f1(x3, . . . , xn) 6= 0 (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå â ïîëèíîì íå âõîäèò êîíúþíê-
öèÿ, ñîäåðæàùàÿ êîíúþíêöèþ x1x2).

Ïóñòü (α3, . . . , αn) òàêîâû, ÷òî f1(α3, . . . , αn) = 1. Òîãäà

ϕ(x1, x2) = f(x1, x2, α3, . . . , αn) = x1x2 + αx1 + βx2 + γ,

ãäå α, β, γ � êîíñòàíòû, ðàâíûå 0 èëè 1.
Âîñïîëüçóåìñÿ îïåðàöèåé îòðèöàíèÿ, êîòîðàÿ ó íàñ èìååòñÿ, è ðàññìîò-

ðèì ôóíêöèþ ψ(x1, x2), ïîëó÷àþùóþñÿ èç ϕ(x1, x2) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ψ(x1, x2) = ϕ(x1 + β, x2 + α) + αβ + γ.

Î÷åâèäíî, ÷òî

ψ(x1, x2) = (x1 + β)(x2 + α) + α(x1 + β) + β(x2 + α) + γ + αβ + γ = x1x2.

Ñëåäîâàòåëüíî,
ψ(x1, x2) = x1x2.

Ëåììà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ëåììà 2.10 (Îñíîâíàÿ ëåììà êðèòåðèÿ ïîëíîòû.). Åñëè â êëàññå
F = {f} ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè ñîäåðæàòñÿ ôóíêöèè, íå ñîõðàíÿþùèå
åäèíèöó, íå ñîõðàíÿþùèå 0, íåñàìîäâîéñòâåííûå è íåìîíîòîííûå:

f0̄ /∈ T0, f1̄ /∈ T1, fS̄ /∈ S, fM̄ /∈M,

òî èç ôóíêöèé ýòîé ñèñòåìû îïåðàöèÿìè ñóïåðïîçèöèè è çàìåíû ïåðå-
ìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü êîíñòàíòû 0, 1 è ôóíêöèþ x̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ f0̄ /∈ T0. Òîãäà

f0̄(0, 0, . . . , 0) = 1.

Âîçìîæíû äâà ñëó÷àÿ ïîñëåäóþùèõ ðàññìîòðåíèé, â äàëüíåéøåì èçëîæå-
íèè îáîçíà÷åííûå êàê 1) è 2).

1). Ôóíêöèÿ f0̄ íà åäèíè÷íîì íàáîðå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0:

f0̄(1, 1, . . . , 1) = 0.

Çàìåíèì âñå ïåðåìåííûå ôóíêöèè f0̄ ïåðåìåííîé x.
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Òîãäà ôóíêöèÿ
ϕ(x) = f0̄(x, . . . , x)

åñòü x̄, èáî

ϕ(0) = f0̄(0, . . . , 0) = 1 è ϕ(1) = f0̄(1, . . . , 1) = 0.

Âîçüìåì íåñàìîäâîéñòâåííóþ ôóíêöèþ fS̄ . Òàê êàê ôóíêöèþ x̄ ìû óæå
ïîëó÷èëè, òî ïî ëåììå î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè (ëåììà 2.7) èç fS̄
ìîæíî ïîëó÷èòü êîíñòàíòó. Âòîðóþ êîíñòàíòó ìîæíî ïîëó÷èòü èç ïåðâîé,
èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ x̄. Èòàê, â ïåðâîì ðàññìîòðåííîì ñëó÷àå ïîëó÷åíû
êîíñòàíòû è îòðèöàíèå.

2). Ôóíêöèÿ f0̄ íà åäèíè÷íîì íàáîðå ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1:

f0̄(1, 1, . . . , 1) = 1.

Çàìåíèì âñå ïåðåìåííûå ôóíêöèè f0̄ ïåðåìåííîé x (îòîæäåñòâèì âñå ïå-
ðåìåííûå). Òîãäà ôóíêöèÿ ϕ(x) = f0̄(x, . . . , x) åñòü êîíñòàíòà 1, èáî

ϕ(0) = f0̄(0, . . . , 0) = 1 è ϕ(1) = f0̄(1, . . . , 1) = 1.

Âòîðàÿ êîíñòàíòà 0 ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíêöèè f1̄, íå ñîõðàíÿþùåé åäèíèöó,
f1̄ /∈ T1 : f1̄(1, 1, . . . , 1) = f1̄(ϕ(x), ϕ(x), . . . , ϕ(x)) = 0 Òåïåðü íà
îñíîâàíèè ëåììû î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè (ëåììà 2.8) èç èìåþùåéñÿ ó íàñ
íåìîíîòîííîé ôóíêöèè fM̄ è ïîëó÷åííûõ êîíñòàíò 0 è 1 ìîæíî ïîëó÷èòü
îòðèöàíèå x̄. Âòîðîé ñëó÷àé, à âìåñòå ñ íèì è îñíîâíàÿ ëåììà êðèòåðèÿ
ïîëíîòû, ïîëíîñòüþ äîêàçàíû.

Òåîðåìà 2.11 (Êðèòåðèé ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè (òåî-
ðåìà Ïîñòà)). Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñèñòåìà ôóíêöèé F = {fi} áûëà ïîëíîé,
íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû îíà öåëèêîì íå ñîäåðæàëàñü íè â îä-
íîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ êëàññîâ T0, T1, L, S, M , òî åñòü äëÿ êàæäîãî
èç êëàññîâ T0, T1, L, S, M â F íàéäåòñÿ õîòÿ áû îäíà ôóíêöèÿ, ýòîìó
êëàññó íå ïðèíàäëåæàùàÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Ïóñòü F � ïîëíàÿ ñèñòåìà. Äîïóñòèì,
÷òî F ñîäåðæèòñÿ â îäíîì èç óêàçàííûõ êëàññîâ, îáîçíà÷èì åãî ÷åðåç K,
ò.å. F ⊆ K. Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå íåâîçìîæíî, òàê êàê K � çàìêíóòûé
êëàññ, íå ÿâëÿþùèéñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Ïóñòü ñèñòåìà ôóíêöèé F = {fi} öåëèêîì íå ñîäåð-
æèòñÿ íè â îäíîì èç ïÿòè çàìêíóòûõ êëàññîâ T0, T1, L, S, M. Âîçüìåì â
F ôóíêöèè:

f0̄ /∈ T0, f1̄ /∈ T1, fL /∈ L, fS /∈ S, fM /∈M.
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Òîãäà íà îñíîâàíèè îñíîâíîé ëåììû (ëåììà 2.10.) èç ôóíêöèè íå ñîõðàíÿ-
þùåé 0, ôóíêöèè íå ñîõðàíÿþùåé 1, íåñàìîäâîéñòâåííîé è íåìîíîòîííîé
ôóíêöèé ìîæíî ïîëó÷èòü êîíñòàíòû 0, 1 è ôóíêöèþ îòðèöàíèå x̄:

{f0̄, f1̄, fS̄ , fM̄} ⇒ {0, 1, x̄}.

Íà îñíîâàíèè ëåììû î íåëèíåéíîé ôóíêöèè (ëåììà ) èç êîíñòàíò, îòðèöà-
íèÿ è íåëèíåéíîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü êîíúþíêöèþ:

{0, 1, x̄, fL̄} ⇒ {x1 ∧ x2}.

Ñèñòåìà ôóíêöèé {x̄, x1∧x2} � ïîëíàÿ ñèñòåìà ïî òåîðåìå î âîçìîæíîñòè
ïðåäñòàâëåíèÿ ëþáîé ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè â âèäå ñîâåðøåííîé äèçú-
þíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû (çàìåòèì, ÷òî äèçúþíêöèÿ ìîæåò áûòü âû-
ðàæåíà ÷åðåç êîíúþíêöèþ è îòðèöàíèå â âèäå x1 ∨ x2 = x̄1 ∧ x̄2).

Òåîðåìà äîêàçàíà ïîëíîñòüþ.

Ïðèìåðû.

1. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x, y) = x|y îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó. Ïî-
ñòðîèì òàáëèöó çíà÷åíèé ôóíêöèè x|y:

x y x|y
0 0 1
0 1 1
1 0 1
1 1 0

f(0, 0) = 1, ñëåäîâàòåëüíî, x|y /∈ T0.
f(1, 1) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, x|y /∈ T1.
f(0, 0) = 1, f(1, 1) = 0, ñëåäîâàòåëüíî, x|y /∈M
f(0, 1) = f(1, 0) = 1, � íà ïðîòèâîïîëîæíûõ íàáîðàõ x|y ïðèíèìàåò

îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ, ñëåäîâàòåëüíî x|y /∈ S.
Íàêîíåö, x|y = x ∧ y = xy+ 1, ÷òî îçíà÷àåò íåëèíåéíîñòü ôóíêöèè x|y.
Íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ ïîëíîòû ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî f(x, y) = x|y

îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó. �
2. Ïîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {x̄, x→ y} îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó.
Äåéñòâèòåëüíî,

x̄ /∈ T0, x̄ /∈ T1, x̄ /∈M, (x→ y) /∈ S, x→ y = x̄ ∨ y = (xy + x+ 1) /∈ L.

Òåì ñàìûì ñðåäè ôóíêöèé íàøåé ñèñòåìû íàéäåíû: ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿ-
þùàÿ 0, ôóíêöèÿ, íå ñîõðàíÿþùàÿ 1, íåñàìîäâîéñòâåííàÿ, íåìîíîòîííàÿ è
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íåëèíåéíàÿ ôóíêöèè. Íà îñíîâàíèè êðèòåðèÿ ïîëíîòû ìîæíî óòâåðæäàòü,
÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {x̄, x→ y} îáðàçóåò ïîëíóþ ñèñòåìó. �

Òàêèì îáðàçîì ìû óáåäèëèñü, ÷òî êðèòåðèé ïîëíîòû äàåò êîíñòðóêòèâ-
íûé è ýôôåêòèâíûé ñïîñîá âûÿñíåíèÿ ïîëíîòû ñèñòåì ôóíêöèé àëãåáðû
ëîãèêè.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü òðè ñëåäñòâèÿ èç êðèòåðèÿ ïîëíîòû.
Ñëåäñòâèå 1. Âñÿêèé çàìêíóòûé êëàññ K ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè,

íå ñîâïàäàþùèé ñî âñåì ìíîæåñòâîì ôóíêöèé àëãåáðû ëîãèêè (K 6= P2),
ñîäåðæèòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå â îäíîì èç ïîñòðîåííûõ çàìêíóòûõ êëàññîâ.

Îïðåäåëåíèå. Çàìêíóòûé êëàññ K íàçûâàåòñÿ ïðåäïîëíûì, åñëè K
íåïîëíûé è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè f /∈ K êëàññ K ∪ {f} � ïîëíûé.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ïðåäïîëíûé êëàññ ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì.
Ñëåäñòâèå 2. Â àëãåáðå ëîãèêè ñóùåñòâóåò òîëüêî ïÿòü ïðåäïîëíûõ

êëàññîâ, à èìåííî: T0, T1, L, M, S.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ íóæíî ïðîâåðèòü òîëüêî òî, ÷òî íè îäèí

èç ýòèõ êëàññîâ íå ñîäåðæèòñÿ â äðóãîì, ÷òî ïîäòâåðæäàåòñÿ, íàïðèìåð,
ñëåäóþùåé òàáëèöåé ïðèíàäëåæíîñòè ôóíêöèé ðàçëè÷íûì êëàññàì:

T0 T1 L S M
0 + − + − +
1 − + + − +
x̄ − − + + −

Ñëåäñòâèå 3. Èç âñÿêîé ïîëíîé ñèñòåìû ôóíêöèé ìîæíî âûäåëèòü
ïîë-íóþ ïîäñèñòåìó, ñîäåðæàùóþ íå áîëåå ÷åòûðåõ ôóíêöèé.

Èç äîêàçàòåëüñòâà êðèòåðèÿ ïîëíîòû ñëåäóåò, ÷òî ìîæíî âûäåëèòü íå
áîëåå ïÿòè ôóíêöèé. Èç äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé ëåììû (ëåììà 2.10) ñëå-
äóåò, ÷òî f0̄(x, x, . . . , x) /∈ T0 ëèáî íåñàìîäâîéñòâåííà, ëèáî íå ñîõðàíÿåò
åäèíèöó è íå ìîíîòîííà. Ïîýòîìó íóæíî íå áîëåå ÷åòûðåõ ôóíêöèé.

2.5.3 Ïðåäñòàâëåíèå î ðåçóëüòàòàõ Ïîñòà

Âåñüìà ãëóáîêîå èçó÷åíèå çàìêíóòûõ êëàññîâ â P2 áûëî îñóùåñòâëåíî àìå-
ðèêàíñêèì ìàòåìàòèêîì Ý. Ïîñòîì â 1921 � 1941 ãîäàõ. Èì áûëà îïèñàíà
ñòðóêòóðà âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ â P2. Ñôîðìóëèðóåì íåêîòîðûå èç âàæ-
íåéøèõ ðåçóëüòàòîâ ýòèõ èññëåäîâàíèé.

Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé {f1, f2, . . . , fn, . . .} èç çàìêíóòîãî
êëàññà K íàçûâàåòñÿ ïîëíîé â K, åñëè åå çàìûêàíèå ñîâïàäàåò ñ K. �

Èíà÷å ãîâîðÿ, ñèñòåìà ïîëíà â K, åñëè êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç K ìîæåò
áûòü âûðàæåíà â âèäå ôîðìóëû ÷åðåç ôóíêöèè äàííîé ñèñòåìû.
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Îïðåäåëåíèå. Ñèñòåìà ôóíêöèé {f1, f2, . . . , fn, . . .} èç çàìêíóòî-
ãî êëàññà K íàçûâàåòñÿ åãî áàçèñîì , åñëè îíà ïîëíà â K, íî âñÿêàÿ åå
ñîáñòâåííàÿ ïîäñèñòåìà íå ÿâëÿåòñÿ ïîëíîé â K. �

Òàê, ñèñòåìà f1 = x1x2, f2 = 0, f3 = 1, f4 = x1 + x2 ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì â
P2. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñèñòåìà ôóíêöèé {0, 1, x1x2, x1 ∨ x2} ÿâëÿåòñÿ
áàçèñîì äëÿ êëàññà M ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 2.12. Êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ èç P2 èìååò êîíå÷íûé áàçèñ.

Òåîðåìà 2.13. Ìîùíîñòü ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ â P2 ñ÷åòíàÿ.

Õîòÿ âòîðàÿ èç ïðèâåäåííûõ òåîðåì ëîãè÷åñêè âûòåêàåò èç ïåðâîé, îä-
íàêî â äîêàçàòåëüñòâàõ Ïîñòà ñíà÷àëà óñòàíàâëèâàåòñÿ âòîðîé ôàêò, à çà-
òåì � ïåðâûé.
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Ãëàâà 3

Ýëåìåíòû òåîðèè ãðàôîâ

Íà÷àëî òåîðèè ãðàôîâ êàê ìàòåìàòè÷åñêîé äèñöèïëèíå áûëî ïîëîæåíî
Ýéëåðîì â åãî çíàìåíèòîì ðàññóæäåíèè î Ê¼íèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ. Îäíàêî
ýòà ñòàòüÿ Ýéëåðà 1736 ãîäà áûëà åäèíñòâåííîé íà ýòó òåìó â òå÷åíèå ïî-
÷òè ñòà ëåò. Åñòåñòâåííûå íàóêè îêàçàëè ñâîå âëèÿíèå íà ðàçâèòèå òåîðèè
ãðàôîâ áëàãîäàðÿ èññëåäîâàíèÿì ýëåêòðè÷åñêèõ ñåòåé, ìîäåëåé êðèñòàë-
ëîâ è ñòðóêòóð ìîëåêóë. Ðàçâèòèå ôîðìàëüíîé ëîãèêè ïðèâåëî ê èçó÷åíèþ
áèíàðíûõ îòíîøåíèé â ôîðìå ãðàôîâ. Áîëüøîå ÷èñëî ïîïóëÿðíûõ ãîëî-
âîëîìîê ïîääàâàëîñü ôîðìóëèðîâêå íåïîñðåäñòâåííî â òåðìèíàõ ãðàôîâ,
è ýòî ïðèâîäèëî ê ïîíèìàíèþ, ÷òî ìíîãèå çàäà÷è òàêîãî ðîäà ñîäåðæàò
íåêîòîðîå ìàòåìàòè÷åñêîå ÿäðî, âàæíîñòü êîòîðîãî âûõîäèò çà ðàìêè êîí-
êðåòíîãî âîïðîñà. Íàèáîëåå çíàìåíèòàÿ èç ýòèõ çàäà÷ � ïðîáëåìà ÷åòû-
ðåõ êðàñîê, âïåðâûå ïîñòàâëåííàÿ ïåðåä ìàòåìàòèêàìè Äå Ìîðãàíîì îêî-
ëî 1850 ã. Íèêàêàÿ äðóãàÿ ïðîáëåìà íå âûçûâàëà ñòîëü ìíîãî÷èñëåííûõ è
îñòðîóìíûõ ðàáîò â îáëàñòè òåîðèè ãðàôîâ. Áëàãîäàðÿ ñâîåé ïðîñòîé ôîð-
ìóëèðîâêå è ðàçäðàæàþùåé íåóëîâèìîñòè îíà äî 1973 ã. îñòàâàëàñü ìîù-
íûì ñòèìóëîì èññëåäîâàíèé ðàçëè÷íûõ ñâîéñòâ ãðàôîâ (ïðåäëîæåííîå â
1973 ãîäó ïîëîæèòåëüíîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû äî ñèõ ïîð îñïàðèâàåòñÿ
íåêîòîðûìè ìàòåìàòèêàìè).

Íàñòîÿùåå ñòîëåòèå áûëî ñâèäåòåëåì íåóêëîííîãî ðàçâèòèÿ òåîðèè ãðà-
ôîâ, êîòîðàÿ çà ïîñëåäíèå äâàäöàòü ëåò âñòóïèëà â íîâûé ïåðèîä èíòåí-
ñèâíûõ ðàçðàáîòîê. Â ýòîì ïðîöåññå ÿâíî çàìåòíî âëèÿíèå çàïðîñîâ íî-
âûõ îáëàñòåé ïðèëîæåíèé: òåîðèè èãð, ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îïòèìèçàöèè,
òåîðèè ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé, ýëåêòðè÷åñêèõ è êîíòàêòíûõ ñåòåé, à òàêæå
ïðîáëåì áèîëîãèè è ïñèõîëîãèè.
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Ïðåäìåòîì ïåðâûõ çàäà÷ â òåîðèè ãðàôîâ áûëè êîíôèãóðàöèè, ñîñòîÿ-
ùèå èç òî÷åê è ñîåäèíÿþùèõ èõ ëèíèé. Â ýòèõ ðàññìîòðåíèÿõ áûëî íåñó-
ùåñòâåííî, ïðÿìûå ëè ýòî ëèíèè èëè æå îíè ÿâëÿþòñÿ êðèâîëèíåéíûìè
íåïðåðûâíûìè äóãàìè, ñîåäèíÿþùèìè êîíöåâûå òî÷êè, ãäå ðàñïîëîæåíû
ýòè ëèíèè, ÿâëÿþòñÿ ëè îíè äëèííûìè èëè êîðîòêèìè. Ñóùåñòâåííî ëèøü
òî, ÷òî îíè ñîåäèíÿþò äâå äàííûå òî÷êè. Ýòî ïðèâîäèò â îïðåäåëåíèþ
ãðàôà êàê àáñòðàêòíîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô G =< V, E > åñòü ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâà âåð-
øèí V è ìíîæåñòâà ðåáåð (äóã) E, ïðè÷åì E ⊆ V × V åñòü ìíîæåñòâî
óïîðÿäî÷åííûõ ïàð < x, y > äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà è E ⊆ {{x, y} :
(x, y ∈ V ) ∧ (x 6= y)} äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà (ïðè ýòîì äëÿ
íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñ÷èòàåì, ÷òî ðåáðà {a, b} è {b, a} ñîâïàäàþò
{a, b} = {b, a}).

Îïðåäåëåíèå. Ãðàô íåîðèåíòèðîâàííûé, åñëè âñå åãî ðåáðà íå îðèåí-
òèðîâàíû, è ãðàô îðèåíòèðîâàííûé, åñëè âñå åãî ðåáðà îðèåíòèðîâàíû.

Ðåáðî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì < x, y >; ðåá-
ðî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì {x, y}. Â ñëó÷àå,
êîãäà íåñóùåñòâåííî, î êàêîì ðåáðå èäåò ðå÷ü, èëè êîãäà ýòî ÿñíî èç êîí-
òåêñòà, áóäåì ïðîèçâîëüíîå ðåáðî ãðàôà îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì (x, y).

Â ïðèëîæåíèÿõ ãðàô îáû÷íî èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîâîêóïíîñòü òî÷åê
V , â êîòîðîé òî÷êè x è y ñîåäèíåíû äóãîé ñî ñòðåëêîé åñëè < x, y >∈ E è
äóãîé áåç ñòðåëêè åñëè {x, y} ∈ E . Â ñëó÷àå îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà äëÿ
ðåáðà < x, y > âåðøèíà x � íà÷àëüíàÿ âåðøèíà, y � êîíå÷íàÿ âåðøèíà
ðåáðà. Ìîæíî òàêæå ãîâîðèòü, ÷òî e =< x, y > åñòü ðåáðî, âûõîäÿùåå èç
âåðøèíû x (èñõîäÿùåå èç âåðøèíû x) è âõîäÿùåå â âåðøèíó y. Êàê â ñëó-
÷àå îðèåíòèðîâàííîãî, òàê è â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ðåáðà ãîâîðÿò,
÷òî ðåáðî e èíöèäåíòíî âåðøèíàì x è y, à òàê æå, ÷òî x è y èíöèäåíò-
íû ðåáðó e. Ãîâîðÿò, ÷òî äâå âåðøèíû x è y ãðàôà ñìåæíû, åñëè (x, y)
ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì. Äâà ðåáðà ñìåæíû, åñëè îíè èìåþò îáùóþ âåðøèíó.

Ïðè ôàêòè÷åñêîì èçîáðàæåíèè ãðàôà èìååòñÿ áîëüøàÿ ñâîáîäà â ðàç-
ìåùåíèè âåðøèí è â âûáîðå ôîðìû ñîåäèíÿþùèõ èõ äóã. Ïîýòîìó ìîæåò
îêàçàòüñÿ, ÷òî îäèí è òîò æå ãðàô ïðåäñòàâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî ðàçëè÷íûìè
÷åðòåæàìè.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâà ãðàôà G =< V, E > è
G◦ =< V ◦, E◦ > èçîìîðôíû, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå ìåæäó ìíîæåñòâàìè èõ âåðøèí V è V ◦, ÷òî âåðøèíû ñîåäè-
íåíû ðåáðàìè â îäíîì ãðàôå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ñîîòâåòñòâóþùèå
èì âåðøèíû ñîåäèíåíû â äðóãîì ãðàôå.
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè V ⇔ V ′ è ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâèè x ⇔ x′, y ⇔ y′,
òî (x, y) ∈ E òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (x′, y′) ∈ E′; ((x, y) ∈ E ⇔
(x′, y′) ∈ E′).

Çàäà÷à.

Äîêàçàòü, ÷òî ãðàôû, èçîáðàæåííûå íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå 3.1, èçî-
ìîðôíû.

Ðèñ. 3.1

Âåðøèíà, íå èíöèäåíòíàÿ íèêàêîìó ðåáðó, íàçûâàåòñÿ èçîëèðîâàííîé.
Ïðè îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâà âåðøèí V äàííîãî ãðàôà ÷àñòî èìååò ñìûñë
ó÷èòûâàòü òîëüêî íåèçîëèðîâàííûå âåðøèíû.

Âàæíûì ñëó÷àåì ÿâëÿåòñÿ íåîðèåíòèðîâàííûé ïîëíûé ãðàô U = U(V ),
ðåáðàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñåâîçìîæíûå ïàðû {x, y} äëÿ âñåõ ðàçëè÷-
íûõ âåðøèí x è y èç V . Â îðèåíòèðîâàííîì ïîëíîì ãðàôå U (d)(V ) èìåþòñÿ
ïàðû ðåáåð < x, y > è < y, x > äëÿ âñåõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí x, y ∈ V .

Ñôîðìóëèðîâàííîå îïðåäåëåíèå ãðàôà, âìåñòå ñ ñîîòâåòñòâóþùèì èçîá-
ðàæåíèåì, äîñòàòî÷íî äëÿ ìíîãèõ çàäà÷. Îäíàêî, äëÿ íåêîòîðûõ öåëåé
æåëàòåëüíî ïîíÿòèå ãðàôà íåñêîëüêî ðàñøèðèòü.

1. Ìîæíî äîïóñêàòü ð¼áðà, ó êîòîðûõ îáå âåðøèíû ñîâïàäàþò l = (x, x).
Òàêîå ðåáðî íàçûâàåòñÿ ïåòëåé. U0 � ïîëíûé ãðàô ñ ïåòëÿìè.

2. Ïàðà âåðøèí ìîæåò ñîåäèíÿòüñÿ íåñêîëüêèìè ðåáðàìè ei = (x, y)i,
â ÷àñòíîñòè âåðøèíû x è y ìîãóò ñîåäèíÿòüñÿ íåñêîëüêèìè ðåáðàìè
â êàæäîì íàïðàâëåíèè.

3.1 Ñòåïåíè âåðøèí

Ãðàô íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì, åñëè ÷èñëî åãî ðåáåð êîíå÷íî. Ïðè òàêîì îïðå-
äåëåíèè êîíå÷íûé ãðàô ìîæåò èìåòü áåñêîíå÷íîå ÷èñëî âåðøèí, íî âñå
îíè, êðîìå êîíå÷íîãî ÷èñëà, èçîëèðîâàííûå.
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Ïóñòü G � íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô. ×èñëî ρ(x) ðåáåð, èíöèäåíòíûõ
âåðøèíå x, íàçûâàåòñÿ ëîêàëüíîé ñòåïåíüþ, èëè ïðîñòî ñòåïåíüþ âåðøè-
íû x ãðàôà G. Â êàæäîì ñëó÷àå äîëæíî áûòü óêàçàíî, ñ÷èòàåòñÿ ïåòëÿ
îäíîêðàòíîé èëè äâîéíîé.

Ïóñòü ρ(a, b) = ρ(b, a) � ÷èñëî ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû a è b.
Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ñòåïåíü êàæäîé âåðøèíû åñòü ñóììà êðàòíîñòåé â

âåðøèíå a:
ρ(a) =

∑
b∈V

ρ(a, b)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ne = ne(G) ÷èñëî ðåáåð â íåîðèåíòèðîâàííîì ãðàôå G.
Òàê êàê êàæäîå ðåáðî ó÷èòûâàåòñÿ â äâóõ ñòåïåíÿõ â âåðøèíàõ a è b,

òî 2ne =
∑
a∈V

ρ(a). Ôîðìóëà îñòàåòñÿ ñïðàâåäëèâîé è ïðè íàëè÷èè ïåòåëü,

åñëè òîëüêî â ëîêàëüíûõ ñòåïåíÿõ âåðøèí ñ÷èòàòü èõ äâàæäû. Ïîýòîìó

2ne =
∑
a, b∈V

ρ(a, b)

Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.1. Â êîíå÷íîì ãðàôå ÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè ÷åòíî.

3.2 Î ìàøèííîì ïðåäñòàâëåíèè ãðàôà

Î÷åâèäíî, ÷òî íàèáîëåå ïîíÿòíûé è ïîëåçíûé äëÿ ÷åëîâåêà ñïîñîá ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ãðàôà � èçîáðàæåíèå ãðàôà íà ïëîñêîñòè â âèäå òî÷åê è ñîåäè-
íÿþùèõ èõ ëèíèé � áóäåò ñîâåðøåííî áåñïîëåçíûì, åñëè ìû õîòèì ðåøàòü
ñ ïîìîùüþ ÝÂÌ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ãðàôàìè. Âûáîð ñîîòâåòñòâóþùåé
ñòðóêòóðû äàííûõ äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôîâ îêàçûâàåò ïðèíöèïèàëüíîå
âëèÿíèå íà ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìîâ.

Â òåîðèè ãðàôîâ êëàññè÷åñêèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà ñëóæèò
ìàòðèöà èíöèäåíöèé. Äëÿ ãðàôà G =< V, E > � ýòî ìàòðèöà I(G) ñ
n ñòðîêàìè, ñîîòâåòñòâóþùèìè âåðøèíàì, |V | = n, è ñ m ñòîëáöàìè,
|E| = m, ñîîòâåòñòâóþùèìè ðåáðàì. Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñòîë-
áåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó < x, y > ñîäåðæèò −1 â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâó-
þùåé âåðøèíå x, 1 â ñòðîêå, ñîîòâåòñòâóþùåé âåðøèíå y, è íóëè âî âñåõ
îñòàëüíûõ ñòðîêàõ (ïåòëþ < x, x > èíîãäà ïðåäñòàâëÿþò çíà÷åíèåì 2). Â
ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà ñòîëáåö, ñîîòâåòñòâóþùèé ðåáðó {x, y},
ñîäåðæèò 1 â ñòðîêàõ, ñîîòâåòñòâóþùèõ x è y, è íóëè â îñòàëüíûõ ñòðîêàõ.
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Ïðèìåð.

Ðèñ. 3.2

Äëÿ îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, èçîáðàæåííîãî íà ðèñ. 3.2, ìàòðèöà èí-
öèäåíöèé èìååò âèä:

< 1, 2 > < 1, 3 > < 3, 2 > < 3, 4 > < 4, 3 >

Ñ àëãîðèòìè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ìàòðèöà èíöèäåíöèé ÿâëÿåòñÿ, âåðî-
ÿòíî, ñàìûì õóäøèì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà, êîòîðûé òîëüêî ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü. Âî-ïåðâûõ, îí òðåáóåò m n ÿ÷ååê ïàìÿòè. Äîñòóï íåóäîáåí.
Îòâåò íà ýëåìåíòàðíûå âîïðîñû òèïà ¾ñóùåñòâóåò ëè ðåáðî < x, y >?¿,
¾ê êàêèì âåðøèíàì âåäóò ðåáðà èç x?¿, òðåáóåò ïåðåáîðà âñåõ ñòîëáöîâ
ìàòðèöû.

Áîëåå óäîáíûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèå ãðàôà ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà ñìåæ-
íîñòè (âåðøèí), îïðåäåëÿåìàÿ êàê ìàòðèöà B = ||bij || ðàçìåðà n × n, ãäå
bij = 1, åñëè ñóùåñòâóåò ðåáðî, âåäóùåå èç âåðøèíû x â âåðøèíó y, bij = 0
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Çäåñü ìû ïîäðàçóìåâàåì, ÷òî ðåáðî {x, y} íåîðèåí-
òèðîâàííîãî ãðàôà èäåò êàê îò x ê y, òàê è îò y ê x, òàê ÷òî ìàòðèöà
ñìåæíîñòè òàêîãî ãðàôà âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. Îòâåò íà âîïðîñ
òèïà ¾{x, y} ∈ E?¿ ìîæåò áûòü ïîëó÷åí çà îäèí øàã.
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Íåäîñòàòîê òàêîãî ñïîñîáà ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà � n×n ÿ÷ååê çàíÿòîé
ïàìÿòè íåçàâèñèìî îò ÷èñëà ðåáåð.

Áîëåå ýêîíîìíûì â îòíîøåíèè òðåáóåìîãî îáúåìà ïàìÿòè (îñîáåííî
äëÿ íåïëîòíûõ ãðàôîâ m� n× n) ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïðåäñòàâëåíèÿ ãðàôà ñ
ïîìîùüþ ñïèñêà ïàð. Ïàðà (x, y) ñîîòâåòñòâóåò ðåáðó < x, y >, åñëè ãðàô
îðèåíòèðîâàííûé, è ðåáðó {x, y}, åñëè ãðàô íåîðèåíòèðîâàííûé. Î÷åâèä-
íî, ÷òî îáúåì ïàìÿòè â ýòîì ñëó÷àå ñîñòàâëÿåò 2m ÿ÷ååê. Íåóäîáñòâî �
áîëüøîå ÷èñëî øàãîâ, ïîðÿäêà m â õóäøåì ñëó÷àå, íåîáõîäèìîå äëÿ ïîëó-
÷åíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí, ê êîòîðûì âåäóò ðåáðà èç äàííîé âåðøèíû.

Äëÿ ïðèâåäåííîãî íà ðèñ. 3.2. ãðàôà ñïèñîê ïàð èìååò ñëåäóþùèé âèä:

(1, 2), (3, 2), (4, 3),
(1, 3), (3, 4).

Ñèòóàöèþ ìîæíî çíà÷èòåëüíî óëó÷øèòü, óïîðÿäî÷èâ ìíîæåñòâî ïàð ëåê-
ñèêîãðàôè÷åñêè è ïðèìåíÿÿ äâîè÷íûé ïîèñê, íî ëó÷øèì ðåøåíèåì âî ìíî-
ãèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ñïèñêàìè
èíöèäåíòíîñòè.

Îíà ñîäåðæèò äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ V ñïèñîê âåðøèí u, òàêèõ ÷òî
< v, u >∈ E (èëè {v, u} ∈ E â ñëó÷àå íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà). Äëÿ
ãðàôà. ïðåäñòàâëåííîãî íà ðèñ. 3.2, ñïèñîê èíöèäåíòíîñòè èìååò ñëåäóþ-
ùèé âèä:
Âåðøèíà Ñïèñîê èíöèäåíöèé

1 1 • → 2 • → 3 ∅
2 2 ∅
3 3 • → 2 • → 4 ∅
4 4 • → 3 ∅

Êàæäûé ýëåìåíò ñïèñêà èíöèäåíòíîñòè èìååò âèä

1 • →

ãäå
1︸︷︷︸

Âåðøèíà

| • →︸︷︷︸
Ññûëêà íà ñëåäóþùèé ýëåìåíò ñïèñêà

|

3.3 Ïîèñê â ãðàôå

Áóäåì äàëåå ðàññìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå è íåîðèåíòèðîâàííûå ãðàôû
áåç ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð, êîòîðûå áóäåì íàçûâàòü ïðîñòûìè. Ñóùåñòâó-
åò ìíîãî àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ, â îñíîâå êîòîðûõ ëåæèò ñèñòåìàòè÷åñêèé
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ïåðåáîð âåðøèí ãðàôà, òàêîé, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà ïðîñìàòðèâàåòñÿ â òî÷-
íîñòè îäèí ðàç. Ïîýòîìó âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ íàõîæäåíèå õîðîøèõ
ìåòîäîâ ïîèñêà â ãðàôå. Âîîáùå ãîâîðÿ, ìåòîä ïîèñêà ¾õîðîøèé¿, åñëè:

1) îí ïîçâîëÿåò ëåãêî ïðèìåíèòü ýòîò ìåòîä â àëãîðèòìå ðåøåíèÿ çà-
äà÷è (¾ïîãðóçèòü¿ àëãîðèòì ðåøåíèÿ íàøåé çàäà÷è â ýòîò ìåòîä);

2) êàæäîå ðåáðî ãðàôà àíàëèçèðóåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà (èëè, ÷òî
ñóùåñòâåííî íå ìåíÿåò ñèòóàöèè, ÷èñëî ðàç, îãðàíè÷åííîå êîíñòàíòîé).

Îïèøåì òåïåðü òàêîé ìåòîä ïîèñêà â íåîðèåíòèðîâàííîì ïðîñòîì ãðà-
ôå, êîòîðûé ñòàë îäíèì èç îñíîâíûõ ìåòîäîâ ïðîåêòèðîâàíèÿ àëãîðèòìîâ
íà ãðàôàõ. Ýòîò ìåòîä íàçûâàåòñÿ ìåòîäîì ïîèñêà â ãëóáèíó, ïî ïðè÷è-
íàì, êîòîðûå âñêîðå ñòàíóò ÿñíûìè.

3.3.1 Ïîèñê â ãëóáèíó â ãðàôå

Îáùàÿ èäåÿ ýòîãî ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìû íà÷èíàåì ïîèñê ñ íåêî-
òîðîé ôèêñèðîâàííîé âåðøèíû v0. Çàòåì âûáèðàåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøè-
íó u, ñìåæíóþ ñ v0 ((v0, u) ∈ E), è ïîâòîðÿåì ïðîöåññ îò u. Â îáùåì ñëó÷àå
ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû íàõîäèìñÿ â âåðøèíå v. Åñëè ñóùåñòâóåò íîâàÿ (åùå
íåïðîñìîòðåííàÿ) âåðøèíà u, (v, u) ∈ E, òî ìû ðàññìàòðèâàåì ýòó âåðøè-
íó (îíà ïåðåñòàåò áûòü íîâîé) è, íà÷èíàÿ ñ íåå, ïðîäîëæàåì ïîèñê. Åñëè
æå íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé íîâîé âåðøèíû, ñìåæíîé ñ v, òî ìû ãîâîðèì.
÷òî âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà, âîçâðàùàåìñÿ â âåðøèíó, èç êîòîðîé ìû ïî-
ïàëè â v, è ïðîäîëæàåì ïðîöåññ (åñëè v = v0, òî ïîèñê çàêîí÷åí). Òàêèì
îáðàçîì, ïîèñê â ãëóáèíó èç âåðøèíû v îñíîâûâàåòñÿ íà ïîèñêå â ãëóáèíó
èç âñåõ íîâûõ âåðøèí, ñìåæíûõ ñ v.

Ýòîò ïðîöåññ ïîèñêà èç âåðøèíû v äëÿ íåîðèåíòèðîâàííîãî ïðîñòîãî
ãðàôà, çàäàííîãî ñïèñêîì èíöèäåíòíîñòè ÑÏÈÑÎÊ (ÑÏÈÑÎÊ[v] � ñïèñîê
âåðøèí, ñìåæíûõ (èíöèäåíòíûõ) ñ âåðøèíîé v) ëåãêî îïèñàòü ñ ïîìîùüþ
ñëåäóþùåé ðåêóðñèâíîé ïðîöåäóðû:
1: procedure ÏÎÈÑÊ_Â_ÃËÓÁÈÍÓ_Â_ÃÐÀÔÅ_G(v) {ïîèñê â ãëóáè-
íó èç âåðøèíû v; ïåðåìåííûå ÍÎÂÛÉ, ÇÀÏÈÑÜ � ãëîáàëüíûå}

2: begin

3: ðàññìîòðåòü v;
4: ÍÎÂÛÉ[v] :=ëîæü;
5: for u ∈ ÇÀÏÈÑÜ[v] do
6: if ÍÎÂÛÉ[u] then
7: ÏÎÈÑÊ_Â_ÃËÓÁÈÍÓ_Â_ÃÐÀÔÅ_G(u);
8: end {âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà}
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Ïîèñê â ãëóáèíó â ïðîèçâîëüíîì, íåîáÿçàòåëüíî ñâÿçíîì, íåîðèåíòèðî-
âàííîì ïðîñòîì ãðàôå ïðîâîäèòñÿ ïî ñëåäóþùåìó àëãîðèòìó:
1: begin

2: for v ∈ V do

3: ÍÎÂÛÉ[v] :=èñòèíà; {èíèöèàëèçàöèÿ}
4: for v ∈ V do

5: if ÍÎÂÛÉ[v] then
6: ÏÎÈÑÊ_Â_ÃËÓÁÈÍÓ_Â_ÃÐÀÔÅ_G(v);
7: end

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ýòîò àëãîðèòì ïðîñìàòðèâàåò êàæäóþ âåðøèíó
â òî÷íîñòè îäèí ðàç è åãî ñëîæíîñòü ïîðÿäêà O(n + m). Îòìåòèì ñíà÷à-
ëà, ÷òî âûçîâ ÏÎÈÑÊ_Â_ÃËÓÁÈÍÓ_Â_ÃÐÀÔÅ_G(v) âëå÷åò çà ñîáîé
ïðîñìîòð âñåõ âåðøèí ñâÿçíîé êîìïîíåíòû ãðàôà, ñîäåðæàùåé v (åñëè
ÍÎÂÛÉ[u] =èñòèíà äëÿ êàæäîé âåðøèíû u ýòîé êîìïîíåíòû). Ýòî íåïî-
ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñòðóêòóðû ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ_Â_ÃËÓÁÈÍÓ_Â_
ÃÐÀÔÅ_G(v): ïîñëå ïîñåùåíèÿ âåðøèíû (ñòðîêà 3) ñëåäóåò âûçîâ ïðî-
öåäóðû äëÿ âñåõ åå íîâûõ ñîñåäåé. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà
ãðàôà ïðîñìàòðèâàåòñÿ íå áîëåå îäíîãî ðàçà, òàê êàê ïðîñìàòðèâàòüñÿ ìî-
æåò òîëüêî âåðøèíà v, äëÿ êîòîðîé ÍÎÂÛÉ[v] = èñòèíà, ñðàçó æå ïîñëå
ïîñåùåíèÿ ýòîé âåðøèíû èñïîëíÿåòñÿ ïðèñâàèâàíèå ÍÎÂÛÉ[v] := ëîæü

(ñòðîêà 4 ïðîöåäóðû).

Ðèñ. 3.3

Íà ðèñ. 3.3. ïîêàçàí ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî ïåðåíóìåðîâàíû (íîìåðà
â ñêîáêàõ) â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì ïîðÿäêîì, â êîòîðîì îíè ïðîñìàòðèâàþòñÿ
â ïðîöåññå ïîèñêà â ãëóáèíó (ìû îòîæäåñòâëÿåì âåðøèíû ãðàôà ñ ÷èñëàìè
1, . . . , 13 è ïîëàãàåì, ÷òî â ñïèñêå ÑÏÈÑÎÊ[v] âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ïî
âîçðàñòàíèþ).
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Àëãîðèòì íà÷èíàåò ïîèñê ïîî÷åðåäíî îò êàæäîé åùå íå ïðîñìîòðåííîé
âåðøèíû, ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñìàòðèâàþòñÿ âñå âåðøèíû ãðàôà (íåîáÿçà-
òåëüíî ñâÿçíîãî).

×òîáû îöåíèòü ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, îòìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî øà-
ãîâ â îáîèõ öèêëàõ (ñòðîêè 2-5 àëãîðèòìà) ïîðÿäêà n, íå ñ÷èòàÿ øàãîâ, âû-
ïîëíåíèå êîòîðûõ èíèöèèðîâàíî âûçîâîì ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ_Â_
ÃËÓÁÈÍÓ_Â_ÃÐÀÔÅ_G. Ýòà ïðîöåäóðà âûïîëíÿåòñÿ íå áîëåå n ðàç
âî âòîðîì öèêëå ñðàçó ïîñëå ïîñåùåíèÿ êàæäîé âåðøèíû äëÿ êàæäîãî
èç åå íîâûõ ñîñåäåé, èòîãî ñóììàðíî O(n + m) ðàç. Ïîëíîå ÷èñëî øàãîâ,
âûïîëíÿåìîå öèêëîì â ñòðîêå 5 ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ_Â_ÃËÓÁÈÍÓ_Â_
ÃÐÀÔÅ_G, äëÿ âñåõ âûçîâîâ ýòîé ïðîöåäóðû áóäåò ïîðÿäêà m, ãäå m �
÷èñëî ðåáåð. Ýòî äàåò îáùóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà O(n+m).

Îòìåòèì, ÷òî àëãîðèòì ïîèñêà â ãëóáèíó â ãðàôå ëåãêî ìîäèôèöèðî-
âàòü òàê, ÷òîáû îí âû÷èñëÿë ñâÿçíûå êîìïîíåíòû ãðàôà.

Â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî ïîèñê â ãëóáèíó èãðàåò âàæíóþ ðîëü â ïðîåêòèðî-
âàíèè àëãîðèòìîâ íà ãðàôàõ, ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ íåðåêóðñèâíàÿ âåðñèÿ
ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ_Â_ÃËÓÁÈÍÓ_Â_ÃÐÀÔÅ_G. Ðåêóðñèÿ óñòðàíÿåò-
ñÿ ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ïðè ïîìîùè ñòåêà. Êàæäàÿ ïðîñìîòðåííàÿ âåð-
øèíà ïîìåùàåòñÿ â ñòåê è óäàëÿåòñÿ èç ñòåêà ïîñëå åå èñïîëüçîâàíèÿ.

Ìåòîä ïîèñêà â ãëóáèíó î÷åâèäíûì îáðàçîì ïåðåíîñèòñÿ íà îðèåíòè-
ðîâàííûå ãðàôû.

3.3.2 Ïîèñê â øèðèíó â ãðàôå

Òåïåðü ðàññìîòðèì íåñêîëüêî èíîé ìåòîä ïîèñêà â ãðàôå, íàçûâàåìûé ïî-
èñêîì â øèðèíó. Ïðåæäå ÷åì îïèñàòü åãî, îòìåòèì, ÷òî ïðè ïîèñêå â ãëó-
áèíó ÷åì ïîçäíåå áóäåò ïîñåùåíà âåðøèíà, òåì ðàíüøå îíà áóäåò èñïîëü-
çîâàíà - òî÷íåå, òàê áóäåò ïðè äîïóùåíèè, ÷òî âòîðàÿ âåðøèíà ïîñåùàåòñÿ
ïåðåä èñïîëüçîâàíèåì ïåðâîé. Ýòî ïðÿìîå ñëåäñòâèå òîãî ôàêòà, ÷òî ïðî-
ñìîòðåííûå, íî åùå íå èñïîëüçîâàííûå âåðøèíû íàêàïëèâàþòñÿ â ñòåêå.
Ïîèñê â øèðèíó îñíîâûâàåòñÿ, ãðóáî ãîâîðÿ, íà çàìåíå ñòåêà î÷åðåäüþ.
Ïîñëå òàêîé ìîäèôèêàöèè ÷åì ðàíüøå ïîñåùàåòñÿ âåðøèíà (ïîìåùàåòñÿ
â î÷åðåäü), òåì ðàíüøå îíà èñïîëüçóåòñÿ (óäàëÿåòñÿ èç î÷åðåäè). Èñïîëü-
çîâàíèå âåðøèíû ïðîèñõîäèò ñ ïîìîùüþ ïðîñìîòðà âñåõ åùå íåïðîñìîò-
ðåííûõ ñîñåäåé ýòîé âåðøèíû. Âñÿ ïðîöåäóðà ïðåäñòàâëåíà íèæå:
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1: procedure ÏÎÈÑÊ_Â_ØÈÐÈÍÓ_Â_ÃÐÀÔÅ (v); {ïîèñê â øèðèíó
â ãðàôå ñ íà÷àëîì â âåðøèíå v; ïåðåìåííûå ÍÎÂÛÉ, ÑÏÈÑÎÊ �
ãëîáàëüíûå}

2: begin

3: Î×ÅÐÅÄÜ: = ∅;
4: Î×ÅÐÅÄÜ ⇐ v;
5: ÍÎÂÛÉ[v]: = ëîæü;
6: while Î×ÅÐÅÄÜ 6= ∅ do

7: begin

8: p⇐ Î×ÅÐÅÄÜ;
9: ïîñåòèòü p;
10: for u ∈ ÇÀÏÈÑÜ[p] do
11: if ÍÎÂÛÉ[u] then
12: begin

13: Î×ÅÐÅÄÜ ⇐ u;
14: ÍÎÂÛÉ[u]:=ëîæü;
15: end

16: end

17: end {âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà}

Ñïîñîáîì, àíàëîãè÷íûì òîìó, êîòîðûé áûë ïðèìåíåí äëÿ ïîèñêà â ãëó-
áèíó, ìîæíî ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî âûçîâ ïðîöåäóðû ÏÎÈÑÊ_Â_ØÈÐÈÍÓ_
Â_ÃÐÀÔÅ (v) ïðèâîäèò ê ïîñåùåíèþ âñåõ âåðøèí ñâÿçíîé êîìïîíåíòû
ãðàôà, ñîäåðæàùåé âåðøèíó v, ïðè÷åì êàæäàÿ âåðøèíà ïðîñìàòðèâàåòñÿ
â òî÷íîñòè îäèí ðàç. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà ïîèñêà â øè-
ðèíó òàêæå èìååò ïîðÿäîê m + n, òàê êàê êàæäàÿ âåðøèíà ïîìåùàåòñÿ
â î÷åðåäü è óäàëÿåòñÿ èç î÷åðåäè â òî÷íîñòè îäèí ðàç, à ÷èñëî èòåðàöèé
öèêëà 10, î÷åâèäíî, áóäåò èìåòü ïîðÿäîê ÷èñëà ðåáåð ãðàôà.

Ðèñ. 3.4
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Íà ðèñ. 3.4 ïðåäñòàâëåí ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî çàíóìåðîâàíû (â ñêîá-
êàõ) ñîãëàñíî î÷åðåäíîñòè, â êîòîðîé îíè ïîñåùàþòñÿ â ïðîöåññå ïîèñêà â
øèðèíó.

Êàê è â ñëó÷àå ïîèñêà â ãëóáèíó, ïðîöåäóðó ÏÎÈÑÊ_Â_ØÈÐÈÍÓ_Â_
ÃÐÀÔÅ (v) ìîæíî èñïîëüçîâàòü áåç âñÿêèõ ìîäèôèêàöèé è òîãäà, êîãäà
ñïèñîê èíöèäåíòíîñòè ÑÏÈÑÎÊ[v], v ∈ V , îïðåäåëÿåò íåêîòîðûé îðèåí-
òèðîâàííûé ãðàô. Î÷åâèäíî, ÷òî òîãäà ïîñåùàþòñÿ òîëüêî òå âåðøèíû,
äî êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïóòü îò âåðøèíû, ñ êîòîðîé ìû íà÷èíàåì ïîèñê.

3.4 Ïóòè è öèêëû

Îïðåäåëåíèå. Ïóòåì â îðèåíòèðîâàííîì èëè íåîðèåíòèðîâàííîì ãðà-
ôå G =< V, E > íàçûâàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ðåáåð âèäà < (v1, v2),
(v2, v3), . . . , (vn−1, vn) >= S =< E1, . . . , En−1 >, ãäå Ei = (vi, vi+1) ∈ E,
Ei è Ei+1 èíöèäåíòíû îäíîé âåðøèíå. Ãîâîðÿò, ÷òî ýòîò ïóòü èäåò èç v1

â vn è èìååò äëèíó n− 1. ×àñòî òàêîé ïóòü ïðåäñòàâëÿþò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ âåðøèí < v1, . . . , vn >, < vi, vi+1 >∈ E, ëåæàùèõ íà íåì. Â
âûðîæäåííîì ñëó÷àå îäíà âåðøèíà îáîçíà÷àåò ïóòü äëèíû 0, èäóùèé èç
ýòîé âåðøèíû â íåå æå.

Ïóòü íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè âñå ðåáðà è âñå âåðøèíû íà íåì, êðîìå
áûòü ìîæåò ïåðâîé è ïîñëåäíåé, ðàçëè÷íû.

Îïðåäåëåíèå. Öèêë � ýòî ïðîñòîé ïóòü äëèíû íå ìåíåå 1, êîòîðûé
íà÷èíàåòñÿ è çàêàí÷èâàåòñÿ â îäíîé è òîé æå âåðøèíå. Çàìåòèì, ÷òî â
íåîðèåíòèðîâàííîì ïðîñòîì ãðàôå äëèíà öèêëà äîëæíà áûòü íå ìåíåå 3.

Îáà âèäà ïîèñêà â ãðàôå � â ãëóáèíó è â øèðèíó � ìîãóò áûòü èñ-
ïîëüçîâàíû äëÿ íàõîæäåíèÿ ïóòè ìåæäó ôèêñèðîâàííûìè âåðøèíàìè v
è u. Äîñòàòî÷íî íà÷àòü ïîèñê â ãðàôå ñ âåðøèíû v è âåñòè åãî äî ìîìåí-
òà ïîñåùåíèÿ âåðøèíû u. Ïðåèìóùåñòâîì ïîèñêà â ãëóáèíó ÿâëÿåòñÿ òîò
ôàêò, ÷òî â ìîìåíò ïîñåùåíèÿ âåðøèíû u ñòåê ñîäåðæèò ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü âåðøèí, îïðåäåëÿþùèõ ïóòü èç v â u. Ýòî ñòàíîâèòñÿ î÷åâèäíûì,
åñëè îòìåòèòü, ÷òî êàæäàÿ âåðøèíà, ïîìåùàåìàÿ â ñòåê, ÿâëÿåòñÿ ñìåæ-
íîé ñ âåðõíèì ýëåìåíòîì ñòåêà. Îäíàêî íåäîñòàòêîì ïîèñêà â ãëóáèíó ÿâ-
ëÿåòñÿ òî, ÷òî ïîëó÷åííûé òàêèì îáðàçîì ïóòü â îáùåì ñëó÷àå íå áóäåò
êðàò÷àéøèì ïóòåì èç v â u.

Îò ýòîãî íåäîñòàòêà ñâîáîäåí ìåòîä íàõîæäåíèÿ ïóòè, îñíîâàííûé íà
ïîèñêå â øèðèíó. Ìîäèôèöèðóåì ïðîöåäóðó ÏÎÈÑÊ_Â_ØÈÐÈÍÓ_Â_
ÃÐÀÔÅ (v), çàìåíÿÿ ñòðîêè 11�15 íà
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if ÍÎÂÛÉ[u] then
begin

Î×ÅÐÅÄÜ ⇐ u;
ÍÎÂÛÉ[u] := ëîæü;
ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÉ[u] := p;
end

Ïî îêîí÷àíèè ðàáîòû ìîäèôèöèðîâàííîé òàêèì îáðàçîì ïðîöåäóðû
ìàññèâ ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÉ ñîäåðæèò äëÿ êàæäîé ïðîñìîòðåííîé âåðøèíû
u âåðøèíó ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÉ[u], èç êîòîðîé ìû ïîïàëè â u. Îòìåòèì, ÷òî
êðàò÷àéøèé ïóòü èç âåðøèíû u â âåðøèíó v îáîçíà÷àåòñÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòüþ âåðøèí u = u1, u2, . . . , uk = v, ãäå ui+1 = ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÉ[ui]
äëÿ 1 ≤ i < k è k ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì èíäåêñîì i äëÿ êîòîðîãî ui = v.
Äåéñòâèòåëüíî, â î÷åðåäè ïîìåùåíû ñíà÷àëà âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà
ðàññòîÿíèè 0 îò v (ò.å. ñàìà âåðøèíà v), çàòåì ïîî÷åðåäíî âñå íîâûå âåð-
øèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò v, è ò.ä. Ïîä ðàññòîÿíèåì çäåñü ìû
ïîíèìàåì äëèíó êðàò÷àéøåãî ïóòè. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ìû óæå ðàñ-
ñìîòðåëè âñå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè, íå ïðåâîñõîäÿùåì r îò
v, ÷òî î÷åðåäü ñîäåðæèò âñå âåðøèíû, íàõîäÿùèåñÿ íà ðàññòîÿíèè r îò v, è
òîëüêî ýòè âåðøèíû è ÷òî ìàññèâ ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÉ ïðàâèëüíî îïðåäåëÿåò
êðàò÷àéøèé ïóòü îò êàæäîé, óæå ïðîñìîòðåííîé âåðøèíû äî âåðøèíû v
ñïîñîáîì, îïèñàííûì âûøå. Èñïîëüçîâàâ êàæäóþ âåðøèíó p, íàõîäÿùóþ-
ñÿ â î÷åðåäè, íàøà ïðîöåäóðà ïðîñìàòðèâàåò íåêîòîðûå íîâûå âåðøèíû, è
êàæäàÿ òàêàÿ íîâàÿ âåðøèíà u íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè r+1 îò v, ïðè÷åì,
îïðåäåëÿÿ ÏÐÅÄÛÄÓÙÈÉ[u] := p, ìû ïðîäëåâàåì êðàò÷àéøèé ïóòü îò p
äî v äî êðàò÷àéøåãî ïóòè îò u äî v. Ïîñëå èñïîëüçîâàíèÿ âñåõ âåðøèí èç
î÷åðåäè, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r îò v, îíà (î÷åðåäü), î÷åâèäíî, ñî-
äåðæèò ìíîæåñòâî âåðøèí, íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè r+ 1 îò v, è ëåãêî
çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèå èíäóêöèè âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ðàññòîÿíèÿ r + 1.

3.5 Ñâÿçíîñòü

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ãðàô G � íåîðèåíòèðîâàííûé. Äâå âåðøèíû a è b
íàçûâàþòñÿ ñâÿçàííûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ïóòü S ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé a
è êîíå÷íîé âåðøèíîé b, S =< a, a1, . . . , an, b > . Åñëè S ïðîõîäèò ÷åðåç
êàêóþ-íèáóäü âåðøèíó ai áîëåå îäíîãî ðàçà, òî ìîæíî, î÷åâèäíî, óäàëèòü
åãî öèêëè÷åñêèé ó÷àñòîê è ïðè ýòîì îñòàþùèåñÿ ðåáðà áóäóò ñîñòàâëÿòü
ïóòü S èç a â b. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñâÿçàííûå ïóòåì âåðøèíû ñâÿçàíû
è ïðîñòûì ïóòåì. Ãðàô íàçûâàåòñÿ ñâÿçíûì, åñëè ëþáàÿ åãî ïàðà âåðøèí
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ñâÿçàíà. Äëÿ âñÿêîãî ãðàôà ñóùåñòâóåò òàêîå ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà åãî
âåðøèí

V =
⋃
i

Vi

íà ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà âåðøèí Vi, ÷òî âåðøèíû â
êàæäîì Vi ñâÿçàíû, à âåðøèíû èç ðàçëè÷íûõ Vi íå ñâÿçàíû.

Ãðàô H íàçûâàåòñÿ ÷àñòüþ ãðàôà G, åñëè ìíîæåñòâî åãî âåðøèí V (H)
ñîäåðæèòñÿ âî ìíîæåñòâå âåðøèí V (G) ãðàôà G è âñå ðåáðà H ÿâëÿþòñÿ
ðåáðàìè G. Äëÿ ëþáîé ÷àñòè H ãðàôà G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ äîïîë-
íèòåëüíàÿ ÷àñòü (äîïîëíåíèå) H, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ðåáåð ãðàôà G, êîòî-
ðûå íå âîøëè â H, è èíöèäåíòíûõ èì âåðøèí. Îñîáåííî âàæíûì òèïîì
÷àñòåé ÿâëÿþòñÿ ïîäãðàôû.

Ïóñòü V ′ � ïîäìíîæåñòâî âåðøèí ãðàôà G =< V, E >, V ′ ∈ V . Ïîä-
ãðàô G(V ′, E′), îïðåäåëÿåìûé ìíîæåñòâîì V ′, åñòü òàêàÿ ÷àñòü ãðàôà G,
ìíîæåñòâîì âåðøèí êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ V ′, à ðåáðàìè � âñå ðåáðà èç G, îáà
êîíöà êîòîðûõ ëåæàò â V ′:

G(V ′, E′) = G(V ′, E′ = {(u, v)|((u, v) ∈ E) ∧ (u, v ∈ V ′)}).

Òîãäà â ñîîòâåòñòâèè ñ ðàçáèåíèåì V =
⋃
i

Vi ìû ïîëó÷àåì ïðÿìîå ðàçëî-

æåíèå
G =

⋃
i

G(Vi, Ei)

ãðàôà G íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ñâÿçíûå ïîäãðàôû G(Vi). Ýòè ïîäãðàôû íà-
çûâàþòñÿ ñâÿçíûìè êîìïîíåíòàìè (èëè êîìïîíåíòàìè ñâÿçíîñòè) ãðà-
ôà G.

Òåîðåìà 3.2. Åñëè â êîíå÷íîì íåîðèåíòèðîâàííîì ïðîñòîì ãðàôå G ðîâ-
íî äâå âåðøèíû a0 è b0 èìåþò íå÷åòíóþ ëîêàëüíóþ ñòåïåíü, òî îíè ñâÿ-
çàíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 3.1, êàæäûé êîíå÷íûé ãðàô èìååò ÷åòíîå
÷èñëî âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè. Òàê êàê ýòî óñëîâèå âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ
òîé êîìïîíåíòû G, êîòîðîé ïðèíàäëåæèò a0, òî b0 ïðèíàäëåæèò òîé æå
êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè.

Òåîðåìà 3.3. Åñëè íåîðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé ãðàô G èìååò n âåðøèí
è k ñâÿçíûõ êîìïîíåíò, òî ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â G ðàâíî

N(n, k) =
1

2
(n− k)(n− k + 1).



96 ÃËÀÂÀ 3. ÝËÅÌÅÍÒÛ ÒÅÎÐÈÈ ÃÐÀÔÎÂ

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â ãðàôå G ñâÿçíàÿ êîìïîíåíòà Gi èìååò ni âåð-

øèí. Òîãäà ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð â G ðàâíî N =
1

2

k∑
i=1

ni(ni − 1). Ýòî

÷èñëî äîñòèãàåòñÿ, êîãäà êàæäûé èç ãðàôîâ Gi ïîëíûé è èìååò ni âåðøèí.
Äîïóñòèì, ÷òî ñðåäè ãðàôîâ Gi íàéäóòñÿ õîòÿ áû äâà, êîòîðûå èìåþò áî-
ëåå îäíîé âåðøèíû, íàïðèìåð n2 ≥ n1 > 1. Ïîñòðîèì âìåñòî G äðóãîé
ãðàô G′ ñ òåì æå ÷èñëîì âåðøèí è êîìïîíåíò, çàìåíÿÿ G1 è G2 ïîëíûìè
ãðàôàìè G′1 è G

′
2 ñîîòâåòñòâåííî ñ n1−1 è n2+1 âåðøèíàìè. Ëåãêî âèäåòü,

÷òî ýòî óâåëè÷èò ÷èñëî ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ðåáåð
äîëæåí èìåòü ãðàô, ñîñòîÿùèé èç k − 1 èçîëèðîâàííûõ âåðøèí è îäíîãî
ïîëíîãî ãðàôà ñ n− k + 1 âåðøèíàìè.

Èç òåîðåìû 3.3 ñëåäóåò äëÿ ñëó÷àÿ k = 2 ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 3.4. Ïðîñòîé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô ñ n âåðøèíàìè è ñ ÷èñ-
ëîì ðåáåð, áîëüøèì, ÷åì

N(n, 2) =
1

2
(n− 1)(n− 2)

ñâÿçåí.

3.6 Äåðåâüÿ

Îïðåäåëåíèå. Ñâÿçíûé íåîðèåíòèðîâàííûé ãðàô íàçûâàåòñÿ äåðåâîì, åñ-
ëè îí íå èìååò öèêëîâ.

Â ÷àñòíîñòè, äåðåâî íå èìååò ïåòåëü è êðàòíûõ ðåáåð. Ãðàô áåç öèê-
ëîâ åñòü ãðàô, ñâÿçíûå êîìïîíåíòû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ äåðåâüÿìè; èíîãäà
òàêîé ãðàô íàçûâàåòñÿ ëåñîì. Ëþáàÿ ÷àñòü òàêîãî ãðàôà òàêæå áóäåò ãðà-
ôîì áåç öèêëîâ.

Òåîðåìà 3.5. Â äåðåâå ëþáûå äâå âåðøèíû ñâÿçàíû åäèíñòâåííûì ïðî-
ñòûì ïóòåì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëþáîé ïóòü â ãðàôå áåç öèêëîâ ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Åñëè
áû áûëî äâà ñâÿçûâàþùèõ âåðøèíû ïðîñòûõ ïóòè, òî áûë áû è öèêë â
äåðåâå, ÷òî íåâîçìîæíî.

Íàãëÿäíîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî äåðåâà T =< V, E > ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåé êîíñòðóêöèè.
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Âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó a0 è áóäåì ðàññìàòðèâàòü åå êàê êî-
ðåíü äåðåâà èëè âåðøèíó íóëåâîãî óðîâíÿ.

U0 = {a0}.

Îò a0 ïðîâåäåì âñå ðåáðà ê âåðøèíàì, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè 1 îò
âåðøèíû a0. Âåðøèíû, ñìåæíûå ñ a0 ñîñòàâÿò ìíîæåñòâî âåðøèí ïåðâîãî
óðîâíÿ:

U1 = {a(1)
i |{a0, a

(1)
i } ∈ E}.

Îò ýòèõ âåðøèí ïåðâîãî óðîâíÿ ïðîâåäåì âñå ðåáðà ê ñìåæíûì ñ íèìè
âåðøèíàì, íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè 2 îò a0, çà èñêëþ÷åíèåì ðåáåð, èí-
öèäåíòíûõ âåðøèíàì ïåðâîãî óðîâíÿ. Ïîëó÷èì ìíîæåñòâî âåðøèí âòîðîãî
óðîâíÿ

U2 = {a(2)
j |{a

(1)
i , a

(2)
j } ∈ E, a

(1)
i ∈ U1, a

(2)
j /∈ U1}

Èç âåðøèíû a
(n)
i íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè n îò a0, âûõîäèò îäíî ðåá-

ðî ê åäèíñòâåííîé ïðåäøåñòâóþùåé âåðøèíå a(n−1)
k , à òàêæå íåêîòîðîå

ñåìåéñòâî ðåáåð ê âåðøèíàì a
(n+1)
j , íàõîäÿùèìñÿ íà ðàññòîÿíèè n+ 1.

Un = {a(n)|{a(n−1), a(n)} ∈ E, a(n) /∈ Un−1}.

Íè äëÿ êàêîé èç ýòèõ âåðøèí a(n) íå ìîæåò áûòü ðåáåð, ñîåäèíÿþùèõ åå
ñ âåðøèíàìè ñ òåì æå èëè ìåíüøèì ðàññòîÿíèåì, êðîìå {a(n−1), a(n)}.
Òàêèì îáðàçîì, äåðåâî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â ñëåäóþùåé ôîðìå:

Áóäåì íàçûâàòü âåðøèíó a äåðåâà êîíöåâîé, åñëè ρ(a) = 1.
Áóäåì íàçûâàòü ðåáðî êîíöåâûì, åñëè õîòÿ áû îäíà èíöèäåíòíàÿ åìó

âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé.

Óòâåðæäåíèå 3.6. Ëþáîå íåòðèâèàëüíîå êîíå÷íîå äåðåâî èìååò õîòÿ
áû äâå êîíöåâûå âåðøèíû è õîòÿ áû îäíî êîíöåâîå ðåáðî.
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Äîêàçàòåëüñòâî ñîâåðøåííî ïðîñòî ìîæåò áûòü ïðîâåäåíî, íàïðèìåð,
èíäóêöèåé ïî ÷èñëó âåðøèí.

Óòâåðæäåíèå 3.7. Êàæäîå äåðåâî ñ n âåðøèíàìè èìååò n− 1 ðåáðî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ëåãêî ïðîâîäèòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó
âåðøèí. Äëÿ n = 1 óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâî. Ïóñòü n > 1. Òî-
ãäà â äåðåâå ñóùåñòâóåò êîíöåâàÿ âåðøèíà v. Óäàëÿÿ èç äåðåâà v è ðåáðî
(u, v), èíöèäåíòíîå v, ïîëó÷èì äåðåâî ñ n − 1 âåðøèíîé, êîòîðîå â ñèëó
èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ èìååò n− 2 ðåáðà. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðâîíà-
÷àëüíîå äåðåâî èìååò n− 2 + 1 = n− 1 ðåáðî.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê âîïðîñó î ïîäñ÷åòå ÷èñëà äåðåâüåâ, êîòîðûå ìîãóò
áûòü ïîñòðîåíû íà çàäàííîì ìíîæåñòâå âåðøèí. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî ðå÷ü
èäåò íå î ïîäñ÷åòå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ïîïàðíî íåèçîìîðôíûõ äåðåâüåâ, à
èìåííî î ÷èñëå äåðåâüåâ, ãðàôû êîòîðûõ ðàçëè÷íû, òî åñòü ðàçëè÷àþòñÿ
õîòÿ áû îäíèì ðåáðîì (ìíîæåñòâî âåðøèí ôèêñèðîâàíî).

Ïðèìåð. Ïóñòü êîëè÷åñòâî âåðøèí n ðàâíî 4. Òîãäà íà ýòîì ìíîæåñòâå
âåðøèí ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ñëåäóþùèå ðàçëè÷íûå äåðåâüÿ.

Ïåðâûé êëàññ òàêèõ äåðåâüåâ ñîñòàâëÿþò äåðåâüÿ ñëåäóþùåãî âèäà:

Êîíöåâûå âåðøèíû äëÿ äåðåâüåâ òàêîãî êëàññà ìîãóò áûòü âûáðàíû
(

4
2

)
ñïîñîáàìè, ïðè êàæäîì òàêîì âûáîðå ïîðÿäîê âíóòðåííèõ âåðøèí ìîæåò
áûòü âûáðàí äâóìÿ ñïîñîáàìè. Ïîëó÷àåì 12 ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ, ñîñòàâ-
ëÿþùèõ óêàçàííûé êëàññ.

Âòîðîé êëàññ äåðåâüåâ èìååò âèä:

Öåíòðàëüíàÿ âåðøèíà ìîæåò áûòü âûáðàíà 4 ñïîñîáàìè, ÷òî äàåò 4
ðàçëè÷íûõ äåðåâà â ýòîì êëàññå.

Äðóãèõ äåðåâüåâ ñ 4 âåðøèíàìè, îòëè÷íûõ îò óêàçàííûõ â ïåðâîì è
âòîðîì êëàññàõ, íåò. Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò 16 äåðåâüåâ, èìåþùèõ 4
ôèêñèðîâàííûå âåðøèíû.

Îáðàòèìñÿ òåïåðü ê îáùåìó ðåçóëüòàòó.
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Òåîðåìà 3.8. ×èñëî ðàçëè÷íûõ äåðåâüåâ, êîòîðûå ìîæíî ïîñòðîèòü íà
çàäàííîì ìíîæåñòâå V , ñîäåðæàùåì n âåðøèí, ðàâíî

tn = nn−2

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ýëåìåíòû äàííîãî ìíîæåñòâà V , ðàñïîëîæåí-
íûå â íåêîòîðîì ôèêñèðîâàííîì ïîðÿäêå, ÷èñëàìè

V = {1, 2, . . . , n} (3.1)

Äëÿ ëþáîãî äåðåâà T , îïðåäåëåííîãî íà V , ââåäåì íåêîòîðûé ñèìâîë, õà-
ðàêòåðèçóþùèé åãî îäíîçíà÷íî. Â T ñóùåñòâóþò êîíöåâûå âåðøèíû. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç b1 ïåðâóþ êîíöåâóþ âåðøèíó â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (3.1), à
÷åðåç e1 = {a1, b1} � ñîîòâåòñòâóþùåå êîíöåâîå ðåáðî. Óäàëèâ èç T ðåáðî
e1 è âåðøèíó b1, ìû ïîëó÷èì íîâîå äåðåâî T1. Äëÿ T1 íàéäåòñÿ ïåðâàÿ â
ñïèñêå (3.1) êîíöåâàÿ âåðøèíà b2 ñ ðåáðîì e2 = {a2, b2}. Ýòà ðåäóêöèÿ
ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñëå óäàëåíèÿ ðåáðà en−2 = (an−2, bn−2)
íå îñòàíåòñÿ åäèíñòâåííîå ðåáðî en−1 = (an−1, bn−1), ñîåäèíÿþùåå äâå
îñòàâøèåñÿ âåðøèíû.

Òîãäà ñïèñîê
σ(T ) = [a1, a2, . . . , an−2] (3.2)

îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ äåðåâîì T è äâóì ðàçëè÷íûì äåðåâüÿì T è T ′,
î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâóþò ðàçíûå ñèìâîëû òàêîãî âèäà. Êàæäàÿ âåðøèíà
ai ïîÿâëÿåòñÿ â (3.2) ρ(ai) � 1 ðàç.

Äëÿ ÿñíîñòè ïðèâåäåì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ äåðåâüåâ è ñîîòâåòñòâóþùèõ
èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé σ(T ).

Ïðèìåðû.

1. σ(T ) = [n, n, . . . , n︸ ︷︷ ︸
n−2

]

2. σ(T ) = [2, 3, . . . , n− 1]
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3. σ(T ) = [2, 2, 3, 2, 3]

Íàîáîðîò, êàæäàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2) îïðåäåëÿåò äåðåâî T ñ ïîìî-
ùüþ îáðàòíîãî ïîñòðîåíèÿ. Åñëè äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2), òî íà-
õîäèòñÿ ïåðâàÿ âåðøèíà b â ñïèñêå (3.1), êîòîðàÿ íå ñîäåðæèòñÿ â (3.2).
Ýòî îïðåäåëÿåò ðåáðî e1 = {a1, b1}. Äàëåå óäàëÿåì âåðøèíû a1 èç ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè (3.2) è b1 èç ñïèñêà (3.1) è ïðîäîëæàåì ïîñòðîåíèå äëÿ
îñòàâøèõñÿ ýëåìåíòîâ.

Ïîëó÷àþùèéñÿ â ðåçóëüòàòå ïîñòðîåíèÿ ãðàô ÿâëÿåòñÿ äåðåâîì, ÷òî
ìîæåò áûòü óñòàíîâëåíî, íàïðèìåð, ïî èíäóêöèè. Ïîñëå óäàëåíèÿ e1 ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü (3.2) áóäåò ñîäåðæàòü n− 3 ýëåìåíòà. Åñëè îíà ñîîòâåò-
ñòâóåò äåðåâó T1, òî ãðàô T , ïîëó÷àåìûé èç íåãî äîáàâëåíèåì e1, òàêæå
åñòü äåðåâî, òàê êàê âåðøèíà b1 íå ïðèíàäëåæèò T1.

B (3.2) êàæäàÿ âåðøèíà ìîæåò ïðèíèìàòü âñå n âîçìîæíûõ çíà÷åíèé.
Âñå îíè ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì äåðåâüÿì, îòêóäà è ïîëó÷àåòñÿ ôîðìóëà
tn = nn−2.

3.6.1 Îñòîâíîå äåðåâî (êàðêàñ)

Îïðåäåëåíèå. Äëÿ ñâÿçíîãî íåîðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà G =< V, E > áåç
ïåòåëü êàæäîå äåðåâî < V, T >, ñîäåðæàùåå âñå âåðøèíû ãðàôà G, ãäå
T ⊆ E, áóäåì íàçûâàòü îñòîâíûì äåðåâîì (êàðêàñîì) ãðàôà G.

Íàïîìíèì, ÷òî äëèíà ïóòè åñòü êîëè÷åñòâî ñîñòàâëÿþùèõ åãî ðåáåð.
Ïðîöåäóðû ïîèñêà â ãëóáèíó è â øèðèíó ìîæíî ïðîñòûì ñïîñîáîì èñ-

ïîëüçîâàòü äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòîâíûõ äåðåâüåâ. Â îáîèõ ñëó÷àÿõ äîñòèæå-
íèå íîâîé âåðøèíû u èç âåðøèíû v âûçûâàåò âêëþ÷åíèå â äåðåâî ðåáðà
(v, u).

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà ìåòîäîì ïîèñêà â ãëó-
áèíó.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà ìåòîäîì ïîèñêà â ãëó-

áèíó.

Âõîäíûå äàííûå: ñâÿçíûé ãðàô G =< V, E >, çàäàííûé ñïèñêàìè èí-
öèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v], v ∈ V .

Ðåçóëüòàò: êàðêàñ < V, T > ãðàôà G.
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1: procedure ÊÀÐÊÀÑ_ÃËÓÁÈÍÀ(v) {ïîèñê â ãëóáèíó èç âåðøèíû v,
ñîåäèíåííûé ñ íàõîæäåíèåì ðåáðà äåðåâà; ïåðåìåííûå ÍÎÂÛÉ, ÇÀ-
ÏÈÑÜ, T � ãëîáàëüíûå}

2: begin

3: ÍÎÂÛÉ[v]: = ëîæü;
4: for u ∈ÇÀÏÈÑÜ[v] do
5: if ÍÎÂÛÉ[u] then
6: (u, v) � íîâàÿ âåòâü;
7: begin

8: T := T ∪ (v, u);
9: ÊÀÐÊÀÑ_ÃËÓÁÈÍÀ(u);
10: end

11: end {âåðøèíà v èñïîëüçîâàíà};
12: begin {ãëàâíàÿ ïðîãðàììà}
13: for u ∈ V do

14: ÍÎÂÛÉ [u] := èñòèíà; {èíèöèàëèçàöèÿ}
15: T := ∅; {T � ìíîæåñòâî íàéäåííûõ ê ýòîìó âðåìåíè ð¼áåð êàðêàñà}
16: ÊÀÐÊÀÑ_ÃËÓÁÈÍÀ(r) {r � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà ãðàôà}
17: end

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òîãî, ÷òî ïðèâåäåííûé àëãîðèòì ïðàâèëüíî ñòðî-
èò êàðêàñ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà, äîñòàòî÷íî îòìåòèòü ñëåäóþùèå
òðè ôàêòà. Âî-ïåðâûõ, â ìîìåíò äîáàâëåíèÿ ê ìíîæåñòâó T íîâîãî ðåáðà
(v, u) â ñòðîêå 8 â < V, T > ñóùåñòâóåò ïóòü èç r â v (ýòîò ôàêò ëåã-
êî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè). Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ñòðîèò ñâÿçíûé
ãðàô. Âî-âòîðûõ, êàæäîå íîâîå ðåáðî (v, u), äîáàâëÿåìîå êî ìíîæåñòâó
T , ñîåäèíÿåò óæå ðàññìîòðåííóþ âåðøèíó v (ò.å. ÍÎÂÛÉ [v] = ëîæü) ñ
íîâîé âåðøèíîé u. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïîñòðîåííûé ãðàô < V, T > íå
ñîäåðæèò öèêëîâ. Äåéñòâèòåëüíî, ïîñëåäíåå ðåáðî, ¾çàìûêàþùåå¿ öèêë,
äîëæíî áûëî áû ñîåäèíèòü äâå óæå ðàññìîòðåííûå âåðøèíû. È, íàêî-
íåö, â-òðåòüèõ, èç ñâîéñòâà ïîèñêà â ãëóáèíó ñëåäóåò, ÷òî ïðîöåäóðà ÊÀÐ-
ÊÀÑ_ÃËÓÁÈÍÀ ïðîñìàòðèâàåò âñå âåðøèíû ñâÿçíîãî ãðàôà. Ñëåäîâà-
òåëüíî, ãðàô < V, T >, ïîñòðîåííûé íàøèì àëãîðèòìîì, åñòü îñòîâíîå
äåðåâî ãðàôà G. Âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü, î÷åâèäíî,
O(n+m), ò.å. òîãî æå ïîðÿäêà, ÷òî è ñëîæíîñòü ïîèñêà â ãëóáèíó.

Àíàëîãè÷íî âûãëÿäèò ïðîöåäóðà ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà ìåòîäîì
ïîèñêà â øèðèíó.
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Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ îñòîâíîãî äåðåâà ìåòîäîì ïîèñêà â øè-

ðèíó.

Âõîäíûå äàííûå: ñâÿçíûé ãðàô G =< V, E >, çàäàííûé ñïèñêàìè èí-
öèäåíòíîñòè ÇÀÏÈÑÜ[v], v ∈ V .

Ðåçóëüòàò: êàðêàñ < V, T > ãðàôà G.
1: begin

2: for u ∈ V do

3: ÍÎÂÛÉ [u] := èñòèíà; {èíèöèàëèçàöèÿ}
4: T := ∅; {T � ìíîæåñòâî íàéäåííûõ ê ýòîìó âðåìåíè ðåáåð êàðêàñà}
5: Î×ÅÐÅÄÜ := ∅;
6: Î×ÅÐÅÄÜ ⇐ r;
7: ÍÎÂÛÉ [r] := ëîæü; {r � êîðåíü êàðêàñà}
8: while Î×ÅÐÅÄÜ 6= ∅ do

9: begin

10: p⇐ Î×ÅÐÅÄÜ;
11: for u ∈ÇÀÏÈÑÜ[v] do
12: if ÍÎÂÛÉ[u] then
13: begin

14: Î×ÅÐÅÄÜ ⇐ u;
15: ÍÎÂÛÉ[u] := ëîæü;
16: T := T ∪ (v, u);
17: end

18: end

19: end

Ðàññóæäåíèÿìè, àíàëîãè÷íûìè ïðîâåäåííûì äëÿ àëãîðèòìà
ÊÀÐÊÀÑ_ÃËÓÁÈÍÀ, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííûé àëãîðèòì êîððåêòíî
ñòðîèò îñòîâíîå äåðåâî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ñâÿçíîãî ãðàôà çà O(n + m)
øàãîâ.

Íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå äàí ïðèìåð îñòîâíîãî äåðåâà äëÿ ãðàôà, ïî-
ñòðîåííîãî ìåòîäîì ïîèñêà â øèðèíó (ñëåâà) è â ãëóáèíó (ñïðàâà).
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Êàæäîå îñòîâíîå äåðåâî, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîèñêà â ãëóáèíó,
èìååò ëþáîïûòíîå ñâîéñòâî, êîòîðîå ñåé÷àñ áóäåò îïèñàíî.

Âåðøèíó r, èç êîòîðîé íà÷èíàåòñÿ ïîèñê, íàçîâåì êîðíåì îñòîâíîãî
äåðåâà. Äëÿ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåðøèí v è u äåðåâà < V, T > áóäåì ãîâî-
ðèòü, ÷òî u ÿâëÿåòñÿ ïîòîìêîì âåðøèíû v, åñëè v ëåæèò íà ïóòè (â äåðåâå
< V, T >) èç âåðøèíû u â âåðøèíó v.

Òåîðåìà 3.9. Ïóñòü < V, T > � îñòîâíîå äåðåâî ñâÿçíîãî íåîðèåí-
òèðîâàííîãî ãðàôà G =< V, E >, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà
ÊÀÐÊÀÑ_ÃËÓÁÈÍÀ, è ïóñòü (u, v) ∈ E. Òîãäà ëèáî u � ïîòîìîê v,
ëèáî v � ïîòîìîê u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ÷òî âåðøèíà
v áóäåò ïðîñìîòðåíà ðàíüøå, ÷åì u. Ðàññìîòðèì ïðîöåññ ïîèñêà â ãëóáè-
íó, íà÷èíàÿ ñ âåðøèíû v. Î÷åâèäíî, ÷òî ïî îêîí÷àíèè åãî äîëæíî áûòü
ÍÎÂÛÉ[u] = ëîæü, èáî (v, u) � ðåáðî. Íî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ðåáðà, äî-
áàâëåííûå âî ìíîæåñòâî T â òå÷åíèå ýòîãî ïðîöåññà, ñîäåðæàò ïóòü èç v â
u, îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî v ëåæèò íà ïóòè èç u â êîðåíü, ïîñêîëüêó â äåðåâå
ñóùåñòâóåò â òî÷íîñòè îäèí ïóòü èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû ê êîðíþ.

Ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, íåïîñðåäñòâåííî ïðè-
âîäÿò ê ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîðåìà 3.10. Ïóñòü < V, T > � îñòîâíîå äåðåâî ñâÿçíîãî íåîðèåíòè-
ðîâàííîãî ãðàôà G =< V, E >, ïîñòðîåííîå ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ïîèñêà
â øèðèíó. Òîãäà ïóòü â < V, T > èç ïðîèçâîëüíîé âåðøèíû v äî êîðíÿ r
ÿâëÿåòñÿ êðàò÷àéøèì ïóòåì èç v â r â ãðàôå G.

Äàëåå îñîáî îáñóæäàåòñÿ áîëåå îáùàÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ êðàò÷àéøèõ
ïóòåé â ãðàôå, ðåáðàì êîòîðîãî ïðèïèñàíû ¾äëèíû¿ (âåñà), íå îáÿçàòåëüíî
ðàâíûå åäèíèöå.
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3.7 Ýéëåðîâû ïóòè è öèêëû

Çàäà÷à î êåíèãñáåðãñêèõ ìîñòàõ ïîñëóæèëà íà÷àëîì òåîðèè ãðàôîâ. Ïëàí
ðàñïîëîæåíèÿ ñåìè ìîñòîâ â Ê¼íèãñáåðãå (íûíå ã. Êàëèíèíãðàä) ïðèâåäåí
íà ðèñ. 3.5.

Ðèñ. 3.5

Çàäà÷à ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïðîéòè êàæäûé ìîñò ïî îäíîìó ðàçó è âåð-
íóòüñÿ â èñõîäíóþ òî÷êó Ñ. Òàê êàê ñóùåñòâåííû òîëüêî ïåðåõîäû ÷åðåç
ìîñòû, ïëàí ãîðîäà ìîæíî ñâåñòè ê èçîáðàæåíèþ ãðàôà, â êîòîðîì ðåáðà
ñîîòâåòñòâóþò ìîñòàì, à âåðøèíû � ðàçäåëåííûì ÷àñòÿì ãîðîäà.

Î÷åâèäíî, íå ñóùåñòâóåò öèêëè÷åñêèõ îáõîäîâ, ïðîõîäÿùèõ ïî âñåì
ðåáðàì ïî îäíîìó ðàçó.

Ðàçâëå÷åíèÿ, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ îáðèñîâàòü íåêîòîðóþ ôèãóðó, íå
ïðåðûâàÿ è íå ïîâòîðÿÿ ëèíèè, ÿâëÿþòñÿ, ïî-âèäèìîìó, î÷åíü äàâíèìè.
Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ôèãóðà, íàçûâàåìàÿ ñàáëÿìè Ìàãîìåòà, èìååò àðàáñêîå
ïðîèñõîæäåíèå.

Ýéëåð îáðàòèëñÿ ê îáùåé çàäà÷å, êàñàþùåéñÿ ãðàôîâ: â êàêèõ ñëó÷àÿõ â
êîíå÷íîì ãðàôå ìîæíî íàéòè òàêîé öèêë, â êîòîðîì êàæäîå ðåáðî ó÷àñò-
âîâàëî áû îäèí ðàç?
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Îïðåäåëåíèå. Ýéëåðîâûì ïóòåì â ãðàôå G =< V, E > íàçûâàåòñÿ
ïðîèçâîëüíûé ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç êàæäîå ðåáðî ãðàôà â òî÷íîñòè
îäèí ðàç, ò.å. ïóòü S =< v1, . . . , vm+1 òàêîé, ÷òî êàæäîå ðåáðî e ∈ E
ïîÿâëÿåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè v1, . . . , vm+1 â òî÷íîñòè îäèí ðàç êàê
e = {vi, vi+1} äëÿ íåêîòîðîãî i. Åñëè v1 = vm+1, òî òàêîé ïóòü íàçûâàåòñÿ
ýéëåðîâûì öèêëîì.

Òåîðåìà 3.11. Ýéëåðîâ ïóòü â íåîðèåíòèðîâàííîì ïðîñòîì ãðàôå ñóùå-
ñòâóåò òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô ñâÿçíûé è ñîäåðæèò íå áîëåå,
÷åì äâå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè.

Åñëè â ñâÿçíîì ãðàôå íåò âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, òî êàæäûé ýéëå-
ðîâ ïóòü ÿâëÿåòñÿ öèêëîì, òàê êàê êîíöû ýéëåðîâà ïóòè, íå ÿâëÿþùåãîñÿ
öèêëîì, âñåãäà âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî u è v �
åäèíñòâåííûå âåðøèíû íå÷åòíîé ñòåïåíè â ñâÿçíîì ãðàôå G =< V, T > è
îáðàçóåì ãðàô G′ äîáàâëåíèåì äîïîëíèòåëüíîé âåðøèíû t è ðåáåð {u, v}
è {v, t} (èëè ïðîñòî äîáàâëåíèåì ðåáðà {u, v}, åñëè {u, v} /∈ E). Òîãäà
G′ � ñâÿçíûé ãðàô áåç âåðøèí íå÷åòíîé ñòåïåíè, à ýéëåðîâû ïóòè â G
áóäóò â î÷åâèäíîì âçàèìíî îäíîçíà÷íîì ñîîòâåòñòâèè ñ ýéëåðîâûìè öèê-
ëàìè â G′. Â ñèëó ýòîãî ìû áóäåì çàíèìàòüñÿ òîëüêî ýéëåðîâûìè öèêëàìè
è ïåðåôîðìóëèðóåì òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.12. Êîíå÷íûé ãðàô G =< V, E > ñîäåðæèò ýéëåðîâ öèêë
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

1. G � ñâÿçåí.

2. Âñå ñòåïåíè åãî âåðøèí ÷åòíûå.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñëîâèå 1, î÷åâèäíî, íåîáõîäèìî. Äàëåå, êàæäûé ðàç,
êîãäà ýéëåðîâ öèêë ïðîõîäèò ÷åðåç êàêóþ-òî âåðøèíó, îí äîëæåí âîéòè â
íåå ïî îäíîìó ðåáðó è âûéòè ïî äðóãîìó; ïîýòîìó óñëîâèå 2 òàêæå íåîá-
õîäèìî.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ýòè äâà óñëîâèÿ âûïîëíåíû. Íà÷íåì ïóòü â
ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå a ãðàôà G è áóäåì ïðîäîëæàòü åãî, íàñêîëüêî âîç-
ìîæíî, âñ¼ âðåìÿ ÷åðåç íîâûå ð¼áðà. Òàê êàê ñòåïåíè âñåõ âåðøèí ÷åòíû,
ýòîò ïðîöåññ ìîæåò çàêîí÷èòñÿ òîëüêî â âåðøèíå a.

Åñëè ñîäåðæèò íå âñå ð¼áðà ãðàôà G, òî óäàëèì èç G ÷àñòü , ñîñòîÿùóþ
èç ðåáåð ýòîãî öèêëà.

Ãðàôû è G èìåþò ÷åòíûå ñòåïåíè âåðøèí, òî æå áóäåò ñïðàâåäëèâî è
äëÿ îñòàþùåãîñÿ ãðàôà P .
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Òàê êàê ãðàô G ñâÿçåí, â äîëæíà íàéòèñü âåðøèíà b, èíöèäåíòíàÿ òàê-
æå ðåáðàì èç P . Èç b ïîñòðîèì íîâûé ïóòü P ′, ñîäåðæàùèé ðåáðà òîëüêî
èç P . Ñíîâà òàêîé ïóòü ìîæåò çàêîí÷èòñÿ òîëüêî ïðè âîçâðàùåíèè â b. Íî
òîãäà èç è P ′ ñîñòàâèì íîâûé ïóòü P1

P1 = P (a, b) ∪ P ′ ∪ P (b, a),

êîòîðûé âîçâðàùàåòñÿ â è ñîäåðæèò áîëüøå ðåáåð, ÷åì .
Åñëè P1 íå ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì öèêëîì, òî ýòî ïîñòðîåíèå ïîâòîðÿåòñÿ.

Êîãäà ïðîöåññ çàêîí÷èòñÿ, ýéëåðîâ öèêë áóäåò ïîñòðîåí.

Ïðåäñòàâèì èçëîæåííûé ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà â âèäå ñõå-
ìû àëãîðèòìà íà ¾ïñåâäîàëãîðèòìè÷åñêîì¿ ÿçûêå.

3.7.1 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà

Ãðàô õðàíèòñÿ â âèäå ñïèñêà èíöèäåíöèé.
ÑÏÈÑÎÊ[v] � ñïèñîê âåðøèí ãðàôà, ñìåæíûõ ñ âåðøèíîé v.
Ìåòîä
Íà÷èíàåì ñòðîèòü ïóòü ñ íà÷àëîì â v, ïðè÷åì âåðøèíû ýòîãî ïóòè

ïîìåùàþòñÿ â ñòåê ÏÓÒÜ, à ð¼áðà óäàëÿþòñÿ èç ãðàôà.
Ýòî ïðîäîëæàåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïóòü ìîæíî óäëèíèòü, âêëþ÷èâ

â íåãî íîâóþ âåðøèíó, ò.å. ÑÏÈÑÎÊ [v] 6= ∅. Ýòî ñëó÷èòñÿ òîëüêî ïî
äîñòèæåíèþ âåðøèíû v. Òåì ñàìûì èç ãðàôà óäàëåí öèêë, à âåðøèíû
ýòîãî öèêëà íàõîäÿòñÿ â ñòåêå ÏÓÒÜ. Âåðøèíà v ïåðåíîñèòñÿ òåïåðü èç
ñïèñêà ÏÓÒÜ â ñòåê ÖÈÊË. Ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ.

Àëãîðèòì
1: begin

2: CTEK: ÏÓÒÜ := ∅;
3: ÑÒÅÊ: ÖÈÊË := ∅;
4: v := ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà â ãðàôå;
5: ÏÓÒÜ := v; {Èíèöèàëèçàöèÿ}
6: while ÏÓÒÜ 6= ∅ do

7: begin

8: v := ÏÓÒÜ;
9: if ÑÏÈÑÎÊ[v] 6= ∅ then

10: begin

11: u := ÏÅÐÂÀß ÂÅÐØÈÍÀ ÑÏÈÑÊÀ ÑÏÈÑÎÊ [v];
12: ÏÓÒÜ := u;
13: ÑÏÈÑÎÊ[v] := ÑÏÈÑÎÊ[v] \ {u};
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14: ÑÏÈÑÎÊ[u] := ÑÏÈÑÎÊ[u] \ {v};
15: v := u
16: end

17: else

18: begin

19: v :=ÏÓÒÜ;
20: ÖÈÊË:= v
21: end

22: end

23: end

Îöåíèì âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà. Äëÿ ýòîãî îòìåòèì, ÷òî
êàæäîå ïîâòîðåíèå ãëàâíîãî öèêëà ëèáî ïîìåùàåò âåðøèíó â ñòåê ÏÓÒÜ
è óäàëÿåò ðåáðî èç ãðàôà, ëèáî ïåðåíîñèò âåðøèíó èç ñòåêà ÏÓÒÜ â ñòåê
ÖÈÊË. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî èòåðàöèé ýòîãî öèêëà � O(m), ãäå m �
÷èñëî ðåáåð. Â ñâîþ î÷åðåäü ÷èñëî øàãîâ â êàæäîì ïîâòîðå îãðàíè÷åíî
êîíñòàíòîé. Îáùàÿ ñëîæíîñòü àëãîðèòìà åñòü O(m).

Ïðèâåäåì ïðèìåð ïîñòðîåíèÿ ýéëåðîâà öèêëà ñ ïîìîùüþ îïèñàííîãî
àëãîðèòìà.

Ïðèìåð

Ïóñòü ãðàô èìååò ñëåäóþùèé âèä:

Ïîñòðîèì ñïèñêè ñìåæíîñòè âåðøèí äëÿ óêàçàííîãî ãðàôà:
ÑÏÈÑÎÊ [1]: 2, 3;
ÑÏÈÑÎÊ [2]: 1, 3, 7, 8;
ÑÏÈÑÎÊ [3]: 1, 2, 4, 5;
ÑÏÈÑÎÊ [4]: 3, 5;
ÑÏÈÑÎÊ [5]: 3, 4, 6, 8;
ÑÏÈÑÎÊ [6]: 5, 7, 8, 9;
ÑÏÈÑÎÊ [7]: 2, 6, 8, 9;
ÑÏÈÑÎÊ [8]: 2, 5, 6, 7;
ÑÏÈÑÎÊ [9]: 6,7.
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Âî âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà ñòåêè ÏÓÒÜ è ÖÈÊË èìåþò ñëåäóþùèé
âèä:

Ïðÿìîóãîëüíèêàìè â ñòåêå ÏÓÒÜ îáðàìëåíû âåðøèíû v, ïðè äîñòèæå-
íèè êîòîðûõ ÑÏÈÑÎÊ [v] = ∅. Òàêèå âåðøèíû íåìåäëåííî ïîìåùàþòñÿ â
ñòåê ÖÈÊË. Ïî èñ÷åðïàíèè ñïèñêà âñåõ âåðøèí (â íàøåì ïðèìåðå ïðè äî-
ñòèæåíèè ïîñëåäíåé âåðøèíû 8) âåðøèíû èç ñòåêà ÏÓÒÜ ïîñëåäîâàòåëüíî
âûòàëêèâàþòñÿ â ñòåê ÖÈÊË.

3.8 Ãàìèëüòîíîâû ïóòè è öèêëû

Ðàññìîòðèì òåïåðü çàäà÷ó ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà ñ òîé ëèøü ðàçíèöåé, ÷òî
íà ýòîò ðàç íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü ïóòè, ïðîõîäÿùèå â òî÷íîñòè îäèí ðàç
÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó (à íå êàæäîå ðåáðî) äàííîãî ãðàôà. Ýòà íåáîëü-
øàÿ, êàê ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ìîäèôèêàöèÿ ïðèâîäèò ê çíà÷èòåëüíîìó èç-
ìåíåíèþ õàðàêòåðà ïðîáëåìû.

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòîé ïóòü (öèêë) íàçûâàåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïó-
òåì (öèêëîì), åñëè îí ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ âåðøèíó ãðàôà.

Ñëîâî ¾ãàìèëüòîíîâ¿ â ýòèõ îïðåäåëåíèÿõ ñâÿçàíî ñ èìåíåì èçâåñòíî-
ãî èðëàíäñêîãî ìàòåìàòèêà Ó. Ãàìèëüòîíà, êîòîðûé â 1859 ã. ïðåäëîæèë
èãðó ¾Êðóãîñâåòíîå ïóòåøåñòâèå¿. Â ýòîé èãðå ìèð ïðåäñòàâëåí äîäåêàýä-
ðîì, êàæäîé âåðøèíå êîòîðîãî ïðèïèñàíî íàçâàíèå îäíîãî èç ãîðîäîâ ìè-
ðà. Òðåáóåòñÿ, ïåðåõîäÿ èç îäíîãî ãîðîäà â äðóãîé ïî ðåáðàì äîäåêàýäðà,
ïîñåòèòü êàæäûé ãîðîä â òî÷íîñòè îäèí ðàç è âåðíóòüñÿ â èñõîäíûé ãîðîä.

Áîëåå òîëñòûìè ëèíèÿìè íà ãðàôå äîäåêàýäðà âûäåëåí ãàìèëüòîíîâ ïóòü.
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Óêàæåì àíàëîãè÷íûì âûäåëåíèåì ãàìèëüòîíîâ ïóòü äëÿ ñëåäóþùåãî
ãðàôà:

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî â ñëåäóþùåì ãðàôå íå ñóùåñòâóåò
ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé:

Â îòëè÷èå îò ýéëåðîâûõ ïóòåé íå èçâåñòíî íè îäíîãî ïðîñòîãî íåîáõî-
äèìîãî è äîñòàòî÷íîãî óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ãàìèëüòîíîâûõ ïóòåé è
öèêëîâ, è ýòî íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî çàäà÷à � îäíà èç öåíòðàëüíûõ â òåîðèè
ãðàôîâ. Íå èçâåñòåí òàê æå àëãîðèòì, êîòîðûé ïðîâåðÿë áû ñóùåñòâî-
âàíèå ãàìèëüòîíîâà ïóòè â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå, èñïîëüçóÿ ÷èñëî øàãîâ,
îãðàíè÷åííîå ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîé n (÷èñëà âåðøèí â ãðàôå). Èìå-
þòñÿ âåñêèå îñíîâàíèÿ, íî íåò ìàòåìàòè÷åñêèõ äîêàçàòåëüñòâ òîãî, ÷òîáû
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî òàêîå ïîëîæåíèå âûçâàíî íå íàøèì íåçíàíèåì, à ñêîðåå
òåì ôàêòîì, ÷òî òàêîãî àëãîðèòìà íå ñóùåñòâóåò. Ïðîáëåìà ñóùåñòâîâà-
íèÿ ãàìèëüòîíîâà ïóòè ïðèíàäëåæèò ê êëàññó òàê íàçûâàåìûõ NP-ïîëíûõ
çàäà÷. Ýòî øèðîêèé êëàññ çàäà÷, âêëþ÷àþùèé çàäà÷è èç òåîðèè ãðàôîâ,
ëîãèêè, òåîðèè ÷èñåë, äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, íè äëÿ îäíîé èç êîòîðûõ
íå èçâåñòåí ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì (òî åñòü àëãîðèòì ñ ÷èñëîì øàãîâ,
îãðàíè÷åííûì ïîëèíîìîì îò ðàçìåðíîñòè çàäà÷è).

Â ïðèìåíåíèÿõ ãðàôîâ ê èãðàì âåðøèíû ñîîòâåòñòâóþò ðàçëè÷íûì ïî-
çèöèÿì. Ñóùåñòâîâàíèå ãàìèëüòîíîâà öèêëà ðàâíîñèëüíî ñóùåñòâîâàíèþ
öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè õîäîâ, ñîäåðæàùåé êàæäóþ ïîçèöèþ ïî
îäíîìó ðàçó. (Ïðèìåð � çàäà÷à î øàõìàòíîì êîíå: ìîæíî ëè, íà÷èíàÿ ñ
ïðîèçâîëüíîãî ïîëÿ äîñêè, õîäèòü êîíåì òàê, ÷òîáû ïðîéòè ÷åðåç âñå ïîëÿ
è âåðíóòüñÿ â èñõîäíîå.)

Âûâåäåì íåêîòîðûå óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî ãà-
ìèëüòîíîâ öèêë ñóùåñòâóåò. Ýòè ðàññìîòðåíèÿ òåñíî ñâÿçàíû ñî ñâîéñòâà-
ìè ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòûõ ïóòåé.

Ïóñòü S =< a0, a1, . . . , ak > � íåêîòîðûé ïðîñòîé ïóòü äëèíû k â
ãðàôå G =< V, E >.
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Îïðåäåëèì ïîäãðàô G0 =< {a0, . . . , ak}, E′ >=< S, E′ > .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî S èìååò òèï öèêëà, åñëè ïîäãðàô G0 =< S, E′ > ,

E′ ⊆ E : ({u, v} ∈ E′ ⇔ u, v ∈ S, {u, v} ∈ E) èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî S ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì ïóòåì

â G0.
Ïóñòü (a0, ai) ∈ E′ � íåêîòîðîå ðåáðî â ãðàôå G0. Åñëè ñóùåñòâóåò

òàêæå ðåáðî (ak, ai−1), òî â G0 áóäåò ãàìèëüòîíîâ öèêë, à èìåííî (a0, ai)∪
S(ai, ak) ∪ (ak, ai−1) ∪ S(ai−1, a0).

Åñëè, îäíàêî, ρ0(ak) > k − ρ0(a0), ãäå ρ0(a0) è ρ0(ak) ñòåïåíè âåðøèí
a0 è ak â ãðàôå G0, òî ÿñíî, ÷òî õîòÿ áû äëÿ îäíîãî ðåáðà (a0, ai) äîëæíî
ñóùåñòâîâàòü ñîîòâåòñòâóþùåå ðåáðî (ak, ai−1). Ïîýòîìó åñëè ρ0(a0) +
ρ0(ak) ≥ k + 1, òî ïðîñòîé ïóòü S áóäåò èìåòü òèï öèêëà.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïðîñòîé ïóòü � ïîëíûé, åñëè åãî íåëüçÿ ïðîäîë-
æèòü ïðè ïîìîùè äîáàâëåíèÿ ðåáåð ê êàêîìó-íèáóäü èç êîíöîâ. Òîãäà
âñå ðåáðà îò a0 è îò ak äîëæíû èäòè ê âåðøèíàì ãðàôà G0, òàê ÷òî
ρ(a0) = ρ0(a0), ρ(ak) = ρ0(ak).

Ýòî äàåò ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 3.13. Ïîëíûé ïðîñòîé ïóòü äëèíû k èìååò òèï öèêëà, åñëè

ρ(a0) + ρ(ak) ≥ k + 1.

Òåîðåìà 3.14. Ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé ïóòü â ñâÿçíîì ãðàôå ìîæåò
èìåòü òèï öèêëà òîëüêî òîãäà, êîãäà ãðàô èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1). Åñëè G èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë, òî ìàêñèìàëüíûé
ïðîñòîé ïóòü äëèíû n− 1 èìååò òèï öèêëà.

2). Åñëè ïîäãðàô G0, ñîîòâåòñòâóþùèé ìàêñèìàëüíîìó ïðîñòîìó ïóòè
èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë, íî G0 íå ñîñòàâëÿåò âñåãî ãðàôà, òî èç-çà ñâÿçíî-
ñòè G ñóùåñòâóåò íåêîòîðîå ðåáðî (ai, b), â êîòîðîì b íå ïðèíàäëåæèò G0.
Ýòî, îäíàêî, íåâîçìîæíî òàê êàê òîãäà íàøåëñÿ áû ïðîñòîé ïóòü, êîòîðûé
áûë áû äëèííåå äàííîãî ïðîñòîãî ïóòè S.
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Èç äâóõ äîêàçàííûõ óòâåðæäåíèé ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.15. Â ñâÿçíîì ãðàôå ëèáî èìååòñÿ ãàìèëüòîíîâ öèêë, ëèáî
äëèíà åãî ìàêñèìàëüíûõ ïðîñòûõ ïóòåé óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

k ≥ ρ(a0) + ρ(ak).

Èç ïîñëåäíåãî óñëîâèÿ âûòåêàåò, ÷òî k ≥ min(ρ(a0) + ρ(ak)) äëÿ âñåõ
ïàð âåðøèí a0 è ak, ïðè÷åì ìîæíî äàæå îãðàíè÷èòüñÿ òåìè ïàðàìè, äëÿ
êîòîðûõ íåò ðåáðà (a0, ai) Îòñþäà ñëåäóåò

Òåîðåìà 3.16. Â ãðàôå áåç ãàìèëüòîíîâûõ öèêëîâ äëèíà åãî ìàêñèìàëü-
íûõ ïðîñòûõ ïóòåé k óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó k ≥ ρ1 + ρ2, ãäå ρ1 è
ρ2 � äâå íàèìåíüøèå ñòåïåíè âåðøèí.

Â òåîðåìå 3.16 ìîæíî íå ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ãðàô ñâÿçåí.
Îòìåòèì åùå, ÷òî â ãðàôå ñ n âåðøèíàìè ìàêñèìàëüíûé ïðîñòîé ïóòü

èìååò äëèíó, íå ïðåâûøàþùóþ n− 1.
Êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé ïðèâåäåííûõ ðåçóëüòàòîâ ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ

òåîðåìà.

Òåîðåìà 3.17. Åñëè â ãðàôå G ñ n âåðøèíàìè äëÿ ëþáîé ïàðû âåðøèí a0

è ak èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå ρ(a0) + ρ(ak) ≥ n − 1, òî ãðàô G èìååò
ãàìèëüòîíîâ ïóòü.

Åñëè ρ(a0) + ρ(ak) ≥ n, òî G èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë.

Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò ðåçóëüòàò Äèðàêà î òîì, ÷òî ãðàô ñ n âåð-

øèíàìè èìååò ãàìèëüòîíîâ öèêë, åñëè äëÿ êàæäîé åãî âåðøèíû ρ(a) ≥ 1

2
n.

Îïðåäåëåíèå. Áóäåì íàçûâàòü íåîðèåíòèðîâàííûé ïðîñòîé ãðàô k-
ñâÿçíûì, åñëè íàèìåíüøåå ÷èñëî âåðøèí, óäàëåíèå êîòîðûõ ïðèâîäèò ê
íåñâÿçíîìó èëè îäíîâåðøèííîìó ãðàôó, ðàâíî k.

Ñëó÷àè, êîãäà k = 2 èëè k = 3 â òåîðèè ãðàôîâ èìåþò îñîáóþ ðîëü. Òà-
êèå ãðàôû ôèãóðèðóþò âî ìíîãèõ òåîðåòè÷åñêèõ è ïðèêëàäíûõ âîïðîñàõ,
â ÷àñòíîñòè ðÿä çàäà÷ äîñòàòî÷íî óìåòü ðåøàòü äëÿ 2-ñâÿçíûõ êîìïîíåíò;
êðîìå òîãî, ïðè k = 3 è, îñîáåííî ïðè k = 2 óäàåòñÿ äàòü äîñòàòî÷íî
îáîçðèìîå îïèñàíèå ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàôîâ.

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà íåêîòîðûå ïðîñòûå ñâîéñòâà 2-ñâÿçíûõ ãðàôîâ,
âûòåêàþùèå íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ:
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1. Ñòåïåíè âåðøèí äâóñâÿçíîãî ãðàôà áîëüøå åäèíèöû.

2. Åñëè ãðàôû G1 è G2 2-ñâÿçíû è èìåþò íå ìåíåå äâóõ îáùèõ âåðøèí,
òî ãðàô G1 ∪G2 òàêæå 2-ñâÿçåí.

3. Íàçîâåìòî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà òàêóþ åãî âåðøèíó, óäàëåíèå êîòî-
ðîé ïðèâîäèò ê ãðàôó ñ áîëüøèì ÷èñëîì êîìïîíåíò ñâÿçíîñòè; åñëè
âåðøèíà v ãðàôà íå ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ñî÷ëåíåíèÿ ãðàôà, òî ëþáûå
äâå åãî âåðøèíû ñîåäèíåíû ïóòåì, íå ñîäåðæàùèì v; â ÷àñòíîñòè, â
2-ñâÿçíîì ãðàôå äëÿ ëþáûõ òðåõ íåñîâïàäàþùèõ âåðøèí a, b, v èìå-
åòñÿ ïóòü èç âåðøèíû a â âåðøèíó b, íå ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó v.

Áóäåì â äàëüíåéøåì ãðàôû, èìåþùèå ãàìèëüòîíîâ öèêë, íàçûâàòü ãà-
ìèëüòîíîâûìè. Ãàìèëüòîíîâ ãðàô äîëæåí áûòü äâóñâÿçíûì. Îäíàêî ïðè-
ìåð ãðàôà, ïðåäñòàâëåííûé íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå, ïîêàçûâàåò, ÷òî äëÿ
ãàìèëüòîíîâîñòè ãðàôà äâóñâÿçíîñòè íåäîñòàòî÷íî.

Ðèñ. 3.6

Îïðåäåëåíèå. Ëþáîé ãðàô, ñîäåðæàùèé äâå âåðøèíû ñòåïåíè 3, ñî-
åäèíåííûõ òðåìÿ ïðîñòûìè ïîïàðíî íåïåðåñåêàþùèìèñÿ ïóòÿìè äëèíû
íå ìåíåå äâóõ, íàçûâàåòñÿ òýòà-ãðàôîì. Ïðèìåð òýòà-ãðàôà ïðèâåäåí íà
ðèñ. 3.6.

Äàëåå áóäåò äîêàçàíà òåîðåìà î òîì, ÷òî êàæäûé íåãàìèëüòîíîâ äâó-
ñâÿçíûé ãðàô ñîäåðæèò òýòà-ïîäãðàô. Íî ïðåæäå ÷åì ïåðåõîäèòü ê äîêà-
çàòåëüñòâó ýòîãî ðåçóëüòàòà, îñòàíîâèìñÿ íà íåîáõîäèìîì äëÿ íåãî óòâåð-
æäåíèè îòíîñèòåëüíî äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ, ïðåäñòàâëÿþùåì è ñàìîñòîÿ-
òåëüíûé èíòåðåñ.

Òåîðåìà 3.18. Ïóñòü G =< V, E > � ñâÿçíûé ãðàô è êîëè÷åñòâî åãî
âåðøèí |V | > 2. Òîãäà ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ýêâèâàëåíòíû:

1. Ãðàô 2-ñâÿçåí.

2. Ëþáûå äâå âåðøèíû ãðàôà ïðèíàäëåæàò ïðîñòîìó öèêëó.

3. Ëþáàÿ âåðøèíà è ëþáîå ðåáðî ïðèíàäëåæàò ïðîñòîìó öèêëó.



3.8. ÃÀÌÈËÜÒÎÍÎÂÛ ÏÓÒÈ È ÖÈÊËÛ 113

4. Ëþáûå äâà ðåáðà ïðèíàäëåæàò ïðîñòîìó öèêëó.

5. Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí a è b è ëþáîãî ðåáðà e ñóùåñòâóåò ïðîñòîé
(a, b)-ïóòü (ïóòü ñ íà÷àëüíîé âåðøèíîé a è êîíå÷íîé âåðøèíîé b),
ñîäåðæàùèé e;

6. Äëÿ ëþáûõ òðåõ âåðøèí a, b, c ñóùåñòâóåò ïðîñòîé (a, b)-ïóòü,
ïðîõîäÿùèé ÷åðåç .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1⇒ 2. Ïóñòü a è b � äâå âåðøèíû ãðàôà G. Ðàññìîòðèì
ìíîæåñòâî âñåõ ïðîñòûõ öèêëîâ ãðàôà G, ñîäåðæàùèõ âåðøèíó a. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç U ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí, âõîäÿùèõ â ýòè öèêëû. ßñíî, ÷òî
U 6= ∅. Äåéñòâèòåëüíî, ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé a, ìîæíî ïîëó÷èòü,
îáúåäèíèâ äâà ðåáðà (a, x) è (a, y) (x 6= y) è ïðîñòîé (x, y)-ïóòü, íå ïðî-
õîäÿùèé ÷åðåç a (ñóùåñòâóþùèé ñîãëàñíî ñâîéñòâó 3 äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî b 6= U , è ïîëîæèì U = V \U . Ïîñêîëüêó ãðàô G ñâÿçåí,
òî â íåì íàéäåòñÿ òàêîå ðåáðî (x, t), ÷òî x ∈ U, t ∈ U (ðèñ. 3.7). Ïóñòü
S � ïðîñòîé öèêë, ñîäåðæàùèé a è x. Òàê êàê G-äâóñâÿçíûé ãðàô, òî â
íåì èìååòñÿ ïðîñòîé (a, t)-ïóòü P , íå ñîäåðæàùèé x. Ïóñòü v � ïåðâàÿ,
ñ÷èòàÿ îò t, âåðøèíà, âõîäÿùàÿ â S, ò.å. (t, v)-ïîäïóòü ïóòè P íå èìååò
ñ S îáùèõ âåðøèí, îòëè÷íûõ îò v. Òåïåðü ëåãêî ïîñòðîèòü ïðîñòîé öèêë,
ñîäåðæàùèé v è t. Îí ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì (v, z)- ïóòè, ïðîõîäÿùåãî
÷åðåç a è ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòüþ S, ñ ðåáðîì (z, t) è (t, v)-÷àñòüþ ïóòè P
(íà ðèñ. 3.7 ýòîò öèêë ïîêàçàí ïóíêòèðíîé ëèíèåé). Ñëåäîâàòåëüíî, t ∈ U ,
íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó ðåáðà (x, t). Òàêèì îáðàçîì, U = ∅, ò.å. a è b
ïðèíàäëåæàò îäíîìó îáùåìó ïðîñòîìó öèêëó.

Ðèñ. 3.7
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2⇒ 3. Ïóñòü a � âåðøèíà è (x, t) � ðåáðî ãðàôà. Ïî óñëîâèþ G cîäåð-
æèò öèêë S, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû a è x. Íå òåðÿÿ îáùíîñòè áóäåì
ñ÷èòàòü, ÷òî ðåáðî (x, t) /∈ S. Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî S ïðîõîäèò
÷åðåç âåðøèíó t, òî òðåáóåìûé öèêë ñòðîèòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì. Ïóñòü
S íå ïðîõîäèò ÷åðåç âåðøèíó t. Òîãäà ðàññìîòðèì ïðîñòîé öèêë, ïðîõî-
äÿùèé ÷åðåç âåðøèíû t è a. Òàêîé öèêë, ïî óñëîâèþ, ñóùåñòâóåò. ×àñòüþ
ýòîãî öèêëà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòîé ïóòü P , ñîåäèíÿþùèé t ñ íåêîòîðîé âåðøè-
íîé v ∈ S. Ïóòü P ìîæíî âûáðàòü òàê, ÷òîáû ïóòè P è S ïåðåñåêàëèñü
òîëüêî â âåðøèíå v. Èñêîìûé öèêë ñòðîèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê â ïðåäû-
äóùåì ïóíêòå.

3⇒ 4. Ïóñòü (a, b) è (t, z) � äâà ðåáðà ãðàôà G. Ïî óñëîâèþ G èìååò
ïðîñòûå öèêëû S è S′, ïåðâûé èç êîòîðûõ ñîäåðæèò ðåáðî (a, b) è âåðøèíó
z, à âòîðîé � (a, b) è t. Äàëåå èñêîìûé öèêë ñòðîèòñÿ òî÷íî òàê æå, êàê
â ïðåäûäóùèõ ïóíêòàõ.

4 ⇒ 5. Ïóñòü a è b � âåðøèíû ãðàôà G, è (t, z) � åãî ðåáðî. Áóäó÷è
ñâÿçíûì, ãðàô G ñîäåðæèò ïðîñòîé ïóòü P = (a, x, . . . , b). Ñîãëàñíî
óòâåðæäåíèþ 4, â ãðàôå G åñòü ïðîñòîé öèêë S, ñîäåðæàùèé ðåáðà (a, x)
è (t, z). Ëåãêî âèäåòü, ÷òî â îáúåäèíåíèè S ∪ P èìååòñÿ òðåáóåìûé ïóòü.

5 ⇒ 6. Ïóñòü a, b, c � âåðøèíû ãðàôà G, (c, d) � åãî ðåáðî. Ïî óñëî-
âèþ â ãðàôå èìååòñÿ ïðîñòîé (a, b) � ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç (c, d), è
ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàùèé c.

6⇒ 1. Ïóñòü v � âåðøèíà ãðàôà G. Ïîêàæåì, ÷òî ãðàô G ñ óäàëåííîé
âåðøèíîé v (ãðàô G\{v}) � ñâÿçåí, ò.å. ëþáàÿ ïàðà a, b åãî âåðøèí ñîåäè-
íåíà ïóòåì. Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 6 â ãðàôå G èìååòñÿ
ïðîñòîé (v, b)-ïóòü, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíó a. Ýòîò ïóòü ñîäåðæèò
(a, b)-ïîäïóòü, êîòîðûé, î÷åâèäíî, íå ïðîõîäèò ÷åðåç v è, ñëåäîâàòåëüíî,
ÿâëÿåòñÿ (a, b)-ïóòåì è â ãðàôå G \ {v}.

Òåîðåìà 3.19. Êàæäûé íåãàìèëüòîíîâ äâóñâÿçíûé ãðàô ñîäåðæèò òýòà-
ïîäãðàô.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü G =< V, E > � íåãàìèëüòîíîâ äâóñâÿçíûé ãðàô
è C � ïðîñòîé öèêë ìàêñèìàëüíîé äëèíû â ýòîì ãðàôå. Ïî óñëîâèþ òåî-
ðåìû ìíîæåñòâî S âåðøèí ãðàôà G, íå ïðèíàäëåæàùèõ öèêëó S, íåïóñòî.
Êàê ïîäòâåðæäàåò ïðÿìàÿ ïðîâåðêà, ñðåäè äâóñâÿçíûõ ãðàôîâ, ïîðÿäîê
êîòîðûõ ìåíüøå ïÿòè, íåò íåãàìèëüòîíîâûõ, ïîýòîìó |V | ≥ 5. Èç äâóñâÿç-
íîñòè ãðàôà è òåîðåìû 3.18 ñëåäóåò, ÷òî êîëè÷åñòâî âåðøèí â öèêëå C íå
ìåíåå ÷åòûðåõ.

Ïóñòü (x, v) � òàêîå ðåáðî ãðàôà G, ÷òî x ∈ C, v ∈ S, a è b � âåðøèíû
öèêëà C, ñìåæíûå ñ x (ñì. ðèñ. 3.8). Ïîñêîëüêó � ìàêñèìàëüíûé öèêë, òî
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âåðøèíà v íå ñìåæíà íè ñ a, íè ñ b (èíà÷å ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü áîëü-
øèé öèêë). Ðàññìîòðèì òåïåðü ãðàô G\{x}, êîòîðûé, î÷åâèäíî, ñâÿçåí. Â
ýòîì ãðàôå äëÿ êàæäîé âåðøèíû y ∈ C, èìååòñÿ (v, y)-ïóòü. Âûáåðåì èõ
ýòèõ ïóòåé êðàò÷àéøèé (v, y∗)-ïóòü P ∗. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî C � ìàêñèìàëüíûé
öèêë, èìååì y∗ 6= a, y∗ 6= b. Êðîìå òîãî, P ∗ íå ñîäåðæèò âåðøèí öèêëà C,
îòëè÷íûõ îò y∗, òàê êàê èíà÷å ìîæíî áûëî áû ïîñòðîèòü áîëåå êîðîòêóþ
öåïü. Îáúåäèíèâ öèêë è ïóòü P ∗, ïîëó÷èì èñêîìûé òýòà-ïîäãðàô.

Ðèñ. 3.8

Îïðåäåëåíèå. Ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ãðàôà áóäåì íàçû-
âàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñòåïåíåé åãî âåðøèí.

Òåîðåìà 3.20. Ãðàô ñî ñòåïåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ d1 ≤ d2 ≤ . . . ≤
dn ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíîâûì, åñëè äëÿ âñÿêîãî k, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðà-

âåíñòâàì 1 ≤ k < n

2
, èñòèííà èìïëèêàöèÿ

(dk ≤ k)⇒ (dn−k ≥ n− k).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû çäåñü íå ïðèâîäèòñÿ.

Â ðàäèîýëåêòðîíèêå è ìèêðîýëåêòðîíèêå, â çàäà÷àõ ïðîåêòèðîâàíèÿ
æåëåçíîäîðîæíûõ è äðóãèõ ïóòåé, ãäå íåæåëàòåëüíû ïðåñå÷åíèÿ è ïåðååç-
äû, âîçíèêàåò ïîíÿòèå ïëîñêîãî ãðàôà. Ïëîñêèì ãðàôîì íàçûâàåòñÿ ãðàô,
âåðøèíû êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ïëîñêîñòè, à ðåáðà � íåïðåðûâíûìè
ïëîñêèìè ëèíèÿìè áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñîåäèíÿþùèìè ñîîòâåòñòâóþùèå
âåðøèíû òàê, ÷òî íèêàêèå äâà ðåáðà íå èìåþò îáùèõ òî÷åê, êðîìå èíöè-
äåíòíîé èì îáîèì âåðøèíû. Ëþáîé ãðàô, èçîìîðôíûé ïëîñêîìó ãðàôó,
íàçûâàåòñÿ ïëàíàðíûì ãðàôîì.
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Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà � îäèí èç íàèáîëåå ñèëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, êàñàþ-
ùèõñÿ ãàìèëüòîíîâûõ ãðàôîâ.

Òåîðåìà 3.21. Âñÿêèé 4-ñâÿçíûé ïëàíàðíûé ãðàô ÿâëÿåòñÿ ãàìèëüòîíî-
âûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåñüìà ñëîæíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé òåîðåìû çäåñü íå
ïðèâîäèòñÿ.

Ïóñòü G =< V, E > � ñâÿçíûé ãðàô, u, v � äâå åãî íåñîâïàäàþùèå âåð-
øèíû. Äëèíà êðàò÷àéøåãî (u, v)-ïóòè (îí, åñòåñòâåííî, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì
ïóòåì) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåðøèíàìè u è v è îáîçíà÷àåò-
ñÿ ÷åðåç d(u, v). Ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó âåðøèíàìè â ñâÿçíîì ãðàôå
ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü k-óþ ñòåïåíü ãðàôà. Ïóñòü G � ñâÿçíûé ãðàô, k
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ãðàô Gk èìååò òî æå ìíîæåñòâî âåðøèí, ÷òî è G,
íåñîâïàäàþùèå âåðøèíû u è v ñìåæíû â ãðàôå Gk òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà äëÿ ãðàôà G âåðíî íåðàâåíñòâî d(u, v) ≤ k. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè
k ≥ |V | − 1, òî Gk � ïîëíûé ãðàô.

Èíòóèòèâíî ÿñíî, ÷òî åñëè ãðàô ïîðÿäêà n = |V | ≥ 3 ñâÿçåí, òî ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k ãðàô Gk ãàìèëüòîíîâ. Ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà
äâå òåîðåìû, êàñàþùèåñÿ ãàìèëüòîíîâîñòè ñòåïåíåé ãðàôà.

Òåîðåìà 3.22. Åñëè ãðàô G ïîðÿäêà n = |V | ≥ 3 ñâÿçåí, òî G3 � ãàìèëü-
òîíîâ ãðàô.

Òåîðåìà 3.23. Åñëè G � äâóñâÿçíûé ãðàô ïîðÿäêà n = |V | ≥ 3, òî G2 �
ãàìèëüòîíîâ ãðàô.

3.9 Íàõîæäåíèå êðàò÷àéøèõ ïóòåé â ãðàôå

Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îðèåíòèðîâàííûå ãðàôû
G =< V, E >, ðåáðàì êîòîðûõ ïðèïèñàíû âåñà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî êàæ-
äîìó ðåáðó < u, v >∈ E ïîñòàâëåíî â ñîîòâåòñòâèå âåùåñòâåííîå ÷èñëî
c(u, v), íàçûâàåìîå âåñîì äàííîãî ðåáðà. Ïîëàãàåì, ÷òî (u, v) = ∞, åñëè
< u, v >/∈ E.

Åñëè S =< v0, v1, . . . , vp > � ïóòü â G, òî åãî äëèíà îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ñóììà

p∑
i=1

c(vi−1, vi).
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(Îòìåòèì, ÷òî åñëè â ïðîèçâîëüíîì ãðàôå ìû ïðèìåì âåñ êàæäîãî ðåáðà
ðàâíûì åäèíèöå, òî ïîëó÷èì îáû÷íîå îïðåäåëåíèå äëèíû ïóòè êàê ÷èñëà
ðåáåð).

Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü íàõîæäåíèå êðàò÷àéøåãî ïóòè ìåæäó ôèêñè-
ðîâàííûìè âåðøèíàìè v, t ∈ V . Äëèíó òàêîãî êðàò÷àéøåãî ïóòè d(v, t) è
áóäåì íàçûâàòü ðàññòîÿíèåì îò v äî t. Îòìåòèì, ÷òî åñëè êàæäûé öèêë íà-
øåãî ãðàôà èìååò ïîëîæèòåëüíóþ äëèíó, òî êðàò÷àéøèé ïóòü áóäåò âñåãäà
ïðîñòûì.

Âî ìíîãèõ ïðèëîæåíèÿõ äîñòàòî÷íî íàõîäèòü êðàò÷àéøèå ïóòè ìåæ-
äó äâóìÿ êîíêðåòíûìè âåðøèíàìè, îäíàêî, íåèçâåñòåí àëãîðèòì, êîòîðûé
ðåøàë áû ýòó çàäà÷ó ýôôåêòèâíåå (â õóäøåì ñëó÷àå), ÷åì ëó÷øèé èç èç-
âåñòíûõ àëãîðèòìîâ äëÿ íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ðàññòîÿíèé îò îäíîé âåð-
øèíû v0, íàçûâàåìîé èñòî÷íèêîì, äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí.

Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ êðàò÷àéøèõ ïóòåé îò îäíîãî èñòî÷íèêà ðåøàåòñÿ
äëÿ òðåõ ñëó÷àåâ.

1. Îðèåíòèðîâàííûé ãðàô áåç öèêëîâ ñ îòðèöàòåëüíîé äëèíîé (ñëîæ-
íîñòü àëãîðèòìà � O(n3), ãäå n � ÷èñëî âåðøèí).

2. Âåñà âñåõ ðåáåð íåîòðèöàòåëüíû (ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � O(n2)).

3. Ãðàô áåç öèêëîâ (ñëîæíîñòü àëãîðèòìà � O(n2)).

3.9.1 Àëãîðèòì íàõîæäåíèÿ ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà
äî âñåõ îñòàëüíûõ âåðøèí â îðèåíòèðîâàííîì
ãðàôå ñ íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ð¼áåð

Èñõîäíûå äàííûå: G =< V, E > � îðèåíòèðîâàííûé, ñâÿçíûé, êîíå÷íûé
ãðàô c íåîòðèöàòåëüíûìè âåñàìè ðåáåð.

v0 � èñòî÷íèê, v0 ∈ V .
C = ||c(u, v)||; u, ; v ∈ V ; c(u, v) ≥ 0 � ìàòðèöà âåñîâ ðåáåð.
Ðåçóëüòàò: ðàññòîÿíèÿ îò èñòî÷íèêà äî âñåõ âåðøèí ãðàôàD[v] = d(v0, v),

v ∈ V .
Ìåòîä. Ñòðîèì òàêîå ïîäìíîæåñòâî S ìíîæåñòâà âåðøèí ãðàôà, S ⊆ V ,

÷òî êðàò÷àéøèé ïóòü èç èñòî÷íèêà â êàæäóþ âåðøèíó v ∈ S öåëèêîì
ëåæèò â S.
S := {v0};
D[v] := c(v0, v);
D[v0] := 0;
while V 6= S do
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begin

âûáðàòü âåðøèíó u ∈ V \ S, äëÿ êîòîðîé D(u) = min
v∈V

D(v);

S := S ∪ {u};
äëÿ âñåõ v ∈ V \ S D[v] := min(D[v], D[v] + C[u, v])
end

×òîáû ïîêàçàòü êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà, íàäî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî
ðàçìåðó ìíîæåñòâà S, ÷òî äëÿ êàæäîé âåðøèíû v ∈ S ÷èñëî D[v] ðàâíî
äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç v0 â v. Áîëåå òîãî, äëÿ âñåõ v ∈ V \ S ÷èñëî
D[v] ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç v0 â v, ëåæàùåãî öåëèêîì (åñëè íå
ñ÷èòàòü ñàìó âåðøèíó v) â S.

Áàçèñ èíäóêöèè. Ïóñòü |S| = 1. Êðàò÷àéøèé ïóòü èç v0 â ñåáÿ èìååò
äëèíó 0, à ïóòü èç v0 â v, ëåæàùèé öåëèêîì (èñêëþ÷àÿ v) â S, ñîñòîèò èç
åäèíñòâåííîãî ðåáðà < v0, v >.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü u � óçåë äëÿ êîòîðîãî D(u) = min
v∈V

D(v).

Åñëè ÷èñëî D[u] íå ðàâíî äëèíå êðàò÷àéøåãî ïóòè èç v0 â u, òî äîë-
æåí áûòü áîëåå êîðîòêèé ïóòü P . Ýòîò ïóòü äîëæåí ñîäåðæàòü âåðøèíó,
îòëè÷íóþ îò u è íå ïðèíàäëåæàùóþ S. Ïóñòü v � ïåðâàÿ òàêàÿ âåðøèíà
íà ïóòè P èç âåðøèíû v0 â âåðøèíó u (ñìîòðèòå ðèñ. 3.9).

Íî òîãäà ðàññòîÿíèå îò v0 äî v ìåíüøå D[u], à êðàò÷àéøèé ïóòü â
âåðøèíó v, öåëèêîì (èñêëþ÷àÿ ñàì óçåë v) ëåæèò â S. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî
ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè, D[v] < D[u] â ìîìåíò âûáîðà u; òàêèì îáðàçîì,
ìû ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ. Îòñþäà çàêëþ÷àåì, ÷òî òàêîãî ïóòè P íåò è
D[u] � äëèíà êðàò÷àéøåãî ïóòè èç v0 â u.

Ðèñ. 3.9

Âòîðîå óòâåðæäåíèå (î òîì, ÷òîD[u] îñòàåòñÿ êîððåêòíûì) î÷åâèäíî ââèäó
ïîñëåäíåãî îïåðàòîðà ïðèñâàèâàíèÿ â àëãîðèòìå.
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3.10 Ìàêñèìàëüíûé ïîòîê â ñåòè

Ïîä ñåòüþ áóäåì ïîíèìàòü ïàðó S =< G, c >, ãäå G =< V, E > � ïðîèç-
âîëüíûé îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, à c : E → R�ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ êàæäîìó
ðåáðó < u, v > ñòàâèò â ñîîòâåòñòâèå íåîòðèöàòåëüíîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî
(u, v), íàçûâàåìîå ïðîïóñêíîé ñïîñîáíîñòüþ ðåáðà.

Åñëè äëÿ f : E → R f(u, v) ìû èíòåðïðåòèðóåì êàê ïîòîê èç u â v, òî
âåëè÷èíà Df (v),

Df (v) =
∑

u:<v, u>∈E
f(v, u)−

∑
u:<u, v>∈E

f(u, v),

îïðåäåëÿåò ¾êîëè÷åñòâî ïîòîêà¿, âûõîäÿùåãî èç âåðøèíû v.
Åñëè Df (v) > 0, òî âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ èñòî÷íèêîì, åñëè Df (v) < 0,

òî âåðøèíà v íàçûâàåòñÿ ñòîêîì. Äëÿ áîëüøèíñòâà âåðøèí Df (v) > 0.
Âûäåëèì â íàøåé ñåòè äâå âåðøèíû � èñòî÷íèê s è ñòîê t. Ïîä ïîòîêîì

èç âåðøèíû s â âåðøèíó t â ñåòè S áóäåì ïîíèìàòü ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ
f : E → R, äëÿ êîòîðîé âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:

1. 0 ≤ f(u, v) ≤ c(u, v) äëÿ âñåõ ð¼áåð < u, v >∈ E;

2. Df (v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ V \ {s, t}.

Âåëè÷èíó W (f) = Df (s) áóäåì íàçûâàòü âåëè÷èíîé ïîòîêà.
Òàêîé ïîòîê ìîæåò îïèñûâàòü, íàïðèìåð, ïîâåäåíèå ãàçà èëè æèäêî-

ñòè â òðóáîïðîâîäå, ïîòîêè àâòîìîáèëåé, äâèæåíèå ïî æåëåçíîé äîðîãå,
ïåðåäà÷ó èíôîðìàöèè â èíôîðìàöèîííîé ñåòè.

Ìû áóäåì èíòåðåñîâàòüñÿ íàõîæäåíèåì ìàêñèìàëüíîãî ïîòîêà â ñåòè.
Ïîä ðàçðåçîì () ñåòè S, ñîîòâåòñòâóþùèì ïîäìíîæåñòâóA ⊆ V (A 6= ∅,

A 6= V ) ìû ïîíèìàåì ìíîæåñòâî ðåáåð < u, v >∈ E, òàêèõ, ÷òî u ∈ A,
v ∈ V \A, ò.å. P (A) = E ∩ (A× (V \A)).

Ðàçðåç � ýòî ëèíèÿ èëè ìíîæåñòâî ëèíèé, êîòîðûå ïîëíîñòüþ ðàçäå-
ëÿþò èñòî÷íèê è ñòîê.
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Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà f â ñåòè S ïîòîê ÷åðåç ðàçðåç P (A) îïðåäå-
ëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì:

f(A, V \A) =
∑

e=<u, v>∈P (A)

f(u, v).

Ëåììà 3.24. Åñëè s ∈ A è t ∈ V \A, òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà f èç s
â t èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

W (f) = f(A, V \A)− f(V \A,A)

Â îáùåì âèäå ëåììà ãîâîðèò, ÷òî îáùåå êîëè÷åñòâî ïîòîêà ìîæíî èç-
ìåðèòü â ïðîèçâîëüíîì ðàçðåçå, îòäåëÿþùåì s îò t.

Â ÷àñòíîñòè, åñëè A = V \ {t}, ïîëó÷àåì â ýòîì ñëó÷àå èç ëåììû:

Df (s) = W (f) = f(V \ {t}, {t})− f({t}, V \ {t}) =

= −(f({t}, V \ {t})− f(V \ {t}, {t})) = −Df (t),

÷òî âûðàæàåò èíòóèòèâíî ïîíÿòíûé ôàêò: â ñòîê âõîäèò â òî÷íîñòè òàêîå
êîëè÷åñòâî ïîòîêà, êàêîå âûõîäèò èç èñòî÷íèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîñóììèðóåì óðàâíåíèÿ Df (v) = 0 äëÿ âñåõ v ∈ A.
Ýòà ñóììà ñîñòîèò èç íåêîòîðîãî êîëè÷åñòâà ñëàãàåìûõ f(u, v) ñî çíàêîì
+ èëè −, ïðè÷åì õîòÿ áû îäíà èç âåðøèí ïðèíàäëåæèò . Åñëè îáå âåðøèíû
ïðèíàäëåæàò , òî f(u, v) ïîÿâëÿåòñÿ ñî çíàêîì ïëþñ â Df (u) è ñî çíàêîì
ìèíóñ â Df (v), ÷òî â ñóììå äàåò 0.

Êàæäîå èç ñëàãàåìûõ f(u, v), u ∈ A ïîÿâëÿåòñÿ â òî÷íîñòè îäèí ðàç
ñî çíàêîì ïëþñ â Df (u), ÷òî â ñóììå äàåò f(A, V \ A). Àíàëîãè÷íûå ñëà-
ãàåìûå f(u, v), u ∈ V \ A, v ∈ A, îòâå÷àþò çà ñëàãàåìîå f(V \ A, A) Ñ
äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà ðàâíà Df (s) = W (f), èáî Df (s) = 0 äëÿ êàæäîãî
v ∈ A \ {s}.

Îïðåäåëèì ïðîïóñêíóþ ñïîñîáíîñòü ðàçðåçà P (A) ñëåäóþùèì ñïîñî-
áîì:

C(A, V \A) =
∑

e=<u, v>∈P (A)

c(u, v).

Ïîä ìèíèìàëüíûì ðàçðåçîì, ðàçäåëÿþùèì s è t, áóäåì ïîíèìàòü ïðîèç-
âîëüíûé ðàçðåç P (A), s ∈ A, t ∈ V \ A ñ ìèíèìàëüíîé ïðîïóñêíîé ñïî-
ñîáíîñòüþ. Ôóíäàìåíòàëüíûì ôàêòîì òåîðèè ïîòîêîâ â ñåòÿõ ÿâëÿåòñÿ
êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà î ìàêñèìàëüíîì ïîòîêå è ìèíèìàëüíîì ðàçðåçå.
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Òåîðåìà 3.25. Âåëè÷èíà êàæäîãî ïîòîêà èç s â t íå ïðåâîñõîäèò ïðî-
ïóñêíîé ñïîñîáíîñòè ìèíèìàëüíîãî ðàçðåçà, ðàçäåëÿþùåãî s è t, ïðè÷åì
ñóùåñòâóåò ïîòîê, äîñòèãàþùèé ýòîãî çíà÷åíèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P (A) � ìèíèìàëüíûé ðàçðåç. Â ñèëó ëåììû äëÿ
ïðîèçâîëüíîãî ïîòîêà f èìååì

W (f) = f(A, V \A)− f(V \A, A) ≤ f(A, V \A) =

=
∑

e∈P (A)

f(e) ≤
∑

e∈P (A)

c(e) = C(A, V \A).

Ñóùåñòâîâàíèå ïîòîêà, äëÿ êîòîðîãî óêàçàííîå íåðàâåíñòâî ïåðåõîäèò â
ðàâåíñòâî (òàêîé ïîòîê, î÷åâèäíî, ìàêñèìàëåí), ãîðàçäî áîëåå ãëóáîêèé
ôàêò, êîòîðûé çäåñü ìû äîêàçûâàòü íå áóäåì.
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