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S. Abramov, M. Petkovšek, A. Ryabenko, Hypergeometric solutions of first-order linear

difference systems with rational-function coefficients, 18-е международное совещание

по компьютерной алгебре, Дубна (2015), CASC’2015, LNCS 9301, 2015, pp. 1–14.

Для нормальной системы разностных уравнений

y(x + 1) = A(x)y(x),

где A(x) ∈ Matm(K (x)), m ∈ N>0, K — поле характеристики 0,
y(x) = (y1(x), . . . , ym(x))

T — вектор-столбец неизвестных, стро-
ятся все гипергеометрические решения с помощью разрешающей
последовательности уравнений:

L1y`1(x) = 0, . . . , Ljy`j (x) = 0, . . . , Lpy`p(x) = 0,

где `1, . . . , `p ∈ {1, 2, . . . ,m}; `i 6= `j для i 6= j ;
L1, . . . , Lp ∈ K (x)[E ], E y(x) = y(x + 1).
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S. Abramov, M. Petkovšek, A. Ryabenko, Resolving sequences of operators for lin-

ear ordinary differential and difference systems, Computational Mathematics and

Mathematical Physics (ЖВМиМФ) 56, 2016, pp. 894–910.

Разрешающие последовательности используются при решении
разностных и дифференциальных систем полного ранга, произ-
вольного порядка:

An(x)y(x + n) + · · ·+ A1(x)y(x + 1) + A0(x)y(x) = 0

и
An(x)y

(n)(x) + · · ·+ A1(x)y
′(x) + A0(x)y(x) = 0,

где An(x), . . . ,A1(x),A0(x) ∈ Matm(K (x)),
y(x) = (y1(x), . . . , ym(x))

T — вектор-столбец неизвестных.
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y(x + 1) = A(x)y(x), y ′(x) = A(x)y(x).

1. c [0](x) = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
`1−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−`1

).

2.Вычисляем

в разностном случае

c [1](x) = c [0](x + 1)A(x)

c [2](x) = c [1](x + 1)A(x)
. . .

c [k](x) = c [k−1](x + 1)A(x)

в дифференциальном

c [1](x) = c [0](x)A(x) + d
dx c

[0](x)

c [2](x) = c [1](x)A(x) + d
dx c

[1](x)
. . .

c [k](x) = c [k−1](x)A(x) + d
dx c

[k−1](x)

k — наименьшее целое такое, что c [0], c [1], . . . , c [k] линейно зависимы
над K (x):

u0(x)c
[0](x) + u1(x)c

[1](x) + · · ·+ uk(x)c
[k](x) = 0.
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pp. 480–508.

– M. Bronstein, M. Petkovšek. On Ore rings, linear operators and factorisation,

Programming and Computer Software (Программирование), No. 1, 1994, pp. 27–43.

– M. Bronstein, M. Petkošek. An introduction to pseudo-linear algebra, Theoretical

Computer Science 157, 1996, pp. 3–33.

Пусть K — поле характеристики 0 с автоморфизмом σ и диффе-
ренцированием δ относительно σ, т.е. для любых a, b ∈ K выпол-
няется:

δ(a+ b) = δa+ δb, δ(ab) = σ(a)δb + (δa)b.

Пусть далее LK — линейное пространство над K и пусть отобра-
жение ξ : LK 7→ LK — псевдолинейно относительно σ и δ, т.е. для
любых a ∈ K, u, v ∈ LK выполняется:

ξ(u + v) = ξ(u) + ξ(v), ξ(au) = σ(a)ξ(u) + δ(a)u.
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K = K (x), a(x) ∈ K (x), y(x) ∈ LK(x)

Дифференцирование

ξ(y(x)) = d
dx y(x), σ(a(x)) = a(x), δ(a(x)) = d

dx a(x)

Дифференцирование Эйлера

ξ(y(x)) = x d
dx y(x), σ(a(x)) = a(x), δ(a(x)) = x d

dx a(x)

Оператор сдвига

ξ(y(x)) = y(x + 1), σ(a(x)) = a(x + 1), δ(a(x)) = 0

Оператор первой разности

ξ(y(x)) = y(x + 1)− y(x), σ(a(x)) = a(x + 1),
δ(a(x)) = a(x + 1)− a(x)

Оператор q-сдвига

ξ(y(x)) = y(q x), σ(a(x)) = a(q x), δ(a(x)) = 0
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c [j](x) = c [j−1](x + 1)A(x)

c [j](x) = c [j−1](x)A(x) + d
dx c

[j−1](x)

 c [j] = σ(c [j−1])A+ δ(c [j−1])
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Рассмотрим
An ξ

n(y) + · · ·+ A1 ξ(y) + A0 y = 0, (1)

где Ak ∈ Matm(K), k = 0, 1, . . . , n, m ∈ N>0, An 6= 0,
y = (y1, . . . , ym)

T — вектор-столбец неизвестных,
ξ : LK 7→ LK — отображение, псевдолинейное относительно σ и δ.

Пусть (1) — система полного ранга. Пусть также `1, . . . , `p — попарно
различные натуральные числа, не превосходящие m, и пусть скалярные
операторы L1, . . . , Lp ∈ K[ξ] таковы, что если y`1 = · · · = y`j = 0 (при
j ≤ p) для некоторого решения y ∈ Lm

K системы (1), то

I в случае j = p все компоненты этого решения равны нулю:
y1 = y2 = · · · = ym = 0,

I в случае j < p для компоненты y`j+1 этого решения выполнено
Lj+1(y`j+1) = 0.

Тогда конечная последовательность L1, . . . , Lp называется разреша-
ющей последовательностью операторов данной системы, а вектор
(`1, . . . , `p) — индикатором этой последовательности.
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ξ(y) = Ay , A ∈ Matm(K)

1. c [0] = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
`1−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−`1

).

2. Вычисляем

c [1] = σ(c [0])A+ δ(c [0])

c [2] = σ(c [1])A+ δ(c [1])
. . .

c [k] = σ(c [k−1])A+ δ(c [k−1])

B =


c [0]

c [1]

...
c [k−1]


k — наименьшее целое такое, что c [0], c [1], . . . , c [k] линейно зави-
симы над K: ukc [k] + · · ·+ u1c

[1] + u0c
[0] = 0.

uk ξ
k(y`1) + · · ·+ u1 ξ(y`1) + u0 y`1 = 0

называется y`1-разрешающим уравнением,
B ∈ Matk×m(K) называется y`1-разрешающей матрицей.
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k = m

Если y ∈ LK является решением y`1-разрешающего уравнения

um ξ
m(y`1) + · · ·+ u1 ξ(y`1) + u0 y`1 = 0

то решение системы ξ(y) = Ay можно найти с помощью неодно-
родной системы алгебраических уравнений

B y =


y
ξ(y)
...

ξm−1(y)

.
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k < m

С помощью y`1-разрешающего уравнения можно искать решения
ξ(y) = Ay такие, что y`1 6= 0.

Для y`1 = 0 получаем систему линейных алгебраических уравне-
ний

B y = 0.

Существует m−k компонент yi1 , . . . , yim−k
таких, что остальные k

компонент линейно выражаются через yi1 , . . . , yim−k
.

Вектор ỹ = (yi1 , . . . , yim−k
)T удовлетворяет системе

ξ ỹ = Ã ỹ ,

где Ã ∈ Mat(m−k)×(m−k)(K).

А. А. Рябенко Maple-пакет RS 15/17



А. А. Рябенко Maple-пакет RS 16/17



Пакет RS доступен на сайте http://www.ccas.ru/ca/resolvingsequence
Основная процедура — ResolvingSequence. Ее аргументы:

I система линейных однородных уравнений, коэффициенты
системы — рациональные функции одной переменной;

I структура-описание кольца Оре, созданная с помощью
процедуры SetOreRing пакета OreTools.

Система уравнений может быть представлена OrePoly-структурой
или (в дифференциальном, разностном и q-разностном случае) в
явном виде.
Дополнительные процедуры пакета: Indicator, ResolvingEquation,
ResolvingMatrix, EG, ResolvingDependence, CyclicVector.
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