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Общая характеристика работы

Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà ïðîáëåìå ïîâûøåíèÿ
òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ.

Актуальность темы. Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ îáó÷åíèÿ ïî ïðåöå-
äåíòàì, âîññòàíîâëåíèÿ çàâèñèìîñòåé ïî ýìïèðè÷åñêèì äàííûì,
êëàññèôèêàöèè, ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ïðîãíîçèðîâàíèÿ ÷àñòî
âîçíèêàåò ïðîáëåìà ïåðåîáó÷åíèÿ. Îíà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ðåøà-
þùàÿ ôóíêöèÿ (àëãîðèòì), ïîñòðîåííàÿ ïî êîíå÷íîé îáó÷àþùåé
âûáîðêå, ìîæåò äîïóñêàòü îøèáêè íà îáúåêòàõ êîíòðîëüíîé
âûáîðêè ñóùåñòâåííî ÷àùå, ÷åì íà îáúåêòàõ îáó÷àþùåé âûáîð-
êè. Äëÿ êîíòðîëÿ ïåðåîáó÷åíèÿ íà ýòàïå ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà
íåîáõîäèìî èìåòü îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ. Òàêèå îöåí-
êè èçâåñòíû â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ, îäíàêî îíè
ëèáî ñèëüíî çàâûøåíû, ëèáî èìåþò ñëèøêîì óçêóþ îáëàñòü
ïðèìåíèìîñòè.

Степень разработанности темы. Îñíîâû ñòàòèñòè÷åñêîé òåî-
ðèè îáó÷åíèÿ áûëè çàëîæåíû â ðàáîòàõ Â. Í. Âàïíèêà è À. ß.
×åðâîíåíêèñà â êîíöå 60-õ ãîäîâ. Èìè áûëà äîêàçàíà ñîñòîÿ-
òåëüíîñòü îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì è ïîëó÷åíû êîëè÷åñòâåííûå
îöåíêè, ñâÿçûâàþùèå îáîáùàþùóþ ñïîñîáíîñòü ìåòîäà îáó÷å-
íèÿ ñ äëèíîé îáó÷àþùåé âûáîðêè è ñëîæíîñòüþ ñåìåéñòâà
àëãîðèòìîâ. Îñíîâíîé ïðîáëåìîé ýòèõ îöåíîê ÿâëÿåòñÿ èõ çàâû-
øåííîñòü. Äëÿ óñòðàíåíèÿ çàâûøåííîñòè ïðåäëàãàëîñü ñòðîèòü
îöåíêè, çàâèñÿùèå îò âûáîðêè (D. Haussler, 1992); ó÷èòûâàòü
øèðèíó çàçîðà, ðàçäåëÿþùåãî êëàññû (P. Bartlett, 1998); ñòðî-
èòü îöåíêè íà îñíîâå ëîêàëüíîé ðàäåìàõåðîâñêîé ñëîæíîñòè
ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ (V. Koltchinskii, 1998); ó÷èòûâàòü àïðèîð-
íûå ðàñïðåäåëåíèÿ íà ìíîæåñòâå àëãîðèòìîâ (L. Valiant, 1982;
D. McAllester, 1999; J. Langford, 2005); à òàêæå ðÿä äðóãèõ
ïîäõîäîâ.

Êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ ïîêàçàëà, ÷òî äëÿ ïîâû-
øåíèÿ òî÷íîñòè îöåíîê è ñîêðàùåíèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ íåîáõîäèìî
îäíîâðåìåííî ó÷èòûâàòü ýôôåêòû ðàññëîåíèÿ è ñõîäñòâà â ñå-
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ìåéñòâàõ àëãîðèòìîâ (Ê. Â. Âîðîíöîâ, 2010). Áûëà ïîëó÷åíà
îöåíêà ðàññëîåíèÿ-ñâÿçíîñòè, ñïðàâåäëèâàÿ äëÿ øèðîêîãî êëàñ-
ñà ñåìåéñòâ, ïðåäñòàâèìûõ â âèäå ñâÿçíîãî ãðàôà (Ê. Â. Âîðîí-
öîâ, À. À. Èâàõíåíêî, È. Ì. Ðåøåòíÿê, 2010). Äëÿ íåêîòîðûõ ìî-
äåëüíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ áûëî ïîêàçàíî, ÷òî ýòîãî äîñòàòî÷íî
äëÿ ïîëó÷åíèÿ íåóëó÷øàåìûõ (òî÷íûõ) îöåíîê. Òàêèì îáðàçîì,
êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ íîâûì ïåðñïåê-
òèâíûì ïîäõîäîì. Äàííàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà åå äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå: ðàñøèðåíèå ãðàíèö ïðèìåíèìîñòè, ðàçðàáîòêó íîâûõ
ìåòîäîâ âûâîäà îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè è ïîâûøåíèå
òî÷íîñòè ýòèõ îöåíîê.

Цели и задачи работы: ïîâûøåíèå òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ
îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ; ïåðåõîä îò òðåáîâàíèÿ ñâÿçíî-
ñòè ê áîëåå ñëàáîìó òðåáîâàíèþ ñõîäñòâà àëãîðèòìîâ; ðàçðàáîò-
êà íîâûõ ìåòîäîâ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè,
ïðèìåíèìûõ ê íåñâÿçíûì ñåìåéñòâàì àëãîðèòìîâ âûñîêîé ìîù-
íîñòè.

Научная новизна. Âïåðâûå ïîëó÷åíû íåóëó÷øàåìûå îöåíêè
âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìè-
íèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà. Äëÿ èõ ïîëó÷åíèÿ ðàçðàáîòàí
íîâûé òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà ó÷åòå ñèì-
ìåòðèé ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ. Ñ åãî ïîìîùüþ ïîëó÷åíû íåóëó÷-
øàåìûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ äåâÿòè ìîäåëü-
íûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ. Ïîëó÷åíà êîìáèíàòîðíàÿ îöåíêà âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ íà ðàçëîæåíèè ìíîæåñòâà
àëãîðèòìîâ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà (êëàñòåðû).
Êàæäûé êëàñòåð ïîïîëíÿåòñÿ àëãîðèòìàìè äî îáúåìëþùåãî
ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ ñ èçâåñòíîé òî÷íîé îöåíêîé âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ. Èòîãîâàÿ îöåíêà ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ
âíóòðè êàæäîãî êëàñòåðà è ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó
îøèáîê ìåæäó ðàçíûìè êëàñòåðàìè. Äàííàÿ îöåíêà ïðèìåíèìà
ê øèðîêîìó êëàññó ñåìåéñòâ, â òîì ÷èñëå è ê ñåìåéñòâàì,
íå îáëàäàþùèì ñâîéñòâîì ñâÿçíîñòè.

Теоретическая и практическая значимость. Äàííàÿ ðàáîòà
âíîñèò ñóùåñòâåííûé âêëàä â ðàçâèòèå êîìáèíàòîðíîé òåîðèè
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ïåðåîáó÷åíèÿ è ðàñøèðÿåò ãðàíèöû åå ïðèìåíèìîñòè íà íåñâÿç-
íûå ñåìåéñòâà àëãîðèòìîâ âûñîêîé ìîùíîñòè.

Методы исследования. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê âåðîÿòíîñòè
ïåðåîáó÷åíèÿ èñïîëüçîâàíà ñëàáàÿ (ïåðåñòàíîâî÷íàÿ) âåðîÿò-
íîñòíàÿ àêñèîìàòèêà, êîìáèíàòîðíàÿ òåîðèÿ ïåðåîáó÷åíèÿ, ýëå-
ìåíòû êîìáèíàòîðêè, òåîðèè ãðóïï, òåîðèè âåðîÿòíîñòåé è òåî-
ðèè ãðàôîâ. Äëÿ ïðîâåðêè òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê
ïðîâåäåíû âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû íà ìîäåëüíûõ äàííûõ
è çàäà÷àõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI.

Положения, выносимые на защиту.

1. Òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ìåòîä îðáèò, ïîçâîëÿþùèé âûâîäèòü
îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ñèììåòðè÷íûõ ñå-
ìåéñòâ àëãîðèòìîâ è ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìè-
çàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

2. Òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäîìèçèðî-
âàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà äëÿ
ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ: ìîíîòîííîé è óíèìîäàëüíîé ñåòåé,
ñëîÿ õýììèíãîâà øàðà è ðÿäà äðóãèõ.

3. Îáùàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíîâàííàÿ
íà ðàçëîæåíèè è ïîêðûòèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.

4. Ýêñïåðèìåíòàëüíîå ïîäòâåðæäåíèå òîãî, ÷òî íîâàÿ îöåí-
êà â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ìåíåå çàâûøåíà ïî ñðàâíåíèþ
ñ äðóãèìè êîìáèíàòîðíûìè îöåíêàìè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó-
÷åíèÿ.

Степень достоверности и апробация работы. Äîñòîâåðíîñòü
ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäåíà ìàòåìàòè÷åñêèìè äîêàçàòåëüñòâàìè,
ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêîé ïîëó÷åííûõ îöåíîê ïåðåîáó÷åíèÿ
íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ êëàññèôèêàöèè; ïóáëèêàöèÿìè ðåçóëüòàòîâ
èññëåäîâàíèÿ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, â òîì ÷èñëå
ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ ÐÔ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü,
îáñóæäàëèñü è ïîëó÷èëè îäîáðåíèå ñïåöèàëèñòîâ íà ñëåäóþùèõ
íàó÷íûõ êîíôåðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:
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� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿ ÌÌÐÎ-14, 2009 ã. [1];

� 52-ÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ÌÔÒÈ, 2009 ã. [2];

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðà-
áîòêè èíôîðìàöèè¿ ÈÎÈ-8, 2010 ã. [3];

� Âñåðîññèéñêàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñ-
ïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿ ÌÌÐÎ-15, 2011 ã. [4];

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾25th European Conference
on Operational Research¿, 2012 ã.

� Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðà-
áîòêè èíôîðìàöèè¿ ÈÎÈ-9, 2012 ã. [5];

� Íàó÷íûå ñåìèíàðû îòäåëà Èíòåëëåêòóàëüíûõ ñèñòåì Âû-
÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà ÐÀÍ è êàôåäðû ¾Èíòåëëåêòóàëüíûå
ñèñòåìû¿ ÌÔÒÈ, 2010 � 2013 ã.ã.

Публикации по теме диссертации â èçäàíèÿõ èç ñïèñêà ÂÀÊ
ÐÔ� îäíà [7]. Äðóãèå ïóáëèêàöèè ïî òåìå äèññåðòàöèè: [1, 2, 3,
4, 5, 8, 6].

Структура и объем работы. Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè
ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà èñïîëüçîâàííûõ èñòî÷íèêîâ, âêëþ-
÷àþùåãî 78 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò
102 ñòðàíèöû.

Краткое содержание работы по главам

Глава 1. Теория статистического обучения

Ãëàâà ñîäåðæèò êðàòêèé îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ òåî-
ðèè ñòàòèñòè÷åñêîãî îáó÷åíèÿ (statistical learning theory). Îá-
ñóæäàåòñÿ ïðîáëåìà çàâûøåííîñòè êëàññè÷åñêèõ îöåíîê ïå-
ðåîáó÷åíèÿ, ïðèâîäÿòñÿ ìîòèâàöèè ïåðåõîäà îò êëàññè÷åñêèõ
òåîðåòèêî-âåðîÿòíîñòíûõ ïîñòàíîâîê çàäà÷ ê êîìáèíàòîðíûì.
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Глава 2. Комбинаторный подход

2.1. Основные определения. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íàÿ ãåíå-
ðàëüíàÿ âûáîðêà X = {𝑥1, . . . , 𝑥𝐿}, ñîñòîÿùàÿ èç 𝐿 îáúåêòîâ.
Ïóñòü 𝐴�íåêîòîðîå ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ. Êàæäûé àëãîðèòì
êëàññèôèêàöèè 𝑎 ∈ 𝐴, ïðèìåíåííûé ê âûáîðêå X, ïîðîæäàåò
áèíàðíûé âåêòîð îøèáîê 𝑎 ≡

(︀
𝐼(𝑎, 𝑥𝑖)

)︀
𝐿
𝑖=1, ãäå 𝐼(𝑎, 𝑥𝑖) ∈ {0, 1}�

èíäèêàòîð îøèáêè àëãîðèòìà 𝑎 íà îáúåêòå 𝑥𝑖. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé
ïîäâûáîðêè 𝑋 ⊂ X îáîçíà÷èì ÷åðåç 𝑛(𝑎,𝑋) =

∑︀
𝑥∈𝑋

𝐼(𝑎, 𝑥)

÷èñëî îøèáîê, à ÷åðåç 𝜈(𝑎,𝑋) = 𝑛(𝑎,𝑋)/|𝑋|�÷àñòîòó îøèáîê
àëãîðèòìà 𝑎 íà âûáîðêå 𝑋.

Методом обучения íàçûâàþò îòîáðàæåíèå âèäà 𝜇 : 2X → 𝐴.
Ðåçóëüòàòîì îáó÷åíèÿ ïî âûáîðêå 𝑋 ⊂ X íàçûâàåòñÿ àëãîðèòì
𝑎 = 𝜇(𝑋), îáîçíà÷àåìûé òàêæå 𝑎 = 𝜇𝑋 èëè 𝑎 = 𝜇(𝐴,𝑋).

Ìåòîä îáó÷åíèÿ 𝜇 íàçûâàåòñÿ минимизацией эмпирического

риска (ÌÝÐ), åñëè

𝜇𝑋 ∈ 𝐴(𝑋) = Argmin
𝑎∈𝐴

𝑛(𝑎,𝑋),

è ìåòîäîì пессимистической минимизации эмпирического рис-

ка (ÏÌÝÐ), åñëè

𝜇𝑋 ∈ Arg max
𝑎∈𝐴(𝑋)

𝑛(𝑎,X).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç [X]ℓ ìíîæåñòâî âñåõ ðàçáèåíèé ãåíåðàëüíîé
âûáîðêè X íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó 𝑋 äëèíû ℓ è êîíòðîëüíóþ
âûáîðêó �̄� äëèíû 𝑘 = 𝐿 − ℓ. Åñëè äëÿ âûáîðêè 𝑋 ∈ [X]ℓ
уклонение частот 𝛿(𝑎,𝑋) = 𝜈(𝑎, �̄�) − 𝜈(𝑎,𝑋) ïðåâîñõîäèò
ôèêñèðîâàííûé ïîðîã 𝜀 > 0, òî ãîâîðÿò, ÷òî àëãîðèòì 𝑎 = 𝜇𝑋
ÿâëÿåòñÿ переобученным. Íàøåé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå îöå-
íîê вероятности переобучения:

𝑄𝜀(𝜇,X) = P
[︀
𝛿(𝜇𝑋,𝑋) > 𝜀

]︀
6 𝜂(𝜀), ãäå P ≡ 1

𝐶ℓ
𝐿

∑︁
𝑋∈[X]ℓ

, (2.1)
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ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îçíà÷àþò [èñòèíà] = 1, [ëîæü] = 0.

Êîëü ñêîðî òàêàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà, ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî
𝜈(𝜇𝑋, �̄�) 6 𝜈(𝜇𝑋,𝑋) + 𝜀(𝜂) ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − 𝜂, äîñòàòî÷íî
áëèçêîé ê åäèíèöå, ãäå 𝜀(𝜂)�ôóíêöèÿ, îáðàòíàÿ ê 𝜂(𝜀).

2.2. Расслоение и связность. Îïðåäåëèì åñòåñòâåííîå îòíîøå-
íèå ïîðÿäêà íà àëãîðèòìàõ: 𝑎 6 𝑏 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
𝐼(𝑎, 𝑥) 6 𝐼(𝑏, 𝑥) äëÿ âñåõ 𝑥 ∈ X. Îïðåäåëèì ìåòðèêó íà àëãîðèò-
ìàõ êàê õýììèíãîâî ðàññòîÿíèå ìåæäó èõ âåêòîðàìè îøèáîê:

𝜌(𝑎, 𝑏) =
𝐿∑︀
𝑖=1

|𝐼(𝑎, 𝑥)− 𝐼(𝑏, 𝑥)|. Îïðåäåëèì îòíîøåíèå ïðåäøåñòâî-

âàíèÿ 𝑎 ≺ 𝑏 åñëè 𝑎 < 𝑏 è 𝜌(𝑎, 𝑏) = 1.

Äëÿ êàæäîãî 𝑎 ∈ 𝐴 ðàññìîòðèì порождающее è запрещаю-

щее ìíîæåñòâà:

𝑋𝑎 =
{︀
𝑥 ∈ X

⃒⃒
∃𝑏 ∈ 𝐴 : 𝐼(𝑎, 𝑥) < 𝐼(𝑏, 𝑥), 𝑎 ≺ 𝑏

}︀
,

𝑋 ′
𝑎 =

{︀
𝑥 ∈ X

⃒⃒
∃𝑏 ∈ 𝐴 : 𝐼(𝑏, 𝑥) < 𝐼(𝑎, 𝑥), 𝑏 6 𝑎

}︀
.

Âåëè÷èíó 𝑢(𝑎) = |𝑋𝑎| íàçûâàþò верхней связностью, à âåëè÷èíó
𝑞(𝑎) = |𝑋 ′

𝑎|� неполноценностью àëãîðèòìà 𝑎.

Теорема 2.1 (Воронцов, Ивахненко, Решетняк, 2010).

Если 𝜇—метод пессимистичной минимизации эмпирического

риска, то для вероятности переобучения справедлива оценка

𝑄𝜀(𝜇,X) 6
∑︁
𝑎∈𝐴

𝐶
ℓ−𝑢(𝑎)
𝐿−𝑢(𝑎)−𝑞(𝑎)

𝐶ℓ
𝐿

𝐻
ℓ−𝑢(𝑎), 𝑛(𝑎,X)−𝑞(𝑎)
𝐿−𝑢(𝑎)−𝑞(𝑎)

(︀
ℓ
𝐿(𝑛(𝑎,X)− 𝜀𝑘)

)︀
,

где 𝐻ℓ,𝑚
𝐿 (𝑠) =

⌊𝑠⌋∑︀
𝑖=0

𝐶𝑖
𝑚𝐶ℓ−𝑖

𝐿−𝑚

𝐶ℓ
𝐿

—функция гипергеометрического рас-

пределения.

2.3. Постановка задачи. Ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû äâóõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ, ïîêàçûâàþùèõ, â êàêèõ ñëó÷àÿõ îöåíêà òåîðåìû 2.1
ñèëüíî çàâûøåíà. Ýòà îöåíêà íå ó÷èòûâàåò ñõîäñòâî ìåæäó
àëãîðèòìàìè ñ ðàâíûì ÷èñëîì îøèáîê. Ïîýòîìó ïåðâàÿ çàäà÷à,
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êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ â äàííîé ðàáîòå � ïîëó÷èòü îöåíêè, îäíîâðå-
ìåííî ó÷èòûâàþùèå è ðàññëîåíèå àëãîðèòìîâ ïî ÷èñëó îøèáîê,
è ñõîäñòâî àëãîðèòìîâ âíóòðè îäíîãî ñëîÿ. Âòîðàÿ çàäà÷à �
ðàçðàáîòàòü óäîáíûé ìàòåìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé, ïîçâîëÿ-
þùèé ïîëó÷àòü òî÷íûå è âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíûå îöåíêè
âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ñåìåéñòâ, ñîñòîÿùèõ èç áîëüøîãî
÷èñëà àëãîðèòìîâ.

Глава 3. Теоретико-групповой подход

3.1. Рандомизированный метод обучения и РМЭР. Ïðè
ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà ìîæåò âîçíèêàòü íåîäíî-
çíà÷íîñòü � íåñêîëüêî àëãîðèòìîâ èç 𝐴(𝑋) ≡ Argmin

𝑎∈𝐴
𝑛(𝑎,𝑋)

ìîãóò èìåòü îäèíàêîâîå ÷èñëî îøèáîê íà îáó÷àþùåé âûáîðêå.
Ñëåäóþùèé ìåòîä îáó÷åíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì óñòðàíÿåò ýòó
íåîäíîçíà÷íîñòü.

Определение 3.1. Путь A = {0, 1}𝐿 —множество всех би-

нарных векторов ошибок. Рандомизированный метод обучения

произвольному множеству алгоритмов 𝐴 ⊆ A и произвольной

обучающей выборке 𝑋 ∈ [X]ℓ ставит в соответствие функцию

распределения весов на множестве алгоритмов:

𝜇 : 2A × [X]ℓ → {𝑓 : A → [0, 1]}. (3.1)

Естественно полагать, что эта функция нормирована и мо-

жет быть интерпретирована как вероятность получить каждый

из алгоритмов в результате обучения.

Ìåòîäû îáó÷åíèÿ âèäà 𝜇 : 2X → 𝐴 äàëåå áóäåì íàçûâàòü детер-
минированными.

Рандомизированный метод минимизации эмпирического

риска (РМЭР) âûáèðàåò ïðîèçâîëüíûé àëãîðèòì èç ìíîæå-
ñòâà 𝐴(𝑋) ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî:

𝜇(𝐴,𝑋)(𝑎) =
[𝑎 ∈ 𝐴(𝑋)]

|𝐴(𝑋)|
.
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Äëÿ ÐÌÝÐ îïðåäåëåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ 𝑄𝜀(𝐴)
ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ìîäèôèöèðóåòñÿ:

𝑄𝜀(𝐴) = E
1

|𝐴(𝑋)|
∑︁

𝑎∈𝐴(𝑋)

[︀
𝛿(𝑎,𝑋) > 𝜀

]︀
, ãäå E ≡ 1

𝐶ℓ
𝐿

∑︁
𝑋∈[X]ℓ

. (3.2)

Òàêæå âîçìîæíà çàïèñü 𝑄𝜀(𝐴) =
∑︀
𝑎∈𝐴

𝑄𝜀(𝑎,𝐴), ãäå 𝑄𝜀(𝑎,𝐴)�

вклад алгоритма 𝑎 ∈ 𝐴 â âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ:

𝑄𝜀(𝑎,𝐴) = E

[︀
𝑎 ∈ 𝐴(𝑋)

]︀
|𝐴(𝑋)|

[︀
𝛿(𝑎,𝑋) > 𝜀

]︀
.

3.2. Перестановки объектов. Ïóñòü 𝑆𝐿 = {𝜋 : X → X}�
ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà èç 𝐿! ýëåìåíòîâ, äåéñòâóþùàÿ íà ãå-
íåðàëüíóþ âûáîðêó ïåðåñòàíîâêàìè îáúåêòîâ. Äåéñòâèå ïðîèç-
âîëüíîé ïåðåñòàíîâêè 𝜋 ∈ 𝑆𝐿 íà àëãîðèòì 𝑎 ∈ 𝐴 îïðåäåëåíî
ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò âåêòîðà îøèáîê: (𝜋𝑎)(𝑥𝑖) = 𝑎(𝜋−1𝑥𝑖).
Äëÿ ïðîèçâîëüíîé âûáîðêè 𝑋 ∈ [X]ℓ è ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ
𝐴 ⊂ {0, 1}𝐿 äåéñòâèÿ 𝜋𝑋 è 𝜋𝐴 îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì:
𝜋𝑋 = {𝜋𝑥 : 𝑥 ∈ 𝑋}, 𝜋𝐴 = {𝜋𝑎 : 𝑎 ∈ 𝐴}.

Лемма 3.1. Свойства действия произвольной перестановки

𝜋 ∈ 𝑆𝐿:

1) 𝐼(𝜋𝑎, 𝜋𝑥) = 𝐼(𝑎, 𝑥) для любых 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑥 ∈ X;

2) 𝑛(𝜋𝑎,X) = 𝑛(𝑎,X) для любого 𝑎 ∈ 𝐴;

3) 𝑛(𝜋𝑎, 𝜋𝑋) = 𝑛(𝑎,𝑋) для любых 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑋 ⊆ X;

4) 𝛿(𝜋𝑎, 𝜋𝑋) = 𝛿(𝑎,𝑋) для любых 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑋 ⊆ X;

5) [𝑎 ∈ 𝐴(𝑋)] = [𝜋𝑎 ∈ (𝜋𝐴)(𝜋𝑋)] для любых 𝑎 ∈ 𝐴 и 𝑋 ⊆ X;

6) |𝐴(𝑋)| = |(𝜋𝐴)(𝜋𝑋)| для любых 𝐴 и 𝑋 ⊆ X;

7) 𝜌(𝑎, 𝑎′) = 𝜌(𝜋𝑎, 𝜋𝑎′) для любых 𝑎, 𝑎′ ∈ 𝐴.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ôóíêöèé, èíâàðèàíòíûõ îòíîñèòåëüíîé äåé-
ñòâèÿ 𝑆𝐿, ââåäåì ñëåäóþùóþ êëàññèôèêàöèþ ôóíêöèé:
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� Ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé первого рода áóäåì íàçûâàòü
𝑔 : A × [X]ℓ → R, òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ 𝜋 ∈ 𝑆𝐿 âûïîëíåíî
𝑔(𝑎,𝑋) = 𝑔(𝜋𝑎, 𝜋𝑋);

� Ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé второго рода áóäåì íàçûâàòü
𝐺 : 2A × [X]ℓ → 2A, òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ 𝜋 ∈ 𝑆𝐿 âûïîëíåíî
𝜋𝐺(𝐴,𝑋) = 𝐺(𝜋𝐴, 𝜋𝑋);

� Ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé третьего рода áóäåì íàçûâàòü
𝑓 : 2A × [X]ℓ → R, òàêóþ, ÷òî äëÿ âñåõ 𝜋 ∈ 𝑆𝐿 âûïîëíåíî
𝑓(𝐴,𝑋) = 𝑓(𝜋𝐴, 𝜋𝑋).

Ëåììà 3.1 óòâåðæäàåò, ÷òî ôóíêöèè 𝑛(𝑎,𝑋) è 𝜈(𝑎,𝑋) ÿâëÿþòñÿ
ñèììåòðè÷íûìè ôóíêöèÿìè ïåðâîãî ðîäà, à 𝐴(𝑋), êàê ôóíê-
öèÿ 𝐴 è 𝑋, ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèåé âòîðîãî ðîäà.

Теорема 3.2. Пусть 𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑝 — симметричные функции

первого рода, 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑝 — симметричные функции третьего

рода, 𝐹 : R𝑝 → R—произвольная функция многих переменных.

Тогда 𝐹 (𝑔1, 𝑔2, . . . , 𝑔𝑝)— вновь симметричная функция первого

рода, 𝐹 (𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑝)— симметричная функция третьего рода.

Теорема 3.3. Пусть 𝑔— симметричная функция первого рода,

𝐺— симметричная функция второго рода. Тогда

𝑓(𝐴,𝑋) ≡ |𝐺(𝐴,𝑋)| и 𝑓(𝐴,𝑋) ≡
∑︁

𝑎∈𝐺(𝐴,𝑋)

𝑔(𝑎,𝑋)

являются симметричными функциями третьего рода.

3.3. Группа симметрии множества алгоритмов.

Определение 3.2. Группой симметрий Sym(𝐴) множества

алгоритмов 𝐴 будем называть его стационарную подгруппу:

Sym(𝐴) = {𝜋 ∈ 𝑆𝐿 : 𝜋𝐴 = 𝐴}.

Ïóñòü äàëåå 𝐺 ⊆ Sym(𝐴)�ïðîèçâîëüíàÿ ïîäãðóïïà ãðóï-
ïû Sym(𝐴). Äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè 𝜋 ∈ 𝐺 è ëþáîãî àëãîðèòìà
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𝑎 ∈ 𝐴 àëãîðèòì 𝜋𝑎 ñíîâà ëåæèò â 𝐴. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ãîâîðÿò,
÷òî ãðóïïà 𝐺 действует íà ìíîæåñòâå 𝐴.

Орбитой àëãîðèòìà 𝑎 ∈ 𝐴 íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ
𝐺𝑎 =

{︀
𝜋𝑎 : 𝜋 ∈ 𝐺

}︀
. Ìíîæåñòâî 𝐴 ðàçáèâàåòñÿ íà íåïåðåñåêàþùè-

åñÿ ïîäìíîæåñòâà � îðáèòû:

𝐴 =
⨆︁

𝜔∈Ω(𝐴)

𝜔 =
⨆︁

𝜔∈Ω(𝐴)

𝐺𝑎𝜔,

ãäå Ω(𝐴)�ìíîæåñòâî âñåõ îðáèò â 𝐴, 𝑎𝜔 �ïðîèçâîëüíûé ïðåä-
ñòàâèòåëü îðáèòû 𝜔.

Лемма 3.4. Алгоритмы из одной орбиты имеют равные вкла-

ды в вероятность переобучения:

𝑄𝜀(𝑎,𝐴) = 𝑄𝜀(𝜋𝑎,𝐴) для всех 𝜋 ∈ 𝐺.

Теорема 3.5. Для любой генеральной выборки X, любого мно-
жества алгоритмов 𝐴 с попарно различными векторами ошибок

и любого 𝜀 ∈ [0, 1] справедлива формула разложения вероятно-

сти переобучения по орбитам множества 𝐴:

𝑄𝜀(𝐴) =
∑︁

𝜔∈Ω(𝐴)

|𝜔| E
[︀
𝑎𝜔 ∈ 𝐴(𝑋)

]︀
|𝐴(𝑋)|

[︀
𝛿(𝑎𝜔, 𝑋) > 𝜀

]︀
, (3.3)

где Ω(𝐴)—множество всех орбит в 𝐴, 𝑎𝜔 —произвольный пред-

ставитель орбиты 𝜔.

Ïî àíàëîãèè ñ äåéñòâèåì ãðóïïû 𝐺 ⊂ Sym(𝐴) íà ìíîæåñòâå
àëãîðèòìîâ ðàññìàòðèâàåòñÿ äåéñòâèå 𝐺 íà ìíîæåñòâå [X]ℓ âñåõ
ðàçáèåíèé âûáîðêè íà îáó÷åíèå è êîíòðîëü.

Теорема 3.6 (Толстихин, Фрей, 2010). В условиях теоре-

мы 3.5 справедлива формула разложения 𝑄𝜀(𝐴) по орбитам

множества [X]ℓ:

𝑄𝜀(𝐴) =
1

𝐶ℓ
𝐿

∑︁
𝜏∈Ω[X]ℓ

|𝜏 |
|𝐴(𝑋𝜏 )|

∑︁
𝑎∈𝐴(𝑋𝜏 )

[︀
𝛿(𝑎,𝑋𝜏 ) > 𝜀

]︀
, (3.4)
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где Ω[X]ℓ —множество всех орбит в [X]ℓ, 𝑋𝜏 —произвольный

представитель орбиты 𝜏 .

Òåîðåìû 3.5 è 3.6 ÿâëÿþòñÿ îñíîâíûì èíñòðóìåíòîì äëÿ âûâîäà
îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ñèììåòðè÷íûõ ñåìåéñòâ àëãî-
ðèòìîâ. Îöåíêè (3.3) è (3.4) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ðàâåíñòâàìè è,
ñëåäîâàòåëüíî, íåóëó÷øàåìû.

3.4. Покрытия множества алгоритмов.

Лемма 3.7. Пусть множество алгоритмов𝐴 представлено в ви-

де разбиения 𝐴 = 𝐴1 ⊔ 𝐴2 ⊔ · · · ⊔ 𝐴𝑡. Тогда для вероятности

переобучения детерминированного метода ПМЭР справедлива

верхняя оценка

𝑄𝜀(𝐴) 6
𝑡∑︁

𝑖=1

𝑄𝜀(𝐴𝑡). (3.5)

Äàííàÿ îöåíêà àíàëîãè÷íà íåðàâåíñòâó Áóëÿ, øèðîêî èñïîëüçó-
åìîìó â ñòàòèñòè÷åñêîé òåîðèè îáó÷åíèÿ. Ïðåèìóùåñòâî äàííîé
ëåììû ñîñòîèò â òîì, ÷òî âìåñòî ñóììèðîâàíèÿ ïî âñåì àëãî-
ðèòìàì 𝑎 ∈ 𝐴 ñóììèðîâàíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî ïîäìíîæåñòâàì
𝐴1, . . . , 𝐴𝑡, íàçûâàåìûõ êëàñòåðàìè, ÷òî ïîçâîëÿåò ñîêðàòèòü
÷èñëî ñëàãàåìûõ è ñäåëàòü îöåíêó âû÷èñëèòåëüíî ýôôåêòèâíîé.

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ 𝑄𝜀(𝐴𝑖) ïðåäëàãàåòñÿ äîïîëíèòü êàæäîå ìíî-
æåñòâî 𝐴𝑖 äî ìíîæåñòâà 𝐵𝑖 ⊃ 𝐴𝑖 ñ èçâåñòíîé òî÷íîé îöåíêîé
âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ è ïðèìåíèòü íåðàâåíñòâî1

𝑄𝜀(𝐴𝑖) 6 𝑄𝜀(𝐵𝑖),

ñïðàâåäëèâîå äëÿ ÏÌÝÐ ïðè óñëîâèè ðàâåíñòâà ÷èñëà îøèáîê
àëãîðèòìîâ â ìíîæåñòâå 𝐵𝑖.

3.5. Теоремы о порождающих и запрещающих множествах.

Ìåòîä ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ (ÏÇÌ), ïðåäëî-
æåííûé Ê.Â.Âîðîíöîâûì, îñíîâàí íà ãèïîòåçå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

1Толстихин И. О. Вероятность переобучения плотных и разреженных
семейств алгоритмов // Межд. конф. Интеллектуализация обработки ин-
формации ИОИ-8. — М.: МАКС Пресс, 2010. — С. 83–86.
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àëãîðèòìà 𝑎 ∈ 𝐴 ìîæíî çàïèñàòü íåîáõîäèìîå è äîñòàòî÷íîå
óñëîâèå òîãî, ÷òî îí áóäåò âûáðàí ìåòîäîì îáó÷åíèÿ 𝜇 ïî âû-
áîðêå 𝑋. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìåòîä ÏÇÌ îáîáùàåòñÿ ïî äâóì
íàïðàâëåíèÿì: âî-ïåðâûõ, íà ñëó÷àé ðàçëîæåíèÿ ìíîæåñòâà
àëãîðèòìîâ íà êëàñòåðû, âî-âòîðûõ, íà ñëó÷àé ÐÌÝÐ.

Гипотеза 3.1. Ïóñòü ìíîæåñòâî àëãîðèòìîâ 𝐴 ïðåäñòàâëå-
íî â âèäå ðàçáèåíèÿ íà íåïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà
𝐴 = 𝐴1 ⊔ 𝐴2 ⊔ · · · ⊔ 𝐴𝑡. Ïóñòü âûáîðêà X è äåòåðìèíèðîâàííûé
ìåòîä îáó÷åíèÿ 𝜇 òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî 𝑖 = 1, . . . , 𝑡 ìîæíî
óêàçàòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ 𝑋𝑖 ⊂ X è 𝑋 ′

𝑖 ⊂ X,
óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ

[𝜇(𝐴,𝑋) ∈ 𝐴𝑖] 6 [𝑋𝑖 ⊂ 𝑋][𝑋 ′
𝑖 ⊂ �̄�] äëÿ âñåõ 𝑋 ∈ [X]ℓ.

Ïóñòü, êðîìå ýòîãî, âñå àëãîðèòìû 𝑎 ∈ 𝐴𝑖 íå äîïóñêàþò îøèáîê
íà 𝑋𝑖 è îøèáàþòñÿ íà âñåõ îáúåêòàõ èç 𝑋 ′

𝑖.

Ìíîæåñòâî 𝑋𝑖 áóäåì íàçûâàòü порождающим, ìíîæåñòâî 𝑋 ′
𝑖 �

запрещающим äëÿ 𝐴𝑖. Ãèïîòåçà 3.1 îçíà÷àåò, ÷òî ðåçóëüòàò îáó-
÷åíèÿ ìîæåò ïðèíàäëåæàòü 𝐴𝑖 òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè â îáó-
÷àþùåé âûáîðêå 𝑋 íàõîäÿòñÿ âñå ïîðîæäàþùèå îáúåêòû è íè
îäíîãî çàïðåùàþùåãî. Âñå îñòàëüíûå îáúåêòû Y𝑖 ≡ X∖𝑋𝑖∖𝑋 ′

𝑖

áóäåì íàçûâàòü нейтральными äëÿ 𝐴𝑖.

Ïóñòü 𝐿𝑖 = 𝐿 − |𝑋𝑖| − |𝑋 ′
𝑖|, ℓ𝑖 = ℓ − |𝑋𝑖|, 𝑘𝑖 = 𝑘 − |𝑋 ′

𝑖|. Îáî-
çíà÷èì ÷åðåç 𝑄′

𝜀(𝐴𝑖,Y𝑖) âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ íà ìíîæåñòâå
íåéòðàëüíûõ îáúåêòîâ Y𝑖:

𝑄′
𝜀(𝐴𝑖,Y𝑖) =

1

𝐶ℓ𝑖
𝐿𝑖

∑︁
𝑌 ∈[Y𝑖]ℓ𝑖

[max
𝑎∈𝐴𝑖

𝛿(𝑎, 𝑌 ) > 𝜀],

ãäå [Y𝑖]
ℓ𝑖 �ìíîæåñòâî ðàçáèåíèé Y𝑖 íà îáó÷àþùóþ âûáîðêó 𝑌

äëèíû ℓ𝑖 è êîíòðîëüíóþ âûáîðêó 𝑌 äëèíû 𝑘𝑖 = 𝐿𝑖 − ℓ𝑖.

Теорема 3.8 (ПЗМ для кластеров). Пусть выполнена ги-

потеза 3.1, а на разбиение 𝐴 = 𝐴1 ⊔ 𝐴2 ⊔ · · · ⊔ 𝐴𝑡 наложено

дополнительное ограничение: внутри каждого кластера 𝐴𝑖 все
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алгоритмы допускают равное число ошибок 𝑚𝑖. Тогда

𝑄𝜀(𝐴,X) 6
𝑡∑︁

𝑖=1

𝑃𝑖𝑄
′
𝜀𝑖(𝐴𝑖,Y𝑖), (3.6)

где 𝑃𝑖 = 𝐶ℓ𝑖
𝐿𝑖
/𝐶ℓ

𝐿, 𝜀𝑖 =
𝐿𝑖
ℓ𝑖𝑘𝑖

ℓ 𝑘
𝐿 𝜀+

(︀
1− ℓ 𝐿𝑖

𝐿ℓ𝑖

)︀
𝑚𝑖
𝑘𝑖

− |𝑋′
𝑖|

𝑘𝑖
.

Лемма 3.9. Пусть 𝜇—детерминированный ПМЭР. Тогда мно-

жества

𝑋𝑖 =
⋂︁
𝑎∈𝐴𝑖

{𝑥 ∈ X : ∃𝑏 ∈ 𝐴 : 𝑎 ≺ 𝑏, 𝐼(𝑎, 𝑥) < 𝐼(𝑏, 𝑥)},

𝑋 ′
𝑖 =

⋂︁
𝑎∈𝐴𝑖

{𝑥 ∈ X : ∃𝑏 ∈ 𝐴 : 𝑏 < 𝑎, 𝐼(𝑏, 𝑥) < 𝐼(𝑎, 𝑥)}

являются, соответственно, порождающим и запрещающим мно-

жествами для кластера 𝐴𝑖 в смысле гипотезы 3.1.

Ëåììà 3.9 ïîçâîëÿåò â ÿâíîì âèäå ïîñòðîèòü ìíîæåñòâî ïî-
ðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ îáúåêòîâ è ïðèìåíèòü òåîðåìó 3.8
ê äåòåðìèíèðîâàííîìó ÏÌÝÐ. Àíàëîãè÷íûé ðåçóëüòàò äëÿ ÐÌ-
ÝÐ ïðåäñòàâëåí ãèïîòåçîé 3.2 è òåîðåìîé 3.10.

Гипотеза 3.2. Îáîçíà÷èì A(𝐴) =
{︀
𝐴(𝑋) : 𝑋 ∈ [X]ℓ

}︀
. Ïóñòü

ìíîæåñòâî 𝐴 è âûáîðêà X òàêîâû, ÷òî äëÿ êàæäîãî 𝛼 ∈ A(𝐴)
ìîæíî óêàçàòü ïàðó íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ 𝑋𝛼 ⊂ X
è 𝑋 ′

𝛼 ⊂ X, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèþ[︀
𝐴(𝑋)=𝛼

]︀
=

[︀
𝑋𝛼 ⊆ 𝑋

]︀[︀
𝑋 ′

𝛼 ⊆ �̄�
]︀
äëÿ âñåõ 𝑋 ∈ [X]ℓ. (3.7)

Теорема 3.10. Если справедлива гипотеза 3.2, то вероятность

переобучения рандомизированного метода минимизации эмпи-

рического риска есть

𝑄𝜀(𝐴) =
∑︁
𝑎∈𝐴

∑︁
𝛼∈A(𝐴)

[𝑎 ∈ 𝛼]

|𝛼|
𝐶ℓ𝛼
𝐿𝛼

𝐶ℓ
𝐿

𝐻
ℓ𝛼,𝑚𝑎

𝛼
𝐿𝛼

(︀
𝑠𝑎𝛼(𝜀)

)︀
,
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где введены следующие обозначения:

𝐿𝛼 = 𝐿− |𝑋𝛼| − |�̄�𝛼|; ℓ𝛼 = ℓ− |𝑋𝛼|;
𝑚𝑎

𝛼 = 𝑛(𝑎,X∖𝑋𝛼∖𝑋 ′
𝛼); 𝑠𝑎𝛼(𝜀) =

ℓ
𝐿

(︀
𝑛(𝑎,X)− 𝜀𝑘

)︀
− 𝑛(𝑎,𝑋𝛼).

Глава 4. Точные оценки вероятности переобучения для
РМЭР

Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðå-
îáó÷åíèÿ ÐÌÝÐ äëÿ äåâÿòè ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ àëãîðèòìîâ:

� ìîíîòîííàÿ öåïü;
� óíèìîäàëüíàÿ öåïü;
� ïó÷îê ìîíîòîííûõ öåïåé;
� ìîíîòîííàÿ ñåòü;
� óíèìîäàëüíàÿ ñåòü;
� ðàçðåæåííàÿ ìîíîòîííàÿ ñåòü;
� ðàçðåæåííàÿ óíèìîäàëüíàÿ ñåòü;
� ñëîé õýììèíãîâà øàðà;
� ñëîé èíòåðâàëà áóëåâà êóáà.

Äëÿ âûâîäà îöåíîê èñïîëüçóåòñÿ ðàçðàáîòàííûé âûøå ìàòå-
ìàòè÷åñêèé èíñòðóìåíòàðèé: ðàçëîæåíèå âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó-
÷åíèÿ ïî îðáèòàì äåéñòâèÿ ãðóïïû ñèììåòðèé íà ìíîæåñòâå
àëãîðèòìîâ èëè íà ìíîæåñòâå ðàçáèåíèé âûáîðêè, à òàêæå
òåîðåìà î ïîðîæäàþùèõ è çàïðåùàþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ ÐÌÝÐ.

Ñðåäè ïåðå÷èñëåííûõ ñåìåéñòâ íàèáîëüøåãî âíèìàíèÿ çàñëó-
æèâàþò ñëåäóþùèå äâà.

Определение 4.1. Центральным слоем шара радиуса 𝑟 назы-
вают множество алгоритмов, заданное следующим условием:

𝐵𝑟(𝑎0) = {𝑎 ∈ A : 𝑛(𝑎,X) = 𝑛(𝑎0,X) и 𝜌(𝑎, 𝑎0) 6 𝑟},

где 𝑎0 —фиксированный алгоритм, 𝜌(𝑎, 𝑎′)—расстояние Хэм-

минга между векторами ошибок алгоритмов 𝑎, 𝑎′.
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Öåíòðàëüíûé ñëîé õýììèíãîâà øàðà ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì
èç áîëüøîãî ÷èñëà ïîïàðíî áëèçêèõ àëãîðèòìîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò
èñïîëüçîâàòü äàííîå ìíîæåñòâî â êà÷åñòâå îáúåìëþùåãî ìíîæå-
ñòâà 𝐵𝑖 â îöåíêàõ âèäà 𝑄𝜀(𝐴𝑖) 6 𝑄𝜀(𝐵𝑖). Ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî
òàêæå îáëàäàåò óêàçàííûì ñâîéñòâîì, íî êðîìå ýòîãî ðàçëè÷àåò
íåñêîëüêî êëàññîâ îáúåêòîâ: íàäåæíî êëàññèôèöèðóåìûå, îøè-
áî÷íî êëàññèôèöèðóåìûå, è ïîãðàíè÷íûå.

Определение 4.2. Пусть все объекты генеральной выборки

X разделены на три непересекающихся множества: надежно

классифицируемые объекты 𝑋0, ошибочно классифицируемые

объекты 𝑋1 и пограничные объекты 𝑋𝑟. Пусть |𝑋𝑟| = 𝑟
и |𝑋1| = 𝑚, 𝜌—целочисленный параметр, 𝜌 6 𝑟. Слоем интерва-

ла булева куба будем называть множество �̂�𝑚
𝑟,𝜌, удовлетворяющее

следующим условиям:

� �̂�𝑚
𝑟,𝜌 содержит все алгоритмы, допускающие ровно 𝜌 ошибок

на объектах из 𝑋𝑟,

� ни один алгоритм из �̂�𝑚
𝑟,𝜌 не ошибается на объектах из 𝑋0,

� все алгоритмы из �̂�𝑚
𝑟,𝜌 ошибаются на всех объектах из 𝑋1.

Теорема 4.1 (Толстихин, 2010). Вероятность переобучения

ПМЭР для центрального слоя шара 𝐵𝑟(𝑎0):

𝑄𝜀(𝐵𝑟(𝑎0)) = 𝐻ℓ,𝑚
𝐿

(︀
ℓ
𝐿(𝑚− 𝜀𝑘) +

⌊︀
𝑟/2

⌋︀)︀
· [𝑚 > 𝜀𝑘]. (4.1)

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ïðèâîäèòñÿ áîëåå ïðîñòîå äîêàçàòåëüñòâî
Òåîðåìû 4.1.

Теорема 4.2. Вероятность переобучения ПМЭР для слоя ин-

тервала булева куба �̂�𝑚
𝑟,𝜌:

𝑄𝜀(�̂�
𝑚
𝑟,𝜌) =

1

𝐶ℓ
𝐿

min(𝑚,ℓ)∑︁
𝑖=0

min(𝑟,ℓ−𝑖)∑︁
𝑗=0

𝐶𝑖
𝑚𝐶𝑗

𝑟𝐶
ℓ−𝑖−𝑗
𝐿−𝑚−𝑟

[︁
𝛿(𝑖, 𝑗) > 𝜀

]︁
, (4.2)

где 𝑡(𝑖, 𝑗) = 𝑖+max(0, 𝜌− 𝑟 − 𝑗) и 𝛿(𝑖, 𝑗) = 𝑚+𝜌−𝑡(𝑖,𝑗)
𝑘 − 𝑡(𝑖,𝑗)

ℓ .
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Глава 5. Вычислительные эксперименты на реальных
данных

Â äàííîé ãëàâå îïèñûâàþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû
íà ðåàëüíûõ äàííûõ èç ðåïîçèòîðèÿ UCI. Â ýêñïåðèìåíòàõ
ñðàâíèâàåòñÿ çàâûøåííîñòü óæå èçâåñòíûõ êîìáèíàòîðíûõ îöå-
íîê âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ è íîâîé îöåíêè (3.6), â êîòîðîé
âåðîÿòíîñòü ïåðåîáó÷åíèÿ êàæäîãî êëàñòåðà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó
ñ ïîìîùüþ (4.2). Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïîñòðîåííàÿ òàêèì îáðàçîì
îöåíêà â ðÿäå ñëó÷àåâ îêàçûâàåòñÿ ìåíåå çàâûøåííîé ïî ñðàâíå-
íèþ ñ äðóãèìè êîìáèíàòîðíûìè îöåíêàìè. Êðîìå òîãî, íîâàÿ
îöåíêà ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìà äëÿ ñåìåéñòâ ñ ñóùåñòâåííî
áîëüøèì ÷èñëîì àëãîðèòìîâ, ò.ê. ñóììà (3.6) ñîäåðæèò ìåíüøåå
÷èñëî ñëàãàåìûõ èç-çà êëàñòåðèçàöèè àëãîðèòìîâ ñ áëèçêèìè
âåêòîðàìè îøèáîê.

Заключение

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.

1. Ïðåäëîæåí òåîðåòèêî-ãðóïïîâîé ìåòîä âûâîäà îöåíîê âå-
ðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ äëÿ ðàíäîìèçèðîâàííîãî ìåòîäà
ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà.

2. Äîêàçàíû òî÷íûå îöåíêè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ðàíäî-
ìèçèðîâàííîãî ìåòîäà ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà
äëÿ äåâÿòè ìîäåëüíûõ ñåìåéñòâ, âêëþ÷àÿ ìîíîòîííûå
è óíèìîäàëüíûå ñåòè, ñëîé õýììèíãîâà øàðà è ðÿä äðóãèõ.

3. Ïîëó÷åíà îáùàÿ îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ, îñíî-
âàííàÿ íà ðàçëîæåíèè è ïîêðûòèè ìíîæåñòâà àëãîðèòìîâ.

4. Â ýêñïåðèìåíòàõ íà ðåàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàíî, ÷òî íîâàÿ
îöåíêà âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷åíèÿ ÿâëÿåòñÿ áîëåå òî÷íîé
ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè îöåíêàìè âåðîÿòíîñòè ïåðåîáó÷å-
íèÿ.
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Âîçìîæíûì íàïðàâëåíèåì äàëüíåéøèõ èññëåäîâàíèé ÿâëÿåòñÿ
ïîâûøåíèå òî÷íîñòè êîìáèíàòîðíûõ îöåíîê âåðîÿòíîñòè ïåðå-
îáó÷åíèÿ ïóòåì áîëåå àêêóðàòíîãî ó÷åòà ýôôåêòà ðàññëîåíèÿ,
à òàêæå ïðèìåíåíèå ïîëó÷åííûõ â äàííîé ðàáîòå îöåíîê äëÿ
óëó÷øåíèÿ îáîáùàþùåé ñïîñîáíîñòè ëîãè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ
êëàññèôèêàöèè.
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