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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ ïîñâÿùåíà èçó÷åíèþ ñâîéñòâ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ

óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà ñ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîé ãëàâíîé ÷àñòüþ

â ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ.

Ïðèìåðîì òàêîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé àíàëîã ñòàöèîíàð-

íîãî óðàâíåíèÿ Ôóäæèòû (x ∈ Rn):

∆u− |x|s |u|σ sign u = 0, 0 < σ ̸= 1, s ≥ 0. (1)

Äëÿ óðàâíåíèé äàííîãî âèäà ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è Äèðèõëå

è Çàðåìáû â îãðàíè÷åííûõ ëèïøèöåâûõ îáëàñòÿõ Ω, ñîäåðæàùèõ êîíå÷-

íîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ïîëîñòåé øàðîâîé èëè öèëèíäðè÷åñêîé ôîðìû.

Ðåøåíèÿ óêàçàííûõ çàäà÷ â êëàññå W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω) ïîíèìàþòñÿ â îáîá-

ùåííîì ñìûñëå. Èçâåñòíî1,2, ÷òî äëÿ ôóíêöèé èç W 1
2 (Ω) â ëèïøèöåâîé

îáëàñòè Ω îïðåäåëåíû èõ ñëåäû íà ∂Ω, ïðèíàäëåæàùèå ïðîñòðàíñòâó

W
1/2
2 (∂Ω). Èñõîäÿ èç ýòîãî, êðàåâûå óñëîâèÿ òèïà Äèðèõëå, îòâå÷àþùèå

ôóíêöèÿì êëàññà W
1/2
2 (∂Ω)∩L∞(∂Ω), çàäàþòñÿ â âèäå ñëåäîâ ôóíêöèé

êëàññà W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω), îïðåäåëåííûõ âî âñåé îáëàñòè.

Ïîâåäåíèå ðåøåíèé êðàåâûõ çàäà÷ òàêîãî âèäà èìååò ðÿä îñîáåííî-

ñòåé, íå âîçíèêàþùèõ â ëèíåéíîì ñëó÷àå; â ÷àñòíîñòè:

1) ïðè σ ∈ (0, 1) è âûïîëíåíèè îäíîðîäíîãî óñëîâèÿ Äèðèõëå èëè

Íåéìàíà íà ¾âíåøíåé¿ ãðàíèöå îáëàñòè íîñèòåëü îãðàíè÷åííîãî ðåøå-

íèÿ ëîêàëèçîâàí â îêðåñòíîñòè ïîëîñòåé, ðàçìåð êîòîðîé çàâèñèò îò

âõîäíûõ äàííûõ (ýôôåêò ëîêàëèçàöèè íîñèòåëÿ);

2) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ σ > 1 è äîñòàòî÷íî áûñòðîì ñòðåìëåíèè

ðàçìåðîâ ïîëîñòåé ê íóëþ îäíîâðåìåííî ñ ðîñòîì èõ êîëè÷åñòâà ïðè

ôèêñèðîâàííîì óñëîâèè Äèðèõëå íà âíåøíåé ãðàíèöå íàáëþäàåòñÿ ñõî-

äèìîñòü ðåøåíèé ê ðåøåíèþ ïðåäåëüíîé çàäà÷è â íåïåðôîðèðîâàííîé

îáëàñòè; ïðè ýòîì ïðåäåëüíàÿ çàäà÷à íå çàâèñèò îò êðàåâûõ óñëîâèé íà

ãðàíèöàõ ïîëîñòåé.
1R.Adams Sobolev Spaces. New York: Academic Press, 1975.
2È.Ñòåéí Ñèíãóëÿðíûå èíòåãðàëû è ñâîéñòâà ôóíêöèé. Ì.: Ìèð, 1973.
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Àêòóàëüíîñòü òåìû. Ïîëóëèíåéíûå óðàâíåíèÿ â ÷àñòíûõ ïðîèçâîä-

íûõ ýëëèïòè÷åñêîãî òèïà ñ èçìåðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè àêòèâíî èçó-

÷àëèñü ìíîãèìè àâòîðàìè. Â.À.Êîíäðàòüåâ è Å.Ì.Ëàíäèñ óñòàíîâè-

ëè Ðÿä êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé òàêèõ óðàâíåíèé3,4. Â ðàáîòàõ

Î.À.Îëåéíèê è Â.À.Êîíäðàòüåâà èçó÷åíî ïîâåäåíèå ðåøåíèé ïîëóëè-

íåéíûõ óðàâíåíèé â (ïîëó)áåñêîíå÷íîì öèëèíäðå ñ óñëîâèåì Íåéìàíà

íà áîêîâîé ïîâåðõíîñòè öèëèíäðà. Âîïðîñû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé è

èõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ â öèëèíäðè÷åñêèõ îáëàñòÿõ èçó÷àëèñü â

ðàáîòàõ Þ.Â.Åãîðîâà, Â.À.Êîíäðàòüåâà, Î.À.Îëåéíèê è ðÿäà äðóãèõ

àâòîðîâ.

Èññëåäîâàíèþ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèé ñî ñòåïåííîé íåëèíåéíîñòüþ

è èçó÷åíèþ ñâîéñòâ èõ ðåøåíèé â ñëó÷àå îïåðàòîðà Ëàïëàñà â ãëàâíîé

÷àñòè ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (J. B.Keller, R.Osserman, L.V�eron,

H.Brezis, Ñ.È.Ïîõîæàåâ è äð.); óðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà ðàññìàò-

ðèâàëèñü â ðàáîòàõ H.A. Levine, L. E. Paine, Î.À.Îëåéíèê è äðóãèõ àâ-

òîðîâ. Â ñâÿçè ñ ýôôåêòîì ëîêàëèçàöèè íîñèòåëÿ îòìåòèì ðåçóëüòàòû

À.À.Êîíüêîâà î êîìïàêòíîñòè íîñèòåëÿ ðåøåíèé íåêîòîðûõ íåëèíåé-

íûõ íåðàâåíñòâ â íåîãðàíè÷åííûõ îáëàñòÿõ5.

Òåîðèè îñðåäíåíèÿ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ïîñâÿùåíî áîëüøîå êîëè÷å-

ñòâî ñòàòåé è ìîíîãðàôèé6,7,8,9,10,11. Îñðåäíåíèåì êâàçèëèíåéíûõ ýëëèï-

òè÷åñêèõ óðàâíåíèé â ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ è îáëàñòÿõ ñ êàíàëàìè
3Â.À.Êîíäðàòüåâ, Å.Ì.Ëàíäèñ Ïîëóëèíåéíûå óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà ñ íåîòðèöàòåëüíîé

õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôîðìîé // Ìàòåì. çàìåòêè. 1988. Ò. 44, �4. Ñ. 457�468.
4Â.À.Êîíäðàòüåâ, Å.Ì.Ëàíäèñ Î êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé îäíîãî íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà // Ìàòåì. ñáîðíèê. 1988. Ò. 135
(177), �3. Ñ. 346�360.
5À.À.Êîíüêîâ Î ðåøåíèÿõ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ íåðàâåíñòâ, îáðàùàþùèõñÿ â íóëü â

îêðåñòíîñòè áåñêîíå÷íîñòè // Ìàòåì. çàìåòêè. 2000. Ò. 67, �1. Ñ. 153�156.
6Í.Ñ.Áàõâàëîâ, Ã.Ï.Ïàíàñåíêî Îñðåäíåíèå ïðîöåññîâ â ïåðèîäè÷åñêèõ ñðåäàõ. Ì.: Íàóêà, 1984.
7Â.À.Ìàð÷åíêî, Å.ß.Õðóñëîâ Êðàåâûå çàäà÷è â îáëàñòÿõ ñ ìåëêîçåðíèñòîé ãðàíèöåé. Êèåâ:

Íàóêîâà äóìêà, 1974.
8Â.Â.Æèêîâ, Ñ.Ì.Êîçëîâ, Î.À.Îëåéíèê Óñðåäíåíèå äèôôåðåíöèàëüíûõ îïåðàòîðîâ.

Ì.: Ôèçìàòëèò, 1993.
9Î.À.Îëåéíèê, Ã.À.Èîñèôüÿí, À.Ñ.Øàìàåâ Ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è òåîðèè ñèëüíî íåîäíî-

ðîäíûõ óïðóãèõ ñðåä. Ì.: Èçäàòåëüñòâî ÌÃÓ, 1990.
10Ý.Ñàí÷åñ�Ïàëåíñèÿ Íåîäíîðîäíûå ñðåäû è òåîðèÿ êîëåáàíèé. Ì.: Ìèð, 1984.
11A.Bensoussan, J.-L. Lions, G. Papanicolaou Asymptotic analysis for periodic structures.

Amsterdam: North-Holland, 1978.
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çàíèìàëñÿ È.Â.Ñêðûïíèê12. Çàäà÷è îñðåäíåíèÿ äëÿ ýëëèïòè÷åñêèõ è

ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ â ðàçëè÷íûõ ïîñòàíîâêàõ èçó÷àëèñü òàê-

æå â ðàáîòàõ Ã.À.×å÷êèíà13, Ò.À.Øàïîøíèêîâîé14 è äðóãèõ àâòîðîâ15.

Êàê ïðàâèëî, ïðè îñðåäíåíèè íàêëàäûâàþòñÿ îïðåäåëåííûå îãðàíè÷å-

íèÿ íà âõîäíûå äàííûå çàäà÷è, òàêèå êàê ïåðèîäè÷íîñòü, áëèçîñòü ïîëîñ-

òåé ê íåêîòîðîìó ìíîãîîáðàçèþ è ò. ï. Îòìåòèì, ÷òî â äàííîé ðàáîòå

íå èñïîëüçóþòñÿ óñëîâèÿ ïåðèîäè÷íîñòè èçìåíåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ èëè

ðàñïîëîæåíèÿ ïîëîñòåé. Íåêîòîðûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìåþò àíà-

ëîãè â òåîðèè ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé16.

Â ðÿäå ðàáîò Å.Ï.Äîëæåíêî, Ë.Êàðëåñîíà, À.Â.Ïîêðîâñêîãî17 äî-

êàçàíû êðèòåðèè óñòðàíèìîñòè çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà äëÿ íåêîòîðûõ

ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé â òåðìèíàõ õàóñäîðôîâîé ìåðû ìíîæåñòâà.

Òåîðåìû îá îñðåäíåíèè íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûìè àíàëî-

ãàìè òàêèõ êðèòåðèåâ. Ïðè ýòîì óñëîâèÿì òèïà ðàâåíñòâà íóëþ õàóñäîð-

ôîâîé ìåðû â òåîðèè óñòðàíåíèÿ îñîáåííîñòåé ñîîòâåòñòâóþò óñëîâèÿ íà

ñêîðîñòü óáûâàíèÿ ðàçìåðîâ ïîëîñòåé.

Òåîðåìû î ñóùåñòâîâàíèè ¾ì�åðòâîé çîíû¿, òî åñòü òàêîãî ïîäìíîæå-

ñòâà (ïîëîæèòåëüíîé ìåðû), íà êîòîðîì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ îáðàùàåòñÿ

â íóëü, èçâåñòíû äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ18 è ïàðàáîëè÷åñêèõ

óðàâíåíèé. Îòìåòèì â ñâÿçè ñ ýòèì ýôôåêò ïðîñòðàíñòâåííîé ëîêàëè-

çàöèè âîçìóùåíèÿ19.
12È.Â.Ñêðûïíèê Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ ãðàíè÷íûõ çàäà÷. Ì.: Íàóêà,

1990.
13Ã.À.×å÷êèí Óñðåäíåíèå êðàåâûõ çàäà÷ ñ ñèíãóëÿðíûì âîçìóùåíèåì ãðàíè÷íûõ óñëîâèé //

Ìàòåì. ñáîðíèê. 1993. Ò. 184. �6. Ñ. 99�150.
14Ò. À. Øàïîøíèêîâà Îá óñðåäíåíèè íåêòîðûõ êðàåâûõ çàäà÷ â îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ òîíêèå

êàíàëû // Òðóäû ñåìèíàðà èì. È. Ã.Ïåòðîâñêîãî. 2004. Ò. 24. Ñ. 324�340.
15A.Damlamian, Li Ta�Tsien Boundary homogenization for elliptic problems. // J. Math. Pures Appl.

1987. Vol. 66, no. 9. P. 351�361.
16Î.À.Ìàòåâîñÿí, È.Â.Ôèëèìîíîâà Îá óñðåäíåíèè ïîëóëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ îïåðàòîðîâ

â ïåðôîðèðîâàííîì öèëèíäðå // Ìàòåì. çàìåòêè. 2005. Ò. 78, �3. Ñ. 396�408.
17À.Â.Ïîêðîâñêèé Óñòðàíèìûå îñîáåííîñòè ðåøåíèé íåëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé //

Óñïåõè ìàò. íàóê. 2007. Ò. 62. �3 (375). Ñ. 215�216.
18P.Pucci, J. Serrin The strong maximum principle revisited // J. Di�erential Equations. 2004.

Vol. 196. No. 1, P. 1�66.
19À.À.Ñàìàðñêèé, Â.À. Ãàëàêòèîíîâ, Ñ.Ï.Êóðäþìîâ, À.Ï.Ìèõàéëîâ Ðåæèìû ñ îáîñòðåíèåì

â çàäà÷àõ äëÿ êâàçèëèíåéíûõ ïàðàáîëè÷åñêèõ óðàâíåíèé. Ì.: Íàóêà, 1987.
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Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ:

1) èçó÷åíèå ñâîéñòâ ðåøåíèé êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé âòîðîãî ïî-

ðÿäêà ñ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîé ãëàâíîé ÷àñòüþ è íåëèíåéíûì ÷ëå-

íîì, çàâèñÿùèì îò íåèçâåñòíîé ôóíêöèè ñòåïåííûì îáðàçîì, â îáëàñòÿõ

ñî ñôåðè÷åñêîé è öèëèíäðè÷åñêîé ïåðôîðàöèåé ìåòîäàìè òåîðèè óñòðà-

íåíèÿ îñîáåííîñòåé è êà÷åñòâåííîé òåîðèè êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé;

2) èññëåäîâàíèå çàäà÷è îñðåäíåíèÿ äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñ-

êèõ óðàâíåíèé â îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ ïîëîñòè øàðîâîé èëè öèëèíäðè-

÷åñêîé ôîðìû;

3) èçó÷åíèå ýôôåêòà ëîêàëèçàöèè íîñèòåëÿ ðåøåíèÿ êðàåâûõ çàäà÷

Çàðåìáû è Äèðèõëå äëÿ ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà ðàáîòû çàêëþ÷àåòñÿ â ñëåäóþùåì:

1) äëÿ n ≥ 3 è äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèé ïîêàçàòåëÿ íåëèíåé-

íîñòè σ > 1 íàéäåíû óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ ðåøåíèÿ çàäà÷è Äèðèõëå â

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòåé ñõîäÿòñÿ (â ïîäõîäÿùåì

ñìûñëå) ê ðåøåíèþ ïðåäåëüíîé çàäà÷è â íåïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè;

ïîëó÷åíà îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè, ïîëèíîìèàëüíàÿ ïî ìàëîìó ïàðà-

ìåòðó; äîêàçàíî, ÷òî ïðè çíà÷åíèÿõ ïîêàçàòåëÿ íåëèíåéíîñòè, ïðåâûøà-

þùèõ îïðåäåëåííóþ êðèòè÷åñêóþ âåëè÷èíó, è ïðè äîñòàòî÷íî áûñòðîì

óáûâàíèè ðàçìåðîâ ïîëîñòåé îäíîâðåìåííî ñ óâåëè÷åíèåì èõ êîëè÷åñòâà

äîñòèãàåòñÿ ñõîäèìîñòü ê ïðåäåëüíîìó ðåøåíèþ ïî÷òè âñþäó â îáëàñòè;

2) ïðè n ≥ 3, σ > 1 óñòàíîâëåíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ê íóëþ èí-

òåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ, âêëþ÷àþùåãî ðàçíîñòü ïðåäåëüíîãî ðåøåíèÿ è

ðåøåíèé â ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ, à òàêæå ãðàäèåíò ýòîé ðàçíîñòè;

3) â ñëó÷àå n ≥ 2 è σ ∈ (0, 1) óñòàíîâëåí ýôôåêò ëîêàëèçàöèè

íîñèòåëÿ: îãðàíè÷åííîå ðåøåíèå çàäà÷è Çàðåìáû îáðàùàåòñÿ â íóëü íà

äîñòàòî÷íîì óäàëåíèè îò òîé ÷àñòè ãðàíèöû îáëàñòè, ãäå êðàåâîå óñëîâèå

íåîäíîðîäíî; ïîëó÷åíà îöåíêà íà ðàçìåð çîíû ëîêàëèçàöèè;

4) äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è â ïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè ñ îäíîðîäíûì

óñëîâèåì Äèðèõëå íà âíåøíåé ãðàíèöå ïðè n ≥ 3 è σ ∈ (0, 1) ïîëó÷åíà

óòî÷íåííàÿ îöåíêà íà ðàçìåð çîíû ëîêàëèçàöèè.
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Ïóáëèêàöèè. Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 7 ðàáîò [1�7], ñïèñîê

êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà. Ñòàòüè [1�3] îïóáëèêîâàíû â

æóðíàëàõ, ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïîëó÷åíû

àâòîðîì ñàìîñòîÿòåëüíî.

Àïðîáàöèÿ. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà çàñåäàíèÿõ ñåìèíà-

ðà ¾Êà÷åñòâåííàÿ òåîðèÿ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ¿ êàôåäðû

äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé ìåõàíèêî�ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà

ÌÃÓ èì. Ì.Â.Ëîìîíîñîâà ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Â.À.Êîíäðàòüåâà

è ïðîô. Å.Â. Ðàäêåâè÷à, à òàêæå ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. Â.Â.Æèêîâà,

ïðîô. Å.Â. Ðàäêåâè÷à, ïðîô. À.Ñ.Øàìàåâà; íà ñåìèíàðå ¾Ìåòîäû ðå-

øåíèÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè¿ Ôåäåðàëüíîãî ãîñóäàðñòâåííîãî

áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè Âû÷èñëèòåëüíîãî öåíòðà èì. À.À.Äîðîä-

íèöûíà Ðîññèéñêîé àêàäåìèè íàóê ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.À.Àáðàìî-

âà, ïðîô. Â.È.Âëàñîâà, ïðîô. Á.Â.Ïàëüöåâà; íà ñåìèíàðå îòäåëà ìàòå-

ìàòè÷åñêîé ôèçèêè Ìàòåìàòè÷åñêîãî èíñòèòóòà èì. Â.À.Ñòåêëîâà ÐÀÍ

ïîä ðóêîâîäñòâîì ïðîô. À.Ê. Ãóùèíà è ïðîô. Â.Ï.Ìèõàéëîâà; íà Ìåæ-

äóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Fourth Arbeitstagung of the Second Series¿

(Bonn, 1999); íà Ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâ-

íåíèÿ è ñìåæíûå âîïðîñû¿ èì. È. Ã.Ïåòðîâñêîãî (Ìîñêâà, 2011 ã.); íà

Ìåæäóíàðîäíîé ìîëîä�åæíîé êîíôåðåíöèè�øêîëå ¾Ñîâðåìåííûå

ïðîáëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè¿ (Äóáíà, 2012 ã.);

íà Òðåòüåé ìåæäóíàðîäíîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ôèçèêà è å�å

ïðèëîæåíèÿ¿ (Ñàìàðà, 2012 ã.).

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè èìå-

þò òåîðåòè÷åñêèé õàðàêòåð è ìîãóò ïðåäñòàâëÿòü èíòåðåñ äëÿ ñïåöèà-

ëèñòîâ â îáëàñòè êâàçèëèíåéíûõ óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè è

òåîðèè îñðåäíåíèÿ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, äâóõ

ãëàâ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Îáùèé îáúåì ðàáîòû ñîñòàâëÿåò 99 ñòðàíèö,

èç êîòîðûõ 85 ñòðàíèö çàíèìàåò òåêñò äèññåðòàöèè. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

âêëþ÷àåò 99 íàèìåíîâàíèé è çàíèìàåò 11 ñòðàíèö.
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Îáçîð ñîäåðæàíèÿ äèññåðòàöèè

Â äèññåðòàöèè ðàññìàòðèâàþòñÿ êðàåâûå çàäà÷è äëÿ êâàçèëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ âèäà

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
− a(x) |u|σ−1 u = 0 (2)

â ñòðîãî ëèïøèöåâîé îãðàíè÷åííîé îáëàñòè Ω è å�å ïîäîáëàñòÿõ, ãäå

0 < σ ̸= 1 � ïîêàçàòåëü íåëèíåéíîñòè, a(x) > 0 � èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ.

Ïðè ýòîì ñòàðøàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêèì

îïåðàòîðîì ñ êîýôôèöèåíòàìè aij ∈ L∞(Ω).

Âî ââåäåíèè ê äèññåðòàöèè îòìå÷åíà àêòóàëüíîñòü òåìàòèêè, óêà-

çàíû öåëè ðàáîòû è êðàòêî èçëîæåíî åå ñîäåðæàíèå. Êðîìå òîãî, ïðè-

âåäåí ñïèñîê îñíîâíûõ îáîçíà÷åíèé, äàíû îïðåäåëåíèÿ ðÿäà ôóíêöèî-

íàëüíûõ ïðîñòðàíñòâ, èñïîëüçóåìûõ â äèññåðòàöèè, à òàêæå ñôîðìóëè-

ðîâàíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ôàêòû òåîðèè îáîáùåííûõ ðåøåíèé êëàññà

W 1
2 (Ω) ýëëèïòè÷åñêèõ êðàåâûõ çàäà÷, òàêèå êàê ïðèíöèï ìàêñèìóìà è

ïðèíöèï ñðàâíåíèÿ.

Ïåðâàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà çàäà÷å Äèðèõëå äëÿ óðàâíåíèÿ (2) â îáëà-

ñòÿõ, ñîäåðæàùèõ øàðîâûå ïîëîñòè, â ñëó÷àå, êîãäà êîýôôèöèåíò a(x)

îòäåëåí îò íóëÿ: a(x) ≥ a0 = const > 0. Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû âûòå-

êàþò èç êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâ ðåøåíèé, óñòàíîâëåííûõ Â.À.Êîíäðàòüå-

âûì è Å.Ì.Ëàíäèñîì20, à òàêæå îïèðàþòñÿ íà äâóñòîðîííèå îöåíêè ïî-

ëîæèòåëüíîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ðåøåíèÿ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîãî

îïåðàòîðà âòîðîãî ïîðÿäêà21.

Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû I èçó÷àþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è Äèðèõëå

â îáëàñòè, èìåþùåé ôîðìó åäèíè÷íîãî êóáà â n �ìåðíîì åâêëèäîâîì

ïðîñòðàíñòâå (n ≥ 2) ñ åäèíñòâåííîé øàðîâîé ïîëîñòüþ, ëåæàùåé âíóò-

ðè êóáà. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî íà ãðàíÿõ êóáà çàäàíî îäíîðîäíîå óñëîâèå
20Â.À.Êîíäðàòüåâ, Å.Ì.Ëàíäèñ Î êà÷åñòâåííûõ ñâîéñòâàõ ðåøåíèé îäíîãî íåëèíåéíîãî

óðàâíåíèÿ âòîðîãî ïîðÿäêà // Ìàòåì. ñáîðíèê. 1988. Ò. 135(177), �3. Ñ. 346�360.
21W.Littmann, G. Stampacchia, H. F.Weinberger Regular points for elliptic equations with

discontinuous coe�cients // Ann. Scuola Norm. Sup. Pisa (3). 1963. V 17, no. 1�2. P. 43�77.
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Äèðèõëå, à íà ãðàíèöå ïîëîñòè � íåîäíîðîäíîå êðàåâîå óñëîâèå. Îñíîâ-

íûìè ðåçóëüòàòàìè ïàðàãðàôà ÿâëÿþòñÿ:

1) íàéäåííûå äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ íàëè÷èÿ ó ðåøåíèÿ ¾ì�åðòâîé

çîíû¿ ïðè σ ∈ (0, 1) è óñòàíîâëåííûå îöåíêè ðàçìåðà íîñèòåëÿ ðåøåíèÿ;

2) äîêàçàííàÿ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé ê íóëþ ïðè ñòðåìëåíèè ðàçìåðà

øàðîâîé ïîëîñòè ê íóëþ â ñëó÷àå, êîãäà n ≥ 3 è σ > n/(n− 2), à òàêæå

óñòàíîâëåííàÿ îöåíêà ñêîðîñòè ñõîäèìîñòè.

Ýôôåêò ¾ì�åðòâîé çîíû¿, âîçíèêàþùèé ïðè σ ∈ (0, 1), çàêëþ÷àåòñÿ

â òîì, ÷òî åñëè ðåøåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñòè íå ïðåâûøàåò ïî ìîäó-

ëþ êîíñòàíòû M > 0, òî îíî îáðàùàåòñÿ â íóëü â òåõ òî÷êàõ, êîòî-

ðûå óäàëåíû îò ïîëîñòè áîëåå, ÷åì íà âåëè÷èíó (M/c1)
1−σ
2 . Çäåñü c1 �

íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ è

îò ïîêàçàòåëÿ σ. Åñëè n ≥ 3, òî îöåíêà íà ðàçìåð çîíû ëîêàëèçàöèè

ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü óëó÷øåíà: ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ M

ýòîò ðàçìåð íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû, ïðîïîðöèîíàëüíîé Mγ, ãäå

γ =
1− σ

n− (n− 2)σ
<

1− σ

2
.

Â ñëó÷àå n ≥ 3, σ > n/(n − 2) ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî çàäà÷, ïà-

ðàìåòðèçîâàííîå ÷èñëîì ε → 0, â êóáå ñ øàðîâîé ïîëîñòüþ ïåðåìåííîãî

ðàäèóñà Rε, èìåþùåé öåíòð â ôèêñèðîâàííîé òî÷êå. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

ðàçìåð ïîëîñòè óáûâàåò äîñòàòî÷íî áûñòðî:

Rε = o(εγ) ïðè ε → 0, ãäå γ =
σ − 1

(n− 2)σ − n
, (3)

òî ñóïðåìóì ìîäóëÿ ðåøåíèÿ ïî âíåøíîñòè øàðà ðàäèóñà dε := d0 ε
1/(n−2),

êîíöåíòðè÷åñêîãî ñ ïîëîñòüþ, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì d0 > 0. Îò-

ìåòèì, ÷òî âåëè÷èíà Mε, îãðàíè÷èâàþùàÿ ðåøåíèå íà ãðàíèöå ïîëîñòè

äëÿ çàäàííîãî ε, ìîæåò ðàñòè ïðè ε → 0 íåîãðàíè÷åííî áûñòðî.

Ïàðàãðàô 2 ãëàâû I ïîñâÿùåí çàäà÷å îñðåäíåíèÿ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (2)

â îáëàñòÿõ Ωε, ïîëó÷àåìûõ èç îáëàñòè Ω îáùåãî âèäà âûáðàñûâàíèåì

êîíå÷íîãî ÷èñëà m øàðîâûõ ïîëîñòåé îäèíàêîâîãî ìàëîãî ðàäèóñà Rε.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà

n ≥ 3, σ >
n

n− 2
.

Ïàðàìåòð ε → 0 ñâÿçàí ñ m ñîîòíîøåíèåì ε = m−1. Îäíîâðåìåííî

ñ íåîãðàíè÷åííûì ðîñòîì êîëè÷åñòâà ïîëîñòåé ñîãëàñîâàííûì îáðàçîì

óìåíüøàþòñÿ èõ ðàçìåðû. Â ÷àñòíîñòè, îáùèé îáúåì ïîëîñòåé ñòðåìèòñÿ

ê íóëþ. Íà âíåøíåé ãðàíèöå ∂Ω çàäàíî óñëîâèå Äèðèõëå uε = φ ≤ 0,

îäèíàêîâîå äëÿ âñåõ çíà÷åíèé ε, à íà ãðàíèöå ïîëîñòåé çàäàíî íåêîòî-

ðîå óñëîâèå Äèðèõëå uε = φε ≥ 0, çàâèñÿùèå îò ε. Äîêàçàíî, ÷òî â

ýòîì ñëó÷àå îáîáùåííûå ðåøåíèÿ uε â ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòÿõ Ωε

ñõîäÿòñÿ ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (3) ê ðåøåíèþ u(x) â îáëàñòè Ω ñ êðà-

åâûì óñëîâèåì u = φ íà ∂Ω â ñëåäóþùåì ñìûñëå: ñóïðåìóì âåëè÷èíû

uε−u ≥ 0 ïî âíåøíîñòè îáúåäèíåíèÿ øàðîâ ôèêñèðîâàííîãî ðàäèóñà d0,

êîíöåíòðè÷åñêèõ ñ ïîëîñòÿìè, ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ïðè ëþáîì d0 > 0.

Îòìåòèì, ÷òî ýòî âëå÷�åò ðàâíîìåðíóþ ñõîäèìîñòü íà êàæäîì êîìïàêòå

E ⊂ Ω, ñîäåðæàùåìñÿ âî âñåõ îáëàñòÿõ Ωε âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé

îêðåñòíîñòüþ. Â òîì ñëó÷àå, êîãäà φ = 0, à äëÿ ðàäèóñîâ Rε âûïîëíÿåòñÿ

óñëîâèå

Rε = O(εγ) ïðè ε → 0, ãäå γ >
σ − 1

(n− 2)σ − n
,

áîëåå ñèëüíîå, ÷åì (3), óñòàíîâëåíà èíòåãðàëüíàÿ ñõîäèìîñòü uε ê íóëþ

âìåñòå ñ ãðàäèåíòàìè:∫
Ω2Rε

ε

uσ+1
ε + |∇uε|2

1 + uε
dx → 0 ïðè ε → 0,

ãäå Ω2Rε
ε � ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå èç Ω èñêëþ÷åíèåì øàðîâ ðàäèóñà

(2Rε), êîíöåíòðè÷åñêèõ ñ ïîëîñòÿìè.

Âî âòîðîé ãëàâå èçó÷àþòñÿ çàäà÷è Äèðèõëå è Çàðåìáû äëÿ óðàâ-

íåíèÿ (2) â îáëàñòÿõ, ñîäåðæàùèõ ïîëîñòè îäèíàêîâîé öèëèíäðè÷åñêîé

ôîðìû (ïîä öèëèíäðîì ðàäèóñà R ïîíèìàåòñÿ R � îêðåñòíîñòü íåêîòî-

ðîãî àôôèííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà Rn, íå îáÿçàòåëüíî îäíîìåðíîãî, �

îñè öèëèíäðà). Êîýôôèöèåíò a(x) ìîæåò èìåòü èçîëèðîâàííûé íóëü
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ïîðÿäêà s ≥ 0 â íåêîòîðîé òî÷êå èç Ω, ïðèíèìàåìîé çà íà÷àëî êîîðäèíàò:

a(x) ≥ a0 |x|s, ãäå a0 = const > 0.

Â ïàðàãðàôå 1 ãëàâû II óñòàíîâëåíû îáùèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ êðàåâûõ çàäà÷: ðàçðåøèìîñòü çàäà÷ Äèðèõëå è Çàðåìáû

â ïîäõîäÿùåì êëàññå ôóíêöèé, âàðèàöèîííûé ïðèíöèï, óñëîâèÿ íåïðå-

ðûâíîñòè ðåøåíèÿ ïî Ã�åëüäåðó âïëîòü äî ãðàíèöû îáëàñòè, âîçìîæíîñòü

àïïðîêñèìàöèè îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñ èçìåðèìûìè êîýô-

ôèöèåíòàìè ðåøåíèÿìè óðàâíåíèé òîãî æå âèäà ñ áåñêîíå÷íî ãëàäêèìè

êîýôôèöèåíòàìè.

Çàäà÷à Çàðåìáû â îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
− a(x) |u|σ−1 u = 0 â Ω,

u = φ íà Γ,

∂u

∂ν
:=

n∑
i,j=1

aij(x)
∂u

∂xj
cos(n⃗, xi) = 0 íà ∂Ω \ Γ,

(4)

ãäå aij ≡ aji ∈ L∞(Ω), a(x) � ïîëîæèòåëüíàÿ â Ω èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ,

∅ ≠ Γ ⊂ ∂Ω � çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, φ ∈ W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω), n⃗ �

åäèíè÷íûé âåêòîð âíåøíåé íîðìàëè ê ∂Ω. Åñëè Γ = ∂Ω, òî çàäà÷à (4)

ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé Äèðèõëå. Óñëîâèÿ ðàçðåøèìîñòè çàäà÷ Çàðåìáû è Äè-

ðèõëå äàþòñÿ ñëåäóþùåé òåîðåìîé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå îäíî èç óñëîâèé:

1) Γ = ∂Ω (çàäà÷à Äèðèõëå);

2) îáëàñòü Ω ëèïøèöåâà, ïðè ýòîì
(
a(x)−1/σ

)
∈ L1(Ω).

Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî φ ∈ W 1
2 (Ω)∩L∞(Ω) ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå

ðåøåíèå u ∈ W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω) çàäà÷è (4).

Ðåøåíèå çàäà÷è (4) ñòðîèòñÿ ìåòîäîì ïðèáëèæåíèé Ãàë�åðêèíà. Äîêà-

çàòåëüñòâî ñõîäèìîñòè ïðèáëèæåíèé îïèðàåòñÿ íà ñâîéñòâà êîýðöèòèâ-

íîñòè è ñëàáîé êîìïàêòíîñòè íåëèíåéíîãî îïåðàòîðà, ñîîòâåòñòâóþùåãî

êðàåâîé çàäà÷å22.
22Þ. À. Äóáèíñêèé Íåëèíåéíûå ýëëèïòè÷åñêèå è ïàðàáîëè÷åñêèå óðàâíåíèÿ // Èòîãè íàóêè è

òåõí. Ñåð. Ñîâðåì. ïðîáë. ìàò. ÂÈÍÈÒÈ. 1976. Ò. 9. Ñ. 5�130.
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Â ïàðàãðàôå 2 ãëàâû II ïîëó÷åí ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ, à

òàêæå ñôîðìóëèðîâàíû íåêîòîðûå èçâåñòíûå ñâîéñòâà ãëàäêèõ ôóíê-

öèé, â òîì ÷èñëå � èíòåãðàëüíàÿ òåîðåìà î ñðåäíåì è òåîðåìà Ìîðñà.

Èñïîëüçóåìûå â ïåðâîé ãëàâå òåîðåìû Â.À.Êîíäðàòüåâà, Å.Ì.Ëàíäèñà

î ïîâåäåíèè ðåøåíèé óðàâíåíèÿ â îáëàñòÿõ, ëåæàùèõ âíóòðè øàðà, îáîá-

ùåíû íà ñëó÷àé, êîãäà íà ÷àñòè ãðàíèöû âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ Íåé-

ìàíà, à êîýôôèöèåíò a(x) èìååò èçîëèðîâàííûé íóëü ïîðÿäêà s. Ïî-

êàçàíî, ÷òî åñëè ðåøåíèå çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè ΩR := Ω \ BR,

èìåþùåé m öèëèíäðè÷åñêèõ ïîëîñòåé ðàäèóñà R ñ îñÿìè Yk êîðàçìåð-

íîñòè n′ ≥ 3, óäîâëåòâîðÿåò îäíîðîäíîìó êðàåâîìó óñëîâèþ íà ∂Ω, òî

ïðè x ∈ Ω : dist (x,∪Yk) > R âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà

|u(x)| ≤ β mM

(
dist(x,∪Yk)

R

)2−n′

, (5)

ãäå β çàâèñèò òîëüêî îò n, n′ è îò êîíñòàíòû ýëëèïòè÷íîñòè λ, ÷èñëî M

îãðàíè÷èâàåò ñâåðõó ìîäóëü ðåøåíèÿ u(x) íà ∂ΩR (à ñëåäîâàòåëüíî, è âî

âñåé îáëàñòè ΩR). Â ñëó÷àå σ > 1, a(x) = a0 |x|s äîêàçàíà àíàëîãè÷íàÿ
îöåíêà ñ ïðàâîé ÷àñòüþ, íå çàâèñÿùåé îò M . Â ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ

ïðè x ∈ Ω : dist (x,∪Yk) > 2R âåðíî íåðàâåíñòâî

|u(x)| ≤ β2m
(
Rn′−2σ∗−s/(σ−1)

)
dist (x,∪Yk)

2−n′
,

ãäå σ∗ := σ/(σ − 1), β2 çàâèñèò îò n, n′, λ, σ, s, a0.

Â ïàðàãðàôå 3 ãëàâû II äîêàçàíû òåîðåìû î ëîêàëèçàöèè è ñõîäèìîñòè

ðåøåíèé, ñîñòàâëÿþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè.

Òåîðåìà 2. Ïóñòü u ∈ W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω) � îáîáùåííîå ðåøåíèå çàäà-

÷è (4) â ñòðîãî ëèïøèöåâîé îáëàñòè Ω ⊂ Rn, n ≥ 2, ïðè÷åì σ ∈ (0, 1),

a(x) ≥ a0 |x|s â Ω, a0 = const > 0, 0 ≤ s < σ n, φ ∈ W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω), è

âûïîëíÿåòñÿ îöåíêà |φ| ≤ M = const > 0 íà Γ. Ïóñòü Γ0 ⊂ Γ � òàêîå

çàìêíóòîå ïîäìíîæåñòâî, ÷òî φ = 0 íà Γ0. Ïîëîæèì

Γ1 := Γ \ Γ0, Γ2 := ∂Ω \ Γ ∩ Γ0.
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Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî c1, çàâèñÿùåå òîëüêî îò n, σ, s, a0 è îò

êîíñòàíòû ýëëèïòè÷íîñòè λ, ÷òî u = 0 â Ω1, ãäå

Ω1 : =

{
x ∈ Ω : dist (x , Γ1 ∪ Γ2) >

(
M

c1

) 1−σ
2+s

}
.

Äëÿ ñëó÷àÿ çàäà÷è Äèðèõëå â öèëèíäðè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííîé îá-

ëàñòè ñ îäíîðîäíûì óñëîâèåì íà âíåøíåé ãðàíèöå ðàçìåð çîíû ëîêàëè-

çàöèè ðåøåíèÿ äîïóñêàåò äðóãóþ îöåíêó, êîòîðàÿ ïðè äîñòàòî÷íî ìàëûõ

çíà÷åíèÿõ ðàäèóñà ïîëîñòåé è áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ M ìîæåò îêàçàòüñÿ

áîëåå ñèëüíîé, ÷åì â òåîðåìå 2.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n ≥ 3 è âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 2. Ïóñòü

{Yk} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî (k = 1, . . . ,m) àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ

â Rn êîðàçìåðíîñòè n′ ≥ 3. Îáîçíà÷èì ÷åðåç BR îáúåäèíåíèå çàìêíó-

òûõ öèëèíäðîâ ðàäèóñà R ñ îñÿìè Yk. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòî-

ðîãî R > 0 âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

Γ1 ⊂ (∂Ω ∩BR) ⊂ Γ = ∂Ω.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ÷èñëî c′1 > 0, çàâèñÿùèå îò n, n′, λ, σ, a0, s, íî íå

îò R,m,M òàêîå, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå

mM > c′1R
2+s
1−σ ,

òî u = 0 íà ìíîæåñòâå Ω′
1 := Ω \Bd, ãäå

d =
1

γs (n′ − 2)

(
Rn′−2 mM

c′1

)γs

, γs =
1− σ

n′ + s− (n′ − 2)σ
<

1− σ

2 + s
.

Ïåðåéäåì ê ôîðìóëèðîâêå ðåçóëüòàòîâ îá îñðåäíåíèè çàäà÷è Äèðè-

õëå. Ïóñòü Ω ⊂ Rn � îãðàíè÷åííàÿ ñòðîãî ëèïøèöåâà îáëàñòü, n ≥ 3,

Ωε := Ω \ Bε � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öèëèíäðè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííûõ

îáëàñòåé, ãäå Bε � îáúåäèíåíèå êîíå÷íîãî ÷èñëà m = m(ε) ≡ ε−1 öè-

ëèíäðîâ îäèíàêîâîãî ðàäèóñà Rε ñ îñÿìè Yε,k êîðàçìåðíîñòè n′ ≥ 3.

Âåëè÷èíà ε ðàññìàòðèâàåòñÿ â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà, Rε → 0 ïðè ε → 0.
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Ðàññìîòðèì îáîáùåííûå ðåøåíèÿ ñëåäóþùèõ çàäà÷:
n∑

i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂u

∂xj

)
− a(x) |u|σ−1 u = 0 â Ω,

u = φ íà ∂Ω,

ãäå σ > 1, u, φ ∈ W 1
2 (Ω) ∩ L∞(Ω), a(x) ≥ a0 |x|s, a0 = const > 0, s ≥ 0,

n∑
i,j=1

∂

∂xi

(
aij(x)

∂uε
∂xj

)
− a(x) |uε|σ−1 uε = 0 â Ωε,

uε = φε íà ∂Ωε,

ãäå uε, φε ∈ W 1
2 (Ωε) ∩ L∞(Ωε), φε = φ íà ∂Ω ∩ Ωε.

Â òåîðåìàõ 4�6, ñôîðìóëèðîâàííûõ íèæå, ïðåäïîëàãàåòñÿ âûïîëíå-

íèå ñëåäóþùåãî óñëîâèÿ:

σ >
n′ + s

n′ − 2
. (6)

Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

γs :=
σ − 1

(n′ − 2)σ − (n′ + s)
> 0.

×åðåç ΩR
ε îáîçíà÷àåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Ωε, ëåæàùåå âíå çàìêíóòûõ öè-

ëèíäðîâ ðàäèóñà R ≥ Rε ñ îñÿìè Yε,k.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6), ÷èñëà γ > γs, ν > 0, q ≥ 0

óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó ðàâåíñòâó:

ν + (n′ − 2) q = γ/γs − 1.

Äîïóñòèì, ÷òî Rε = O(εγ), dε ∼ d0 ε
q ïðè ε → 0, d0 = const > 0. Òîãäà

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

sup
Ωdε

ε

|uε − u| = O(εν) ïðè ε → 0.

Òåîðåìà 5. Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå (6), êðîìå òîãî Rε = o(εγ)

ïðè ε → 0, γ ≥ γs, dε ∼ d0 ε
qs ïðè ε → 0, ãäå qs := (γ/γs − 1)/(n′ − 2),

d0 = const > 0. Òîãäà

sup
Ωdε

ε

|uε − u| → 0 ïðè ε → 0.
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Ñëåäñòâèå. Åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìû 5, è êîìïàêòíîå ïîä-

ìíîæåñòâî E ⊂ Ω âìåñòå ñ íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòüþ ëåæèò

â Ωε ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε, òî uε → u ðàâíîìåðíî íà E.

Òåîðåìà 6. Ïóñòü âûïîëíåíî (6), Rε = O(εγ) ïðè ε → 0, ãäå

γ > (3− 4/n′) γs.

Äîîïðåäåëèì uε â Ω\Ωε ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Òîãäà uε → u ïðè ε → 0

ïî÷òè âñþäó â Ω, è ñîîòíîøåíèå

|uε(x)− u(x)| = O(εν) ïðè ε → 0,

âûïîëíåíî äëÿ ïî÷òè âñåõ x ∈ Ω, ∀ ν ∈ (0 , γ/γs − 3 + 4/n′).

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïèñûâàåò èíòåãðàëüíóþ ñõîäèìîñòü ðåøåíèé

âìåñòå ñ ãðàäèåíòàìè ê ðåøåíèþ ïðåäåëüíîé çàäà÷è.

Òåîðåìà 7. Äîïóñòèì, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

σ′ :=
n

n+ s
σ >

n′

n′ − 2
,

Rε = O(εγ) ïðè ε → 0, ãäå γ >
σ′ − 1

(n′ − 2)σ′ − n′ .

Ïîëîæèì

σ′∗ :=
σ′

σ′ − 1
, µ1 := min

{
γ σ′∗,

γ n′ − 1

2 σ′∗

}
> γ.

Çàôèêñèðóåì ÷èñëà δ0 > 0 è µ > 0 òàêèå, ÷òî γ ≤ µ < µ1, è ïóñòü

δε ∼ δ0 ε
µ ïðè ε → 0. Òîãäà âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå∫

ΩRε+δε
ε

1

1 + |uε − u|
(
|∇(uε − u)|2 + a(x) |uε − u|σ+1

)
dx = o(εν) ïðè ε → 0

äëÿ íåêîòîðîãî ν > 0.
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Ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè, âûíîñèìûå íà çàùèòó

1. Óñòàíîâëåíû äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ýôôåêòà ¾ì�åðò-

âîé çîíû¿ äëÿ ðåøåíèé ïîëóëèíåéíûõ ýëëèïòè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ èçìå-

ðèìûìè êîýôôèöèåíòàìè, îáëàäàþùèõ ðàâíîìåðíî ýëëèïòè÷åñêîé ãëàâ-

íîé ÷àñòüþ è èìåþùèõ â ìëàäøåì ÷ëåíå ñòåïåííóþ íåëèíåéíîñòü ñ

ïîëîæèòåëüíûì ïîêàçàòåëåì, ìåíüøèì åäèíèöû.

2. Ïîëó÷åíû îöåíêè ðàçìåðà çîíû ëîêàëèçàöèè ðåøåíèÿ ïðè âîç-

íèêíîâåíèè ¾ì�åðòâîé çîíû¿ äëÿ çàäà÷è Çàðåìáû â ñòðîãî ëèïøèöåâîé

îáëàñòè è äëÿ çàäà÷è Äèðèõëå â îáëàñòè ñ øàðîâûìè èëè öèëèíäðè÷å-

ñêèìè ïîëîñòÿìè.

3. Íàéäåíû óñëîâèÿ ñõîäèìîñòè ðåøåíèé ïîëóëèíåéíîãî ýëëèïòè-

÷åñêîãî óðàâíåíèÿ ñ ïîêàçàòåëåì íåëèíåéíîñòè, áîëüøèì åäèíèöû, â

îáëàñòÿõ èç ñåìåéñòâà öèëèíäðè÷åñêè ïåðôîðèðîâàííûõ îáëàñòåé ñ îá-

ùåé ¾âíåøíåé¿ ãðàíèöåé, íà êîòîðîé çàäàíû ôèêñèðîâàííûå óñëîâèÿ

Äèðèõëå, ê ðåøåíèþ ïðåäåëüíîé çàäà÷è â íåïåðôîðèðîâàííîé îáëàñòè

ïðè ñîãëàñîâàííîì ñòðåìëåíèè ê íóëþ ðàçìåðîâ ïîëîñòåé îäíîâðåìåííî

ñ íåîãðàíè÷åííûì ðîñòîì èõ êîëè÷åñòâà. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñêîðîñòè ñõî-

äèìîñòè ðåøåíèé ê ïðåäåëüíîé ôóíêöèè, à òàêæå óñëîâèÿ èíòåãðàëüíîé

ñõîäèìîñòè ðåøåíèé âìåñòå ñ ãðàäèåíòàìè.

Áëàãîäàðíîñòè

Àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìó ðóêîâîäè-

òåëþ ê.ô.�ì. í. Îâèêó Àìàÿêîâè÷ó Ìàòåâîñÿíó çà ïîñòàíîâêó çàäà÷ è

âíèìàíèå ê ðàáîòå.

Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè

1. Ìàòåâîñÿí Î.À., Ïèêóëèí Ñ.Â. Îá óñðåäíåíèè ñëàáîíåëèíåéíûõ
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