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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü èññëåäîâàíèÿ Íà ñîâðåìåííîì ýòàïå ðàçâèòèÿ ýêîíî�

ìèêè âàæíóþ ðîëü â ðåãóëèðîâàíèè ïðîäàæ òîâàðîâ èãðàåò ìàòåìàòè÷åñêîå
ìîäåëèðîâàíèå àêòèâíîñòè ïîêóïàòåëåé. Ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïîêóïà�
òåëüñêóþ àêòèâíîñòü ìîãóò îêàçûâàòü ìàðêåòèíãîâûå ìåðîïðèÿòèÿ ïðîäàâ�
öà, êîòîðûå îáåñïå÷èâàåò ðîñò îáúåìîâ ïðîäàæ è ïðèáûëè ïðîäàâöà. Ìàòåìà�
òè÷åñêèå ìîäåëè ïîâåäåíèÿ ïîêóïàòåëåé íà ðûíêå ìàññîâûõ ïðîäàæ (îòëè÷�
íûå îò ìîäåëåé èíäèâèäóàëüíîãî âûáîðà, ðàçðàáàòûâàåìûõ, íàïðèìåð, Ã.Á.
Êëåéíåðîì) ñ áîëüøèì êîëè÷åñòâîì íàèìåíîâàíèé òîâàðîâ, à òàêæå ìîäåëè
âîçäåéñòâèÿ èíñòðóìåíòîâ ìàðêåòèíãà íà ðûíîê ïîêà åùå òîëüêî ðàçâèâàþò�
ñÿ.

Äëÿ ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè ìàêðîïîêàçàòåëåé ðûíêà ñóùåñòâó�
þò ôóíäàìåíòàëüíûå ìîäåëè, ðàçâèòûå, íàïðèìåð, â ðàáîòàõ R.E. Lucas,
W. Phillips, R. Solow, F. Ramsey, À.À. Ïåòðîâà, È.Ã. Ïîñïåëîâà, À.À. Øà�
íàíèíà, Ò.Ñ. Îíó÷àê, Â.Ç. Áåëåíüêîãî. Ìîäåëè, êîòîðûå ïðèìåíÿþòñÿ â ðå�
àëüíûõ êîìïàíèÿõ äëÿ îïèñàíèÿ äèíàìèêè ðûíêà ïðîäàæ íà òåêóùèé ìî�
ìåíò âðåìåíè, ìîæíî ðàçäåëèòü íà äâà îñíîâíûõ êëàññà: îïèñàòåëüíûå ìî�
äåëè ìàðêåòèíãà (ýêîíîìè÷åñêèå ìîäåëè P. Kotler, J.-J. Lambin, D. Ogilvy,
J. Trout, M. Porter, îñíîâàííûå íà ýìïèðè÷åñêîì îïûòå èññëåäîâàòåëåé) è
ñòàòèñòè÷åñêèå ìîäåëè îïèñàíèÿ ïðîöåññîâ, ïðîèñõîäÿùèõ íà ðûíêå (ïîñòðî�
åíèå ðåãðåññèé, ðàñ÷åò êîððåëÿöèé ðÿäîâ äàííûõ: Ì.È. Ëåâèí, Ñ.À. Àéâà�
çÿí, M.J.A. Berry, G. Lino�, M.J. Shaw è äðóãèå). Òàêèå ïîäõîäû, îäíàêî, íå
ïîçâîëÿþò îïèñàòü ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííûõ ýêîíîìè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòåé,
ïðîèñõîäÿùèõ íà ðûíêå ïðîäàæ, ïîýòîìó îíè íå îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íîé
òî÷íîñòè ïðîãíîçèðîâàíèÿ ïðè íàëè÷èè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (êðèçèñíûõ ÿâ�
ëåíèé) è îêàçûâàþòñÿ íåýôôåêòèâíûìè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñëîæíûõ ñèñòåì
ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïîêóïàòåëåé è òîâàðîâ. Ê âíåøíèì âîçäåéñòâèÿì ìîæíî
îòíåñòè èçìåíåíèÿ îáùåé ñòàáèëüíîñòè ýêîíîìèêè - òàêèõ, êàê ìèðîâîé ôè�
íàíñîâûé êðèçèñ 2007-2009 ãã. (ïðîãíîçèðîâàíèå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé òàêîãî
âèäà âîçìîæíî, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ äèíàìè÷åñêèõ ìîäåëåé, ðàçðàáîòàííûõ
Þ. Í. Ïàâëîâñêèì, Í. Â. Áåëîòåëîâûì, Þ.È. Áðîäñêèì è äðóãèìè ó÷åíû�
ìè), à òàêæå ïëàíîìåðíîå óïðàâëåíèå ðûíêîì ïîñðåäñòâîì ìàðêåòèíãîâûõ
âîçäåéñòâèé.

Òàêèì îáðàçîì, ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêèõ ìîäåëåé ðûíêà ìàññîâûõ
ïðîäàæ, ó÷èòûâàþùèõ çàêîíîìåðíîñòè êîëëåêòèâíîãî ïîâåäåíèÿ ïîêóïàòå�
ëåé íà ðûíêå, à òàêæå ìîäåëèðîâàíèå âîçäåéñòâèÿ ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðè�
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ÿòèé íà äèíàìèêó ïîêóïàòåëüñêîãî ïîâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé,
âîñòðåáîâàííîé â ñîâðåìåííîé ýêîíîìèêå.

Öåëè ðàáîòû

• ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ðûíêà ìàññîâûõ ïðîäàæ íà îñíîâå
êëàñòåðèçàöèè äàííûõ î ïîêóïêàõ;

• ôîðìóëèðîâêà çàäà÷ äèíàìèêè äâèæåíèÿ êëàñòåðîâ íà ðûíêå ìàññîâûõ
ïðîäàæ;

• ïîñòðîåíèå ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë è ìàðêå�
òèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé íà ðûíîê ìàññîâûõ ïðîäàæ;

• ðàçðàáîòêà âû÷èñëèòåëüíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè äâèæå�
íèÿ êëàñòåðîâ ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèé ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé íà
ðûíêå ìàññîâûõ ïðîäàæ;

• ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ äèíàìèêè äâè�
æåíèÿ êëàñòåðîâ â ïðîñòðàíñòâå òîâàðîâ ñ âîçìîæíîñòüþ ïðîãíîçà äè�
íàìèêè ïðîäàæ òîâàðîâ;

• àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òèïîâîãî ðûíêà ïðîäàæ, âåðèôè�
êàöèÿ ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè, ïðîâåäåíèå ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ è
ðåøåíèå çàäà÷ äâèæåíèÿ êëàñòåðîâ íà ðûíêå ïðîäàæ ïðè âîçäåéñòâèè
ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèÿ Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè
ðûíêà ïðîäàæ ñ ó÷åòîì âîçäåéñòâèé ïðèìåíåíû ìåòîäû ìåõàíèêè ìíîãîìåð�
íûõ êîíòèíóóìîâ, îáîáùàþùèå êëàññè÷åñêèå ìåòîäû ìåõàíèêè ñïëîøíûõ
ñðåä íà ìíîãîìåðíûé ñëó÷àé. Äëÿ êëàñòåðèçàöèè ðûíêà ïðîäàæ áûë ïðè�
ìåíåí àëãîðèòì îáîáùàþùåé èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè. Ìîäåëèðîâàíèå
âîçäåéñòâèÿ ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé íà ðûíîê ïðîäàæ îñóùåñòâëÿëîñü
íà îñíîâå èñïîëüçîâàíèÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ìîäåëåé îöåíêè ïåðñïåêòèâíîñòè è
ïðèâëåêàòåëüíîñòè. Ïðè ÷èñëåííîì ðåøåíèè çàäà÷ äèíàìèêè êëàñòåðîâ ïðè�
ìåíåíû ìåòîäû îïòèìèçàöèè äëÿ ïîñòðîåíèÿ n-ìåðíûõ ýëëèïñîèäîâ, à òàêæå
÷èñëåííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ ñèñòåì íåëèíåéíûõ îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöè�
àëüíûõ óðàâíåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà Ðàçðàáîòàí íîâûé ïîäõîä ê ìîäåëèðîâàíèþ ðûíêà
ìàññîâûõ ïðîäàæ, îñíîâàííûé íà ïðåäñòàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêè ìåíÿþùèõñÿ
äàííûõ î ïîêóïêàõ â âèäå ïîäâèæíûõ êëàñòåðîâ � êîíòèíóóìîâ â ìíîãîìåð�
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå òîâàðîâ. Ïðåäëîæåíà ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü,
îïèñûâàþùàÿ äâèæåíèå êëàñòåðîâ â ìíîãîìåðíîì ïðîñòðàíñòâå, îñíîâàííàÿ
íà îáîáùåííîé ôîðìóëèðîâêå çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ êîíòèíóàëüíûõ ñèñòåì.
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Ïðåäëîæåíû ìîäåëè äâèæåíèÿ æåñòêèõ êëàñòåðîâ è äåôîðìèðóåìûõ
êëàñòåðîâ. Ïðåäëîæåí ìåòîä àïïðîêñèìàöèè êëàñòåðà ïîêóïàòåëåé n-ìåðíûì
ýëëèïñîèäîì, âêëþ÷àþùèé ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ïàðàìåòðîâ ýëëèïñîèäà è åãî
ðàñïîëîæåíèÿ â ïðîñòðàíñòâå.

Ïðåäëîæåíû ìîäåëè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé íà ðûíîê ìàññîâûõ ïðîäàæ,
îáóñëîâëåííûõ êðèçèñíûìè ÿâëåíèÿìè, è ìîäåëè ìàðêåòèíãîâûõ âîçäåéñòâèé
ïðîäàâöà íà àêòèâíîñòü ïîêóïàòåëåé. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ÿâëÿþòñÿ íî�
âûìè.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ îáóñëîâëåíà ñòðîãîñòüþ ïðèìåíåííîãî
ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà è ïîäòâåðæäåíà àïðîáàöèåé ìîäåëè íà ðåàëüíûõ
ýêîíîìè÷åñêèõ äàííûõ ðûíêà ìàññîâûõ ïðîäàæ, à òàêæå ñðàâíåíèåì ðåçóëü�
òàòîâ ðàñ÷åòîâ ñ ðåçóëüòàòàìè äðóãèõ ìåòîäîâ è ñ ðåàëüíûìè ýêîíîìè÷åñêè�
ìè äàííûìè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü Ðàçðàáîòàííûå â äèññåð�
òàöèîííîé ðàáîòå ìîäåëè ÿâëÿþòñÿ êîìáèíàöèåé ýêîíîìè÷åñêîãî è ôèçèêî�
ìàòåìàòè÷åñêèõ ïîäõîäîâ ê ìîäåëèðîâàíèþ äèíàìèêè ðûíêà ïðîäàæ. Âàæ�
íîé ñ òåîðåòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ÿâëÿåòñÿ âîçìîæíîñòü îïèñàíèÿ äèíàìèêè
ïðîäàæ ñ ïîìîùüþ õàðàêòåðèñòèê äâèæåíèÿ n-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà, à òàêæå
âîçìîæíîñòü óïðàâëåíèÿ ýòèì äâèæåíèåì ñ ïîìîùüþ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé.
Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî ïðèìåíåíèÿ öåííûì ÿâëÿþòñÿ âîçìîæíîñòü ìîäåëèðîâà�
íèÿ âëèÿíèÿ, îêàçûâàåìîãî ïðîâîäèìûìè ìàðêåòèíãîâûìè âîçäåéñòâèÿìè,
è ïðîãíîçèðîâàíèå ïðîäàæ òîâàðîâ ïðîäàâöîì â îòñóòñòâèå âíåøíèõ âîçäåé�
ñòâèé è ïðè èõ íàëè÷èè.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû è ïîëî�
æåíèÿ:

1. êëàñòåðíî-êîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü ðûíêà ìàññîâûõ ïðîäàæ, îñíîâàííàÿ
íà îáîáùåíèè çàêîíîâ ñîõðàíåíèÿ äëÿ ìíîãîìåðíûõ êîíòèíóóìîâ è ïðè�
ìåíåíèè èõ äëÿ ýêîíîìè÷åñêèõ ñèñòåì;

2. ìîäåëè äèíàìèêè æåñòêèõ è äåôîðìèðóåìûõ êëàñòåðîâ ïîêóïàòåëåé;
3. ìîäåëè âíåøíèõ ýêîíîìè÷åñêèõ âîçäåéñòâèé è ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðè�

ÿòèé ïðîäàâöà íà ðûíêå ìàññîâûõ ïðîäàæ;
4. âû÷èñëèòåëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè êëàñòåðîâ ïðè âîç�

äåéñòâèè ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé, îñíîâàííûé íà ìîäåëè äâèæå�
íèÿ n-ìåðíûõ ýëëèïñîèäîâ.

Àïðîáàöèÿ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû
ïðèìåíÿëèñü äëÿ èññëåäîâàíèÿ ðûíêà ïðîäàæ àâòîìîáèëåé, ïðîèçâåäåííûõ
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ãðóïïîé ïðîìûøëåííûõ êîìïàíèé BMW, Audi, Opel, Volkswagen â Ãåðìàíèè
è ðåàëèçóåìûõ ÷åðåç on-line ìàãàçèí. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè äîêëàäûâàëèñü
è îáñóæäàëèñü íà êîíôåðåíöèÿõ àñïèðàíòîâ è ìîëîäûõ èññëåäîâàòåëåé â
2007, 2008 è 2009 ãã., ïðîâîäèâøèõñÿ â ÌÃÒÓ èì. Áàóìàíà, Ðîññèéñêîé ýêîíî�
ìè÷åñêîé àêàäåìèè èì. Ã.Â.Ïëåõàíîâà è Óíèâåðñèòåòå Ãóìáîëüäòà (Áåðëèí,
Ãåðìàíèÿ).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû îïóáëèêîâàíû â 14 ïóáëè�
êàöèÿõ, ñïèñîê êîòîðûõ ïðèâåäåí â êîíöå àâòîðåôåðàòà, â òîì ÷èñëå 5 ïóá�
ëèêàöèÿõ â æóðíàëàõ èç ñïèñêà, ðåêîìåíäîâàííîãî ÂÀÊ [1�5].

Ëè÷íûé âêëàä ñîèñêàòåëÿ 1) Ðàçðàáîòêà îñíîâíûõ ïîëîæåíèé êëà�
ñòåðíî�êîíòèíóàëüíîé ìîäåëè ðûíêà ìàññîâûõ ïðîäàæ ïðîìûøëåííîãî ïðåä�
ïðèÿòèÿ.
2) Ôîðìóëèðîâêà ìîäåëè äâèæåíèÿ æåñòêèõ è äåôîðìèðóåìûõ êëàñòåðîâ ïî�
êóïàòåëåé â ïðîñòðàíñòâå òîâàðîâ.
3) Ñèñòåìàòèçàöèÿ ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé è ìîäåëèðîâàíèå ìàðêåòèí�
ãîâûõ âîçäåéñòâèé íà ðûíêå ìàññîâûõ ïðîäàæ.
4) Ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ îáîáùàþùåé èåðàðõè÷åñêîé êëà�
ñòåðèçàöèè è àïïðîêñèìàöèè êëàñòåðîâ n-ìåðíûìè ýëëèïñîèäàìè íà îñíîâå
îïòèìèçàöèîííûõ ìåòîäîâ.
5) Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà äëÿ ïðîâåäåíèÿ ÷èñëåííûõ èññëåäîâàíèé äâèæåíèÿ
ýëëèïñîèäîâ â ïðîñòðàíñòâå ñîãëàñíî ìîäåëÿì æåñòêîãî è äåôîðìèðóåìîãî
êëàñòåðîâ. Èññëåäîâàíèå òî÷íîñòè ìîäåëè äëÿ ðåàëüíûõ äàííûõ è ñðàâíåíèå
ñ ñóùåñòâóþùèìè ìåòîäàìè ïðîãíîçà.
6) ×èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå äâèæåíèÿ êëàñòåðîâ ïîêóïàòåëåé â 5-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå òîâàðîâ íà ïðèìåðå ðûíêà ïðîäàæ àâòîìîáèëåé on-line ìàãà�
çèíà ñ ó÷åòîì âíåøíèõ ýêîíîìè÷åñêèõ è ìàðêåòèíãîâûõ âîçäåéñòâèé è áåç
íèõ.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû Ðàáîòà ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòè ãëàâ,
çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ðàáîòà èçëîæåíà íà 164 ñòðàíèöàõ, ñîäåð�
æèò 71 èëëþñòðàöèþ. Áèáëèîãðàôèÿ âêëþ÷àåò 74 íàèìåíîâàíèÿ.

ÎÑÍÎÂÍÎÅ ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü òåìû äèññåðòàöèè, ñôîðìóëèðî�

âàíû öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, íàó÷íàÿ íîâèçíà è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷è�
ìîñòü ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ, óêàçàíû îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà
çàùèòó, ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû.
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Ïåðâàÿ ãëàâà ðàáîòû îñâåùàåò òåîðåòè÷åñêèå îñíîâû ìîäåëè. Äëÿ îïè�
ñàíèÿ ðûíêà ìàññîâûõ ïðîäàæ ïðîäàâöà ïðåäëàãàþòñÿ ìåòîäû êîíòèíóàëü�
íîãî àíàëèçà, îáîáùåííûå íà n-ìåðíûé ñëó÷àé. Äëÿ áîëüøèõ ñèñòåì ïîêó�
ïàòåëåé àíàëèç ïîâåäåíèÿ èíäèâèäóàëüíîãî ïîêóïàòåëÿ íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ
öåëåñîîáðàçíûì, êàê ïðàâèëî, áîëåå âàæíûì ÿâëÿåòñÿ îïèñàíèå ãðóïïîâî�
ãî ïîâåäåíèÿ ñèñòåìû. Ââîäèòñÿ n-ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî òîâàðîâ
En, êàæäûé ýëåìåíò êîòîðîãî x = {x1, . . . , xn} ïðåäñòàâëÿåò ñîâîêóïíîñòü
�êîëè÷åñòâ� òîâàðîâ xi, êóïëåííûõ èëè ïëàíèðóåìûõ ê ïîêóïêå ïîêóïàòå�
ëåì çà âðåìÿ t. Òî÷êè ìíîæåñòâà ïîêóïàòåëåé îáúåäèíÿþòñÿ â êëàñòåðû �
ãðóïïû ïîêóïàòåëåé ñî ñõîæèì ïîêóïàòåëüñêèì ïîâåäåíèåì. Ýòè ãðóïïû âû�
ÿâëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ ìåòîäîâ êëàñòåðèçàöèè. Â äàííîì èññëåäîâàíèè áûë
èñïîëüçîâàí àëãîðèòì îáîáùàþùåé èåðàðõè÷åñêîé êëàñòåðèçàöèè. Ïðè êîí�
òèíóàëüíîì îïèñàíèè êàæäûé êëàñòåð â ïðîñòðàíñòâå En ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé
îáëàñòü V .

Ââîäèòñÿ ëàãðàíæåâî�ýéëåðîâî îïèñàíèå äâèæåíèÿ ïîêóïàòåëÿ íà ðûí�
êå ñ ïîìîùüþ çàêîíà íàêîïëåíèÿ ïîêóïîê x = x (X i, t), ãäå t � âðåìÿ,
X i = Q0

i
j(
◦
x j − ◦

x 0j) � ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû ïîêóïàòåëÿ, Q0
i
j � êîìïî�

íåíòû îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöû ïîâîðîòà êëàñòåðà â ìîìåíò t0, xi è ◦
x j �

ýéëåðîâû êîîðäèíàòû òî÷êè (ïîêóïàòåëÿ) â ìîìåíòû âðåìåíè t è t0,
◦
x 0i �

êîîðäèíàòû öåíòðà ïîâîðîòà êëàñòåðà.
Äâèæåíèå ëîêàëüíîé ãðóïïû ïîêóïàòåëåé âî âðåìåíè â ïðîñòðàíñòâå En

õàðàêòåðèçóåò ãðàäèåíò äåôîðìàöèè êëàñòåðà F, êîòîðûé ñâÿçûâàåò ïîëîæå�
íèå �áëèçêîãî ñîñåäà ïîêóïàòåëÿ� dx â ëîêàëüíîé ãðóïïå dV â ìîìåíò t è d

◦x
� â ìîìåíò t0: dx = F · d ◦x . Ïîëàãàÿ ôóíêöèè x = x (X i, t) äèôôåðåíöèðóå�
ìûìè, ââîäèòñÿ âåêòîð ÷àñòîò ïîêóïîê v = ∂x (X i, t)/∂t, óäîâëåòâîðÿþùèé
óñëîâèþ ïîêîìïîíåíòíîé íåîòðèöàòåëüíîñòè: vj = ∂xj(X i, t)/∂t ≥ 0.

Äëÿ êëàñòåðà, ñîñòîÿùåãî èç îäíèõ è òåõ æå ïîêóïàòåëåé â òå÷åíèå âñåãî
ðàññìàòðèâàåìîãî âðåìåíè t, èìååò ìåñòî çàêîí ñîõðàíåíèÿ êîëè÷åñòâà ïî�
êóïàòåëåé, à òàêæå àêñèîìàòè÷åñêè ôîðìóëèðóåòñÿ çàêîí èçìåíåíèÿ ÷àñòîò
ïîêóïîê â êëàñòåðå

d

dt

∫

V

ρdV = 0, (1)

d

dt

∫

V

ρvdV =

∫

V

ρf mdV +

∫

Σ

tΣdΣ, (2)

ãäå ρ � ïëîòíîñòü ïîêóïàòåëåé â ëîêàëüíîé ãðóïïå dV , f m � ïëîòíîñòü âíåø�
íåé ìàññîâîé ñèëû, tΣ � ïîâåðõíîñòíàÿ ñèëà � àêñèîìàòè÷åñêè ââîäèìûå
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âåêòîðû, îïèñûâàþùèå âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ íà êëàñòåð (ê êîòîðûì áóäåì
îòíîñèòü ìàðêåòèíãîâûå âîçäåéñòâèÿ è âëèÿíèå êðèçèñíûõ ýêîíîìè÷åñêèõ
ñèòóàöèé). Ñèëû ââîäÿòñÿ â ìîäåëè äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ âçàèìîäåéñòâèé, óäåð�
æèâàþùèõ ïîêóïàòåëåé îò ïðîèçâîëüíîãî äâèæåíèÿ. Ïðè÷èíû òàêèõ ñâÿçåé
� â îáùèõ ñîöèàëüíûõ ïðèçíàêàõ, îáùèõ ïñèõîëîãè÷åñêèõ ïðèçíàêàõ ïîêó�
ïàòåëåé è âçàèìîîáìåíå èíôîðìàöèåé.

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè çàêîíà èçìåíåíèÿ ìîìåíòà ÷àñòîò ïîêóïîê â n-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå ïðèìåíÿåòñÿ îïåðàöèÿ îáîáùåííîãî âåêòîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ
äëÿ ñëó÷àÿ n-ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà: x×v ≡ P(x , v) = ei1...inx

i1vi2ē i3⊗. . .⊗ē in,
ãäå ē i3 � îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â En, xi1 è vi2 � êîìïîíåíòû âåêòîðîâ
x è v â ýòîì áàçèñå, ⊗ � çíàê îïåðàöèè òåíçîðíîãî óìíîæåíèÿ, ei1...in �
n-ìåðíûå ñèìâîëû Ëåâè�×èâèòû. Òîãäà çàêîí èçìåíåíèÿ ìîìåíòà ÷àñòîò ïî�
êóïîê â êëàñòåðå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

d

dt
(n−2m̄) = n−2µ, (3)

ãäå n−2m̄ � òåíçîð ìîìåíòà ÷àñòîòû ïîêóïîê (òåíçîð n− 2-ãî ðàíãà), n−2µ �
òåíçîð ñóììàðíûõ ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë, äåéñòâóþùèõ íà êëàñòåð.

Âî âòîðîé ãëàâå ïðåäëîæåíà ìîäåëü æåñòêîãî êëàñòåðà â ïðîñòðàí�
ñòâå En, ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè òî÷êàìè êîòîðîãî ñ÷èòàþòñÿ ïîñòî�
ÿííûìè íà âñåì ðàññìàòðèâàåìîì ïðîìåæóòêå âðåìåíè [0, tmax]. Äâèæåíèå
æåñòêîãî êëàñòåðà îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ öåí�
òðà ìàññ ñ êîîðäèíàòàìè x0j(t) è îðòîãîíàëüíîé ìàòðèöåé ïîâîðîòà Qi

j(t):
xj = x0j(t) + Qj

i(t)X
i, ãäå X i � ëàãðàíæåâû êîîðäèíàòû, òî÷êà íà÷àëà êî�

òîðûõ x0
i ìîæåò áûòü âûáðàíà â öåíòðå ìàññ êëàñòåðà ïðè t0. Â âåêòîðíîì

ïðåäñòàâëåíèè çàêîí äâèæåíèÿ áóäåò ïåðåïèñàí òàê: x = x 0(t) + Q · x̃ ′, ãäå
Q = Qijē i ⊗ ēj � òåíçîð ïîâîðîòà, x̃ ′ = X iē i � ëîêàëüíûé ðàäèóñ âåêòîð.

Òåîðåìà 1. Åñëè öåíòð âðàùåíèÿ êëàñòåðà ñîâïàäàåò ñ öåíòðîì åãî
ìàññû, òî òåíçîð ìîìåíòîâ ÷àñòîò ïîêóïîê äëÿ æåñòêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî
êëàñòåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó ìîìåíòîâ âðàùåíèÿ: n−2m̄ = Mx 0 × v 0+

+(WT · I) · ·nε, ãäå W = Q · Q̇T � êîñî�ñèììåòðè÷íûé òåíçîð âðàùåíèÿ êëà�
ñòåðà, I =

∫
V

ρx̃ ⊗ x̃dV � òåíçîð ìîìåíòîâ èíåðöèè êëàñòåðà.
Òåîðåìà 2. Òåíçîð âðàùåíèÿ W æåñòêîãî ýêîíîìè÷åñêîãî êëàñòåðà óäî�

âëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ
d

dt
(WT · I) · ·nε = n−2µ̃, (4)

ãäå n−2µ̃ � òåíçîð ìîìåíòîâ âíåøíèõ ñèë îòíîñèòåëüíî ïîäâèæíîãî öåíòðà
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ìàññ êëàñòåðà.
Òåîðåìà 3. Óðàâíåíèå äâèæåíèÿ æåñòêîãî êëàñòåðà â ïîäâèæíîì áàçè�

ñå èìååò ñëåäóþùèé âèä

I ·WJ + WJ · I = I ·W ·WT −W ·WT · I + µ̃, (5)

ãäå WJ � ïðîèçâîäíàÿ ßóìàííà, µ̃ = −n−2µ̃ · ...︸︷︷︸
n−2

·nε(n...1) , ãäå · ...︸︷︷︸
n−2

· �

(n−2)-êðàòíîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, nε(n...1) � òðàíñïîíèðîâàííûé òåíçîð
Ëåâè�×èâèòû.

Çàäà÷à Êîøè äëÿ ñèñòåìû óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æåñòêîãî êëàñòåðà â
ïîäâèæíîì áàçèñå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

M
dv 0

dt
= f̄ ,

dx 0

dt
= v 0,

I ·WJ + WJ · I = I ·W ·WT −W ·WT · I + µ̃, (6)
d

dt
Q + W ·Q = 0,

t = 0 : x 0 = x 0
0, v 0 = v 0

0, W = W0.

×åòâåðòàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáîáùå�
íèÿ íà n-ìåðíûé ñëó÷àé óðàâíåíèé Ïóàññîíà. Â êîìïîíåíòíîì âèäå îáùàÿ
ñèñòåìà óðàâíåíèé äâèæåíèÿ æåñòêîãî êëàñòåðà â ïîäâèæíîì áàçèñå èìååò
âèä:

M
dv0i

dt
= f̄i,

dx0i

dt
= v0i, (7)

dW ′αβ

dt
=

Iα − Iβ

Iα + Iβ

n∑

k=1

W ′αkW ′βk +
µ̃′αβ

Iα + Iβ
,

Q̇ji + Qj
kW

′ki = 0.

Äëÿ ïëîòíîñòè âíåøíåé ìàññîâîé ñèëû f m ïðåäëîæåíà ïîòîêîâàÿ ìî�
äåëü, ñîãëàñíî êîòîðîé f m ñêëàäûâàåòñÿ èç èçìåíåíèÿ ïîòîêà ïîêóïîê, ïî�
ñòóïàþùèõ �íà ñêëàä� hs ó ïîêóïàòåëÿ, è ïîòîêà ïîêóïîê, ïîñòóïàþùèõ �â
ïðîèçâîäñòâî� (ïîòðåáëåíèå) hp:

f m =
dhs

dt
+

dhp

dt
. (8)
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Ââîäèòñÿ ìîäåëü ñòàáèëüíîãî ïðîöåññà ïîêóïîê, â êîòîðîì:
hs = hs

0 = const, hp = hp
0 = const.

Â òðåòüåé ãëàâå ïðåäëîæåíà ìîäåëü äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà, â êîòî�
ðîé äîïóñêàåòñÿ âîçìîæíîñòü èçìåíåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó òî÷êàìè êëàñòå�
ðà, êîòîðîå îáóñëîâëåíî òîëüêî èçìåíåíèåì ôèíàíñîâîãî çàïàñà ïîêóïàòåëÿ
ê, ââîäèìîãî â ìîäåëè àêñèîìàòè÷åñêè. Ìîäåëü äâèæåíèÿ òàêîãî êëàñòåðà
õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèì çàêîíîì: x = x 0 + S · Q · x̃ ′, ãäå S(ê) � òåí�
çîð ðàñòÿæåíèÿ, êîòîðûé çàâèñèò òîëüêî îò ê, è ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí
â âèäå S = Sj

iēj ⊗ ē i =
n∑

γ=1
Sγpγ ⊗ pγ, ãäå pγ � ñîáñòâåííûé áàçèñ S, à

Sγ = 1+Aγ(ê− ê0) � ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ. Åñëè pγ ñîâïàäàåò ñ ñîáñòâåííûì
áàçèñîì ◦e ′

γ òåíçîðà èíåðöèè I, òî áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî èìååò ìåñòî ìîäåëü
ñîãëàñîâàííî äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà.

Ïîêàçàíî, ÷òî èçìåíåíèå îáúåìà äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà îïðåäåëÿåòñÿ
ôîðìóëîé: V/

◦
V = S1 . . . Sn.

Òåîðåìà 4. Âåêòîð ÷àñòîò ïîêóïîê ïîêóïàòåëåé v â äåôîðìèðóåìîì
êëàñòåðå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñóììó âåêòîðà ÷àñòîò v 0 ïîêóïîê òèïîâîãî ïî�
êóïàòåëÿ, âåêòîðà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò x̃ ·W ïîêóïîê â êëàñòåðå çà ñ÷åò
âðàùåíèÿ è âåêòîðà îòíîñèòåëüíûõ ÷àñòîò x̃ · lnSJ ïîêóïîê â êëàñòåðå çà
ñ÷åò åãî äåôîðìèðîâàíèÿ:

v = v 0 + x̃ · W̃, ãäå W̃ = W + lnSJ . (9)

Òåîðåìà 5. Òåíçîð ìîìåíòîâ ÷àñòîò ïîêóïîê äëÿ äåôîðìèðóåìîãî êëà�
ñòåðà âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé

n−2m̄ = Mx 0 × v 0 + (WT · I) · ·nε + (lnSJ · I) · ·nε. (10)

Òåîðåìà 6. Òåíçîð âðàùåíèÿ W̃ äåôîðìèðóåìîãî ýêîíîìè÷åñêîãî êëà�
ñòåðà óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

d

dt
(WT · I) · ·nε +

d

dt
(lnSJ · I) · ·nε = n−2µ̃. (11)

Óðàâíåíèÿ äâèæåíèÿ äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà â ïîäâèæíîì áàçèñå èìå�
þò ñëåäóþùèé âèä:

I ·WJ + WJ · I = W2 · I− I ·W2 + W · (lnSJ · I− I · lnSJ)−
− (lnSJ · I− I · lnSJ) ·W + I · lnSJJ − lnSJJ · I + µ̃.

(12)

Çàäà÷à Êîøè äëÿ óðàâíåíèé äâèæåíèÿ äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà èìååò
âèä (6), â êîòîðîé 3-ÿ ãðóïïà óðàâíåíèé çàìåíÿåòñÿ íà(12).
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Â ÷åòâåðòîé ãëàâå ñèñòåìàòèçèðîâàíû îñíîâíûå ìàðêåòèíãîâûå èí�
ñòðóìåíòû, ïðèìåíÿåìûå â íàñòîÿùåå âðåìÿ äëÿ ïðîäâèæåíèÿ òîâàðîâ íà
òèïè÷íîì ðûíêå ìàññîâûõ òîâàðîâ. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòèõ ìåðîïðèÿòèé ïðåä�
ëîæåíà ìîäåëü, â êîòîðîé ââåäåíû S íàáîðîâ îäíîòèïíûõ ìàðêåòèíãîâûõ
ìåðîïðèÿòèé (èíñòðóìåíòîâ): u[s] = {u[s](1) . . .u[s](p) . . .u[s](rs)}, ãäå s � íîìåð
íàáîðà ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé, p � íîìåð ìåðîïðèÿòèÿ âíóòðè íàáîðà,
rs � äëèíà íàáîðà. Âîçäåéñòâèå êàæäîãî íàáîðà ìàðêåòèíãîâûõ èíñòðóìåí�
òîâ u[s] íà ïîòîêè ïîêóïîê â ìîäåëè îïèñûâàåòñÿ âåêòîðíîé ôóíêöèåé (äàëåå
åå íàçûâàåì �ïñèõîëîãè÷åñêîé� ôóíêöèåé, ïîñêîëüêó îíà îïèñûâàåò ïñèõîëî�
ãè÷åñêóþ ðåàêöèþ ïîêóïàòåëÿ íà ìàðêåòèíãîâûå ìåðîïðèÿòèÿ)

z[s] = z[s](u[s]), (13)

èçìåíÿþùåé ïîòîê ïîêóïîê ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàáèëüíûì ïðîöåññîì:

hs = hs
0 + hs

0 · 3κ · z[1], hp = hp
0 + hp

0 · S+1K · ... · S−1Z, (14)

ãäå 3κ � òåíçîð 3-ãî ðàíãà è S+1K � òåíçîð S + 1-ãî ðàíãà, îïèñûâàþùèå
âçàèìîâëèÿíèå òîâàðîâ, S−1Z = z[2]⊗ ...⊗z[S] � òåíçîð îáîáùåííîãî âëèÿíèÿ
�ïñèõîëîãè÷åñêèõ� ôóíêöèé âñåõ âèäîâ íà ïîòîê ïîêóïîê.

Íåëèíåéíûå âåêòîðíûå ôóíêöèè (13) äëÿ êëàñòåðîâ ïîêóïàòåëåé ÿâëÿ�
þòñÿ àíèçîòðîïíûìè ïî îòíîøåíèþ ê ãðóïïå îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
â ïðîñòðàíñòâå En, äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî èìååò ìåñòî òðèêëèííàÿ ãðóïïà ñèì�
ìåòðèè êëàñòåðà G1, â êîòîðîé âåêòîðû u[s] èìåþò ñêàëÿðíûå èíâàðèàíòû
uα

[s], è â ýòîé ãðóïïå �ïñèõîëîãè÷åñêèå� ôóíêöèè z[1] è z[6], õàðàêòåðèçóþùèå
ðÿä ïðèçíàêîâ ïîêóïàòåëÿ: �èíñòèíêò ñîçäàíèÿ çàïàñà� è äîâåðèå, âûáèðàþò�
ñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

z[s] =
∑n

α=1
aα

[s] ln(1 + b[s]
α u[s]

α ), s = 1; 6. (15)

Âåêòîðû aα
[s] èìåþò íåíóëåâûìè êîìïîíåíòàìè òîëüêî aαα

[s]. Äëÿ ôóíê�
öèé z[s], õàðàêòåðèçóþùèõ òàêèå ïðèçíàêè ïîêóïàòåëÿ, êàê �æåëàòåëüíîñòü
ïîêóïêè�, íîâèçíó òîâàðà, àññîöèèðîâàííîñòü ïîêóïàòåëÿ ñ òîâàðîì è èíôîð�
ìèðîâàííîñòü ïîêóïàòåëÿ (s ∈ [2; 5] ), ïðåäëîæåíû ñëåäóþùèå çàâèñèìîñòè

z[s] =
∑n

α=1

aα
[s]

1 + exp(bα
[s] − uα

[s])
− aα

[s]

1 + exp(bα
[s])

, s = 2, . . . , 5. (16)

Ôóíêöèÿ ñîîòâåòñòâèÿ ñ áþäæåòîì (s = 7) çàäàåòñÿ çàêîíîì ñëåäóþùåãî
âèäà:

z[7] =
∑n

α=1
exp(−(uα

[7] − aα
[7])

2

(bα
[7])

2 )− exp(−(aα
[7])

2

(bα
[7])

2 ). (17)
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(a) (á)

Ðèñ. 1. Äâèæåíèå öåíòðîâ ìàññ äëÿ êëàñòåðîâ 1 (à) è 2 (á)

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì âîçäåéñòâèÿ ïðîäàâöà íà ðûíîê ÿâëÿåòñÿ ïðî�
âåäåíèå �ïðîñòûõ� ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé: îäíîâðåìåííî ïî âñåì òîâà�
ðàì, òîãäà u � ìàòðèöà óïðàâëåíèÿ, çàäàâàåìàÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ ìàòðèö
u = χ · ū. Ìàòðèöà χ ñîäåðæèò âðåìåííûå ïàðàìåòðû âîçäåéñòâèÿ ìàðêå�
òèíãîâûõ èíñòðóìåíòîâ, à ìàòðèöà ū � êîëè÷åñòâî ïðîâåäåííûõ àêöèé äëÿ
êàæäîãî òîâàðà.

Ïÿòàÿ ãëàâà ñîäåðæèò îïèñàíèå ÷èñëåííûõ ðåçóëüòàòîâ ìîäåëèðîâà�
íèÿ, ïîëó÷åííûõ íà îñíîâå ðåøåíèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé äëÿ æåñòêîãî (7) è
ñîîòâåòñòâóþùåé ñèñòåìû äëÿ äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà, ñ ó÷åòîì ìîäåëåé
ìàðêåòèíãîâûõ âîçäåéñòâèé, ïðåäëîæåííûõ â ãëàâå 4. Äëÿ ÷èñëåííîãî ðåøå�
íèÿ ñèñòåì óðàâíåíèé (7) â n-ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå áûëè ðàçðàáîòàíû àë�
ãîðèòìû: 1) îáîáùàþùåé èåðàðõè÷åñêîé êëàññòåðèçàöèè ñ ïðåäâàðèòåëüíîé
êîíòèíóàëèçàöèåé äàííûõ, 2) àïïðîêñèìàöèè êëàñòåðîâ n-ìåðíûìè ýëëèïñî�
èäàìè ñ ïîìîùüþ ìåòîäà óñëîâíîé îïòèìèçàöèè, ìèíèìèçèðóþùåãî îáúåì
ýëëèïñîèäà Vn(r) =

(∏n
i=1 ri

)
Vn → min, ñ âû÷èñëåíèåì êîìïîíåíò ìàòðèöû

èíåðöèè ïî ýêñïåðèìåíòàëüíûì òî÷êàì êëàñòåðà è íàõîæäåíèåì åå ñîáñòâåí�
íûõ âåêòîðîâ è ñîáñòâåííûõ çíà÷åíèé ïî ìåòîäó ßêîáè, 3) âû÷èñëåíèÿ ìíî�
ãîìåðíûõ èíòåãðàëîâ íà îñíîâå 4 ñïîñîáîâ, 4) ðåøåíèÿ ñèñòåì (7) ñ ïîìîùüþ
ÿâíîé è íåÿâíîé ðàçíîñòíûõ ñõåì.

Ðàçðàáîòàííûå ìîäåëè è âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû áûëè ïðèìåíåíû
äëÿ àíàëèçà äàííûõ ïî ïðîäàæàì àâòîìîáèëåé íà àâòîðûíêå Ãåðìàíèè. Èñ�
ñëåäîâàíèÿ ïðîâîäèëèñü äëÿ 5 öåíîâûõ êëàññîâ àâòîìîáèëåé, ïîýòîìó â äàí�
íîé çàäà÷å ïðîñòðàíñòâî òîâàðîâ En áûëî 5-òèìåðíûì.

Â öåëÿõ ïîñëåäóþùåãî àíàëèçà äàííûå áûëè ïðåäâàðèòåëüíî îáðàáîòà�
íû äëÿ êîíòèíóàëèçàöèè îáëàñòè. Êëàñòåðèçàöèÿ äàííûõ âûÿâèëà ïðèñóò�
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(a) (á)

Ðèñ. 2. Èçìåíåíèå äëèí ïîëóîñåé äëÿ êëàñòåðîâ 1 (à) è 2 (á)

ñòâèå äâóõ áîëüøèõ êëàñòåðîâ. Èññëåäîâàíèå äâèæåíèÿ öåíòðîâ ìàññ x 0 ïî�
êàçàëî, ÷òî áåç âîçäåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë îíî íîñèò ëèíåéíûé õàðàêòåð ïî
âñåì îñÿì òîâàðîâ (Ðèñ. 1), êàê ýòî è ñëåäóåò èç ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè (7).
Íàëè÷èå âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé â òî÷êàõ t10 è
êðèçèñíûõ ÿâëåíèé t4, t6) ïðèâîäèò ê èçìåíåíèþ óãëîâ íàêëîíà ëèíåéíîé
òðàåêòîðèè äâèæåíèÿ êëàñòåðîâ, ÷òî òàêæå ïîëíîñòüþ ñîîòâåòñòâóåò ïðåä�
ëîæåííîé ìîäåëè.

Äèíàìèêà èçìåíåíèÿ äëèí àïïðîêñèìèðóþùèõ n-ìåðíûõ ýëëèïñîèäîâ
(íà Ðèñ. 2) ïîêàçûâàåò, ÷òî êëàñòåðàì ñâîéñòâåííî óìåíüøåíèå îáúåìà ïðè
íàëè÷èè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (ïîñëå ïåðâîé è âòîðîé âîëíû êðèçèñà è ïîä
äåéñòâèåì ìàðêåòèíãà): êëàñòåð â ýòè ïåðèîäû ïîêàçûâàåò óñèëåíèå ãðóï�
ïîâûõ çàêîíîìåðíîñòåé. Â îòñóòñòâèå äåéñòâèÿ âíåøíèõ ñèë êëàñòåð èìååò
òåíäåíöèþ ê óâåëè÷åíèþ îáúåìà.

Àíàëèç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ ïîêàçàë, ÷òî êëàñòåðû èìåþò òàê�
æå âðàùàòåëüíûå äâèæåíèÿ, îäíàêî èõ ïðÿìîå ýêñïåðèìåíòàëüíîå îïèñàíèå
ñ ïîìîùüþ ìåòîäà ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìèðóþùåãî ýëëèïñîèäà äëÿ êàæäî�
ãî ìîìåíòà âðåìåíè ïðèâîäèò ê õàîòè÷íîìó äâèæåíèþ êëàñòåðà. Â òî æå
âðåìÿ ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííûõ ìîäåëåé æåñòêîãî è äåôîðìèðóåìîãî êëà�
ñòåðîâ äàåò ñòàáèëüíûå ðåçóëüòàòû ïðîãíîçà äâèæåíèÿ êëàñòåðà. Èçìåíåíèå
íåçàâèñèìûõ êîìïîíåíò ìàòðèöû ïîâîðîòà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî äèôôåðåíöè�
àëüíûì óðàâíåíèÿì ñèñòåìû (7) è ïîýòîìó áîëåå ñòàáèëüíî è ïðåäñêàçóåìî,
÷åì èõ îïðåäåëåíèå ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Äëÿ
ïðîâåðêè êà÷åñòâà ìîäåëè áûë èñïîëüçîâàí ïðîöåíò ïîïàäàíèÿ òî÷åê â ìîäå�
ëèðóåìûé ýëëèïñîèä. Ðåçóëüòàòû ìîäåëèðîâàíèÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ìîäåëè

13



(a) (á)

Ðèñ. 3. Èçìåíåíèå êà÷åñòâà ìîäåëè æåñòêîãî êëàñòåðà äëÿ êëàñòåðîâ 1 (à) è 2 (á)

æåñòêîãî êëàñòåðà è 4-õ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ èíòåãðàëîâ â ïðîñòðàíñòâå En

ïîêàçàíû íà ðèñ. 3 è äåìîíñòðèðóþò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü îïèñàíèÿ
äèíàìèêè äâèæåíèÿ ïîêóïàòåëåé (ìàêñèìàëüíàÿ ïîãðåøíîñòü äëÿ 11 ïåðèî�
äîâ íå ïðåâûøàåò 15-25%).

Ìîäåëü äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà ïîçâîëÿåò ó÷èòûâàòü ðåàêöèþ êëàñòå�
ðîâ íà èçìåíåíèå ôèíàíñîâîãî çàïàñà àãåíòîâ ê ïîñðåäñòâîì èçìåíåíèÿ äëèí
ïîëóîñåé ýëëèïñîèäà ri. Äâèæåíèå ýëëèïñîèäîâ, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ ìî�
äåëè äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà, â ïëîñêîñòè (x3, x4) ïîêàçàíî íà ðèñ. 4. Ìàê�
ñèìàëüíûå çíà÷åíèÿ äëèí ïîëóîñåé n-ìåðíîãî ýëëèïñîèäà, ðàññ÷èòàííîãî ïî
ìîäåëè äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà, íå ïðåâûøàþò ìàêñèìàëüíûõ çíà÷åíèé,
ïîëó÷åííûõ ïóòåì àïïðîêñèìàöèè ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ. Òî÷íîñòü ìî�
äåëè äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà âûøå òî÷íîñòè ìîäåëè æåñòêîãî êëàñòåðà,
îäíàêî, îíà òðåáóåò áîëüøåãî êîëè÷åñòâà âõîäíûõ äàííûõ (äèíàìèêè ôèíàí�
ñîâîãî çàïàñà êëàñòåðà ê ), òàêèì îáðàçîì, ïðèìåíåíèå òîé èëè èíîé ìîäå�
ëè ìîæåò áûòü îáóñëîâëåíî õàðàêòåðîì àíàëèçèðóåìûõ äàííûõ è íàëè÷èåì
íåîáõîäèìûõ äàííûõ.

Ïðîâåäåíî ìîäåëèðîâàíèå âëèÿíèÿ ìàðêåòèíãîâîãî âîçäåéñòâèÿ u, èç�
âåñòíîãî èç ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ, íà äâèæåíèå öåíòðà ìàññ x 0 è äè�
íàìèêó âðàùåíèÿ êëàñòåðà, îïðåäåëÿåìóþ òåíçîðàìè Q è W. Ïîêàçàíî, ÷òî
ó÷åò ìàðêåòèíãîâîãî âîçäåéñòâèÿ íå ïðèâîäèò ê óìåíüøåíèþ òî÷íîñòè ìîäå�
ëåé æåñòêîãî è äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðîâ ïðè ó÷åòå âëèÿíèÿ âíåøíåé ñèëû
íà âðàùåíèå.

Äëÿ äåìîíñòðàöèè ýôôåêòèâíîñòè ðàçðàáîòàííîãî ìåòîäà ïðè ïðîãíîçè�
ðîâàíèè äèíàìèêè ïðîäàæ ïðîäàâöà áûëî ïðîâåäåíî ñðàâíåíèå ðàçðàáîòàííî�
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(a) (á)

Ðèñ. 4. Äâèæåíèå ýëëèïñîèäîâ, ðàññ÷èòàííûõ ïî ìîäåëè äåôîðìèðóåìîãî êëàñòåðà äëÿ
êëàñòåðîâ 1 (à) è 2 (á)

ãî ïîäõîäà ñ 3-ìÿ ìåòîäàìè ïðîãíîçèðîâàíèÿ, ÷àñòî èñïîëüçóåìûìè íà ïðàê�
òèêå: ïîñòðîåíèåì ëèíåéíîãî òðåíäà ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ (ÌÍÊ),
ìåòîäîì êóáè÷åñêîãî ñïëàéíà, ïîñòðîåíèåì òðèãîíîìåòðè÷åñêîãî ðÿäà Ôóðüå
ñ îïðåäåëåíèåì ïåðèîäîâ êîëåáàíèé ìåòîäîì ñïåêòðàëüíîãî àíàëèçà. Ðàçðà�
áîòàííàÿ ìîäåëü ïîêàçàëà íà òåñòîâîì ïðèìåðå íàèëó÷øóþ òî÷íîñòü ïðî�
ãíîçèðîâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ óêàçàííûìè ìåòîäàìè (ðèñ. 5), ÷òî ïîçâîëÿåò
ñäåëàòü ïðåäâàðèòåëüíûé âûâîä î åå ïðèãîäíîñòè ê äàëüíåéøåìó èñïîëüçî�
âàíèþ íà ïðàêòèêå.

Çàêëþ÷åíèå ïîäâîäèò èòîãè ðàáîòû è ñèñòåìàòèçèðóåò îñíîâíûå ðå�
çóëüòàòû.

ÎÑÍÎÂÍÛÅ ÂÛÂÎÄÛ È ÐÅÇÓËÜÒÀÒÛ ÐÀÁÎÒÛ
1. Ðàçðàáîòàíà êëàñòåðíî�êîíòèíóàëüíàÿ ìîäåëü ðûíêà ìàññîâûõ ïðî�

äàæ ïðîìûøëåííîãî ïðåäïðèÿòèÿ, âêëþ÷àþùàÿ â ñåáÿ ìåòîäèêó ïîñòðîåíèÿ
êëàñòåðîâ ñ áîëüøèì ÷èñëîì ïîêóïàòåëåé, ïåðåõîä ê êîíòèíóàëüíîìó îïèñà�
íèþ, è ìîäåëü äâèæåíèÿ ìíîãîìåðíûõ êîíòèíóóìîâ.

2. Ðàçðàáîòàíû ìîäåëè æåñòêèõ è äåôîðìèðóåìûõ êëàñòåðîâ ïîêóïàòå�
ëåé, ïîëó÷åíû îñíîâíûå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, îïèñûâàþùèå äèíà�
ìèêó äâèæåíèÿ êëàñòåðîâ íà ðûíêå ïðîäàæ.

3. Ïîñòðîåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âíåøíèõ ýêîíîìè÷åñêèõ âîçäåé�
ñòâèé è ìîäåëè âîçäåéñòâèÿ ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé ïðîäàâöà íà ðûíîê
ìàññîâûõ ïðîäàæ.
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(a) (á)

Ðèñ. 5. Ïðîãíîçèðîâàíèå äèíàìèêè ñóììàðíûõ ïðîäàæ òîâàðîâ, îñóùåñòâëåííîå ñ ïîìî�
ùüþ ìîäåëè äåôîðìèðóåìûõ êëàñòåðîâ è ñ ïîìîùüþ êëàññè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïðîãíîçèðî�
âàíèÿ äëÿ êëàñòåðîâ 1 (à) è 2 (á)

4. Ñôîðìóëèðîâàíà çàäà÷à äâèæåíèÿ æåñòêèõ è äåôîðìèðóåìûõ êëàñòå�
ðîâ ïîêóïàòåëåé ïðè âîçäåéñòâèè ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé ïðîäàâöà.

5. Ðàçðàáîòàíû âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ äèíàìèêè
êëàñòåðîâ ïðè âîçäåéñòâèè ìàðêåòèíãîâûõ ìåðîïðèÿòèé íà ðûíêå ìàññîâûõ
ïðîäàæ, îñíîâàííûå íà ìîäåëè n-ìåðíûõ ýëëèïñîèäîâ.

6. Ñ ïîìîùüþ ÷èñëåííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ îñóùåñòâëåíà âåðèôèêàöèÿ
ðàçðàáîòàííîé ìîäåëè íà ýêñïåðèìåíòàëüíûõ äàííûõ òèïîâîãî ðûíêà ìàñ�
ñîâûõ ïðîäàæ, ïîêàçàâøàÿ, ÷òî ðàçðàáîòàííàÿ ìîäåëü è âû÷èñëèòåëüíûå
àëãîðèòìû îáåñïå÷èâàþò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ òî÷íîñòü îïèñàíèÿ äèíàìèêè
äâèæåíèÿ êëàñòåðîâ ïîêóïàòåëåé è ïðîãíîçèðîâàíèÿ äèíàìèêè ñóììàðíûõ
ïðîäàæ.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåíû â ðàáîòàõ [1�5]. Â ñîâ�
ìåñòíûõ ðàáîòàõ [1, 2] äèññåðòàíòîì ðàçðàáîòàíà êëàñòåðíî�êîíòèíóàëüíàÿ
ìîäåëü ðûíêà ïðîäàæ, ìîäåëü æåñòêèõ êëàñòåðîâ, ïðîâåäåíî ÷èñëåííîå ìî�
äåëèðîâàíèå, ðàçðàáîòàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ. Ðåçóëüòàòû ñîâìåñòíîé ðà�
áîòû [3] áûëè ïîëó÷åíû ïðè íåïîñðåäñòâåííîì ó÷àñòèè äèññåðòàíòà. Â ñîâ�
ìåñòíîé ðàáîòå [4] äèññåðòàíòîì âûïîëíåíû ðàçðàáîòêà ìîäåëè äåôîðìèðó�
åìûõ êëàñòåðîâ, ñèñòåìàòèçàöèÿ âíåøíèõ âîçäåéñòâèé, îáîñíîâàíèå êëàñòå�
ðèçàöèè, ÷èñëåííîå ìîäåëèðîâàíèå, ðàçðàáîòêà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.
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