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Общая характеристика работы

Актуальность работы. Поиск решений систем линейных обыкновен
ных (дифференциальных, разностных и 𝑞-разностных) уравнений с полино
миальными коэффициентами является одной из фундаментальных математи
ческих задач, имеющей многочисленные приложения в различных областях
науки и техники. При этом в отличие от численных методов, в компьютеpной
алгебpе решение таких систем ищется в символьном виде, то есть явно в виде
математических функций.

Традиционным компьютерно-алгебраическим подходом к pешению та
ких систем является использование метода циклического вектора [1] или дpy
гих подобных методов [2, 3], которые преобразуют систему в скалярное обык
новенное уравнение, и последующее решение этого скалярного уравнения.
Главным и хорошо известным недостатком такого подхода является быстрый
рост коэффициентов получающихся скалярных уравнений при увеличении
числа уравнений в системе, из-за чего он может быть применен только к си
стемам небольшого размера. Поэтому с практической точки зрения большую
ценность представляют прямые методы, которые работают непосредственно
с системой уравнений, не преобразуя ее к скалярному виду.

Для решения скалярных обыкновенных уравнений были предложены
быстрые методы [4–6], базирующиеся на вычислении линейной рекурренции,
индуцированной исходным обыкновенным уравнением (этой рекурренции удо
влетворяют коэффициенты искомых решений при разложении в некотором
подходящем степенном базисе). В этих методах анализ корней ведущего и
трейлингового коэффициентов индуцированной рекурренции позволяет на
ходить границы полюсов решений, границы степеней полиномиальных реше
ний, а сами индуцированные рекурренции затем используются для построе
ния коэффициентов разложений решений по элементам степенного базиса.

В 1999 г. С.А.Абрамов обобщил этот метод на линейные системы обык
новенных уравнений [7]. Такое обобщение на системы приводит к специфиче
ским трудностям, которых нет в скалярном случае. Рассмотрим скалярную
рекурренцию, индуцированную некоторым линейным обыкновенным уравне
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нием с полиномиальным коэффициентами

𝑃𝑑(𝑛)𝑧𝑛+𝑑 + 𝑃𝑑−1(𝑛)𝑧𝑛+𝑑−1 + · · · + 𝑃0(𝑛)𝑧𝑛 = 0 (1)

𝑃0(𝑛), . . . , 𝑃𝑑(𝑛) — полиномы, и 𝑃0(𝑛), 𝑃𝑑(𝑛) не равны тождественно нулю. В
этом случае эти два полинома обращаются в нуль только для конечного мно
жества значений 𝑛, и анализ этого конечного множества значений позволяет
получить важную информацию о искомых решениях исходного уравнения.
Если же (1) является индуцированной рекурренцией для системы линейных
обыкновенных уравнений с полиномиальными коэффициентами, и 𝑧𝑛 — это
𝑚-компонентный вектор, а 𝑃0(𝑛), . . . , 𝑃𝑑(𝑛) — полиномиальные матрицы раз
мера 𝑚×𝑚, то роль, которую в скалярном случае играли корни ведущего и
трейлингового коэффициента, теперь могут играть корни определителей мат
риц 𝑃0(𝑛) и 𝑃𝑑(𝑛), при условии, что эти определители не равны тождественно
нулю. Однако может оказаться, что матрица 𝑃0(𝑛) или 𝑃𝑑(𝑛) - вырожденная
(сингулярная). В этом случае, не только невозможно получить информацию о
границах полюсов и степеней искомых решений, но также становится гораз
до более тяжелой вычислительной задачей использование индуцированной
рекурренции (1) для построения по заданным начальным условия последо
вательности векторов, которые ей удовлетворяют.

Естественным решением в этом случае являются методы десингуляриза
ции, то есть проведение эквивалентных преобразований матричной рекуррен
ции (1), которые приводят к форме, в которой или ведущая или трейлинговая
матрица не являются сингулярными. При этом преобразования могут быть
“квази-эквивалентными”, то есть допускаются некоторые изменения в множе
стве решений, вызываемые этими преобразованиями, но эти изменения мо
гут быть легко учтены при анализе результатов. С.А.Абрамовым в работе [7]
был предложен метод ЕГ-исключения, позволяющий проводить десингуляри
зацию индуцированной матричной рекурренции, и основанные на этом ме
тоде прямые алгоритмы решения исходных систем линейных обыкновенных
уравнений с полиномиальными коэффициентами. В 2001 г. С.А.Абрамовым
и М.Бронштейном в работе [8] этот метод десингуляризации был усовершен
ствован (дальнейшее развитие в работах [9] и [A1]); усовершенствованный
метод получил название метода ЕГ’-исключения. В 2002 г. Б.Беккерманом,
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Г.Лабаном и Х.Ченгом в работе [10] был предложен еще один метод десингу
ляризации — алгоритм FFreduce (улучшенная версия представлена в 2006 г.
в работе [11]).

Также имеется альтернативный подход построения прямых методов ре
шения систем линейных обыкновенных уравнений с полиномиальными коэф
фициентами, основанный не на индуцированных рекурренциях, а на постро
ении супернеприводимых форм матриц исходных системы во всех особых
точках. Этот подход был представлен 1987 г. А.Хилали и А.Вазнером в рабо
те [12] для дифференциального случая, и в 1989 г. в работе М.Баркату [13]
перенесен на разностный случай (дальнейшее развитие — в работе 1999 г.
[14]).

Отметим, что рассматриваемые компьютерно-алгебраические задачи яв
ляются весьма сложными. Различные методы решения этих задач, основан
ные на альтернативных подходах, могут проявлять свои преимущества и недо
статки по-разному в зависимости от конкретного примера, к которому они
применяются. При этом в большинстве случаев, едва ли могут быть предло
жены практические критерии, по которым можно было бы понять какой из
методов будет лучше для данного конкретного примера, поэтому не выгля
дит реалистичной задача создания полиалгоритма, который мог бы автома
тически выбирать конкретный подход по заданному примеру. Тем не менее
при наличии нескольких альтернатив, пользователь может самостоятельно
попробовать применить различные методы, что увеличивает шанс все-таки
получить решение и в достаточно сложных случаях - иногда одним, иногда
другим методом.

Цель диссертационной работы. Целью настоящей работы является
разработка и эффективная реализация компьютерно-алгебраических (сим
вольных) методов решения систем линейных обыкновенных (дифференци
альных, разностных и 𝑞-разностных) уравнений с полиномиальными коэф
фициентами, основанных на индуцированных рекурренциях, а также экспе
риментальное сравнение эффективности реализованного программного обес
печения с существующими известными альтернативами.

Научная новизна. В диссертационной работе в рамках общего подхо
да к поиску решений систем линейных обыкновенных уравнений с полиноми

5



альными коэффициентами, основанном на индуцированных рекурренциях,
получен ряд результатов, обладающих научной новизной:

∙ Для рассматриваемых типов обыкновенных уравнений (дифференци
альные, разностные и 𝑞-разностные) проведен анализ различных сов
местимых базисов, которые могут быть использованы для построения
индуцированных рекурренций. Введено понятие двустороннего совме
стимого базиса. Показано, что с точки зрения использования метода
ЕГ’-исключения для получающихся в таких базисах индуцированных
рекурренций, эти базисы являются предпочтительными. Такие предпо
чтительные базисы предложены для дифференциального, разностного
и 𝑞-разностного случая и получены соответствующие формулы для по
строения индуцированных рекурренций в этих базисах. Описаны прак
тические аспекты эффективной реализации построения индуцирован
ных рекурренций на основе этих формул.

∙ Разработан новый алгоритм построения полиномиальных решений си
стем линейных обыкновенных уравнений с полиномиальными коэффи
циентами, основанный на использовании индуцированных рекурренци
ях для построения границ степеней полиномиальных решения и вычис
лении коэффициентов таких решений. В алгоритме учтено использо
вание метода ЕГ’-исключения для десингуляризации индуцированной
рекурренции, а также обеспечена его эффективная работа и в случае
разреженных решений (что, например, является проблемой для класси
ческого метода неопределенных коэффициентов).

∙ Разработан новый эвристический алгоритм построения универсального
знаменателя решений систем первого порядка линейных дифференци
альных уравнений с полиномиальными коэффициентами. Предложен
ный алгоритм является гибридным, используя эффективный алгоритм
Бронштейна-Трагера [15] одновременной редукции для части особых то
чек системы (все эти точки гарантировано являются регулярными), и
метод на основе ЕГ’-исключения только для оставшихся особых точек,
считая их нерегулярными.
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∙ В системе компьютерной алгебры MAPLE ([16]) реализован пакет Li-
nearFunctionalSystems, предоставляющий процедуры поиска полино
миальных, рациональных, регулярных, логарифмических решений и ре
шений в виде рядов систем обыкновенных уравнений с полиномиаль
ными коэффициентами, а также лежащие в основе алгоритмов поиска
этих решений процедуры для построения и десингуляризации индуци
рованных рекурренций. Описаны практические аспекты реализации со
ответствующих алгоритмов и проведено экспериментальное сравнение
с программами, реализующими альтернативные современные методы.

Практическая и теоретическая ценность. Предложенные в диссер
тационной работе методы и алгоритмы могут быть встроены в существующие
системы компьютерной алгебры, предоставляя пользователям этих систем
дополнительные возможности анализа и поиска символьных решений более
сложных систем линейных обыкновенных (дифференциальных, разностных
и 𝑞-разностных) уравнений с полиномиальными коэффициентами. Поскольку
рассматриваемые системы уравнений возникают в различных областях нау
ки и техники, то наличие эффективного инструмента для их решения может
помочь в решении практических и теоретических задач в этих областях. Ре
ализованный пакет LinearFunctionalSystems уже доступен пользователям
системы компьютерной алгебры MAPLE ([16]).

Решение многих задач часто удается свести к решению ряда задач более
простого вида. В частности, поиск решений уравнений или систем уравнений
в более сложном виде часто удается свести к ряду задач поиска решений в
более простом виде. Таким образом, предложенные подходы и методы могут
быть востребованы в дальнейших работах по созданию алгоритмов поиска
решений систем линейных обыкновенных уравнений в более сложном виде.
По аналогии со скалярным случаем можно ожидать, что в дальнейшем будут
разработаны, например, алгоритмы для поиска гипергеометрических, лиувил
левых решений систем, а также алгоритмы поиска решений систем в виде ря
дов с коэффициентами специального вида (рациональными, даламберовыми,
лиувиллевыми и т.п.).

На защиту выносятся следующие основные результаты и поло
жения:
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1. Введено понятие двустороннего совместимого базиса для построения ин
дуцированных рекурренций систем линейных обыкновенных уравнений
с полиномиальными коэффициентами, такие предпочтительные базисы
предложены для дифференциального, разностного и 𝑞-разностного слу
чая и получены соответствующие формулы для построения индуциро
ванных рекурренций в этих базисах.

2. Разработан новый алгоритм построения полиномиальных решений си
стем линейных обыкновенных уравнений с полиномиальными коэффи
циентами, основанный на использовании индуцированных рекурренций.

3. Разработан новый эвристический алгоритм построения универсального
знаменателя решений систем линейных дифференциальных уравнений
с полиномиальными коэффициентами на основе алгоритма Бронштей-
на-Трагера [15].

4. В системе компьютерной алгебры MAPLE ([16]) реализован новый па
кет LinearFunctionalSystems, предоставляющий различные процеду
ры поиска решений систем обыкновенных уравнений с полиномиаль
ными коэффициентами, а также лежащие в основе алгоритмов поиска
этих решений процедуры для построения и десингуляризации индуци
рованных рекурренций. Описаны практические аспекты реализации со
ответствующих алгоритмов и проведено экспериментальное сравнение
с программами, реализующими альтернативные современные методы.

Апробация работы. На разных этапах работы основные результаты
по теме диссертации были представлены на следующих конференциях и се
минарах:

∙ Семинар МГУ «Компьютерная алгебра», Москва, 1998, 2000 и 2003 гг.

∙ Международная Франко-российская конференция «Перспективы сотруд-
ничества по прикладной математике и информатике», посвященная 10-ле-
тию Франко-Российского Института А.М.Ляпунова, Москва, 2003 г.

∙ Конференция «Ninth Rhine Workshop on Computer Algebra», Nijmegen,
Netherlands, 2004 г.
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∙ Объединенный семинар «Компьютерная алгебра» МГУ и ЛИТ ОИЯИ,
Дубна, 2005 г.

∙ Конференция «8th Annual International Workshop in Computer Algebra
in Scientific Computing (CASC’2005)», Kalamata, Greece, 2005 г.

Публикации. Материалы диссертации опубликованы в 7 печатных ра
ботах, из них 4 статьи в рецензируемых журналах из перечня ВАК [A2, A3,
A4, A5] и 3 статьи в сборниках трудов конференций [A6, A1, A7].

Личный вклад автора. В результатах, опубликованных в соавторстве,
автору диссертационной работы принадлежат:

∙ реализация всех предлагаемых алгоритмов в виде процедур пакета Li-
nearFunctionalSystems в системе компьютерной алгебры MAPLE ([16]),
включая проработку и описание практических аспектов и приемов этой
реализации (например, эвристический выбор ведущего элемента и адап
тация алгоритма Барейса [17] в реализации алгоритма ЕГ-исключения,
описанные в работе [A1], проработка деталей реализации алгоритма по
иска регулярных решений в работах [A7, A5], функциональные специ
фикации процедур пакета LinearFunctionalSystems в работе [A6]).

∙ разработка эвристического алгоритма для построения универсально
го знаменателя решений систем линейных дифференциальных уравне
ний с полиномиальными коэффициентами на основе алгоритма Брон
штейна-Трагера [15] в работе [A5].

∙ подготовка примеров работы алгоритмов и примеров использования па
кета LinearFunctionalSystems, проведение экспериментов и сравнение
результатов работы с существующими известными альтернативами (в
работах [A6, A1, A7, A5]).

Также автор диссертационной работы принимал активное участие в обсуж
дениях с соавторами всех представленных в совместных работах результатов
и в подготовке их описания в виде соответствующих публикаций.

Результаты, опубликованные в работах [A2, A3, A4] без соавторов, полу
чены автором диссертационной работы самостоятельно.
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Структура и объем диссертации. Диссертационная работа состоит
из введения, четырех глав, заключения, списка литературы и пяти прило
жений. Общий объем работы составляет 138 страниц. Список литературы
содержит 43 наименования.

Содержание работы

Во Введении обоснована актуальность диссертационной работы, сфор
мулирована цель и аргументирована научная новизна исследований, показана
практическая и теоретическая значимость полученных результатов, представ
лены выносимые на защиту результаты и положения.

В первой главе рассмотрена задача десингуляризация линейных ре
куррентных систем с полиномиальными коэффициентами вида (1), то есть
задача приведения рекуррентной системы

𝑃𝑑(𝑛)𝑧𝑛+𝑑 + 𝑃𝑑−1(𝑛)𝑧𝑛+𝑑−1 + · · · + 𝑃0(𝑛)𝑧𝑛 = 0,

где все 𝑃𝑖(𝑛) — полиномиальные 𝑚×𝑚-матрицы, к виду, в котором матрица
𝑃𝑑(𝑛) (соответственно, 𝑃0(𝑛)) является невырожденной. Представлено опи
сание общей парадигмы десингуляризации - чередование шагов “редукция
+ сдвиг”. В качестве основного вспомогательного преобразования выступа
ет редукция системы: если ведущая (соответственно, трейлинговая) матрица
вырождена (сингулярна), то редукция обеспечивает появление в ней нулевой
строки или столбца. После этого осуществляется сдвиг в строке или столбце,
соответствующей полученной нулевой строке или столбцу ведущей (соответ
ственно, трейлинговой) матрицы. Рассмотрены методы ЕГ-исключения [7] и
ЕГ’-исключения [8, 9] и алгоритм FFreduce [10, 11], основанные на различ
ных видах редукции, и показано, что из них только метод ЕГ’-исключения
является методом двухэтапной редукции. Приведены практические аспекты
реализации методов ЕГ-исключения и ЕГ’-исключения, использованные при
их реализации в пакете LinearFunctionalSystems в системе компьютерной
алгебры MAPLE (в частности, эвристический выбор ведущего элемента, адап
тация алгоритма Барейса [17], а также изучение возможности применение
модулярного подхода при реализации метода ЕГ-исключения). Также пред
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ставлены результаты экспериментального сравнения различных методов де
сингуляризации; эти сравнения подтверждают практическое превосходство
метода ЕГ’-исключения над методами одноэтапной редукции.

Результаты первой главы опубликованы в работах [A2, A6, A1].
Во второй главе рассмотрены системы линейных обыкновенных (диф

ференциальных, разностных, 𝑞-разностных) уравнений с полиномиальными
коэффициентами и построение индуцированных ими рекурренций. Рассмат
риваются системы вида

𝐿𝑦(𝑥) = 0, (2)

где 𝑦(𝑥) - искомая функция, 𝐿 - линейный оператор; в частности, мы инте
ресуемся дифференциальными, разностными и 𝑞-разностными операторами
с полиномиальными коэффициентами. Для системы (2) строится индуциро
ванная матричная рекурренция вида (1), которой удовлетворяют коэффици
енты искомых решений в некотором базисе, например в 𝒫+ = {𝑥𝑛}𝑛≥0 или
𝒞 = {

(︀
𝑥
𝑛

)︀
}𝑛≥0. Решения индуцированных рекурренций однозначным образом

соответствуют решениям исходных уравнений при использовании так назы
ваемых “совместимых” базисов [4–6] - таким образом, задача поиска решения
линейной однородной системы в соответствующем классе сводится к задаче
поиска решений индуцированной рекурренции в классе последовательностей
коэффициентов.

Среди операторов 𝐷,𝐸𝑥, 𝑄:

𝐷𝑝(𝑥) =
𝑑

𝑑𝑥
𝑝(𝑥), 𝐸𝑥𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑥 + 1), 𝑄𝑝(𝑥) = 𝑝(𝑞𝑥),

первый и третий совместимы с 𝒫+, а второй с 𝒞. С другой стороны 𝑄 и 𝐷

несовместимы с 𝒞, а 𝐸𝑥 несовместим с 𝒫+.
В работе [7] для решения систем линейных обыкновенных уравнений

в дифференциальном и 𝑞-разностном случае используется базис 𝒫+, а в раз
ностном - базис 𝒞 и указано, что имеется существенная разница между этими
случаями, связанная с областью определения индуцированных рекурренций
(в разностном случае приходится следить за областью определения рекуррен
ций в системе при проведении в ней этапа сдвига при десингуляризации, так
как в общем случае индуцированные рекурренции определены только при
𝑛 ≥ 0).
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На основе определения совместимого базиса из работ [4–6], дано опреде
ление “двустороннего совместимого” базиса. Обозначим ℒ𝒦[𝑥] кольцо (𝒦-ал-
гебру) линейных операторов 𝐿 : 𝒦[𝑥] → 𝒦[𝑥]. Пусть ℬ = {𝑏𝑛(𝑥)}𝑛≥0 - после
довательность полиномов из 𝒦[𝑥] таких, что

P1. deg 𝑏𝑛(𝑥) = 𝑛,

P2. 𝑏𝑛(𝑥) | 𝑏𝑚(𝑥) для 0 ≤ 𝑛 < 𝑚;

и пусть ℬ = {𝑏𝑛(𝑥)}𝑛<0 - последовательность рациональных функций таких,
что 𝑏𝑛(𝑥) = 1

𝑣𝑛(𝑥)
, 𝑣𝑛(𝑥) ∈ 𝒦[𝑥] и

N1. deg 𝑣𝑛(𝑥) = −𝑛,

N2. 𝑣𝑛(𝑥) | 𝑣𝑚(𝑥) для 𝑚 < 𝑛 < 0.

Определение 1. Двусторонний базис ℬ, удовлетворяющий N1, N2 при
𝑛 < 0 и P1, P2 при 𝑛 ≥ 0, и оператор 𝐿 совместимы, если существуют
неотрицательные целые числа 𝐴,𝐵 и элементы 𝛼𝑖,𝑛 ∈ 𝒦 для 𝑛 ∈ Z и −𝐴 ≤
𝑖 ≤ 𝐵 такие, что

𝐿𝑏𝑛(𝑥) =
𝐵∑︁

𝑖=−𝐴

𝛼𝑖,𝑛 𝑏𝑛+𝑖(𝑥). (3)

Элементы ℬ при 𝑛 ≥ 0 будем называть неотрицательной частью, а при
𝑛 < 0 - отрицательной частью базиса.

Из определения следует, что при использовании двустороннего совмести
мого базиса индуцированная рекурренция справедлива при всех 𝑛 ∈ Z, и тем
самым для поиска решений обыкновенных систем предпочтительнее исполь
зовать двусторонние базисы, так как в этом случае нет необходимости сле
дить за областью определения индуцированных рекуррентных соотношений
в системе при проведении в ней шага сдвига при десингуляризации.

Получены следующие результаты.

Предложение 1. Для дифференциального оператора 𝐷 и 𝑞-разностного опе
ратора сдвига 𝑄 примером двустороннего совместимого базиса является
базис

𝒫 = {𝑥𝑛}𝑛∈Z ,
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а для разностного оператора сдвига 𝐸𝑥 - базис

ℱ =

{︃
𝑥𝑛, 𝑛 ≥ 0,

1/𝑥|𝑛|, 𝑛 < 0

}︃
𝑛∈Z

,

где

𝑥𝑛 =
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑥 + 𝑘), 𝑥𝑛 =
𝑛∏︁

𝑘=1

(𝑥− 𝑘 + 1).

𝑄 и 𝐷 несовместимы с ℱ , в свою очередь 𝐸𝑥 несовместим с 𝒫 . При этом
использовавшийся в работе [7] для 𝐸𝑥 базис 𝒞 не может быть распространен
на отрицательные степени и в этом смысле является неудобным.

В базисе ℬ = {𝑏𝑛(𝑥)}𝑛∈Z оператор 𝐿 в формуле (2), рассматриваемой в
данном случае как скалярное уравнение, представим в виде:

𝐿𝑅 =
𝑟∑︁

𝑘=0

𝑝𝑘(𝑥)𝑅𝑘
𝑥 =

𝑟∑︁
𝑘=0

𝑑∑︁
𝑖=0

𝑐𝑖𝑘𝑏𝑖(𝑥)𝑅𝑘
𝑥, (4)

где 𝑅𝑥 — один из операторов 𝐷,𝐸𝑥, 𝑄, 𝑝𝑘(𝑥) ∈ 𝒦[𝑥] — полиномиальные ко
эффициенты, 𝑑 — их максимальная степень, а 𝑐𝑖𝑘 ∈ 𝒦 — коэффициенты их
разложения по элементам совместимого базиса ℬ. Оператор соответствующей
индуцированной рекурренции представим в виде

ℛℬ𝐿𝑅 =
𝐵∑︁

𝑖=−𝐴

𝛼−𝑖,𝑛+𝑖 𝐸
𝑖
𝑛, (5)

где 𝐸𝑛 - оператор сдвига по 𝑛 (𝐸𝑘
𝑛𝑐𝑛 = 𝑐𝑛+𝑘), 𝐴 и 𝐵 - некоторые целые числа.

В работах [4–6] были получены соотношения, позволяющие осуществ
лять переход от оператора в виде (4) к индуцированному оператору в виде
(5) для базиса 𝒫 в дифференциальном случае

ℛ𝒫𝐿𝐷 =
𝑟∑︁

𝑖=−𝑑

(︃
𝑟∑︁

𝑘=0

𝑐𝑘−𝑖,𝑘(𝑛 + 𝑖)𝑘

)︃
𝐸𝑖

𝑛 (6)

и в 𝑞-разностном случае

ℛ𝒫𝐿𝑄 =
𝑑∑︁

𝑖=0

(︃
𝑟∑︁

𝑘=0

𝑐𝑖𝑘𝑞
𝑛𝑘

)︃
𝐸𝑖

𝑛, (7)
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а также для базиса 𝒞 в разностном случае. Дополнительно получено анало
гичное соотношение для предпочтительного базиса ℱ в разностном случае.

Предложение 2.

ℛℱ𝐿𝐸𝑥
=

𝑟∑︁
𝑙=−𝑑

(︃
𝑟∑︁

𝑘=0

𝑑∑︁
𝑖=0

𝑖∑︁
𝑗=0

𝑐𝑖𝑘

(︂
𝑘

𝑙 + 𝑗

)︂(︂
𝑖

𝑗

)︂
(𝑛− 𝑗)𝑖−𝑗 (𝑛 + 𝑙)𝑙+𝑗)

)︃
𝐸𝑙

𝑛. (8)

Также описаны практические аспекты эффективной реализации построения
индуцированных рекурренций на основе формул (6), (7), (8). При этом в слу
чае, когда рассматривается не скалярное уравнение, а система таких урав
нений, индуцированный рекуррентный оператор является матричным, т.е.
имеет вид

𝑙∑︁
𝑖=𝑡

𝑃𝑖(𝑛)𝐸𝑖
𝑛,

где 𝑃𝑖(𝑛) - матрицы с элементами из 𝒦[𝑛] с числом строк 𝑀 , равным числу
уравнений в системе, и числом столбцов 𝑁 , равным числу искомых функций.
Соответственно, этот оператор действует на последовательность 𝑁 -мерных
векторов 𝑧𝑛, составленных из коэффициентов искомых функций при разло
жении по рассматриваемому совместимому базису. Это дает нам индуциро
ванную матричную рекурренцию

𝑙∑︁
𝑖=𝑡

𝑃𝑖(𝑛)𝑧𝑛+𝑖 = 0, (9)

аналогичную системе (1), рассмотренной в первой главе.
Результаты второй главы опубликованы в работах [A3, A4].
В третьей главе рассмотрен поиск решений систем линейных обык

новенных уравнений с полиномиальными коэффициентами, основанный на
использовании индуцированных рекурренций и их десингуляризации.

Дан краткий обзор видов решений (поиск всех этих видов решений реали
зован в пакете LinearFunctionalSystems), которые могут быть построены с
использованием индуцированных рекурренций — соответствующие решения
являются векторами с компонентами некоторого определенного вида:
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∙ решения в виде рядов — решения с компонентами вида

∞∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑏𝑚(𝑥− 𝛼)𝑚,

где точка разложения 𝛼 и коэффициенты полинома 𝑐𝑚 — элементы
основного поля 𝒦, 𝑏𝑚(𝑥) — элементы совместимого степенного базиса
ℬ.

∙ полиномиальные решения — решения с компонентами в 𝒦[𝑥], то есть
решения с компонентами вида

𝑘∑︁
𝑚=0

𝑐𝑚𝑥
𝑚,

где 𝑘 ∈ 𝒩 , а коэффициенты полинома 𝑐𝑚 — элементы основного поля
𝒦.

∙ рациональные решения — решения с компонентами в 𝒦(𝑥), то есть ре
шения с компонентами вида

𝑓(𝑥)

𝑔(𝑥)
,

где 𝑓(𝑥), 𝑔(𝑥) ∈ 𝒦[𝑥].

∙ регулярные и логарифмические решения (для дифференциального слу
чая):

– регулярные решения — решения с компонентами вида

(𝑥− 𝛼)𝜆
𝑘∑︁

𝑚=0

𝑔𝑚(𝑥− 𝛼) log𝑚(𝑥− 𝛼),

где 𝑘 ∈ 𝒩 , 𝛼 — элемент основного поля 𝒦, а 𝜆 - элемент алгеб
раического расширения основного поля и 𝑔𝑚(𝑥) — ряды Тейлора,
такие, что 𝑔𝑚(𝛼) ̸= 0 (такие решения образуют базис всех решений
в окрестности регулярной особенности системы 𝛼).
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– логарифмические решения — решения с компонентами в 𝒦(𝑥)[log 𝑥],
то есть решения с компонентами вида

𝑘∑︁
𝑚=0

𝑔𝑚(𝑥) log𝑚(𝑥),

где 𝑘 ∈ 𝒩 , 𝑔𝑚(𝑥) — рациональные функции с коэффициентами в 𝒦
(поиск регулярных решений является локальной задачей, то есть
задачей решаемой в окрестности некоторой особой точки; поиск
логарифмических решений — аналогичная глобальная задача).

Сходимость рядов в решениях не рассматривается, все ряды формальные.
Представлены два новых алгоритма.
Новый алгоритм поиска полиномиальных решений разработан с учетом

использования метода ЕГ’-исключения для десингуляризации индуцирован
ной рекурренции; также обеспечена его эффективная работа и в случае раз
ряженных решений (что, например, является проблемой для классического
метода неопределенных коэффициентов и подхода, описанного в [8]).

Поиск полиномиальных решений состоит из двух этапов — на первом эта
пе находится верхняя граница степени полиномиального решения, а на вто
ром, с учетом этой границы строится само решение. Поиск верхней границы
степени полиномиального решения обсуждается в работе [7], новый алгоритм
использует этот же метод.

После того, как найдена верхняя граница степени полиномиального ре
шения, в новом алгоритме используется имеющаяся матричная рекурренци
ей относительно коэффициентов решений в рассматриваемом совместимом
базисе. Как и в скалярном случае ([4]), рекурренция позволяет вычислять ко
эффициенты либо в прямом направлении, начиная от младших к старшим,
либо в обратном направлении, начиная от старших к младшим. При вычисле
нии следующего коэффициента в случае прямого направления главную роль
играет ведущая матрица, а в случае обратного направления — трейлинговая.
Поскольку для поиска границы степени полиномиального решения использу
ется десингуляризация по отношению к трейлинговой матрице, то результат
этой десингуляризации разумно использовать и для построения полиноми
ального решения. Таким образом, в новом алгоритме используется обратное
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направление построения решения (такой подход используется и М.Баркату в
алгоритмах построения полиномиальных решений, предложенных в работах
[14, 18], а еще раньше С.А.Абрамовым в [19]). При этом в алгоритмах [18, 20]
для вычисления коэффициентов используется не рекурренция, а собственно
система обыкновенных уравнения (для этого требуется ее преобразование к
супернеприводимому виду).

Отметим, что новый алгоритм, как и алгоритмы [18, 20] не обязательно
перебирает последовательно все степени коэффициентов, что является важ
ным достоинством в случае разреженных решений. Для этого используется
следующее наблюдение.

Предложение 3. Пусть трейлинговая матрица 𝑃𝑡(𝑛) рекурренции (9) не
является вырожденной при всех 𝑛, 𝑅 – множество целочисленных корней
det𝑃𝑡(𝑛), а 𝑧 = {𝑧𝑛} - последовательность, удовлетворяющая (9), и все
𝑧𝑘+𝑡, . . . 𝑧𝑘+𝑙−1 равны 0 для некоторого 𝑘 ∈ Z. Тогда 𝑧𝑖+𝑡 = 0 для всех 𝑖 ∈ Z:
𝑟𝑘 < 𝑖 < 𝑘, где 𝑟𝑘 = max{𝑟 : 𝑟 ∈ 𝑅, r<k}.

Новый эвристический алгоритм для построения универсального знаме
нателя решений систем первого порядка линейных дифференциальных урав
нений с полиномиальными коэффициентами вида 𝑑𝑌

𝑑𝑥 = 𝐴(𝑥)𝑌 (𝑥), 𝐴(𝑥) ∈
Mat𝑁(𝒦(𝑥)), являющихся частным случаем систем (2). Задача поиска универ
сального знаменателя решения является вспомогательной для поиска раци
ональных и логарифмических решений (полином 𝑑(𝑥) ∈ 𝒦[𝑥] — универсаль
ный знаменатель, если 𝑑(𝑥)𝑦(𝑥) ∈ 𝒦[𝑥] для любого рационального решения
𝑦(𝑥) ∈ 𝒦(𝑥); в работе [14] указано, что универсальный знаменатель также
применим и для поиска логарифмических решений).

Предложенный новый эвристический алгоритм является гибридным, ис
пользуя эффективный алгоритм Бронштейна-Трагера [15] одновременной ре
дукции для части особых точек системы (все эти точки гарантировано явля
ются регулярными), и метод на основе ЕГ’-исключения только для оставших
ся особых точек, считая их нерегулярными.

Используемый алгоритм редукции Бронштейна и Трагера исходно пред
назначен для систем только с регулярными особенностями. Он заключается
в повторении следующего единичного шага редукции: пока знаменатель 𝐴

17



не свободен от квадратов, выбрать строку 𝐴, такую, что ее общий знаме
натель 𝑑 ∈ 𝒦[𝑥] не свободен от квадратов; далее используя только вычис
ления расширенных наибольших общих делителей, вычислить невырожден
ную матрицу 𝑇 ∈ Mat𝑁(𝒦(𝑥)), чьи строки формируют 𝒦[𝑥]-базис свободного
𝒦[𝑥]-модуля 𝒦[𝑥]1×𝑁 + 𝒦[𝑥]𝜔, где 𝒦[𝑥]1×𝑁 — модуль вектор-строк, а 𝜔 — вы
бранная строка 𝐴, умноженная на часть 𝑑, свободную от квадратов; a затем
произвести замену переменных 𝑌 = 𝑇𝑌 в 𝑑𝑌/𝑑𝑥 = 𝐴𝑌 . В [15] показано,
что повторение конечного количества таких шагов приведет к матрице со
знаменателем, свободным от квадратов.

Поведение этого алгоритма при наличии нерегулярной особенности не
описано, но известно, что в этом случае он не завершает свою работу. Ал
горитм был адаптирован для систем с любыми особенностями - редукция
проводится только по отношению к части особенностей, которые являются
регулярными. Эта адаптация основана на следующем наблюдении.

Предложение 4. Пусть 𝑆 – подмножество неприводимых множителей
знаменателя матрицы 𝐴, соответствующих ее регулярным особенностям,
а 𝑑 =

∏︀
𝑝∈𝑆 𝑝

𝑒𝑝
∏︀

𝑞 /∈𝑆 𝑞
𝑒𝑞 – факторизованный вид знаменателя строки 𝐴 для

которой 𝑒𝑝 > 1 для некоторого 𝑝 ∈ 𝑆. Тогда при выполнении единичного
шага редукции метода Бронштейна-Трагера 𝜔 может быть взята равной
этой строке 𝐴, умноженной на

∏︀
𝑝∈𝑆 𝑝

min(𝑒𝑝,1)
∏︀

𝑞 /∈𝑆 𝑞
𝑒𝑞.

При этом используется эвристика, позволяющая, по ходу итераций ре
дукции, отсеивать (предположительно) нерегулярные особенности и прово
дить редукции только по оставшимся, гарантировано регулярным. Отметим,
что ошибочное предположение о том, что особая точка является нерегуляр
ной, не сказывается на правильности результата построения универсального
знаменателя, поскольку для таких точек соответствующая им составляющая
универсального знаменателя корректно находится исходным методом на ос
нове ЕГ’-исключения, как и для действительно нерегулярных особенностей.

Для повышения эффективности работы алгоритма используется еще од
но наблюдение.

Предложение 5. Пусть 𝐴,𝐴1, . . . , 𝐴𝑖 – матрицы систем, полученных в
результате последовательного применения единичного шага редукции ме
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тода Бронштейна-Трагера, а 𝑢𝑖 ∈ 𝒦[𝑥] – множитель универсального зна
менателя, вычисленный для системы с матрицей 𝐴𝑖. Тогда 𝑢𝑖 является
множителем универсального знаменателя и для исходной системы с мат
рицей 𝐴.

Представлены результаты проведенных экспериментов, показывающие,
что в большинстве случаев гибридный алгоритм эффективнее исходного.

Для описанных новых алгоритмов также представлен псевдокод.
Результаты третьей главы опубликованы в работах [A4, A5, A7].
В четвертой главе описан пакет LinearFunctionalSystems, реализо

ванный с нуля в системе компьютерной алгебры MAPLE. Пакет предоставляет
процедуры поиска полиномиальных, рациональных, регулярных, логарифми
ческих решений и решений в виде рядов систем обыкновенных уравнений с
полиномиальными коэффициентами, а также лежащие в основе алгоритмов
поиска этих решений процедуры для построения и десингуляризации инду
цированных рекурренций.

Описана архитектура пакета: решаемые пакетом задачи, структура па
кета, предоставляемые команды, таблица используемых для решения основ
ных подзадач алгоритмов. Представлены детали реализации пакета: формы
входных параметров и обработка их специальных случаев, особенности реа
лизации различных алгоритмов в пакете. Также представлен ряд примеров
использования команд пакета, иллюстрирующих его возможности.

В завершение представлены результаты проведенного сравнения эффек
тивности работы пакета LinearFunctionalSystems с программами решения
систем дифференциальных и разностных уравнений, основанными не на де
сингуляризации индуцированных рекурренций, а на альтернативном подхо
де — супернеприводимой форме ([12–14, 18]). Результаты показывают, что
несмотря на то, что во многих случаях подход, основанный на ЕГ’-исключении,
выигрывает, существуют случаи, в которых предпочтителен подход, основан
ный на супернеприводимости. При этом едва ли могут быть предложены
практические критерии, по которым можно было бы понять какой из ме
тодов будет лучше для данного конкретного примера. Наличие нескольких
альтернатив позволяет пользователю самостоятельно попробовать применить
различные методы, что увеличивает шанс все-таки получить решение и в до
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статочно сложных случаях. Это обосновывает практическую ценность новых
алгоритмов.

Результаты четвертой главы опубликованы в работах [A4, A5, A6, A1,
A7].

В Заключении сформулированы основные результаты диссертацион
ной работы.

Диссертационная работа также включает следующие приложения:

∙ Приложение А. Псевдокод метода ЕГ’-исключения.

∙ Приложение Б. Пример использования метода ЕГ’-исключения.

∙ Приложение В. Общая схема поиска регулярных решений.

∙ Приложение Г. Общая схема поиска логарифмических решений.

∙ Приложение Д. Пример использования алгоритма поиска регулярных
решений.
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