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3Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòûÂ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîáëåìà âûáîðà ïðèçíàêîââ çàäà÷å îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìèíèìàêñíûé ïîäõîä ê îä-íîâðåìåííîìó ïîñòðîåíèþ îïòèìàëüíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà è îïòèìàëü-íîãî ïîäïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ äëÿ êëàññèôèêàöèè. Ïîäõîä ïðèìåíÿåòñÿê çàäà÷å ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ (support vector machine, SVM) è ïðèâîäèòê ìèíèìàêñíîé çàäà÷å îïòèìèçàöèè ìîäèôèöèðîâàííîãî êðèòåðèÿ çàäà÷èSVM. Óñòàíàâëèâàþòñÿ ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà ðåøåíèé ìèíèìàêñíîé çà-äà÷è. Ïðåäëàãàþòñÿ àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è. Îïèñûâàþòñÿ÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî òåñòèðîâàíèþ ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà â çàäà÷àõêëàññèôèêàöèè. Äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ïðåäëîæåííîãî ìèíèìàêñíîãîïîäõîäà ê çàäà÷å îäíîâðåìåííîãî ïîñòðîåíèÿ SVM ðåãðåññèè è îïòèìàëüíîãîïîäïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ.Àêòóàëüíîñòü òåìû. Îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíà-êîâ ðàññìàòðèâàëîñü â êà÷åñòâå îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ ñ ñàìîãî íà÷àëà èçó-÷åíèÿ ïðîáëåìû îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè. Òàê, â îäíîé èç ñàìûõ ïåðâûõ ðà-áîò ïî ðàñïîçíàâàíèþ îáðàçîâ1 ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ¾ïîëåçíûõ¿ ïðèçíàêîâðàññìàòðèâàëîñü â êà÷åñòâå íåîáõîäèìîé êîìïîíåíòû â àëãîðèòìàõ îáó÷åíèÿêëàññèôèêàöèè. Ñ ïðèêëàäíîé òî÷êè çðåíèÿ íåîáõîäèìîñòü âûáîðà ïðèçíà-êîâ äèêòóåòñÿ òåì, ÷òî îáó÷àþùèå äàííûå ÷àñòî ñîäåðæàò èçáûòî÷íûå èëè íåèìåþùèå îòíîøåíèÿ ê èçó÷àåìûì ÿâëåíèÿì ïðèçíàêè, êîòîðûå ìîãóò çíà÷è-òåëüíî ñíèçèòü êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ. Íàðÿäó ñ çàäà÷åé âûáîðà ïðèçíàêîâòàêæå âûäåëÿþò çàäà÷ó èçâëå÷åíèÿ ïðèçíàêîâ, â êîòîðîé èç ñóùåñòâóþùèõïðèçíàêîâ ìîãóò êîíñòðóèðîâàòüñÿ íîâûå ïðèçíàêè. Ïðè ïîñòàíîâêå çàäà-÷è îáó÷åíèÿ îáúåêòû ðàñïîçíàâàíèÿ ïðåäñòàâëÿþòñÿ âåêòîðàìè ïðîñòðàí-ñòâà R
n, ãäå n � êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ îáúåêò. Òàêèìîáðàçîì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è âûáîðà èëè èçâëå÷åíèÿ ïðèçíàêîâ ñòðåìÿò-1Áîíãàðä Ì.Ì. Ïðîáëåìà óçíàâàíèÿ. Ì.: Íàóêà, 1967.



4ñÿ ñîêðàòèòü ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà. Ïðåäëàãàåìûé â äèññåðòàöèè ìå-òîä îòíîñèòñÿ ê ãðóïïå ¾âñòðîåííûõ¿ ìåòîäîâ, â êîòîðûõ ïðèçíàêè âûáèðà-þòñÿ îäíîâðåìåííî ñ ïðîöåññîì ðåøåíèÿ çàäà÷è îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè.¾Âñòðîåííûå¿ ìåòîäû ïðåäñòàâëÿþò íàèáîëüøèé èíòåðåñ â âèäó òîãî, ÷òîýòè ìåòîäû ïîçâîëÿþò ó÷èòûâàòü îñîáåííîñòè àëãîðèòìà îáó÷åíèÿ â ïðîöåñ-ñå ïîèñêà ïîäìíîæåñòâà èíôîðìàòèâíûõ ïðèçíàêîâ. Ñðåäè îãðîìíîãî ðàçíî-îáðàçèÿ ñîâðåìåííûõ ïîäõîäîâ ê ðàñïîçíàâàíèþ ìåòîä SVM íà ïðîòÿæåíèèïîñëåäíèõ 15 ëåò îáùåïðèçíàí êàê îäèí èç ñàìûõ ñîâåðøåííûõ. Ñëåäîâà-òåëüíî, ðàçðàáîòêà ¾âñòðîåííûõ¿ ìåòîäîâ âûáîðà ïðèçíàêîâ íà îñíîâå SVMïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé. Ïîñêîëüêó â ìåòîäå îïîðíûõ âåêòîðîâôîðìóëèðóåòñÿ è òî÷íî ðåøàåòñÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à â ïðîñòðàíñòâå èñ-õîäíûõ ïðèçíàêîâ, òî åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ íàéòè îáîáùåíèå èìåþùåéñÿôîðìóëèðîâêè, êîòîðàÿ áû îáåñïå÷èâàëà ïîèñê îïòèìàëüíîãî ïðàâèëà êëàñ-ñèôèêàöèè ïðè ðàññìîòðåíèè âñåõ âîçìîæíûõ ïîäìíîæåñòâ ïðèçíàêîâ. Ñó-ùåñòâóåò íåñêîëüêî ïðèìåðîâ òàêèõ îáîáùåíèé çàäà÷è SVM. Òàê, â ðàáîòåÂ.Í. Âàïíèêà è äð.2 ïðåäëîæåíà ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ, ìåòîäðåøåíèÿ êîòîðîé ñâîäèòñÿ ê ìèíèìèçàöèè äèôôåðåíöèðóåìîé íåâûïóêëîéôóíêöèè ïðè îãðàíè÷åíèÿõ. Â äðóãîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîñòàíîâêàâ ôîðìå çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè3, äëÿ êîòîðîé ïðåäëàãà-åòñÿ ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì åå ðåøåíèÿ. Â îáåèõ ïîñòàíîâêàõ áóëåâûå ïå-ðåìåííûå, êîòîðûå îòâå÷àþò çà âûáîð ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ, çàìåíÿþòñÿíà íåïðåðûâíûå ïåðåìåííûå zi ñî çíà÷åíèÿìè èç îòðåçêà [0, 1].Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî çàäà÷è îïòèìèçàöèè,âîçíèêàþùèå â óêàçàííûõ ïîñòàíîâêàõ, ðåøàþòñÿ ïðèáëèæåííûìè ìåòîäà-ìè è íå ãàðàíòèðóþò íàõîæäåíèÿ äàæå ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ ýêñòðåìèçè-ðóåìûõ ôóíêöèîíàëîâ.2Weston, J., Mukherjee S., Chapelle O., Pontil M., Poggio T.,Vapnik V. Feature Selection for SVMs //Advances in Neural Information Processing Systems. 2000. V.13. P.668-674.3Bi J. Multi-objective programming in SVMs // Proc. of 20th Intern.Conf. on Machine Learning. 2003.P.35-42.



5Äðóãàÿ ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ
zi, îòëè÷íûõ îò íóëÿ è åäèíèöû â ðåøåíèè çàäà÷ îïòèìèçàöèè, çàòðóäíÿþòèõ èíòåðïðåòàöèþ â êà÷åñòâå óäàëåííûõ èëè âûáðàííûõ ïðèçíàêîâ. Â îáåèõïîñòàíîâêàõ òðóäíî ñóäèòü îá óñëîâèÿõ, ïðè êîòîðûõ ïåðåìåííûå zi â ðåøå-íèè ïðèíèìàþò öåëûå çíà÷åíèÿ.Â äèññåðòàöèè ïðåäñòàâëåí ïîäõîä ê ðàçðåøåíèþ óêàçàííûõ ïðîáëåìíûõñèòóàöèé. Çàäà÷à âûáîðà ïðèçíàêîâ ñòàâèòñÿ íà îñíîâå ìîäèôèêàöèè îïòè-ìèçàöèîííîãî êðèòåðèÿ ìåòîäà SVM. Â ïîñòàíîâêå èñïîëüçóþòñÿ íåïðåðûâ-íûå ïåðåìåííûå zi ∈ [0, 1], êîòîðûå îòâå÷àþò çà âûáîð ïðèçíàêîâ. Ïîëó÷àå-ìàÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè èìååò âûïóêëóþ öåëåâóþ ôóíêöèþ. Àíàëèçèðóþòñÿñâîéñòâà ðåøåíèé çàäà÷è îïòèìèçàöèè è îïèñûâàþòñÿ óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõçíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ zi ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1.Öåëü ðàáîòû. Öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà èýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà íîâîãî ïîäõîäà ê çàäà÷å âûáîðà ïðèçíàêîâíà îñíîâå ìåòîäà SVM ïðè ïîñòðîåíèè ëèíåéíûõ îïòèìàëüíûõ ðåøàþùèõïðàâèë êëàññèôèêàöèè.Çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ. Äëÿ äîñòèæåíèÿ öåëè ðàáîòû ïîñòàâëåíû ñëå-äóþùèå çàäà÷è:1. Àíàëèç ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîáëåìû âûáîðà ïðèçíàêîâ.2. Ðàçðàáîòêà íîâîé ôîðìóëèðîâêè çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ â ðàìêàõìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ.3. Àíàëèç ñâîéñòâ ðåøåíèé ïîñòàâëåííîé çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ.4. Ðàçðàáîòêà àëãîðèòìà ðåøåíèÿ âîçíèêàþùèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè è àíà-ëèç ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà.5. Ðàçðàáîòêà ñõåìû äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî òåñòèðîâàíèÿ ðàçðàáîòàííî-ãî àëãîðèòìà.6. Ðåàëèçàöèÿ àëãîðèòìà ðåøåíèÿ çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ íà ÝÂÌ, ïðî-âåäåíèå è àíàëèç ðåçóëüòàòîâ ýêñïåðèìåíòîâ.



6Ìåòîäîëîãè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ îñíîâà èññëåäîâàíèé. Òåîðåòè-÷åñêóþ îñíîâó äèññåðòàöèè ñîñòàâèëè ðàáîòû îòå÷åñòâåííûõ è çàðóáåæíûõàâòîðîâ â òåîðèè âûïóêëîãî àíàëèçà, îïòèìèçàöèè, ïðèêëàäíîé ñòàòèñòèêè èðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Â äèññåðòàöèè èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû êâàäðàòè÷íî-ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, âû÷èñëåíèÿ ñåäëîâûõ òî÷åê âûïóêëî-âîãíóòûõ ôóíê-öèé è ìåòîäû íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè ñóáãðàäèåíòíîãî òèïà.Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåíà îðèãèíàëüíàÿ ôîðìóëè-ðîâêà çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ, êîòîðàÿ ïîñòðîåíà íà ìîäèôèêàöèè êðè-òåðèÿ ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ. Ìàòåìàòè÷åñêè çàäà÷à âûáîðà ïðèçíàêîâïîñòàâëåíà â âèäå îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è, â êîòîðîé áóëåâîé ïåðåìåííîé ziñîîòâåòñòâóåò íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå â ïîäìíîæåñòâå èíôîðìàòèâíûõ ïðè-çíàêîâ i-ãî ïðèçíàêà. Îñòàëüíûå ïåðåìåííûå â çàäà÷å îïòèìèçàöèè îòâå÷àþòçà ïîèñê ðåøàþùåé ôóíêöèè ðàñïîçíàâàíèÿ. Çàäà÷à äèñêðåòíîé, ïî ïåðå-ìåííûì zi, îïòèìèçàöèè ïîãðóæàåòñÿ â íåïðåðûâíóþ íåâûïóêëóþ çàäà÷ó,â êîòîðîé ïåðåìåííûå zi ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [0, 1]. Ïîêàçà-íî, ÷òî íåâûïóêëàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü çàìåíåíà íà ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷óíà ïîèñê ìèíèìàêñà âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíêöèè. Äîêàçàíà òåîðåìà î âû-ïóêëîñòè ïî ïåðåìåííûì zi ìèíèìèçèðóåìîé ôóíêöèè. Ãëàâíûì íàó÷íûìðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ÿâëÿåòñÿ òåîðåìà, õàðàêòåðèçóþùàÿ óñëîâèÿ, ïðèêîòîðûõ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ zi â ìèíèìàêñíîé çàäà÷å ïðèíè-ìàþò çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Ïîêàçàíî, ÷òî ñðåäè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ìèíèìàêñ-íîé çàäà÷è ñóùåñòâóþò ðåøåíèÿ, ÿâëÿþùèåñÿ ñåäëîâûìè òî÷êàìè öåëåâîéôóíêöèè ìèíèìàêñíîé çàäà÷è. Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ìèíèìàêñ ïðåäëîæåíîèñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíêöèè.Äëÿ ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè ïðèìåíåí äèñêðåòíûé âàðèàíò ýêñòðàãðàäèåíòíî-ãî ìåòîäà4, äëÿ êîòîðîãî äîêàçàíà ñõîäèìîñòü è ïðîâåäåíà îöåíêà ïàðàìåòðà,çàäàþùåãî âåëè÷èíó øàãà â àëãîðèòìå. Â ýêñòðàãðàäèåíòíîì ìåòîäå äëÿ âû-4Antipin A.S. From optima to equilibria // Proceedings of Institute for Systems Analysis. ¾Dynamics ofnon-homogeneous systems¿. V.3. Moscow. 2000. P.35-64.



7÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè âìåñòî ðåøåíèÿ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâà-íèÿ ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì ÷åðåäóþùèõñÿ ïðîåêöèé Äåéêñòðû,÷òî çíà÷èòåëüíî óñêîðÿåò ðàáîòó ìåòîäà.Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Ïðåäëîæåííûé ìèíè-ìàêñíûé ïîäõîä ê âûáîðó ïðèçíàêîâ â çàäà÷å êëàññèôèêàöèè ìîæåò áûòüïðèìåíåí ê äðóãèì çàäà÷àì îáðàáîòêè äàííûõ. Â ïðèëîæåíèè Ñ äèññåðòàöèèïîêàçàíî ïðèìåíåíèå ìèíèìàêñíîãî ïîäõîäà ïðè âûáîðå ïðèçíàêîâ â çàäà÷åïîñòðîåíèÿ SVM ðåãðåññèè. Ðàçðàáîòàíî ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèå, ïîçâî-ëÿþùåå ðåøàòü çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ ïðè îáó÷åíèè êëàññèôèêàöèè è ïî-ñòðîåíèè ðåãðåññèè ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ. Ìàòåìàòè÷åñêîå îáåñïå÷åíèåðåøåíèÿ çàäà÷ âûáîðà ïðèçíàêîâ ðåàëèçîâàíî â âèäå íåçàâèñèìûõ ìîäóëåéè ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíî íåçàâèñèìûìè ðàçðàáîò÷èêàìè.Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñüíà 13-é Âñåðîññèéñêîé êîíôåðåíöèè ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâà-íèÿ îáðàçîâ¿ â 2007ã.Ïóáëèêàöèè àâòîðà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíûâ ðàáîòàõ [1�6]. Ñì. â êîíöå àâòîðåôåðàòà.Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, ïÿòèãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà ëèòåðàòóðû è òðåõ ïðèëîæåíèé. Ñïèñîê ëèòåðà-òóðû ñîäåðæèò 89 íàèìåíîâàíèé. Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 174 ñòðàíèöàõ,ñîäåðæèò 21 ðèñóíîê è âîñåìü òàáëèö.Ñîäåðæàíèå ðàáîòû. Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü äèñ-ñåðòàöèîííîé ðàáîòû, îïðåäåëÿþòñÿ öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, îïèñûâà-åòñÿ íàó÷íàÿ íîâèçíà è äàíî êðàòêîå ñîäåðæàíèå äèññåðòàöèè.Â ïåðâîé ãëàâå ïðèâîäèòñÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè,îïèñûâàåòñÿ çàäà÷à ñîêðàùåíèÿ ðàçìåðíîñòè è äàåòñÿ îáçîð íåñêîëüêèõ êëàñ-ñè÷åñêèõ ìåòîäîâ èçâëå÷åíèÿ ïðèçíàêîâ.



8Çàäà÷à îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè ñîñòîèò â ïîèñêå ðåøàþùåãî ïðàâè-ëà, ñîãëàñíî êîòîðîìó ëþáîé âåêòîð x ∈ R
n îòíîñèòñÿ ê îäíîìó èç äâóõêëàññîâ. Ïðàâèëî ìîæåò çàäàâàòüñÿ â âèäå ðåøàþùåé ôóíêöèè f . Ïðè

f(x) = 1 âåêòîð x îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó êëàññó, ïðè f(x) = −1 � êî âòî-ðîìó. Çàäàíî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøàþùèõ ôóíêöèé {fα(x), α ∈ Ω},ãäå Ω � íåêîòîðîå ìíîæåñòâî. Ïîèñê îïòèìàëüíîé ôóíêöèè fα(x) âåäåò-ñÿ ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå êîíå÷íîé äëèíû (x1, y1), (x2, y2), . . . (xl, yl), ãäå
xi ∈ R

n, yi ∈ {1;−1}, i = 1, 2, . . . , l. Ýëåìåíò îáó÷àþùåé âûáîðêè ñîñòîèòèç âåêòîðà xi è yi � ïðèçíàêà ïðèíàäëåæíîñòè îäíîìó èç äâóõ êëàññîâ.Âî âòîðîé ãëàâå äàí îáçîð ñîâðåìåííîãî ñîñòîÿíèÿ ïðîáëåìû âûáîðàïðèçíàêîâ. Îïèñûâàþòñÿ îñíîâíûå ïîñòàíîâêè çàäà÷ âûáîðà ïðèçíàêîâ è àë-ãîðèòìû èõ ðåøåíèÿ. Ïåðå÷èñëÿþòñÿ ðàçëè÷íûå âèäû îöåíîê êà÷åñòâà ïîä-ìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ. Ïîäðîáíî ðàññêàçûâàåòñÿ î ìåòîäàõ îöåíêè âåðîÿòíî-ñòè îøèáêè êëàññèôèêàöèè.Â òðåòüåé ãëàâå äàåòñÿ îïèñàíèå ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ è äâóõ àë-ãîðèòìîâ âûáîðà ïðèçíàêîâ, ïîñòðîåííûõ íà îñíîâå ýòîãî ìåòîäà. Àíàëèçè-ðóþòñÿ ïðîáëåìû è íåäîñòàòêè îïèñàííûõ àëãîðèòìîâ.Àëãîðèòì ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè äâóõëèíåéíî-ðàçäåëèìûõ êëàññîâ èçâåñòåí óæå áîëåå 35 ëåò è íàçâàí â êíèãåÂ.Í. Âàïíèêà è À.ß. ×åðâîíåíêèñà5 ìåòîäîì îáîáùåííîãî ïîðòðåòà. Ïî-÷òè 20 ëåò ñïóñòÿ áûëî ïðåäëîæåíî îáîáùåíèå àëãîðèòìà ìåòîäà îïîðíûõâåêòîðîâ äëÿ çàäà÷è êëàññèôèêàöèè íà ñëó÷àé ëèíåéíî íåðàçäåëèìûõ êëàñ-ñîâ6. Â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå ìåòîä èìååò íàçâàíèå ¾SVM (support vectormachine)¿. Èçëîæåíèå ìåòîäà îïîðíûõ âåêòîðîâ â äèññåðòàöèè ñëåäóåò êíèãåÂ.Í. Âàïíèêà.7 ¾Åìêîñòü¿ ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ôóíêöèé {fα(x), α ∈ Ω}õàðàêòåðèçóåòñÿ âåëè÷èíîé VC-ðàçìåðíîñòè, êîòîðóþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷å-5Âàïíèê Â.Í., ×åðâîíåíêèñ À.ß. Òåîðèÿ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ. Ì.: Íàóêà, 1974.6Cortes C., Vapnik V. Support Vector Networks // Machine Learning. 1995. V.20. �3. P.273-297.7Vapnik V.N. The Nature of Statistical Learning Theory, Second Edition. New York: Springer, 2000.



9ðåç h. Ïî îáó÷àþùåé âûáîðêå âû÷èñëÿåòñÿ âåëè÷èíà ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêàôóíêöèè fα(x):
Remp(α) =

1

2l

l∑

i=1

|yi − fα(xi)|, α ∈ Ω .Îöåíêà ñâåðõó äëÿ âåðîÿòíîñòè îøèáêè ðàñïîçíàâàíèÿ ðåøàþùèì ïðàâè-ëîì fα(x) èìååò âèä ìîíîòîííî âîçðàñòàþùåé ôóíêöèè g(h,Remp(α)) ïî h è
Remp(α). Ïðè ïîèñêå îïòèìàëüíîãî ðåøàþùåãî ïðàâèëà fα(x) â ìåòîäå îïîð-íûõ âåêòîðîâ ñòðåìÿòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âåëè÷èíó îöåíêè g(h,Remp(α)). Äëÿýòîãî ñòàðàþòñÿ ìèíèìèçèðîâàòü âçàèìíî ïðîòèâîðå÷èâûå VC-ðàçìåðíîñòüè ýìïèðè÷åñêèé ðèñê.Âñòðå÷àþùèåñÿ äàëåå îáîçíà÷åíèÿ íîðìû âåêòîðà è ìàòðèöû ïîäðàçóìå-âàþò ñîîòâåòñòâåííî ñòàíäàðòíóþ åâêëèäîâó íîðìó âåêòîðà è ïîä÷èíåííóþåé ìàòðè÷íóþ íîðìó. ×åðåç 〈x1, x2〉 îáîçíà÷èì ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåê-òîðîâ x1 è x2. Ïóñòü äàíà ãèïåðïëîñêîñòü 〈w∗, x〉 + b∗ = 0, ‖w∗‖ = 1 è ÷èñëî
∆ > 0. Ðàññìîòðèì ñëåäóþùåå ïðàâèëî:

f(x) =






1 , åñëè 〈w∗, x〉 + b∗ ≥ ∆,

−1 , åñëè 〈w∗, x〉 + b∗ ≤ −∆.
(1)Â ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ íåðàâåíñòâ −∆ < 〈w∗, xi〉 + b∗ < ∆ ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî ðå-øàþùåå ïðàâèëî êëàññèôèöèðóåò ýëåìåíò îáó÷àþùåé âûáîðêè xi ñ îøèáêîé.Â.Í. Âàïíèêîì è À.ß. ×åðâîíåíêèñîì ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíûVC-ðàçìåðíîñòè ìíîæåñòâà ðåøàþùèõ ïðàâèë (1):

h ≤ min

(⌈
R2

∆2

⌉
, n

)
+ 1, (2)ãäå R � ðàäèóñ øàðà, â êîòîðîì ëåæàò âåêòîðû x; dae � íàèìåíüøåå öåëîå÷èñëî áîëüøåå èëè ðàâíîå a. Äëÿ ìèíèìèçàöèè âåëè÷èíû h ïðåäëàãàåòñÿìèíèìèçèðîâàòü ïðàâóþ ÷àñòü îöåíêè (2).Ìåòîä îïîðíûõ âåêòîðîâ ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ çàäà÷è êâàäðàòè÷íîãî ïðî-



10ãðàììèðîâàíèÿ.
min
w,b,δi

(
1

2
‖w‖2 + C

l∑

i=1

δi

)

, (3)
yi(〈w, xi〉 + b) ≥ 1 − δi, δi ≥ 0, C > 0, i = 1, 2, . . . , l .Ìèíèìèçàöèÿ ïåðâîãî ÷ëåíà ôóíêöèîíàëà (3) âåäåò ê ìàêñèìèçàöèè âåëè-÷èíû ∆ â îöåíêå (2). Ìèíèìèçàöèÿ âòîðîãî ÷ëåíà ôóíêöèîíàëà (3) âåäåòê ìèíèìèçàöèè ýìïèðè÷åñêîãî ðèñêà Remp(α). Â îöåíêå (2) ó÷àñòâóåò âåëè÷è-íà ðàçìåðíîñòè n, êîòîðóþ íåîáõîäèìî óìåíüøàòü äëÿ ìèíèìèçàöèè îöåíêèVC-ðàçìåðíîñòè. Îäíàêî, â ôóíêöèîíàëå çàäà÷è îïîðíûõ âåêòîðîâ (3) íåò÷ëåíà, êîòîðûé áû ïîáóæäàë óìåíüøàòü âåëè÷èíó ðàçìåðíîñòè n. Â äèñ-ñåðòàöèè ïðåäëàãàåòñÿ êðèòåðèé îïòèìèçàöèè, êîòîðûé øòðàôóåò òàêæå èâåëè÷èíó ðàçìåðíîñòè n.Â ÷åòâåðòîé ãëàâå îïèñûâàåòñÿ îðèãèíàëüíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðàïðèçíàêîâ. Ïåðâîíà÷àëüíî çàäà÷à ñòàâèòñÿ â ôîðìå äèñêðåòíîé çàäà÷è îï-òèìèçàöèè. Îïèñûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèå äèñêðåòíîé çàäà÷è â ìèíèìàêñíóþçàäà÷ó îïòèìèçàöèè. Àíàëèçèðóþòñÿ ñâîéñòâà ðåøåíèé ìèíèìàêñíîé çàäà-÷è è äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà îá óñëîâèÿõ ¾öåëî÷èñëåííîñòè¿ ðåøåíèé ïî ïå-ðåìåííûì, îòâå÷àþùèì çà âûáîð ïðèçíàêîâ. Ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîèñêàñåäëîâîé òî÷êè äëÿ ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è è äîêàçûâàåòñÿ åãî ñõî-äèìîñòü. Äàåòñÿ îïèñàíèå âû÷èñëåíèÿ äëèíû øàãà àëãîðèòìà ïðè ðåøåíèèçàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ. Îïèñûâàåòñÿ áûñòðîå âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèé äëÿèñïîëüçîâàíèÿ â àëãîðèòìå ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè.Äèñêðåòíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ.Ïóñòü I = {1; 2; . . . ;n − 1;n} � ìíîæåñòâî êîîðäèíàò âåêòîðà

v ∈ R
n, Q ⊆ I � ïîäìíîæåñòâî êîîðäèíàò. Îáîçíà÷èì ÷åðåç vQ âåê-òîð ñ ìíîæåñòâîì êîîðäèíàò Q, vQ

i = vi, i ∈ Q. Íàïðèìåð, äëÿ
I = {1; 2; 3; 4; 5}, v = (9; 8; 4; 7; 6)T, Q = {2; 3; 5}, âåêòîð vQ áóäåò ðàâåí
(8; 4; 6)T .



11Çàäà÷à âûáîðà ïðèçíàêîâ ñòàâèòñÿ â ôîðìå ìîäèôèêàöèè çàäà÷è SVM(3):
min

Q⊆I,wQ,b,δ

(
1

2

∥∥wQ
∥∥2

+ C
l∑

i=1

δi + A |Q|
)
, (4)

yi(〈wQ, xQ
i 〉 + b) ≥ 1 − δi,

δi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , l, A > 0.Ïåðâûå äâà ÷ëåíà ôóíêöèîíàëà â (4) îòâå÷àþò çà ïîèñê îïòèìàëüíîé ãèïåð-ïëîñêîñòè â ïðîñòðàíñòâå ïðèçíàêîâ, çàäàâàåìîì Q. Òðåòèé ÷ëåí � øðàôíà ìîùíîñòü ïîäìíîæåñòâà ïðèçíàêîâ. Êîýôôèöèåíò A ðåãóëèðóåò âåëè÷èíóøòðàôà. Çàäà÷à (4) èìååò êîìáèíàòîðíûé õàðàêòåð ïî Q. Ðàçëè÷íûì ïîä-ìíîæåñòâàì Q îòâå÷àþò ðàçëè÷íûå ïîäïðîñòðàíñòâà ïðèçíàêîâ. Îäíàêî, âèäöåëåâîé ôóíêöèè ïîçâîëÿåò ïîãðóçèòü çàäà÷è ñ ðàçëè÷íûìè Q â èñõîäíîåïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëåäóþùóþ çàäà÷ó:
min
z,w,b,δ

(
1

2
‖w‖2 + C

l∑

i=1

δi + A
n∑

j=1

zj

)
, (5)

yi

(
n∑

j=1

wjx
j
i

√
zj + b

)
≥ 1 − δi, (6)

δi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , l, A > 0, zj ∈ {0; 1}, j = 1, 2, . . . , n;çäåñü xj
i � êîîðäèíàòà j âåêòîðà xi, wj � êîîðäèíàòà j âåêòîðà w. Ýòà çàäà÷àñîäåðæèò áóëåâûå ïåðåìåííûå zj . Çíà÷åíèå zj = 1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðèçíàê ñèíäåêñîì j âûáðàí, çíà÷åíèå zj = 0 îçíà÷àåò, ÷òî ïðèçíàê óäàëåí.Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå óòâåðæäàåò, ÷òî çàäà÷è (4) è (5),(6) ýêâèâàëåíò-íû â òîì ñìûñëå, ÷òî èç ðåøåíèÿ îäíîé çàäà÷è ïîëó÷àåì ðåøåíèå äðóãîé.Ïðåäëîæåíèå 1 Ïóñòü Q,wQ, b, δ � ðåøåíèå çàäà÷è (4), çíà÷åíèÿ z, wâ çàäà÷å (5),(6) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

zj = 1, wj = wQ
j , åñëè j ∈ Q,

zj = 0, wj = 0 , åñëè j /∈ Q,



12òîãäà z, w, b, δ � ðåøåíèå çàäà÷è (5),(6).Ïóñòü z, w, b, δ � ðåøåíèå çàäà÷è (5),(6), çíà÷åíèÿ Q,wQ âû÷èñëÿþòñÿïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:
Q = {j|zj = 1; j = 1, 2, . . . , n}, wQ

j = wj, j ∈ Q,òîãäà Q,wQ, b, δ � ðåøåíèå çàäà÷è (4).Íåïðåðûâíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ. Â çàäà÷å(5),(6) ïåðåìåííûå zj ìîãóò ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Çàäà÷à îïòèìèçàöèèñ öåëî÷èñëåííûìè ïåðåìåííûìè ÿâëÿåòñÿ òðóäíîé äëÿ ðåøåíèÿ ñ âû÷èñëè-òåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ. Ïðåäëàãàåòñÿ îñëàáèòü óñëîâèå íà öåëî÷èñëåííîñòü èðàçðåøèòü ïåðåìåííûì zj ïðèíèìàòü çíà÷åíèÿ èç îòðåçêà [0, 1]. Òàêèì îáðà-çîì, ïðèõîäèì ê íåïðåðûâíîìó àíàëîãó çàäà÷è (5),(6):
min
z,w,b,δ

(
1

2
‖w‖2 + C

l∑

i=1

δi +A

n∑

j=1

zj

)

, (7)
yi(

n∑

j=1

wjx
j
i

√
zj + b) ≥ 1 − δi, (8)

δi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , l, A > 0, zj ∈ [0, 1], j = 1, 2, . . . , n .Ïóñòü z∗, w∗, b∗, δ∗ � ðåøåíèå çàäà÷è (7),(8). Äëÿ êëàññèôèêàöèè âåêòîðà xâû÷èñëÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ âåëè÷èíà:
S =

n∑

j=1

w∗
jx

j
√
z∗j + b∗.Ïðè S ≥ 0 âåêòîð x îòíîñèòñÿ ê ïåðâîìó êëàññó, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå êî âòîðî-ìó. Öåëåâàÿ ôóíêöèÿ çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ (7),(8) îòëè÷àåòñÿ îò öåëåâîéôóíêöèè SVM íàëè÷èåì øòðàôà A∑n

j=1
zj íà ïîäìíîæåñòâî âûáðàííûõ ïðè-çíàêîâ. Ïðèñóòñòâèå â îãðàíè÷åíèÿõ (8) îïåðàöèè âçÿòèÿ êâàäðàòíîãî êîðíÿ

√
zj íåîáõîäèìî äëÿ òîãî, ÷òîáû öåëåâàÿ ôóíöèÿ äâîéñòâåííîé ê (7),(8) çà-äà÷è áûëà ëèíåéíîé ïî z. Çàäà÷à (7),(8) ïðè ôèêñèðîâàííîì z ôàêòè÷åñêè



13ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé SVM, â êîòîðîé ýëåìåíòû îáó÷àþùåé âûáîðêè ïðåäâàðè-òåëüíî øêàëèðóþòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðà z ñëåäóþùèì ñïîñîáîì:
xj

i −→ xj
i

√
zj, i = 1, 2, . . . , l, j = 1, 2, . . . , n.Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðîöåäóðà ðåøåíèÿ çàäà÷è (7),(8) ñîñòîèò èç ïîèñêà îï-òèìàëüíîé øêàëû ïðèçíàêîâ è îïòèìàëüíîé ðàçäåëÿþùåé ãèïåðïëîñêîñòèâ íîâîì øêàëèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå. Àëãîðèòì, êîòîðûé ðåøàåò çàäà÷ó(7),(8), áóäåì íàçûâàòü àëãîðèòìîì âûáîðà ïðèçíàêîâ. Çàäà÷à (7),(8) èìååòíåâûïóêëûå îãðàíè÷åíèÿ ïî ñîâîêóïíîñòè âñåõ ïåðåìåííûõ z, w, b, δ.Âûïóêëàÿ ìèíèìàêñíàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ.Çàäà÷à (7),(8) ìîæåò áûòü ïðåîáðàçîâàíà â ýêâèâàëåíòíóþ çàäà÷ó ïîñëåäî-âàòåëüíîé ìèíèìèçàöèè ñ âûïóêëîé ñòðóêòóðîé. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó:

minψ(z), (9)
0 ≤ zj ≤ 1, j = 1, 2, . . . , n,ãäå çíà÷åíèå ψ(z) ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå ðåøåíèÿ ñëåäóþùåé çàäà÷è:

ψ(z) = min
w,b,δ

(
1

2
‖w‖2 + C

l∑

i=1

δi +A
n∑

j=1

zj

)
, (10)

yi

(
n∑

j=1

wjx
j
i

√
zj + b

)

≥ 1 − δi,

δi ≥ 0, i = 1, 2, . . . , l, A > 0.Çàäà÷à (10) ìîæåò áûòü çàïèñàíà â äâîéñòâåííîé ôîðìå
ψ(z) = max

λ

(
l∑

i=1

λi −
1

2

l∑

i=1

l∑

k=1

(
yiyk

n∑

j=1

zjx
j
ix

j
k

)
λiλk + A

n∑

j=1

zj

)
, (11)

l∑

i=1

λiyi = 0, 0 ≤ λi ≤ C, i = 1, . . . , l.Òåîðåìà 1 Ôóíêöèÿ ψ(z) â çàäà÷å (11) ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé.



14Èñïîëüçóÿ äâîéñòâåííîå ïðåäñòàâëåíèå (11) äëÿ ψ(z), çàäà÷ó (9), (10) ìîæíîïðåäñòàâèòü â ôîðìå ìèíèìàêñíîé çàäà÷è (9), (11) è çàïèñàòü â ñëåäóþùåìâèäå:
min
z∈Z

max
λ∈Λ

L(z, λ), (12)
L(z, λ) =

l∑

i=1

λi −
1

2

l∑

i=1

l∑

k=1

(

yiyk

n∑

j=1

zjx
j
ix

j
k

)

λiλk +A

n∑

j=1

zj,

Z = {z|0 ≤ zj ≤ 1, j = 1, 2, . . . , n} ,

Λ = {λ|
l∑

i=1

λiyi = 0, 0 ≤ λi ≤ C, i = 1, 2, . . . , l} .Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò î âûïóêëîñòè ôóíêöèè ψ(z) â çàäà÷å (11) ïîçâî-ëÿåò ïîñòðîèòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (9),(11) îäíèì èç ìåòîäîâ âûïóê-ëîé íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè. Â ïðèëîæåíèèB äèññåðòàöèè îïèñàíàëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è (9),(11) íà îñíîâå ìåòîäà ïðîåêöèè ñóáãðàäèåíòàÁ.Ò. Ïîëÿêà.Ñåäëîâàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ. Çàìåòèì, ÷òî
L(z, λ) âûïóêëî-âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ, ò.å. âûïóêëàÿ ïî z ïðè ôèêñèðîâàííîìçíà÷åíèè λ è âîãíóòàÿ ïî λ ïðè ôèêñèðîâàííîì z.Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè (z∗, λ∗) ∈ Z × Λ:

L(z∗, λ) ≤ L(z∗, λ∗) ≤ L(z, λ∗) ∀z ∈ Z, ∀λ ∈ Λ. (13)Äëÿ ñåäëîâîé òî÷êè ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî:
min
z∈Z

max
λ∈Λ

L(z, λ) = max
λ∈Λ

min
z∈Z

L(z, λ) = L(z∗, λ∗). (14)Îïèðàÿñü íà ýòî ðàâåíñòâî, ìû ìîæåì çàìåíèòü çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìàêñàíà çàäà÷ó ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè. Ìíîæåñòâî ñåäëîâûõ òî÷åê ÿâëÿåòñÿ ïîä-ìíîæåñòâîì ìèíèìàêñíûõ ðåøåíèé.



15Îñíîâíûì íàó÷íûì ðåçóëüòàòîì äèññåðòàöèè ñëóæèò ñëåäóþùàÿ òåîðå-ìà ¾öåëî÷èñëåííîñòè¿, êîòîðàÿ óòâåðæäàåò ñóùåñòâîâàíèå ñåäëîâîé òî÷êè óôóíêöèè L(z, λ) è ïîêàçûâàåò óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êîîðäèíàòû îïòèìàëü-íîãî z èìåþò öåëî÷èñëåííûå çíà÷åíèÿ 0 èëè 1.Òåîðåìà 2 1. Ñóùåñòâóåò ñåäëîâàÿ òî÷êà (z∗, λ∗) â çàäà÷å (13) è ñïðàâåä-ëèâû ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà:
z∗ = arg min

z∈Z
max
λ∈Λ

L(z, λ), λ∗ = arg max
λ∈Λ

min
z∈Z

L(z, λ).2. Åñëè â ñåäëîâîé òî÷êå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî
l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλ

∗
iλ

∗
k > 2A , òî z∗j = 1.Åñëè â ñåäëîâîé òî÷êå âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλ

∗
iλ

∗
k < 2A , òî z∗j = 0.Åñëè 0 < z∗j < 1, òî èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλ

∗
iλ

∗
k = 2A .Ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî â ñëó÷àå ðàâåíñòâà

l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλ

∗
iλ

∗
k = 2A ,ìîæíî âñåãäà èçáàâèòüñÿ îò íåãî ìàëûì âàðüèðîâàíèåì ïàðàìåòðà A. Â äèñ-ñåðòàöèè ïðèâåäåí ïðèìåð, êîãäà ïðè ìàëîì âàðüèðîâàíèè ïàðàìåòðà A, ðà-âåíñòâî ñîõðàíÿåòñÿ.Ñïðàâåäëèâà àíàëîãè÷íàÿ òåîðåìà î ¾öåëî÷èñëåííîñòè¿ ðåøåíèé ìèíè-ìàêñíîé çàäà÷è (12).Òåîðåìà 3 Ïóñòü (z0, λ0) � ðåøåíèå ìèíèìàêñíîé çàäà÷è (12), (z∗, λ∗) �ñåäëîâàÿ òî÷êà çàäà÷è (13), òîãäà ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå èìïëèêàöèè.

l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλ

∗
iλ

∗
k > 2A⇒ z0

j = 1,
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l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλ

∗
iλ

∗
k < 2A⇒ z0

j = 0,

0 < z0
j < 1 ⇒

l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλ

∗
iλ

∗
k = 2A .Â äèññåðòàöèè àíàëèçèðóåòñÿ âëèÿíèå ïàðàìåòðà A â çàäà÷å (12) íà ìíî-æåñòâî óäàëåííûõ ïðèçíàêîâ. Ñëåäóþùåå ïðåäëîæåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî óñòà-íàâëèâàÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîå çíà÷åíèå ïàðàìåòðà A â çàäà÷å (12), ìîæíîïîëó÷èòü ðåøåíèå (z0, λ0), â êîòîðîì äëÿ ïðîèçâîëüíîãî j áóäåò âûïîëíåíîðàâåíñòâî z0

j = 0.Ïðåäëîæåíèå 2 Ïóñòü âåëè÷èíà A â çàäà÷å (12) âû÷èñëåíà ïî ôîðìóëå
A =

1

2
max

λ

l∑

i=1

l∑

k=1

yiykx
j
ix

j
kλiλk + ε,

λ ∈ Λ , ε > 0,ãäå ε � ïðîèçâîëüíîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî è (z0, λ0) � ðåøåíèå çàäà÷è (12).Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî z0
j = 0.Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â äèññåðòàöèè ïðèâåäåí ïðèìåð, â êîòîðîì óìåíüøåíèåïàðàìåòðà A â çàäà÷å (12) íå ïðèâîäèò ê ðåøåíèþ ñ ïîëîæèòåëüíûì çíà÷å-íèåì j-òîé êîîðäèíàòû âåêòîðà z.Àëãîðèòì ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè. Â ýòîì ðàçäåëå äèññåðòàöèè îïè-ñûâàåòñÿ àëãîðèòì ïîèñêà ñåäëîâîé òî÷êè äëÿ âûïóêëî-âîãíóòîé ôóíöèè,êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò íåêîòîðûì óñëîâèÿì íà ôóíêöèþ L(z, λ). Çàòåì ïî-êàçûâàåòñÿ, ÷òî ôóíêöèÿ L(z, λ) â çàäà÷å (13) óäîâëåòâîðÿåò ýòèì óñëîâèÿì.Ïóñòü âûïóêëî-âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ L(z, λ) îïðåäåëåíà íà äåêàðòîâîì ïðî-èçâåäåíèè âûïóêëûõ çàìêíóòûõ ìíîæåñòâ Z × Λ è äëÿ íåêîòîðûõ êîíñòàíò

M1 > 0, M2 > 0, M3 > 0 óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:
∣∣∣∣L(z, λ+ h) − L(z, λ) −

〈
∂L

∂λ
(z, λ), h

〉∣∣∣∣ ≤
1

2
M1 ‖h‖2 , (15)
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∣∣∣∣L(z + h, λ) − L(z, λ) −

〈
∂L

∂z
(z, λ), h

〉∣∣∣∣ ≤
1

2
M2 ‖h‖2 , (16)

∥∥∥∥
∂L

∂z
(z, λ+ h) − ∂L

∂z
(z, λ)

∥∥∥∥ ≤M3 ‖h‖ . (17)Ïóñòü πZ ,πΛ � îïåðàòîðû ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâà Z è Λ, ò.å. πZ(z) � ýòîïðîåêöèÿ òî÷êè z íà ìíîæåñòâî Z è, àíàëîãè÷íî, πΛ(λ) � ïðîåêöèÿ òî÷êè λíà ìíîæåñòâî Λ.Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé àëãîðèòì, êàæäàÿ èòåðàöèÿ êîòîðîãî ñîñòîèòèç ñëåäóþùèõ 3 øàãîâ:̄
zk = πZ

(
zk − α

∂L

∂z

(
zk, λk

))
,

λk+1 = πΛ

(
λk + α

∂L

∂λ

(
z̄k, λk

))
, (18)

zk+1 = πZ

(
zk − α

∂L

∂z

(
zk, λk+1

))
.Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ òåîðåìà î ñõîäèìîñòè àëãîðèòìà (18).Òåîðåìà 4 Ïóñòü L(z, λ) � âûïóêëî-âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ íà Z ×Λ, ìíîæå-ñòâà Z è Λ - âûïóêëûå, çàìêíóòûå, L(z, λ) óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì(15)�(17), âûïîëíåíû íåðàâåíñòâà 0 < α < min

(
1

M2

,
−M1+

√
M2

1
+8M2

3

4M2

3

).Òîãäà äëÿ ëþáîé íà÷àëüíîé òî÷êè z0 ∈ Z, λ0 ∈ Λ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(zk, λk), k = 1, 2, . . ., âû÷èñëÿåìàÿ ïî ôîðìóëàì (18), ñõîäèòñÿ ê (z∗, λ∗) �ñåäëîâîé òî÷êå ôóíêöèè L(z, λ).Òåîðåìà 4 ìîæåò áûòü ðàñïðîñòðàíåíà íà ñëó÷àé, êîãäà íåðàâåíñòâî (16) âû-ïîëíÿåòñÿ ïðè M2 = 0. Â ýòîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå êîíñòàíòû Ëèïøèöà â íåðà-âåíñòâå (16) ìîæíî òàêæå âçÿòü M2 = ε, ãäå ε > 0 � ïðîèçâîëüíî ìàëàÿâåëè÷èíà. Äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëîé âåëè÷èíû ε óñëîâèå íà âåëè÷èíó ïàðàìåòðàøàãà α â òåîðåìå 4 ïðèíèìàåò âèä 0 < α <

−M1+
√

M2

1
+8M2

3

4M2

3

. Áóäåì ïîëüçîâàòü-ñÿ ïîñëåäíèì óñëîâèåì íà âåëè÷èíó α ïðè M2 = 0.



18Ïóñòü îïðåäåëåíû ìàòðèöû
G = {gij = yix

j
i |i = 1, 2, . . . , l, j = 1, 2, . . . , n}, (19)

Rj = {Rj
ik = yiykx

j
ix

j
k|i, k = 1, 2, . . . , l}, j = 1, 2, . . . , n, (20)òîãäà êîíñòàíòû M1,M2 è M3 â (15)�(17) äëÿ L(z, λ) èç (13) âû÷èñëÿþòñÿ ïîñëåäóþùèì ôîðìóëàì:

M1 = ‖G‖2, M2 = 0, M3 = Cl

n∑

j=1

∥∥Rj
∥∥ .Áûñòðîå âû÷èñëåíèå ïðîåêöèé. Â àëãîðèòìå (18) òðåáóåòñÿ âû÷èñ-ëÿòü ïðîåêöèè òî÷åê íà ìíîæåñòâà Z è Λ. Îáû÷íî, åñëè âû÷èñëÿåòñÿ ïðîåê-öèÿ òî÷êè x0 íà ìíîæåñòâî S, çàäàâàåìîå ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ, òîðåøàåòñÿ çàäà÷à êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ:

min ‖x− x0‖2, x ∈ S. (21)Â íàøåì ñëó÷àå âîçìîæíî íàõîäèòü ïðîåêöèè áîëåå áûñòðûìè ñ âû÷èñëè-òåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ ñïîñîáàìè. Ïðîåêöèÿ òî÷êè ẑ íà ìíîæåñòâî Z èìååòâèä
zpr = πZ(ẑ), Z = {0 ≤ zj ≤ 1, j = 1, 2, . . . , n} , ẑ ∈ R

nè âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå
zpr
j =






0, ẑj < 0,

ẑj , 0 ≤ ẑj ≤ 1,

1, ẑj > 1.

j = 1, 2, . . . , n, (22)
Ïðîåêöèÿ òî÷êè λ̂ íà ìíîæåñòâî Λ èìååò âèä

λpr = πΛ(λ̂), Λ =

{
l∑

j=1

λjyj = 0, 0 ≤ λj ≤ C, j = 1, 2, . . . , l

}
, λ̂ ∈ R

l



19è âû÷èñëÿåòñÿ ïðèáëèæåííî â ðåçóëüòàòå ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðîåêöèé íà êóá
{0 ≤ λj ≤ C, j = 1, . . . , l} è íà ïîäïðîñòðàíñòâî, çàäàâàåìîå ðàâåíñòâîì
∑l

j=1
λjyj = 0.Ïðîåêöèÿ òî÷êè λ̂ íà êóá {0 ≤ λj ≤ C, j = 1, 2, . . . , l} âû÷èñëÿåòñÿ ïî ôîð-ìóëå

λpr
j =






0, λ̂j < 0,

λ̂j, 0 ≤λ̂j ≤ C,

C, λ̂j > C.

j = 1, 2, . . . , l, (23)
Ïðîåêöèÿ òî÷êè x0 ∈ R

M íà ãèïåðïëîñêîñòü cTx = 0, c ∈ RM âû÷èñëÿåòñÿïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:
xpr

0 = x0 −
cTx0

cT c
c. (24)Òàêèì îáðàçîì, èìååì ôîðìóëû äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèé îòäåëüíî íà êóá èïîäïðîñòðàíñòâî. Íåîáõîäèìî âû÷èñëÿòü ïðîåêöèþ íà èõ ïåðåñå÷åíèå. Ñóùå-ñòâóåò öåëûé êëàññ àëãîðèòìîâ ïîèñêà ïðîåêöèè òî÷êè íà ïåðåñå÷åíèå ìíî-æåñòâ, èñïîëüçóþùèé îïåðàöèè ïðîåêöèè îòäåëüíî íà êàæäîå ìíîæåñòâî.Îäíèì èç ïåðâûõ àëãîðèòìîâ ýòîãî êëàññà ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ÷åðåäóþùèõñÿïðîåêöèé Äåéêñòðû.Ïóñòü A, B � âûïóêëûå çàìêíóòûå ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà R

l è
x ∈ R

l. Ïóñòü äëÿ k ≥ 1 îïðåäåëåíû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
b0 = x, p0 = q0 = 0,

ak = πA(bk−1 + pk−1), pk = bk−1 + pk−1 − ak, (25)
bk = πB(ak + qk−1), qk = ak + qk−1 − bk.Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ak, bk ñõîäÿòñÿ ê πA∩B(x) � ïðîåêöèè òî÷êè x íà ïåðåñå-÷åíèå ìíîæåñòâ A∩B.8 Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ àôôèííûìïîäïðîñòðàíñòâîì (ñäâèãîì ïîäïðîñòðàíñòâà íà âåêòîð), òî â ôîðìóëàõ (25)8Bauschke H.H., Borwein J.M. Dykstra's Alternating Projection Algorithm for Two Sets // J. Approximat.Theory. 1994. V.79. �3. P.418-443.



20ìîæíî ïîëîæèòü pk = 0 äëÿ âñåõ k.9 Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì íàõîæäåíèÿïðîåêöèè òî÷êè x íà ìíîæåñòâî Λ = {∑l
j=1

λjyj = 0, 0 ≤ λj ≤ C, j = 1, . . . , l}èìååò ñëåäóþùèé âèä:
b0 = x, q0 = 0,

ak = πA(bk−1), (26)
bk = πB(ak + qk−1), qk = ak + qk−1 − bk,ãäå ìíîæåñòâà A è B çàäàþòñÿ â âèäå A = {∑l

j=1
λjyj = 0},

B = {0 ≤ λj ≤ C, j = 1, . . . , l} è ïðîåêöèè íà ìíîæåñòâà A è B âû÷èñëÿþòñÿïî ôîðìóëàì (24) è (23).Â ïÿòîé ãëàâå äèññåðòàöèè îïèñàíû ðåçóëüòàòû ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåí-òîâ ñ ðàçðàáîòàííûì àëãîðèòìîì âûáîðà ïðèçíàêîâ. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâî-äèëèñü íà èñêóññòâåííûõ äàííûõ, äàííûõ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ ãëàñíûõ çâó-êîâ àíãëèéñêîãî ÿçûêà è ìåäèöèíñêèõ äàííûõ äëÿ äèàãíîñòèêè áîëåçíè. Ðå-çóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòì ñïîñîáåí îäíîâðåìåííîóäàëÿòü ïðèçíàêè è óëó÷øàòü êà÷åñòâî ðàñïîçíàâàíèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ êà÷å-ñòâîì ðàñïîçíàâàíèÿ SVM. Â íåêîòîðûõ ýêñïåðèìåíòàõ àëãîðèòì ïîçâîëÿåòóäàëÿòü ïðèçíàêè öåíîé íåçíà÷èòåëüíîãî óõóäøåíèÿ êà÷åñòâà ðàñïîçíàâà-íèÿ ïî ñðàâíåíèþ ñ SVM. Ïðîâåäåíû ýêñïåðèìåíòû ïî àíàëèçó âû÷èñëèòåëü-íîé ýôôåêòèâíîñòè àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ïðîåêöèè Äåéêñòðû ïî ñðàâíåíèþñ àëãîðèòìîì êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â àëãî-ðèòìå âûáîðà ïðèçíàêîâ. Îáùåå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà âûáîðà ïðèçíàêîâóìåíüøàåòñÿ â 1.2 � 2.2 ðàçà çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà Äåéêñòðû.Â ïðèëîæåíèè A äàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïðåäëîæåíèÿ 1 (ñì. ñ.11) îá ýê-âèâàëåíòíîñòè äâóõ ïîñòàíîâîê çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ.Â ïðèëîæåíèè B îïèñàí àëãîðèòì ðåøåíèÿ ìèíèìàêñíîé çàäà÷è (12)ìåòîäîì íåäèôôåðåíöèðóåìîé îïòèìèçàöèè ñóáãðàäèåíòíîãî òèïà.Â ïðèëîæåíèè Ñ äåìîíñòðèðóåòñÿ ïðèìåíåíèå ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà9Ga�ke N., Mathar R. A cyclic projection algorithm via duality // Metrika. 1989. V.36. �1. P.29-54.



21ê âûáîðó ïðèçíàêîâ â çàäà÷å ïîñòðîåíèÿ SVM ðåãðåññèè. Îïèñûâàþòñÿ ïî-ñòàíîâêà è ìàòåìàòè÷åñêèå ñâîéñòâà çàäà÷è, àëãîðèòì ðåøåíèÿ è ðåçóëüòàò÷èñëåííîãî ýêñïåðèìåíòà ñ äàííûìè àíàëèçà èíãèáèòîðíûõ ñâîéñòâ ïðîèç-âîäíûõ òðèàçèíà îò ïàðàìåòðîâ çàìåùåíèÿ ìîëåêóëû òðèàçèíà.10 Ðåçóëüòà-òû ýêñïåðèìåíòà ïîêàçûâàþò, ÷òî âîçìîæíî óäàëèòü 46 èç 60 -òè èñõîäíûõíåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ðåãðåññèè áåç ïîòåðè êà÷åñòâà ïðåäñêàçàíèÿ.Â çàêëþ÷åíèå àâòîð âûðàæàåò ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íàó÷íîìóðóêîâîäèòåëþ À.Ñ.Àíòèïèíó, ó÷èòåëþ è íàó÷íîìó êîíñóëüòàíòó äèññåðòà-öèè È.Á. Ìó÷íèêó, äðóãó è êîëëåãå ïî íàó÷íîé ðàáîòå Ë.Â. Øâàðöåðó çàïîñòîÿííîå âíèìàíèå è ïîìîùü â ðàáîòå.Ñïèñîê ïóáëèêàöèé ïî òåìå äèññåðòàöèè1. Ãîí÷àðîâ Þ.Â., Ìó÷íèê È.Á., Øâàðöåð Ë.Â. Àëãîðèòì âûáîðà ïðè-çíàêîâ â çàäà÷å îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ �Äîêë. 13-é âñåðîññèéñêîé êîíô. Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿîáðàçîâ (ÌÌÐÎ-13). �Ì: ÎÎÎ ¾ÌÀÊÑ Ïðåññ¿. � 2007. � 700 ñ.2. Ãîí÷àðîâ Þ.Â., Ìó÷íèê È.Á., Øâàðöåð Ë.Â. Àëãîðèòì âûáîðà ïðèçíà-êîâ â çàäà÷å îáó÷åíèÿ êëàññèôèêàöèè ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ //Æ. âû÷èñë. ìàòåì. è ìàòåì. ôèç. �2008. � Ò.48. �.7. � Ñ.1318-1336.3. Ãîí÷àðîâ Þ.Â. Ìèíèìàêñíàÿ çàäà÷à âûáîðà ïðèçíàêîâ äëÿ ïîñòðîåíèÿêëàññèôèêàòîðà ìåòîäîì îïîðíûõ âåêòîðîâ // Æ. âû÷èñë. ìàòåì. èìàòåì. ôèç. �2010. � Ò.50. �.5. � Ñ.967-976.4. Goncharov Y., Muchnik I., Shvartser L. Simultaneous feature selection andmargin maximization using saddle point approach // DIMACS TechnicalReport 2004. � �2004-08. � P.54.5. Goncharov Y., Muchnik I., Shvartser L. Saddle point feature selection inSVM regression // DIMACS Technical Report 2007. � �2007-08. � P.15.6. Goncharov Y., Muchnik I., Shvartser L. Saddle point feature selection inSVM classi�cation // DIMACS Technical Report 2007. � �2007-16. � P.23.10King R., Hirst J., Sternberg M. Comparison of arti�cial intelligence methods for modeling pharmaceuticalQSARS // Applied Arti�cial Intelligence: An International Journal. 1995. V.9. Issue 2. P.213�233.


