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Общая характеристика работы 
Актуальность темы диссертации. При анализе 

математических моделей в процессах планирования и 
проектирования важную роль играют многокритериальные 
методы, позволяющие учесть противоречивые требования, 
предъявляемые к рассматриваемым планам, проектным и 
конструкторским решениям. Среди таких методов важнейшую 
роль играют методы многокритериальной оптимизации, в 
которых заранее известно направление улучшения значений 
отдельных (частных) критериев. В рамках этих методов изучается 
множество решений, эффективных по Парето, и соответствующая 
недоминируемая (паретова) граница множества достижимых 
критериальных векторов. Один из главных подходов в 
современной многокритериальной оптимизации представлен 
методами, направленными на аппроксимацию паретовой границы 
множества достижимых критериальных векторов и на 
дальнейшее информирование лица, принимающего решение, о 
недоминируемых критериальных векторах (работы школ 
академиков П.С.Краснощекова, А.А.Петрова, Ю.Г.Евтушенко и 
др.) 

Одним из методов, основанных на аппроксимации паретовой 
границы, является метод достижимых целей, разрабатываемый в 
ВЦ РАН начиная с 70-х годов группой исследователей под 
руководством А.В. Лотова. Этот подход базируется на идее, 
сформулированной в работах академиков Н.Н. Моисеева и Г.С. 
Поспелова: для поддержки выбора наиболее перспективных 
вариантов в задачах проектирования сложных систем следует 
использовать визуализацию множества реализуемых 
характеристик объекта проектирования. Компьютерная 
визуализация этих многомерных множеств должна помочь 
конструкторам и проектировщикам оценить потенциальные 
возможности объекта проектирования, выявить связь различных 
характеристик объекта и найти его перспективные варианты. В 
методе достижимых целей описанная идея реализуется с 
использованием предварительной аппроксимации оболочки 
Эджворта-Парето (ОЭП) и интерактивной визуализации и 
анимации паретовой границы. Результаты, полученные ранее, 
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были основаны на использовании полиэдральной аппроксимации 
выпуклых ОЭП. В то же время, использование метод 
достижимых целей в нелинейном невыпуклом случае до 
последнего времени не имело широкого распространения, что, в 
первую очередь, связано с недостаточной развитостью методов 
аппроксимации ОЭП множества достижимых критериальных 
векторов в нелинейном случае, для которого эти множества 
обычно являются невыпуклыми. В то же время, потенциально 
важной областью применения МДЦ является его использование в 
процессе проектирования и анализа сложных технических 
систем, описываемых, как правило, нелинейными 
математическим моделями, в том числе технических и 
производственных систем, а также при анализе нелинейных 
экономических моделей. Этот факт определяет актуальность 
данной диссертационной работы, посвященной разработке 
вычислительных методов аппроксимации оболочки Эджворта-
Парето множества достижимых критериальных векторов с целью 
дальнейшей визуализации паретовой границы в нелинейных 
невыпуклых задачах многокритериальной оптимизации с числом 
критериев от трех до семи. 

Целью диссертационной работы является разработка и 
изучение методов аппроксимации оболочки Эджворта-Парето в 
нелинейных задачах многокритериальной оптимизации, а также 
их реализация и практическое применение. 

Научная новизна. Результаты диссертации, полученные 
автором, являются новыми. Основные из этих результатов 
следующие: 

1) В рамках метода достижимых целей предложены новые 
методы аппроксимации оболочки Эджворта-Парето для 
нелинейных задач многокритериальной оптимизации. 

2) Теоретически изучены свойства предложенных 
многофазных методов аппроксимации оболочки 
Эджворта-Парето, доказана их сходимость, исследована 
скорость сходимости и оценена их эффективность. 

3) Осуществлено экспериментальное изучение 
предложенных методов, выявлены их варианты, 
пригодные для практического применения. 
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Результаты, выносимые на защиту, состоят в следующем. 
1. В рамках метода достижимых целей предложен комплекс 

методов аппроксимации оболочки Эджворта-Парето для 
нелинейных многокритериальных задач принятия решений с 3–7 
критериями, в том числе: 

а) однофазный метод, сочетающий случайный поиск с 
оценкой качества аппроксимации 

б) двухфазные методы, в которых случайный поиск 
дополняется локальной оптимизацией рассматриваемых 
решений; 

в) трехфазные методы, основанные на неравномерных 
выборках, определяемых прообразами точек 
недоминируемой границы и оценками их значимых 
окрестностей, построенных на основе использования 
экстремальных статистик; 

г)  генетический метод, отличающийся своей 
направленностью на улучшение достаточно точной 
аппроксимации оболочки Эджворта-Парето; 

д) гибридные методы, интегрирующие многофазные методы 
и генетический метод. 

2. Теоретически изучены свойства предложенных 
многофазных методов, доказана их сходимость и оценена 
эффективность (совместно с научным руководителем Г.К. 
Каменевым). 

3. Разработаны три системы программного обеспечения на 
персональном компьютере реализующие метод достижимых 
целей для нелинейных многокритериальных задач в среде 
MS Excel, в среде MS Windows на основе Windows API, а также в 
рамках многомашинного программного комплекса «Метод 
достижимых целей». 

4. Осуществлено экспериментальное изучение 
предложенных методов, выявлены их варианты, пригодные для 
практического применения. 

5. Разработанные методы применены в процессе решения 
прикладной задачи поиска разумных вариантов системы 
охлаждения стали в оборудовании для непрерывной разливки 
стали. 
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Практическая ценность работы состоит в том, что 
разработаны три системы программного обеспечения для 
персонального компьютера, реализующие комплекс методов 
аппроксимации оболочки Эджворта-Парето для нелинейных 
задач многокритериальной оптимизации с 3–7 критериями, 
позволяющий визуализировать паретову границу в прикладных 
задачах планирования и проектирования, описываемых 
нелинейными моделями большой размерности. Исследована 
прикладная задача многокритериального выбора параметров 
системы вторичного охлаждения стали в процессе ее 
непрерывной разливки. Результаты диссертации использованы 
исследованиях, проводимых в рамках проектов РФФИ № 01-01-
00530, № 04-01-00662, № 07-01-00472, программы 
фундаментальных исследований РАН №14 "Фундаментальные 
проблемы информатики и информационные технологии", 
программы фундаментальных исследований ОМН РАН №3 и 
Государственного контракта «Технологии и программные 
средства создания систем автоматизации проектирования 
сложных технических объектов» с Федеральным агентством по 
науке и инновациям от 15 августа 2005 г. № 02.435.11.1007 
(шифр: «ИТ-13.4/003»), а также в рамках сотрудничества РАН и 
Академии Финляндии. 

Достоверность полученных результатов подтверждена 
доказательствами теорем о свойствах предложенных методов, 
экспериментальной проверкой алгоритмов на модельных и 
реальных данных. 

Апробация работы. Результаты работы докладывались на 3-
й Московской международной конференции по исследованию 
операций (2001 г.), 4-й Московской международной конференции 
по исследованию операций (2004 г.), 5-й Московской 
международной конференции по исследованию операций (2007 
г.), на Тихоновской конференции, ВМК МГУ (2006 г.), на 
Международных семинарах «Практические подходы в 
многокритериальной оптимизации» (Германия, 2004 и 2006 г.), а 
также на семинарах в ВЦ РАН, Университета г. Ювяскюля, 
Университета г. Зиген (Германия). 

Публикации. По материалам диссертации опубликовано 14 
печатных работ, в том числе две статьи в журналах РАН, три 
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брошюры, изданные в ВЦ РАН, две статьи в международных 
журналах, а также три другие публикации за рубежом. 

Структура и объем работы. Диссертация состоит из 
введения, пяти глав, заключения и списка литературы. Содержит 
185 страниц, включая список литературы из 61 наименований, 
168 иллюстраций и шесть таблиц. 

 
Содержание работы 

Во введении обоснована актуальность темы диссертации, 
сформулированы цели работы, показана научная новизна 
результатов диссертации и дано краткое описание диссертации 
по главам. Введение содержит математическую постановку 
задачи аппроксимации ОЭП. Математически задача 
многокритериальной оптимизации, рассматриваемая в данной 
работе, формулируется следующим образом. Пусть заданы n-
мерное линейное пространство решений (параметров объекта) RP

n
P 

и m-мерное линейное пространство RP

m
P критериальных векторов. 

Пусть связь между решениями и значениями критериев выбора 
устанавливается заданным отображением (вектор-функцией) 
f: RP

n
P → RP

m
P. Пусть X ⊂ RP

n
P – заданное множество допустимых 

решений. Тогда множество достижимых критериальных векторов 
(также называемое множеством достижимых целей) определяется 
как Y = f(X). Будем для определенности считать, что в задаче 
представляет интерес увеличение значения каждого из m 
критериев при неизменных значениях других (задача 
многокритериальной максимизации). В этом случае 
критериальная точка y' ∈ RP

m
P доминирует по Парето 

критериальную точку y ∈ RP

m
P, если y' ≥ y, т.е. y'BiB ≥ yBiB, i=1,…,m, и 

y' ≠ y. Недоминируемая по Парето (в дальнейшем, просто 
недоминируемая или паретова) граница множества Y = f(X), 
определяемая как множество недоминируемых точек y ∈ Y, в 
этом случае имеет вид P(Y) = {y ∈ Y : {y' ∈ Y : y' ≥ y, y' ≠ y} = ∅}. 
Под множеством P(X) парето-эффективных решений понимается 
подмножество таких решений x ∈ X, что f(x) ∈ P(Y). ОЭП 
определяется как Y* = {y∈RP

m
P: y≤f(x), x∈X}. Альтернативное, 

может быть, более удобное представление ОЭП имеет 
следующий вид YP

*
P= Y + (-RB+PB

m
P), где RB+PB

m
P – неотрицательный конус 
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пространства RP

m
P. Аппроксимация ОЭП строится на основе 

объединения многомерных конусов доминирования (-RB+PB

m
P) с 

вершинами в точках, близких к паретовой границе. Пусть T – 
конечное число точек из множества Y=f(X) (база аппроксимации). 
Тогда в качестве аппроксимации ОЭП берется множество 

, являющееся объединением конечного 
числа конусов с вершинами в точках множества T. 

U }:)({* TyRyT m ∈−+= +

В главе 1 рассматривается проблема поддержки принятия 
конструкторских решений на предпроектной стадии процесса 
проектирования и роль многокритериальных методов в этом 
процессе. Далее приводится пример многокритериальной задачи, 
которая должна быть решена в процессе проектирования: дается 
представление о задаче охлаждения стали в процессе разработки 
и оптимизации установки для ее непрерывной разливки. В главе 
показывается, что задача выбора параметров системы 
охлаждения является нелинейной задачей многокритериальной 
оптимизации, в которой математическая модель реализована в 
виде вычислительного модуля. Рассматриваемая задача является 
задачей многокритериальной оптимизации с четырьмя 
критериями и 325 параметрами решения. 

В первой главе дается качественное описание стохастических 
адаптивных методов аппроксимации ОЭП, предлагаемых в 
диссертации и включающих в себя однофазный, двухфазные, 
трехфазные и генетический методы аппроксимации. 
Рассматривается также их сочетание в форме так называемых 
гибридных методов. 

Показатели качества аппроксимации, предлагаемые в данной 
работе, базируются на понятии полноты аппроксимации 
(Г.К.Каменев и Д.Л.Кондратьев, 1992). В рассматриваемом 
случае под полнотой некоторой аппроксимации множества Y*  
множеством T* будем понимать вероятность того, что из x∈X 
следует f(x) ∈ T*. Полноту будем обозначать η(T*) (или просто 
ηBTB). Условие ηBTB ≥η означает, что в аппроксимации множества Y*, 
задаваемой базой T представлена не менее чем η-я доля 
прообраза. Рассмотрим ε-окрестность T*, которую обозначим 
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(T*)BεB. Рассмотрим полноту как функцию от ε, т.е. рассмотрим 
функцию ηBTB(ε) = η((T*)BεB), ε>0. 

Проверка условия ηBTB ≥η проводится эмпирически, на основе 
генерирования случайных точек из X. Пусть используется 
выборка HBNB = {xB1B,…, xBNB}, состоящая из N случайных равномерно 
распределенных точек множества X. Пусть ε>0, ηBHPB

N
P(ε) = n(ε) / N, 

где n(ε) – число таких элементов выборки, для которых 
выполняется включение f(x)∈ (T*)BεB. Тогда (Г.К. Каменев, 2001) 

P(ηBTB(ε)>ηBHPB

N
P(ε)–δ) ≥ χ*(δ,N), где χ*(δ,N)=1–exp(–2NδP

 2
P). 

Величина χ*(δ,N) – надежность оценки полноты ηBTB величиной 
η. На практике наиболее удобной характеристикой оказался 
радиус полного покрытия (εBmaxB) – минимальная величина ε, для 
которой выборочная полнота равна единице (т.е. образы всех 
сгенерированных точек X принадлежат этой ε-окрестности 
аппроксимации). 

UОднофазный методU аппроксимации ОЭП состоит в 
следующем. На каждой итерации осуществляется оценка 
качества полученной ранее аппроксимации T* на основе 
построения выборочной функции полноты ηBHPB

N
P(ε), получаемой на 

основе образов выборки HBNB. При автоматической остановке 
метода проверяется, например, выполнение требований к радиусу 
полного покрытия εBmaxB<εB0B, где εB0B – заданное положительное 
число. В диалоговом режиме пользователю предоставляется 
график ηBHPB

N
P(ε), после чего он сам решает, останавливать ли 

процедуру. Если процедура не останавливается, то из 
совокупности точек исходной базы аппроксимации и 
критериальных точек, полученных при оценке полноты, 
формируется промежуточная совокупность точек, из которой 
путем выделения недоминируемых точек создается новая база 
аппроксимации. 

При аппроксимации ОЭП в задачах большой размерности или 
со сложным поведением вектор-функции f оценки качества 
аппроксимации, полученные в ходе работы однофазного метода, 
становятся не действенными, т.е. перестают различать «плохие» 
и «хорошие» аппроксимации. Поэтому вводится новое 
отображение Φ: X→X, которое ставит в соответствие случайной 
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точке x∈X некоторую такую «улучшенную» точку x′∈X, что 
вектор f(x′) «более близок» к P(Y), чем f(x). Для суперпозиции 
функций f и Φ аналогичным образом определим обобщенную 
выборочную полноту ηBHPB

Φ,N
P(ε), равную доле точек x∈ HBNB, для 

которых f(Φ(x))∈ (T*)BεB. 
UДвухфазные методыU аппроксимации ОЭП состоят в 

следующем. На каждой итерации осуществляется оценка 
качества полученной ранее аппроксимации T* на основе 
построения выборочной функции полноты ηBHPB

N
P(ε), получаемой на 

основе улучшенных с помощью отображения Φ: X→X образов 
выборки HBNB. В остальном двухфазные методы полностью 
аналогичны однофазному. 

UТрехфазные методыU отличаются от двухфазных тем, что 
выборка HBNB является объединением двух выборок, одна из 
которых генерируется на всем допустимом множестве, а вторая – 
только в окрестностях точек аппроксимации. При этом первая 
выборка содержит малое число точек, а вторая – большое число. 

Помимо многофазных методов построения аппроксимации 
ОЭП рассматривается Uгенетический методU (U«оштукатуривание»U), 
который позволяет улучшить уже ранее построенную 
аппроксимацию. Метод состоит в следующем. Из прообразов 
имеющейся базы покрытия T случайно (но с учетом некоторых 
ограничений) выбираются пары точек («родители»). Между 
точками каждой такой пары проводится отрезок и на этом 
отрезке случайным образом выбирается заранее заданное или 
случайное число q>1 новых точек множества допустимых 
решений («популяция наследников»). Для всех точек-
наследников вычисляются значения f(x). Полученные 
критериальные точки используются для оценки качества 
имеющейся аппроксимации и пополнения базы покрытия. 

Во второй главе осуществляется теоретическое изучение 
свойств предложенных методов аппроксимации ОЭП. Анализ 
методов основан на применении теории аппроксимации 
многомерных тел, разработанной Г.К. Каменевым (2001) и 
называемой «Метод глубоких ям». Теоретическое изучение 
свойств методов осуществляется с помощью упрощенных 
алгоритмов аппроксимации. 
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UУпрощенный однофазный алгоритм A1U. Пусть заданы TB0B – 
конечное подмножество из Y, N – объем контрольной выборки и 
вероятностная мера µBXB(⋅) на B(X). Рассмотрим k-ую итерацию 
алгоритма. Пусть имеется уже построенная база аппроксимации 
TBk-1B. 

1) Генерируется выборка HBNPB

k
P ⊂ X в соответствии с мерой 

µBXB(⋅) и рассчитаются образы f(HBNPB

k
P). 

2) Ищется точка ( )*),(maxArg 1−
∈

∈ k
Hx

k Txfx
k
N

ρ  и 

соответствующее ей максимальное отклонение ρBkB = ρ (f(xP

k
P), TBk-1B*) 

3) Строится новое множество TBkB = P(TBk-1B ∪ f(xP

k
P)). 

UУпрощенный двухфазный алгоритм A2U. Пусть заданы TB0B – 
конечное подмножество из Y, µBXB(⋅) – вероятностная мера на B(X), 
N – объем контрольной выборки. Пусть задано отображение Φ: X 
→ X. Обозначим YP

Φ
P = f(Φ(X)). Рассмотрим k-ую итерацию 

алгоритма. Пусть имеется уже построенная база аппроксимации 
TBk-1B. 

1) Генерируется выборка HBNPB

k
P ⊂ X в соответствии с мерой 

µBXB(⋅) и рассчитываются их образы f(Φ(HBNPB

k
P)). 

2) Ищется точка ( )*)),((maxArg 1
,

−
∈

Φ Φ∈ k
Hx

k Txfx
k
N

ρ  и 

соответствующее ей максимальное отклонение 
ρBkPB

Φ
P = ρ(f(Φ(xP

Φ,k
P)), TBk-1B*) 

3) Строится новое множество TBkB = P (TBk-1B ∪ f(Φ(xP

Φ,k
P))). 

UУпрощенный трехфазный алгоритм A3U. Упрощенный 
трехфазный алгоритм A3 может быть построен на основе 
усложнения алгоритма A2 модификации метода генерации 
контрольной выборки HBNPB

k
P. Пусть заданы TB0B – конечное 

подмножество из Y, µBXB(⋅) – вероятностная мера на B(X), N – объем 
контрольной выборки. Пусть задано отображение Φ: X → X. 
Рассмотрим k-ую итерацию алгоритма A3. Пусть имеется уже 
построенная база аппроксимации TBk-1B. 

1) Генерируется выборка HBNPB

k
P = ∪ , где выборка  

имеет объем NB1B точек и генерируется на всем множестве X в 
соответствии с мерой µBXB(⋅). Выборка  имеет объем NB2B и 

k
NH

1
k
NH

2
k
NH

1

k
NH

2
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генерируется каким-либо определенным образом на 
подмножествах X. Считаются их образы f(Φ(HBNPB

k
P)). 

2) Ищется точка ( )*)),((maxArg 1
,

−
∈

Φ Φ∈ k
Hx

k Txfx
k
N

ρ  и 

соответствующее ей максимальное отклонение 
ρBkPB

Φ
P = ρ(f(Φ(xP

Φ,k
P)), TBk-1B*) 

3) Строится новое множество TBkB = P (TBk-1B ∪ f(Φ(xP

Φ,k
P))). 

При исследовании свойств алгоритмов на отображения f и Φ 
накладываются следующие условия: 

UУсловие (*).U Отображение f удовлетворяет условию (*), если 
для любого конечного множества T из Y и для любого ε>0 
справедливо f P

-1
P((T*)Bε B∩Y)∈B(X). 

UУсловие (**).U Отображения f и Φ удовлетворяют условию 
(**), если для любого конечного множества T из YP

Φ
P и для любого 

ε>0 справедливо ( )[ ]Φ−− ∩Φ YTf ε*)(11 ∈B(X). 
Доказаны следующие свойства алгоритмов. Пусть {TBkB} – 

последовательность баз аппроксимации, порождаемая 
соответствующим алгоритмом. 

Конечность. 
UТеорема 2U (для A1). Для любого ε>0 существует 

минимальный номер K(ε) такой, что ρBK(ε)+1B<ε. 
UТеорема 9U (для A2 и A3). Для любого ε>0 существует 

минимальный номер K(ε) такой, что ρP

Φ
PBK(ε)+1B<ε. 

Сходимость. 
UТеорема 3U (для A1). Пусть f удовлетворяет (*). Тогда для 

любых ε>0, 0<η<1 существует минимальный номер K(ε,η) такой, 
что надежность выборочной оценки полноты в виде 

ηεη
ε

>)(
),( NKT  не меньше χ*(η,N). 

UТеорема 10U (для A2 и A3). Пусть f и Φ удовлетворяют (**). 
Тогда для любых ε>0, 0<η<1 существует минимальный номер 
K(ε,η) такой, что надежность выборочной оценки полноты в виде 

 не меньше χ*(η,N). ηεη
ε

>Φ )(
),( NKT

Скорость сходимости. Пусть A – произвольное множество. 
NP

R
P(ε, A) – минимальное число точек метрической ε-сети для 

множества A. N(ε, A) – минимальное число множеств диаметра не 
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более чем 2ε, покрывающих множество A. M(ε, A) – 
максимальное число точек ε-различимого множества A (т.е. 
такого множества, точки которого удалены друг от друга не 
менее, чем на ε) (А.Н.Колмогоров и В.М.Тихомиров, 1959). Пусть 

),(inflim:),(~
0

AvA
v

−=
+→

εε MM . 

UТеорема 4U (для A1). Пусть ε>0, тогда 
K(ε)≤ ),(~ YεM ≤ M(ρBK(ε)+1B, Y), где K(ε) определена в теореме 2. 

UСледствие 2 теоремы 4U (для A1). Пусть 
{ } || max:),( iiiY yyyyd ′′−′=′′′  и объем Vol(Y)>0, тогда 

, где K(ε) определена в теореме 2. mm YK 2)(Vol)(suplim
0

≤
+→

εε
ε

UТеорема 5U (для A1). Пусть f удовлетворяет условию (*), тогда 
для ε>0, 0<η<1 K(ε,η)≤ ),(~ YεM ≤ M(ρBK(ε,η)+1B, Y), где K(ε,η) 
определена в теореме 3. 

UСледствие 2 теоремы 5U (для A1). Пусть 
{ } || max:),( iiiY yyyyd ′′−′=′′′  и объем Vol(Y)>0, тогда 

, где K(ε,η) определена в теореме 3. mm YK 2)(Vol),(suplim
0

≤
+→

εηε
ε

UТеорема 11U (для A2 и A3). Пусть ε>0, тогда 
K(ε)≤ ),(~ ΦYεM ≤ , где K(ε) определена в 
теореме 9. 

),( 1)(
ΦΦ

+ YK ερM

UСледствие 2 теоремы 11U (для A2 и A3). Пусть 
{ } || max:),( iiiY yyyyd ′′−′=′′′  и объем Vol(YP

Φ
P)>0, тогда 

, где K(ε) определена в теореме 9. mm YK 2)(Vol)(suplim
0

Φ

+→
≤εε

ε

UТеорема 12U (для A2 и A3). Пусть f и Φ удовлетворяют 
условию (**), тогда для ε>0, 0<η<1 
K(ε,η)≤ ),(~ ΦYεM ≤ , где K(ε,η) определена в 10. ),( 1),(

ΦΦ
+ YK ηερM

UСледствие 2 теоремы 12U (для A2 и A3). Пусть 
{ } || max:),( iiiY yyyyd ′′−′=′′′  и объем Vol(YP

Φ
P)>0, тогда 
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mm YK 2)(Vol),(suplim
0

Φ

+→
≤εηε

ε
, где K(ε,η) определена в 

теореме 10. 
Эффективность.  Полученные оценки позволяют сравнить 

построенные с помощью алгоритмов A1-A3 аппроксимации с 
аппроксимациями, построенными с помощью любого другого 
(гипотетического) метода построения метрических ε-сетей. 
Особый случай представляет собой YP

Φ
P = P(Y), здесь алгоритм A2 

позволяет построить не только аппроксимацию ОЭП для Y, но и 
аппроксимацию паретовой границы P(Y), заданную в виде 
конечной ε-сети точек, принадлежащих P(Y). Сравним 
построенную таким образом с помощью алгоритма A2 
аппроксимацию множества P(Y) с аппроксимацией, построенной 
с помощью любого другого (гипотетического) метода построения 
метрических ε-сетей для множества P(Y). 

UТеорема 17U (для A2). Пусть S – произвольная ρP

Φ
PBK(ε)+1B-сеть для 

P(Y), где K(ε) – минимальный номер итерации такой, что 
ρP

Φ
PBK(ε)+1B<ε. Тогда 

( )
( ))(,

)(,
 card

 card

1(

1(

( YP
YP

T
S

K

K
R

K
Φ

+)

Φ
+)

)

≥
ε

ε

ε ρ
ρ

M

N
. 

UСледствие 1 теоремы 17U (для A2). Пусть Vol(P(Y))>0 в RP

m′
P, 

RP

m
P = RP

m′
P⊕RP

m-m′
P. Пусть S – произвольная ρP

Φ
PBK(ε)+1B-сеть для P(Y), где 

K(ε) – минимальный номер итерации такой, что ρP

Φ
PBK(ε)+1B<ε. Тогда 

m

KT
S ′

)
+→

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛≥

2
1

 card
 cardinflim

(0 εε
. 

В завершении главы на основе результатов исследования 
формулируются практические алгоритмы методов 
аппроксимации ОЭП, изучаемых в диссертации: однофазного, 
многофазных и генетического метода «оштукатуривания». 

В третьей главе описывается программное обеспечение для 
персональных компьютеров, реализующее метод достижимых 
целей для нелинейных моделей на основе аппроксимации ОЭП с 
помощью методов, сформулированных в гл. 2. Рассматриваются 
три программных системы. 
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Первая система реализована в среде MS Excel и основана на 
использовании однофазного метода аппроксимации. Вектор-
функция f(x) здесь задается либо формулой на листе Excel, либо с 
помощью макроса на встроенном в MS Excel интерпретаторе 
Visual Basic. Достоинством системы, являющимся следствием ее 
реализация в среде MS Excel, является простота ее использования 
для массового пользователя. Система визуализации позволяет 
осуществить диалоговую визуализацию паретовой границы и 
дает возможность указать предпочтительную целевую точку 
нажатием компьютерной мыши. 

Вторая система написана на языке C++ и используется в 
среде Windows XP. Система реализует однофазный, двух- и 
трехфазные методы. Вектор-функция f(x) в системе может быть 
задана несколькими способами: в виде DLL библиотеки или 
исполняемого EXE файла, а также в среде MatLab. Наиболее 
простая возможность – реализация вектор функции f в среде 
MatLab 6.5 или выше; достоинство такого подхода в том, что с 
этой задачей может справиться широкий круг пользователей, 
знакомых со средой MatLab и умеющий использовать мощный 
математический пакет среды MatLab. Недостатком такой 
реализации вектор функции f является невысокая скорость 
исполнения ее вычислений. Этот недостаток отсутствует, когда 
вектор-функция f(x) реализована в виде DLL библиотеки или 
исполняемого EXE файла. В систему встроен удобный модуль 
визуализации паретовой границы и спецификации 
предпочтительной точки на этой границе. 

Третья система реализована в рамках проекта по созданию 
программного комплекса «Метод достижимых целей». Система 
позволяет пользователю подобрать сочетание методов 
аппроксимации и их параметров, наиболее пригодное для 
конкретного типа задач. Говоря иначе, пользователь задает свой 
многофазный или гибридный метод. В этой системе гибридный 
метод тестируется и, в случае трудоемкости задачи, создается 
промежуточный файл (скрипт), который передается на кластер 
или суперкомпьютер, где расчет будет осуществлен с 
использованием параллельных вычислений. В систему встроен 
тот же самый модуль визуализации, что и во второй системе. 
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В четвертой главе описано экспериментальное исследование 
методов аппроксимации ОЭП в задачах разной размерности. 
Исследование проводится на основе изучения специально 
подобранных задач, имеющих различные свойства. В начале 
главы приводится методика проведения экспериментов, в том 
числе описывается новый метод сравнения двух аппроксимаций 
паретовой границы, предложенный в данной работе. Далее 
проводится эксперимент с многокритериальными задачами.  

Первый класс задач сформулирован с использованием 
функции Шекеля, широко применяемой при тестировании 
методов нелинейной оптимизации: s(x)=1/{(x-a)P

2
P+c}. Эти модели 

характеризуются простым видом ОЭП, причем с помощью 
варьирования параметра c можно регулировать высоту и 
крутизну «пиков» критериальных функций, воздействуя тем 
самым на форму паретовой границы, что дает возможность 
сравнивать работу изучаемых методов аппроксимации в 
различных условиях. Рассматривались задачи разной 
размерности (от n=2 и m= 2 до n=12  и m= 5). Далее методы 
аппроксимации ОЭП изучаются на многокритериальной задаче, 
построенной с использованием экспоненциальной функции 
      −−= +−− 2

2
2
1 )1(2

121 )1(3),( xxexxxs

10
3
1 

4
110

2
2

2
1

2
2

2
1 )1(5

2
3
11 +−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ −−− −+−−− xxxx eexxx . 

Задача имеет размерность n=2 и m=5, а паретова граница – 
довольно сложную форму. Последние эксперименты проводятся 
на задачах, построенной с использованием функции типа 

x
exs ax 1sin)( −= , a>0, x≥δ, где δ – малое положительное число. Эта 

функция ведет себя сложным образом в окрестности нуля. 
Данный эксперимент показывает, как ведут себя различные 
методы аппроксимации с «неудобными» критериальными вектор-
функциями. 

Из основных результатов, полученных в результате 
проведения экспериментов, можно выделить следующие: 
• Трехфазные методы обычно строят более качественную 

аппроксимацию, чем двухфазные или однофазный. 
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• Трехфазный метод в большинстве задач оказался менее 
экономичным по числу расчетов вектор-функции f по 
сравнению с двухфазным. 

• Трехфазные методы сами по себе часто имеют медленную 
сходимость. Причиной этого может оказаться медленное 
выявление новых точек, в окрестностях которых также 
следует искать эффективные решения. Комбинирование двух- 
и трехфазных методов позволяет устранить этот недостаток. 
В пятой главе описываются эксперименты с многофазными 

методами аппроксимации ОЭП в многокритериальной задаче 
выбора параметров вторичного охлаждения стали в процессе ее 
непрерывной выплавки. Как было уже сказано, задача имеет 325 
управлений и 5 критериев (JB1B–JB5B), первый из которых (JB1B) не 
учитывается при решении задачи. 

Исследовались следующие проблемы: 
• Сравнение аппроксимации паретовой границы с 

использованием двух- и трехфазных методов. 
• Изучение комбинаций двухфазных и трехфазных методов 
• Применение генетического метода. 
• Поиск разумных решений в задаче выбора параметров 

процесса охлаждения стали. 
Наилучший результат дало следующее сочетание методов. 

1. Двухфазный метод: проделано 4 итерации с объемом выборки 
N=149 точек. 

2. Трехфазный метод с N=149. Метод сошелся уже на третьей 
итерации. 

3. В заключение к построенной аппроксимации были 
применены две итерации генетического метода. 
Найденные с помощью построенной аппроксимации 

приемлемые сочетания критериев сравниваются с достижимой 
точкой, полученной финскими специалистами, также 
исследовавшими данную задачу:  

 
JB1B = 2.11708, JB2B = 0, JB3B = 0, JB4B = 0, JB5B = 0.20727. 

 
Применение МДЦ позволило найти набор альтернатив, 
показанных в таблице 
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 JB1B JB2B JB3B JB4B JB5B 

т. 2374 2.1734 0 0 0 0.1525 
т. 3242 2.1624 0 0.00001 0 0.0994 
т. 150 2.1742 0 0.0002 0 0.0933 
т. 47 2.4226 0 0.0219 0 0.0431 
т. 3626 2.4051 0 0.0145 0 0.0488 

 
Как можно видеть, точка 2374 доминирует точку, найденную 
финскими учеными. Кроме того, приводятся некоторые разумные 
альтернативы, позволяющие за счет маленького послабления 
критерия JB3B в полтора раза улучшить значение JB5B. Приводится 
обсуждение одного из полученных нами решений. 

Таким образом, в пятой главе была решена прикладная задача 
с большим числом параметров на основе гибридного метода 
аппроксимации, использующего последовательное применение 
двухфазного и трехфазного методов. Также было показано, что 
генетический метод позволил существенно обогатить вид 
паретовой границы, и как следствие найти на ней новые точки, 
дающие хорошие сочетания значений критериев. 

В заключении приводятся основные результаты 
диссертации. 
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