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Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Èíòåíñèâíîå ðàçâèòèå òåõíîëîãèé õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè, ïðîèçîøåäøåå

çà ïîñëåäíèå 30 ëåò, ïîñëóæèëî ñòèìóëîì äëÿ íîâîãî âèòêà èññëåäîâàíèé ïî

êëàññè÷åñêîé òåìàòèêå�ïðîáëåìàì ñâÿçàííûì ñ àâòîìàòèçàöèåé åå èíòåë-

ëåêòóàëüíîãî àíàëèçà. Îäíèì èç âàæíûõ èíñòðóìåíòîâ äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé

çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ àëãåáðàè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ, ðàçâèâàå-

ìûå ñ êîíöà 70-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà øêîëîé àêàäåìèêà Þ.È.Æóðàâëåâà.

Öåíòðàëüíûì â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå ê çàäà÷àì ðàñïîçíàâàíèÿ îá-

ðàçîâ ÿâëÿåòñÿ ïîíÿòèå óíèâåðñàëüíûõ îãðàíè÷åíèé, ïðåäúÿâëÿåìûõ êàê ê

êîíå÷íûì ôóíêöèÿì, òàê è ôóíêöèÿì âîçíèêàþùèì íà ïðîìåæóòî÷íûõ ýòà-

ïàõ ïîñòðîåíèÿ êëàññèôèêàòîðà � àëãîðèòìè÷åñêèì îïåðàòîðàì, êîððåêòè-

ðóþùèì îïåðàöèÿì, ðåøàþùèì ïðàâèëàì. Ïðè ýòîì âàæíîå çíà÷åíèå ïðèîá-

ðåòàþò òàêèå ÿçûêè îïèñàíèÿ äàííûõ îãðàíè÷åíèé, êîòîðûå óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ ñîõðàíåíèÿ ñòðóêòóðíûõ ñâîéñòâ ïðè âñåâîçìîæíûõ ñóïåðïîçèöèÿõ.

Îäíèì èç òàêèõ ÿçûêîâ è ÿâëÿåòñÿ ïðåäèêàòíîå çàäàíèå.

Ïðèìåðîì òàêîãî çàäàíèÿ ñëóæàò ìîíîòîííûå ôóíêöèè, êîòîðûå ìîæíî

îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîòîðûå ñîõðàíÿþò íåêîòîðûå ÷àñòè÷-

íûå ïîðÿäêè íà ìíîæåñòâàõ çíà÷åíèé è îïðåäåëåíèÿ. Â îáùåì ñëó÷àå, çàäà-

þòñÿ äâà ïðåäèêàòà îäèíàêîâîé àðíîñòè, è ôóíêöèÿ äîëæíà êàæäûé íàáîð,

óäîâëåòâîðÿþùèé ïåðâîìó ïðåäèêàòó, ïåðåâîäèòü â íàáîð, óäîâëåòâîðÿþùèé

âòîðîìó.

Äëÿ âñÿêîãî ñïîñîáà(ÿçûêà) îïèñàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé âîç-

íèêàþò ñâîè ÷èñòî ìàòåìàòè÷åñêèå âîïðîñû, êîòîðûå â ðàñïîçíàâàíèè îá-

ðàçîâ â ïåðâóþ î÷åðåäü ñâÿçàíû ëèáî ñ äèñêðèïòèâíûìè(êàêèå ìíîæåñòâà

îòîáðàæåíèé ìîæíî çàäàòü ïîñðåäñòâîì ïðåäèêàòíûõ ïàð) è ñëîæíîñòíûìè

àñïåêòàìè(òî åñòü òðóäîåìêîñòü ðàáîòû ñ ýòèì ÿçûêîì), ëèáî ñ îáîáùàþ-

ùåé ñïîñîáíîñòüþ(êà÷åñòâî ïîëó÷àåìûõ àëãîðèòìîâ). Â äàííîé ðàáîòå ìû

ðàçíîñòîðîííå èññëåäóåì àïïàðàò ïðåäèêàòíîãî çàäàíèÿ è, â îñíîâíîì, êîí-

öåíòðèðóåìñÿ íà ïåðâîì àñïåêòå.
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Ïðîáëåìíàÿ ñèòóàöèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî áîãàòñòâî ÿçûêà ïðåäèêàò-

íûõ ïàð äëÿ îïèñàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ îãðàíè÷åíèé ïîäðàçóìåâàåò ñåðüåç-

íóþ ïðîáëåìó � ñîãëàñîâàíèå îáó÷àþùåé âûáîðêè ñ òàêèìè îãðàíè÷åíèÿ-

ìè, êàê ïðàâèëî, NP-òðóäíàÿ çàäà÷à. Îòñþäà è âîçíèêàåò ñòðåìëåíèå ÷åòêî

î÷åðòèòü îáëàñòè ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè. Ðåøåíèþ äàííîé ïðîáëåìû è

ïîñâÿùåíà áîëüøàÿ ÷àñòü ðàáîòû.

Öåëü ðàáîòû

Îñíîâíîé öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà

ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ îñíîâàííûõ íà èäåå çàäàíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ

îãðàíè÷åíèé â âèäå ïðåäèêàòíûõ ïàð. Èçó÷àþòñÿ äèñêðèïòèâíûå è ñëîæ-

íîñòíûå àñïåêòû ïðåäèêàòíûõ ìîäåëåé, ñòàâèòñÿ âîïðîñ î êëàññèôèêàöèè

ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèé ñ ýôôåêòèâíî-ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ñîãëàñîâàíèÿ

ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé.

Îñíîâíûå çàäà÷è

• Èññëåäîâàíèå âîçìîæíîñòè âûäåëåíèÿ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà ïàð ïðå-

äèêàòîâ, êîòîðîå îáëàäàëî áû òîé æå îïèñàòåëüíîé ñèëîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ

ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé, ÷òî è âñå ìíîæåñòâî ïàð.

• Õàðàêòåðèçàöèÿ ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèé ñ ýôôåêòèâíî-ðàçðåøèìîé
çàäà÷åé ñîãëàñîâàíèÿ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé.

• Ïîñòðîåíèå àëãîðèòìîâ ñîãëàñîâàíèÿ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé äëÿ íàè-
áîëåå ÷àñòî âñòðå÷àþùåãîñÿ òèïà ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèé � îãðàíè÷åíèé

ìîíîòîííîñòè. Èññëåäîâàíèÿ òåîðåòè÷åñêîé ñëîæíîñòè äàííîé çàäà÷è.
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Ìåòîäû èññëåäîâàíèé

Â ïðîöåññå ðàáîòû èñïîëüçîâàëèñü ìåòîäû òåîðèè ñëîæíîñòè âû÷èñëå-

íèé, NP-òðóäíîñòè, ìàêñèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé. Àêòèâíî èñ-

ïîëüçîâàëñÿ àïïàðàò óíèâåðñàëüíîé àëãåáðû, à èìåííî òåîðèè çàìêíóòûõ

êëàññîâ ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè, ïðåäèêàòíîãî îïèñàíèÿ òàêèõ êëàñ-

ñîâ, êëàññèôèêàöèÿ Ïîñòà.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà

• Èç ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäèêàòíûõ îïèñàíèé âûäåëåíû ìàê-

ñèìàëüíûå è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè.

Ïîêàçàíà ñâÿçü óñëîâèé ìàêñèìàëüíîñòè ñëåâà ñ àëãåáðàè÷åñêèì ïîäõîäîì.

Óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíîñòè èññëåäîâàíû íà ïðèìåðå îòíîøåíèÿ ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà è ïðåäèêàòíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâà âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ 2-ÊÍÔ.

Èñõîäÿ èç òðåáîâàíèé ìàêñèìàëüíîñòè ñëåâà, äëÿ îòíîøåíèÿ ¾ìåæäó¿ ïðåä-

ëîæåíà àêñèîìàòèêà è ðàññìîòðåíû ïðèìåðû ïîäîáíûõ îòíîøåíèé.

• Ïîñòàâëåíà çàäà÷à õàðàêòåðèçàöèè ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèé ñ

ýôôåêòèâíî-ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ñîãëàñîâàíèÿ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé.

Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê åå ïîëó÷åíèþ ÷åðåç êëàññèôèêàöèþ ïàð ïî ñâîéñòâàì

ïðåäèêàòà íà ìíîæåñòâå çíà÷åíèé, ïðè ïðîèçâîëüíîì ïðåäèêàòå íà ìíîæå-

ñòâå îïðåäåëåíèÿ. Ïîêàçàíà ñâÿçü òàêîé ïîñòàíîâêè ñ çàìêíóòûìè êëàññàìè

ïðåäèêàòîâ è ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Ïîñòàâëåíà çàäà÷à ïîëíîãî îïè-

ñàíèÿ ìàêñèìàëüíûõ êëàññîâ ïðåäèêàòîâ â îáùåì ñëó÷àå. Äàíà ïîëíàÿ êëàñ-

ñèôèêàöèÿ ýôôåêòèâíî ñîãëàñóåìûõ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé ïðåäèêàòíûõ

îãðàíè÷åíèé â áóëåâîì ñëó÷àå. Â îáùåì ñëó÷àå ââåäåí âàæíûé ñ ïðàêòè÷å-

ñêîé òî÷êè çðåíèÿ ïîðÿäêîâûé êëàññ ïðåäèêàòîâ è ïîêàçàíà åãî ýôôåêòèâíàÿ

ðàçðåøèìîñòü.

• Ðàññìîòðåíà çàäà÷à âûäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäâûáîðêè îáó÷àþùåé
âûáîðêè, íå ïðîòèâîðå÷àùåé îãðàíè÷åíèÿì ìîíîòîííîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

3



äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé è ðàâíîñèëüíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì

íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â ñïåöèàëüíûõ îðãðàôàõ. Ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû

î÷åíü âàæíûå ïðàêòè÷åñêè ñëó÷àè ïîñëåäíåé çàäà÷è, êîãäà ÷àñòè÷íûé ïîðÿ-

äîê, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå îòâåòîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì ïîðÿäêîì ëèáî èìååò

ðàçìåðíîñòü 2. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî âòîðîé ñëó÷àé ñâîäèòñÿ ê ìàêñèìèçàöèè

êâàäðàòè÷íî-âûïóêëîé ôóíêöèè íà âûïóêëîì ìíîæåñòâå. Äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ

ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà âûïóê-

ëîé îïòèìèçàöèè.

• Ââåäåíà ñõåìà îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ êàòåãîðèé àëãåáðàè÷åñêîãî

ïîäõîäà ÷åðåç àïïàðàò ïðåäèêàòíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ è òåîðåòè÷åñêàÿ öåííîñòü

Ñîâîêóïíîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïîëó÷åííûõ â äèññåðòàöèè, ïðåäñòàâëÿåò ñî-

áîé ïåðâîå èññëåäîâàíèå ïî ñëîæíîñòè ìåòîäîâ ðàñïîçíàâàíèÿ îñíîâàííûõ

íà ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ. Ðàçðàáîòàííûå êðèòåðèè ýôôåêòèâíîé ðàçðå-

øèìîñòè, à òàêæå àëãîðèòìû ñîãëàñîâàíèÿ ñ âûáîðêîé â ñëó÷àå ìîíîòîííûõ

îãðàíè÷åíèé, ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ íåïîñðåäñòâåííîãî ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòè-

êå.

Àïïðîáàöèÿ ðàáîòû

Ïîëîæåíèÿ è âûâîäû, ñôîðìóëèðîâàííûå â äèññåðòàöèè, ïîëó÷èëè êâà-

ëèôèöèðîâàííóþ àïïðîáàöèþ íà XII, XIII Âñåðîññèéñêèõ êîíôåðåíöèÿõ

¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îáðàçîâ¿ (Ìîñêâà, 2005-2007 ã.), íà

ìåæäóíàðîäíîé íàó÷íîé êîíôåðåíöèè ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èí-

ôîðìàöèè ÈÎÈ - 2006¿ (Àëóøòà, Êðûì, 2006 ã.), íà íàó÷íîé êîíôåðåíöèè

ÌÔÒÈ (Ìîñêâà, 2006 ã.).
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Ïóáëèêàöèè

Ïî òåìå äèññåðòàöèè îïóáëèêîâàíî 7 ðàáîò, â òîì ÷èñëå 2 ñòàòüè â ðåöåí-

çèðóåìûõ æóðíàëàõ, 3 â òðóäàõ êîíôåðåíöèè, 2 ýëåêòðîííûå ïóáëèêàöèè.

Ñòðóêòóðà è îáúåì äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Äèññåðòàöèÿ èçëîæåíà íà 70 ñòðàíèöàõ ìàøèíîïèñíîãî òåêñòà è ñîñòîèò

èç ââåäåíèÿ, 4 ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû. Ñïèñîê ëèòåðàòóðû

ñîñòîèò èç 51 íàèìåíîâàíèÿ.

ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ

ÂÂÅÄÅÍÈÅ

Âî ââåäåíèè äàåòñÿ îáîñíîâàíèå àêòóàëüíîñòè ðàáîòû, ñôîðìóëèðîâàíû

öåëü è çàäà÷è äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, îïðåäåëåíà íàó÷íàÿ íîâèçíà ïîëó-

÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ. Îïèñàíà îáùàÿ ñòðóêòóðà äèññåðòàöèè.

ÃËÀÂÀ 1. Ïðåäèêàòíûå ïàðû êàê ÿçûê îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ îòîá-

ðàæåíèé è ìàêñèìàëüíûå ïðåäèêàòíûå ïàðû

Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà äèñêðèïòèâíûì âîïðîñàì àïïàðàòà ïðåäèêàòíûõ ïàð.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à âûäåëåíèÿ òàêîãî ïîäìíîæåñòâà ïàð ïðåäèêàòîâ, êî-

òîðîå îáëàäàåò òîé æå îïèñàòåëüíîé ñèëîé äëÿ îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâ îòîá-

ðàæåíèé, ÷òî è âñå ìíîæåñòâî ïàð. Ãëàâà ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ.

1. Îñíîâíîå ïîíÿòèå

2. Ìàêñèìàëüíîñòü ïàð ïðåäèêàòîâ îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé

3. Ìàêñèìàëüíîñòü ïàð ïðåäèêàòîâ

4. Ìàêñèìàëüíûå ïðåäèêàòíûå ïàðû â ïðèìåðàõ

5. Àêñèîìàòèêà îòíîøåíèÿ ¾ìåæäó¿

5



Ïåðâûé ïàðàãðàô ââîäèò îñíîâíîå ïîíÿòèå ñîõðàíåíèÿ ôóíêöèåé ïðå-

äèêàòíîé ïàðû.

Îïðåäåëåíèå 1. Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ A è B çàäàíû m-ìåñòíûå ïðå-

äèêàòû ρA è ρB, ò.å. ρA ⊂ Am è ρB ⊂ Bm. Òîãäà áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî

ôóíêöèÿ ϕ : A → B ñîõðàíÿåò ïàðó (ρA, ρB), åñëè äëÿ ëþáîãî íàáîðà

(x1, x2, ..., xm) ∈ ρA èìååì 〈ϕ(x1), ϕ(x2), ..., ϕ(xm)〉 ∈ ρB. Ìíîæåñòâî ôóíê-

öèé, ñîõðàíÿþùèõ ïàðó (ρA, ρB), áóäåì îáîçíà÷àòü H (ρA, ρB).

Ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé, êîòîðîå íå ìîæåò áûòü çà-

äàíî ïîñðåäñòâîì ïàð ïðåäèêàòîâ.

Âî âòîðîì è òðåòüåì ïàðàãðàôàõ ââîäÿòñÿ ïîíÿòèÿ ìàêñèìàëüíîé ïàðû

îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà îòîáðàæåíèé è ïðîñòî ìàêñèìàëüíîé ïàðû.

Ïóñòü çàôèêñèðîâàíî ìíîæåñòâî îòîáðàæåíèé H ⊆
{f : A → B} è ÷èñëî m ∈ N. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâà ïàð

îòíîøåíèé A = {(ρA, ρB) |ρA ⊆ Am, ρB ⊆ Bm} è AH =

{(ρA, ρB) |ρA ⊆ Am, ρB ⊆ Bm, H ⊆ H (ρA, ρB)} ⊆ A. Ìíîæåñòâî AH íåïó-

ñòî, òàê êàê ïàðà ïðåäèêàòîâ (Am, Bm) ñîõðàíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî îòîáðàæåíèÿ

f : A → B. Áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòû AH äîïóñòèìûìè îòíîñèòåëüíî H

ïàðàìè ïðåäèêàòîâ.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå A äâà ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêà ≥l,≥r:

(ρ′A, ρ′B) ≥l (ρ′′A, ρ′′B) ⇔ ρ′A ⊇ ρ′′A, ρ′B = ρ′′B

(ρ′A, ρ′B) ≥r (ρ′′A, ρ′′B) ⇔ ρ′A = ρ′′A, ρ′B ⊆ ρ′′B

Îïðåäåëåíèå 2. Ïàðà (ρA, ρB) íàçûâàåòñÿ H-ìàêñèìàëüíîé ñëåâà, åñëè

ýëåìåíò (ρA, ρB) ∈ AH ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â ìíîæåñòâå AH ñ ÷àñòè÷íûì

ïîðÿäêîì ≥l.

Îïðåäåëåíèå 3. Ïàðà (ρA, ρB) íàçûâàåòñÿ H-ìàêñèìàëüíîé ñïðàâà,

åñëè ýëåìåíò (ρA, ρB) ∈ AH ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì â ìíîæåñòâå AH ñ ÷à-

ñòè÷íûì ïîðÿäêîì ≥r.
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Îïðåäåëåíèå 4. Ïàðà (ρA, ρB) íàçûâàåòñÿ H-ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà

ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñïðàâà è ñëåâà îäíîâðåìåííî.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå A ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè �l,�r:

(ρ′A, ρ′B) �l (ρ′′A, ρ′′B) ⇔ H(ρ′A, ρ′B) = H(ρ′′A, ρ′′B), ρ′A ⊇ ρ′′A, ρ′B = ρ′′B

(ρ′A, ρ′B) �r (ρ′′A, ρ′′B) ⇔ H(ρ′A, ρ′B) = H(ρ′′A, ρ′′B), ρ′A = ρ′′A, ρ′B ⊆ ρ′′B

Îïðåäåëåíèå 5. Ïàðà (ρA, ρB) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñëåâà, åñëè

ýëåìåíò (ρA, ρB) ∈ A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî ïî-

ðÿäêà �l.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïàðà (ρA, ρB) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé ñïðàâà, åñ-

ëè ýëåìåíò (ρA, ρB) ∈ A ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì îòíîñèòåëüíî ÷àñòè÷íîãî

ïîðÿäêà �r.

Îïðåäåëåíèå 7. Ïàðà (ρA, ρB) íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíîé, åñëè îíà

ìàêñèìàëüíà ñëåâà è ñïðàâà îäíîâðåìåííî.

Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýòè 2 ïîíÿòèÿ ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ïðåäëîæåíèåì.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïàðà (ρA, ρB) ∈ A ìàêñèìàëüíà ñïðàâà(ñëåâà) òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà H-ìàêñèìàëüíà ñïðàâà(ñëåâà), ïðè H = H (ρA, ρB).

Äðóãàÿ õàðàêòåðèçàöèÿ ìàêñèìàëüíûõ ñëåâà ïðåäèêàòíûõ ïàð ïîëó÷à-

åòñÿ èç ñëåäóþùåé äîêàçàííîé òåîðåìû. Ââåäåì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 8. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî {xi}, xi ∈ A, ãäå i = 1, n, ïðè-

÷åì íà A çàäàí m-ìåñòíûé ïðåäèêàò ρA. Îáîçíà÷èì Str(ρA, {xi}n
i=1) è íàçî-

âåì ρA - ñòðóêòóðîé {xi} ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî Bm
n , ãäå Bn = {1, 2, ..., n}:

Str(ρA, {xi}n
i=1) = {(i1, ..., im) : (xi1, ..., xim) ∈ ρA}.

Íàïðèìåð, â ñëó÷àå, êîãäà xi = x è (x, ..., x) ∈ ρA, Str(ρA, {xi}n
i=1) = Bm

n .

Îïðåäåëåíèå 9. Ïóñòü íà ìíîæåñòâàõ A1, ..., As çàäàíû m-ìåñòíûå ïðå-

äèêàòû ρA1
, ..., ρAs

ñîîòâåòñòâåííî. Òîãäà íàçîâåì äåêàðòîâûì ïðîèçâåäåíèåì

ýòèõ ïðåäèêàòîâ è îáîçíà÷èì ρA1
×...×ρAs

m-ìåñòíûé ïðåäèêàò íàA1×...×As,

òàêîé, ÷òî
〈(

a1
1, ..., a

1
s

)
, ..., (am

1 , ..., am
s )

〉
∈ ρA1

× ...× ρAs
òîãäà, è òîëüêî òîãäà,

êîãäà äëÿ ëþáîãî i = 1, s:
(
a1

i , ..., a
m
i

)
∈ ρAi

.
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Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü íà ìíîæåñòâå A çàäàí m-ìåñòíûé ïðåäèêàò ρA.

Òîãäà m-ìåñòíûé ïðåäèêàò ρA × · · · × ρA íà As íàçîâåì s-îé ñòåïåíüþ ρA è

îáîçíà÷èì ρs
A.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü äàíû ìíîæåñòâà =i è =e, è íà îáîèõ ìíîæåñòâàõ çà-

äàíû m-ìåñòíûå ïðåäèêàòû ρi è ρe, è ïóñòü M0 = H ⊆ H (ρi, ρe). Îáîçíà÷èì

Mp
0 = {R : =i → =p

e; R(x) = (b1(x), ..., bp(x)) , bi ∈ M0}. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïàðà

(ρi, ρe) áûëà H-ìàêñèìàëüíà ñëåâà íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ âñÿ-

êîãî íàòóðàëüíîãî n è äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà {xj}, xj ∈ =i, ãäå j = 1, n,

ñóùåñòâîâàëè òàêèå ÷èñëî p è ôóíêöèÿ R ∈ Mp
0, ÷òî Str(ρi, {xj}n

j=1) =

Str(ρp
e, {R(xj)}n

j=1).

Â ïàðàãðàôå 4 âûÿñíÿåòñÿ ñìûñë ìàêñèìàëüíîñòè ñëåâà ïðåäèêàòíûõ

ïàð â ñëó÷àÿõ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ è ïðåäèêàòíîãî îïèñàíèÿ âûïîëíÿþùèõ

íàáîðîâ 2-ÊÍÔ. Äëÿ ÷àñòè÷íûõ ïîðÿäêîâ äîêàçàíî ñëåäóþùåå.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü çàäàíû ìíîæåñòâà A, B è ïàðà áèíàðíûõ ïðå-

äèêàòîâ (ρA, ρB), ãäå ρB � ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê, íå ÿâëÿþùèéñÿ òðèâèàëüíîé

ýêâèâàëåíòíîñòüþ. Ïàðà (ρA, ρB) ìàêñèìàëüíà ñëåâà òîãäà è òîëüêî òîãäà,

êîãäà ïðåäèêàò ρA óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì òðàíçèòèâíîñòè è ðåôëåêñèâíî-

ñòè.

Â ïàðàãðàôå 5 èñõîäÿ èç óñëîâèé ìàêñèìàëüíîñòè ñëåâà ïðåäëàãàåòñÿ

ñëåäóþùàÿ àêñèîìàòèêà îòíîøåíèÿ ¾ìåæäó¿.

Îïðåäåëåíèå 11. Òåðíàðíûé ïðåäèêàò M çàäàííûé íà ìíîæåñòâå X

íàçîâåì îòíîøåíèåì ¾ìåæäó¿, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1-4.

1. Mk(x, y, z) ⇒ Mk(z, y, x)

2. Mk(x, x, y)&Mk(x, y, y)

3. Mk(x, y, x) ⇒ Mk(y, x, y)

4. Mk(x, y, z)&Mk(x, y′, z)&Mk(y, t, y′) ⇒ Mk(x, t, z)
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ÃËÀÂÀ 2. Î ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèÿõ ñ ýôôåêòèâíî-

ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ñîãëàñîâàíèÿ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé

Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà õàðàêòåðèçàöèè ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèé ñ

ýôôåêòèâíî-ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ñîãëàñîâàíèÿ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé. Ãëàâà

ñîñòîèò èç ïÿòè ïàðàãðàôîâ.

1. Ââåäåíèå

2. Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûõ êëàññîâ ïðåäè-

êàòîâ

3. Ìàêñèìàëüíûå êëàññû ïðåäèêàòîâ â áóëåâîì ñëó÷àå

4. Ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü ïîðÿäêîâîãî êëàññà ïðåäèêàòîâ â îáùåì

ñëó÷àå

5. Îòêðûòûå âîïðîñû

Â ââåäåíèè ãëàâû äàþòñÿ îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Îïðåäåëåíèå 12. Ïóñòü çàäàíà ìîäåëü H = (A, Pm1
1 , ..., Pmk

k ), ãäå Pmi

i

åñòü ïðåäèêàò àðíîñòè mi, çàäàííûé íà ìíîæåñòâå A. Ñèãíàòóðîé ìîäåëè H

íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (m1, ...,mk).

Îïðåäåëåíèå 13. Ïóñòü çàäàíà êîíå÷íàÿ ìîäåëü H = (A, Pm1
1 , ..., Pmk

k ).

Íàçîâåì çàäà÷åé FTS (H)(Fitting to Training Set) îïòèìèçàöèîííóþ çà-

äà÷ó, âõîäîì äëÿ êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ êîíå÷íàÿ ìîäåëü I =

(B, Qm1
1 , ..., Qmk

k ) (ñ òîé æå ñèãíàòóðîé ÷òî è H) è êîíå÷íûé íàáîð ïàð

Π = {(xi, yi, wi) |xi ∈ B, yi ∈ A, wi ∈ N}n
i=1. Äëèíîé âõîäà ñ÷èòàåì

k∑
i=1

|B|mi +

(n + 1) |B|+ n |A|+
n∑

i=1
dlog wie. Òðåáóåòñÿ íàéòè

n∑
i=1

wi [f (xi) = yi] → max
f∈Hom(I,H)

,

ãäå Hom (I, H) � ìíîæåñòâî ãîìîìîðôèçìîâ èç I â H.

Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðîì âñÿêîé çàäà÷è ÿâëÿþòñÿ ëèøü ïðåäèêàòû íà

ìíîæåñòâå çíà÷åíèé, èëè, èíà÷å ãîâîðÿ, ìîäåëü ìíîæåñòâà çíà÷åíèé. È ïîä
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çàäà÷åé êëàññèôèêàöèè ìû ïîäðàçóìåâàåì çàäà÷ó ïåðå÷èñëåíèÿ òàêèõ ìîäå-

ëåé H, äëÿ êîòîðûõ FTS (H) ÿâëÿåòñÿ ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìîé çàäà÷åé.

Ïðåäëîæåííûé ïîäõîä ê êëàññèôèêàöèè ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèé ñ

ýôôåêòèâíî-ðàçðåøèìîé çàäà÷åé ñîãëàñîâàíèÿ ìîæåò áûòü îïðàâäàí òåì,

÷òî ìíîæåñòâî çíà÷åíèé â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íûì, è ðåëÿ-

öèîííàÿ ñòðóêòóðà íà íåì áûâàåò äîñòàòî÷íî ïðîñòîé, ÷òîáû ÿâíî ïðîâåðèòü

âûïîëíåíèå êðèòåðèåâ ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè FTS (H). Ýôôåêòèâíàÿ

æå ðàçðåøèìîñòü FTS (H), â ñâîþ î÷åðåäü, ãàðàíòèðóåò, ÷òî îïòèìàëüíàÿ

ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ýôôåêòèâíî íàéäåíà äëÿ ëþáîé êîíå÷íîé ìîäåëè I (î

êîòîðîé ìîæíî äóìàòü êàê îá îáúåäèíåíèè îáó÷àþùåé è êîíòðîëüíîé âûáî-

ðîê). Óòî÷íèì ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé ðàçðåøèìîñòè.

Îïðåäåëåíèå 14. Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî A è íà íåì çàäàí êëàññ ïðå-

äèêàòîâ S = {ρnα
α ⊆ Anα}α∈A. Åñëè äëÿ ëþáîé ìîäåëè H = (A, Pm1

1 , ..., Pmk

k ),

ãäå Pmi

i ∈ S, çàäà÷à FTS (H) ÿâëÿåòñÿ ðàçðåøèìîé íà ìàøèíå Òüþðèíãà çà

ïîëèíîìèàëüíîå îò äëèíû âõîäà ÷èñëî øàãîâ, òî S íàçûâàåòñÿ ýôôåêòèâíî

ðàçðåøèìûì êëàññîì.

Çàìåòèì, ÷òî ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûå êëàññû ïðåäèêàòîâ îáðàçóþò ÷à-

ñòè÷íûé ïîðÿäîê ïî âêëþ÷åíèþ. Èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò âîïðîñ î õàðàêòå-

ðèçàöèè ìàêñèìàëüíûõ ýëåìåíòîâ äàííîãî ïîðÿäêà, òî åñòü òàêèõ êëàññîâ,

êîòîðûå íå ñîäåðæàòüñÿ íè â êàêèõ äðóãèõ. Íàçîâåì òàêèå êëàññû ìàêñè-

ìàëüíûìè.

Â ïàðàãðàôå 2 âûÿâëÿåòñÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ýôôåêòèâíî ðàç-

ðåøèìûõ êëàññîâ ïðåäèêàòîâ.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü ρ ⊆ Am è f : An → A. Ôóíêöèÿ f ñîõðà-

íÿåò ïðåäèêàò ρ, åñëè äëÿ ëþáûõ
(
xi

1, ..., x
i
m

)
∈ ρ, i = 1, n ñïðàâåäëèâî(

f
(
x1

1, ..., x
n
1
)
, ..., f

(
x1

m, ..., xn
m

))
∈ ρ.

Äëÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé F îáîçíà÷èì Inv (F ) ìíîæåñòâî ïðåäèêàòîâ

ñîõðàíÿþùèõñÿ äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç F .

Äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèé îñíîâíîé ðåçóëüòàò.

Òåîðåìà 2. Âñÿêèé ìàêñèìàëüíûé êëàññ ïðåäèêàòîâ S îïðåäåëÿåòñÿ
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íåêîòîðûì êëàññîì ôóíêöèé F , òî åñòü S = Inv (F ). Ïðè ýòîì, äëÿ ëþáîãî

f ∈ F, f : An → A, ñïðàâåäëèâî, ÷òî f (x1, ..., xn) ∈ {x1, ..., xn}, òî åñòü f

êîíñåðâàòèâíà.

ßñíî, ÷òî F ìîæíî ñ÷èòàòü çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî ñóïåðïîçèöèé è

çàìåí ïåðåìåííûõ êëàññîì ôóíêöèé, òàê êàê âçÿòèå çàìûêàíèÿ íå èçìåíÿåò

Inv (F ). Ïàðàãðàô 3 ïîñâÿùåí ñëåäñòâèÿì èç ýòîãî ôàêòà è èç øèðîêî èçâåñò-

íîé êëàññèôèêàöèè Ïîñòà çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Íàïîìíèì

ñòàíäàðòíûå îáîçíà÷åíèÿ èç òåîðèè çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé:

T01�ôóíêöèè ñîõðàíÿþùèå 0 è 1, M01�ìîíîòîííûå ôóíêöèè ñîõðàíÿþùèå 0

è 1, S01�ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíêöèè ñîõðàíÿþùèå 0 è 1. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò

òàêîâ.

Òåîðåìà 3. Êëàññû ïðåäèêàòîâ Inv (T01) , Inv (M01) , Inv (S01) è òîëüêî

îíè, ìàêñèìàëüíû â áóëåâîì ñëó÷àå, òî åñòü êîãäà A = {0, 1}.
Êàê èçâåñòíî, â íåáóëåâîì ñëó÷àå çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé êîíòè-

íóàëüíîå ìíîæåñòâî. Ïîòîìó, ïîäõîä îñíîâàííûé íà ðàññìîòðåíèè êàæäîãî

çàìêíóòîãî êëàññà â îòäåëüíîñòè íåïðèìåíèì. Ïðåäñòàâëÿåò èíòåðåñ îïèñàòü

÷åðåç îòíîøåíèå ñîõðàíåíèÿ ôóíêöèåé ïðåäèêàòà êàê ìîæíî áîëåå øèðîêèå

ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûå êëàññû ïðåäèêàòîâ.

Î÷åâèäíî, ÷òî êëàññ Inv (M01) ñîîòâåòñòâóåò îãðàíè÷åíèÿì ìîíîòîííî-

ñòè è, êàê ïîêàçàíî, òàêèå îãðàíè÷åíèÿ â áóëåâîì ñëó÷àå ýôôåêòèâíî ðàçðå-

øèìû. Îáîáùåíèþ ýòîãî ôàêòà è ïîñâÿùåí ïàðàãðàô 4.

Ïóñòü íà A = {0, 1, ..., k − 1} çàäàí ïîëíûé ïîðÿäîê ≤. Äëÿ ïðîñòîòû

áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî 0 ≤ 1 ≤ ... ≤ k − 1. Ïîëîæèì äëÿ x, y ∈ A, x ∧ y =

min {x, y} , x∨y = max {x, y}, è ââåäåì êëàññ ïðåäèêàòîâ Inv ({x ∧ y, x ∨ y}).
Òåîðåìà 4. Êëàññ Inv ({x ∧ y, x ∨ y}) � ýôôåêòèâíî ðàçðåøèìûé êëàññ

ïðåäèêàòîâ.

Ñëåäñòâèå. Äëÿ ïðåäèêàòà ïîëíîãî ïîðÿäêà x ≥A y ⇔ x = x ∨ y ñïðà-

âåäëèâî, ÷òî FTS
(
H =

(
A,≥A

))
� ïîëèíîìèàëüíî ðàçðåøèìàÿ çàäà÷à.

Â äîêàçàòåëüñòâå ýòîãî ðåçóëüòàòà àêòèâíî èñïîëüçîâàëñÿ àïïàðàò óíè-

âåðñàëüíîé àëãåáðû è òåîðèè ìàêñèìèçàöèè ñóïåðìîäóëÿðíûõ ôóíêöèé.
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Â ïàðàãðàôå 5 îáñóæäåíû íåêîòîðûå îòêðûòûå âîïðîñû.

ÃËÀÂÀ 3. Çàäà÷à ìîíîòîíèçàöèè âûáîðêè

Â ãëàâå 3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíàÿ çàäà÷à ìèíèìàëüíîé

êîððåêöèè îáó÷àþùåé âûáîðêè äëÿ ïîñòðîåíèÿ íà îñíîâå ñêîðåêòèðîâàííîé

ìîíîòîííîãî îòîáðàæåíèÿ. Ãëàâà ñîñòîèò èç øåñòè ïàðàãðàôîâ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è ìîíîòîíèçàöèè âûáîðêè

2. Çàäà÷à ìîíîòîíèçàöèè âûáîðêè è ìàêñèìàëüíûå íåçàâèñèìûå ïîäìíî-

æåñòâà

3. NP-ïîëíîòà MaxCMS

4. 1-MaxCMS

5. 2-MaxCMS

6. Ïðèáëèæåííûé àëãîðèòì äëÿ 2-MaxCMS

Â ïàðàãðàôå 1 ïîñòàâëåíà ñëåäóþùàÿ çàäà÷à, îáîçíà÷åííàÿ êàê

MaxCMS(Maximal Consistent with Monotonicity Set).

MaxCMS. Çàäàíû êîíå÷íûå ìíîæåñòâà Bn, Bm, ãäå Br = {1, ..., r} è íà
íèõ ÷àñòè÷íûå ïîðÿäêè ≥1,≥2 ñîîòâåòñòâåííî è ôóíêöèÿ ϕ : Bn → Bm.

Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà i ∈ Bn çàäàí ïîëîæèòåëüíûé öåëî÷èñëåííûé âåñ

wi. Òðåáóåòñÿ íàéòè ìàêñèìàëüíîå ïî âåñó ïîäìíîæåñòâî B ⊆ Bn, òàêîå,

÷òî ôóíêöèÿ ϕ, îãðàíè÷åííàÿ íà B, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, òî åñòü ∀i, j ∈
B

[
i ≥1 j → ϕ (i) ≥2 ϕ (j)

]
.

Îïðåäåëåíèå 16. Ìíîæåñòâà B ⊆ Bn, òàêèå, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ, îãðàíè-

÷åííàÿ íà B, ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé, íàçûâàþòñÿ äîïóñòèìûìè.

Â ïàðàãðàôå 2 îáñóæäàåòñÿ ñâÿçü ìåæäó äàííîé îïòèìèçàöèîííîé çà-

äà÷åé è ìàêñèìàëüíûì íåçàâèñèìûì ìíîæåñòâîì â îðãðàôàõ ñïåöèàëüíîãî

òèïà.

Ââåäåì íà ìíîæåñòâå Bn ÷àñòè÷íûé ïðåäïîðÿäîê (íàïîìíèì, ÷òî òàê

íàçûâàåòñÿ òðàíçèòèâíûé è ðåôëåêñèâíûé áèíàðíûé ïðåäèêàò):

i � j ⇔ ϕ (i) ≥2 ϕ (j) .
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Ðàññìîòðèì îðãðàô G = (V, E), ãäå V = Bn, à E ={
(i, j) |i ≥1 j, ϕ (i) 6≥2 ϕ (j)

}
. Îðãðàô G òàêæå ìîæåò áûòü çàäàí ðàâåíñòâà-

ìè: V = Bn è E =≥1 ∩�, ãäå � � äîïîëíåíèå áèíàðíîãî ïðåäèêàòà.

Îïðåäåëåíèå 17. Âñÿêèé îðãðàô, ìíîæåñòâî äóã êîòîðîãî ìîæåò áûòü

ïðåäñòàâëåíî êàê ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðûõ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà è äîïîëíåíèÿ

÷àñòè÷íîãî ïðåäïîðÿäêà íà âåðøèíàõ îðãðàôà íàçûâàåòñÿ ñïåöèàëüíûì.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ìàêñèìàëüíîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðàâíî ìàêñè-

ìàëüíîìó íåçàâèñèìîìó ìíîæåñòâó ñïåöèàëüíîãî îðãðàôà G.

Ïðåäëîæåíèå 4. Ïóñòü ïðîèçâîëüíûé ñïåöèàëüíûé îðãðàô G′ çàäàåòñÿ

ìíîæåñòâîì âåðøèí V ′ = Bn ñ âåñàìè w′
i è äóã E ′ =≥′ ∩�′, ïðè÷åì çàäàíû ïî

îòäåëüíîñòè ≥′ è �′ (òî åñòü ìíîæåñòâî äóã E ′ íå íóæíî äåêîìïîçèðîâàòü).

Òîãäà çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìàêñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â òàêîì

îðãðàôå ïîëèíîìèàëüíî ñâîäèòñÿ ê MaxCMS.

Â ïàðàãðàôå 3 äîêàçàíà NP-òðóäíîñòü MaxCMS. Ïàðàãðàô 4 ïîñâÿùåí

ïîäçàäà÷àì MaxCMS � d-MaxCMS. Ââåäåì ýòî ïîíÿòèå.

Âñÿêèé ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå ìîæíî ïðåäñòàâèòü

êàê ïåðåñå÷åíèå ïîëíûõ ïîðÿäêîâ íà íåì.

Îïðåäåëåíèå 18. Ïóñòü íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå M çàäàí ÷àñòè÷íûé

ïîðÿäîê ≥. Ðàçìåðíîñòüþ ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≥ íàçîâåì ìèíèìàëüíîå ÷èñëî

d ïîëíûõ ïîðÿäêîâ ≥1, ...,≥d, ÷òî ≥=≥1 ∩...∩ ≥d .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó MaxCMS ñ âõîäîì
(
≥1,≥2, ϕ, w

)
äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà

ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≥2 ðàâíà d. Â ýòîì ñëó÷àå ≥2=≥1 ∩...∩ ≥d.

Äëÿ ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòîé çàäà÷å ñïåöèàëüíîãî îðãðàôà G = (V, E) áóäåò

ñïðàâåäëèâî: V = Bn è E =≥1 ∩�, ãäå i � j ⇔ i �1 j&...&i �d j è

i �s j ⇔ ϕ (i) ≥s ϕ (j). È òîãäà,

E =≥1 ∩�1 ∩...∩ �d =≥1 ∩ (�1 ∪ ... ∪ �d) =
(
≥1 ∩�1

)
∪ ... ∪

(
≥1 ∩�d

)
.

Òàê êàê êàæäûé èç ïðåäèêàòîâ �s ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíûì, òî E ìîæíî

ïðåäñòàâèòü êàê îáúåäèíåíèå d òðàíçèòèâíûõ ïðåäèêàòîâ.
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Îïðåäåëåíèå 19. Çàäà÷à MaxCMS ñ âõîäîì
(
≥1,≥2, ϕ, w

)
äëÿ ñëó÷àÿ,

êîãäà ðàçìåðíîñòü ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà ≥2 ðàâíà d, íàçûâàåòñÿ d-MaxCMS.

Ôàêòè÷åñêè äîêàçàíî

Ïðåäëîæåíèå 5. d-MaxCMS ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàêñèìàëüíîãî

íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â îðãðàôå G = (V, E), ãäå E =�1 ∪...∪ �d, è ïðå-

äèêàòû �s òðàíçèòèâíû, ïðè÷åì â G íåò öèêëîâ.

Èç ïðåäëîæåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî 1-MaxCMS ñâîäèòñÿ ê íàõîæäåíèþ ìàê-

ñèìàëüíîãî íåçàâèñèìîãî ìíîæåñòâà â îðãðàôå G = (V, E) áåç öèêëîâ,

óäîâëåòâîðÿþùåìó óñëîâèþ òðàíçèòèâíîñòè äóã: åñëè (u, v) , (v, t) ∈ E, òî

(u, t) ∈ E. Ýòà çàäà÷à èìååò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ, òàê êàê

ãðàô, ïîëó÷àåìûé èç îðãðàôà G ïðåîáðàçîâàíèåì äóã â íåîðèåíòèðîâàííûå

ðåáðà, ÿâëÿåòñÿ ãðàôîì ñðàâíèìîñòè íåêîòîðîãî ÷àñòè÷íîãî ïîðÿäêà, òî åñòü

ñîâåðøåííûì. Äàëåå â ïàðàãðàôå ïðèâåäåí îäèí èç àëãîðèòìîâ åå ðåøåíèÿ,

ñëåäóÿ Ìîõðèíãó.

Ïàðàãðàôû 5 è 6 ïîñâÿùåíû çàäà÷å 2-MaxCMS. Ïîêàçàíî, ÷òî çàäà÷à

ñâîäèòñÿ ê êâàäðàòè÷íî-âîãíóòîìó ïðîãðàììèðîâàíèþ. Êðîìå òîãî, äëÿ íåå

ñòðîèòñÿ ïðèáëèæåííûé ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ.

ÃËÀÂÀ 4. Ïðåäèêàòíîå çàäàíèå óíèâåðñàëüíûõ îãðàíè÷åíèé àë-

ãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà

Â ãëàâå 4 ââîäèòñÿ ñõåìà îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ êàòåãîðèé àëãåáðàè÷å-

ñêîãî ïîäõîäà ÷åðåç àïïàðàò ïðåäèêàòíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé.

Ðàññìîòðèì íåêîòîðûé êëàññ ìíîæåñòâ I. Ïóñòü íà êàæäîì ìíîæåñòâå

A ∈ I çàäàí m-ìåñòíûé ïðåäèêàò ρA è ïóñòü äàíà êàòåãîðèÿ Ψ(I, ρ), îáúåê-

òàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà A è èõ äåêàðòîâû ñòåïåíè As, s=1,2,3,...,

à ìíîæåñòâà ìîðôèçìîâ äëÿ ëþáûõ A, B ∈ I è s, r ∈ N îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåí-

ñòâîì Hom(As, Br) = H(ρs
A, ρr

B). Ñêàæåì, ÷òî êàòåãîðèÿ Ψ(I, ρ) ïîðîæäåíà

êëàññîì âñåõ òàêèõ ïàð 〈A, ρA〉.
Äîêàçàí ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò.
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Òåîðåìà 5. Ðàíåå ââåäåííûå ñèììåòðè÷åñêèå, ôóíêöèîíàëüíûå êàòåãî-

ðèè äîïóñêàþò ïîäîáíîå îïèñàíèå.

ÂÛÂÎÄÛ

• Èç ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ïðåäèêàòíûõ îïèñàíèé âûäåëåíû ìàê-

ñèìàëüíûå è ïîëó÷åíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ìàêñèìàëüíî-

ñòè. Êàê âèäíî èç ïîëó÷åííûõ êðèòåðèåâ äëÿ ñëó÷àåâ îïèñàíèÿ ìîíîòîííûõ

ôóíêöèé è âûïîëíÿþùèõ íàáîðîâ 2-ÊÍÔ, ïðè çàäàííîì ïðåäèêàòå íà ìíî-

æåñòâå çíà÷åíèé, óñëîâèå ìàêñèìàëüíîñòè ñëåâà ïîçâîëÿåò ñäåëàòü âûâîäû

î íåêîòîðûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ñâîéñòâàõ ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðåäèêàòà íà ìíî-

æåñòâå îïðåäåëåíèÿ.

• Àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïîçâîëÿåò äàòü ïîëíóþ êëàññèôèêàöèþ ýô-

ôåêòèâíî ñîãëàñóåìûõ ñ îáó÷àþùåé âûáîðêîé ïðåäèêàòíûõ îãðàíè÷åíèé â

áóëåâîì ñëó÷àå. Â îáùåì ñëó÷àå ââåäåí âàæíûé ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ

ïîðÿäêîâûé êëàññ ïðåäèêàòîâ è ïîêàçàíà åãî ýôôåêòèâíàÿ ðàçðåøèìîñòü.

• Ðàññìîòðåíà çàäà÷à âûäåëåíèÿ ìàêñèìàëüíîé ïîäâûáîðêè îáó÷àþùåé
âûáîðêè, íå ïðîòèâîðå÷àùåé îãðàíè÷åíèÿì ìîíîòîííîñòè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

äàííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ NP-òðóäíîé è ðàâíîñèëüíà çàäà÷å î ìàêñèìàëüíîì

íåçàâèñèìîì ìíîæåñòâå â ñïåöèàëüíûõ îðãðàôàõ.

• Ââåäåíà ñõåìà îïðåäåëåíèÿ äîïóñòèìûõ êàòåãîðèé àëãåáðàè÷åñêîãî

ïîäõîäà ÷åðåç àïïàðàò ïðåäèêàòíîãî îïèñàíèÿ ìíîæåñòâ îòîáðàæåíèé. Â

ðàìêàõ ïðåäëàãàåìîé ñõåìû ïîêàçàíî, ÷òî ðàíåå èçó÷åííûå ìîíîòîííûå, ñèì-

ìåòðè÷åñêèå è ôóíêöèîíàëüíûå êàòåãîðèè äîïóñêàþò ïðåäèêàòíîå îïèñàíèå.
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