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Ââåäåíèå

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ

Çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ÷àñòî âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îáëàñòÿõ ñî-

âðåìåííîé íàóêè è òåõíèêè. Â áèîëîãèè è õèìèè àêòóàëüíû ïðîáëåìû ïîèñêà

êîíôèãóðàöèé ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ìèíèìóìó

ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ [1]. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðàçðà-

áîòêå íîâûõ ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ [2]. Â ìèêðîýëåêòðîíèêå íåîáõîäèìî îï-

òèìèçèðîâàòü ðàçìåùåíèå êîìïîíåíòîâ áîëüøèõ èíòåãðàëüíûõ ìèêðîñõåì [3].

Îïòèìèçàöèÿ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ â ïðîìûøëåííîì äèçàéíå äëÿ óëó÷øåíèÿ ïà-

ðàìåòðîâ ðàçëè÷íûõ êîíñòðóêöèé è èçäåëèé [4, 5]. Òàêæå ê îïòèìèçàöèîííûì

îòíîñÿòñÿ ðàçëè÷íûå ëîãèñòè÷åñêèå çàäà÷è, óïðàâëåíèå òðàíñïîðòíûìè ïîòî-

êàìè [6�8], ðàçìåùåíèå ïðåäïðèÿòèé [9], ïëàíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâà [10]. Áîëü-

øîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå èìåþò çàäà÷è äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñâÿ-

çàííûå ñ ïîèñêîì îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ (òåëåêîììó-

íèêàöèîííûõ âûøåê, çàïðàâî÷íûõ ñòàíöèé è ò.ï.). Ìíîãî âíèìàíèÿ ïîñëåä-

íåå âðåìÿ óäåëÿåòñÿ çàäà÷àì òåîðèè ðàñïèñàíèé [11, 12]. Êëàññè÷åñêèì ñòàëî

ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòèôèêà-

öèè ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà [13]. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

íåðåäêî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ [14]. Åñòü ìíîãî è äðóãèõ

îáëàñòåé, â êîòîðûõ îïòèìèçàöèÿ íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå.

Ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷è ïðèêëàäíîé îïòèìèçàöèè ÿâ-

ëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûìè äëÿ ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íûõ îòðàñëåé íàóêè è òåõ-
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íîëîãèé. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîí-

íûõ çàäà÷ è èõ ðåàëèçàöèÿ â âèäå ïðèêëàäíûõ ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ïðåä-

ñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé íàó÷íîé è ïðàêòè÷åñêîé ïðîáëåìîé. Íåðåäêî ïðè ðå-

øåíèè ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îãðàíè÷èâàþòñÿ ïîèñêîì ëîêàëüíûõ ìèíèìóìîâ, ò.å.

òî÷åê, ÿâëÿþùèõñÿ ìèíèìóìîì â íåêîòîðîé ñâîåé îêðåñòíîñòè. Òåîðèÿ òàêèõ

ìåòîäîâ õîðîøî ðàçâèòà êàê äëÿ íåïðåðûâíûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ [15�18],

òàê è äëÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ [19�21].

Èíòåðåñ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè âîçíèê äîñòàòî÷íî äàâíî,

à àêòèâíîå ðàçâèòèå ýòè ìåòîäû ïîëó÷èëè âî âòîðîé ïîëîâèíå XX âåêà. Ìåòîäû

ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâà êëàñ-

ñà: ýâðèñòè÷åñêèå è äåòåðìèíèðîâàííûå. Ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû îñíîâàíû íà

ïðàâäîïîäîáíûõ, íî íå âñåãäà ñòðîãî îáîñíîâàííûõ, ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïðèðîäå

ðåøàåìîé çàäà÷è è ïîçâîëÿþò íàéòè íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå, íå äàâàÿ

ïðè ýòîì êàêèõ-ëèáî ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê íà âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ íàé-

äåííîãî ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ îò îïòèìóìà. Ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû íåðåäêî

ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè �÷åðíîãî ÿùèêà�, êîãäà àíàëèòè-

÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè íåèçâåñòíî. Áîëüøîé âêëàä â ñîçäàíèå,

ðàçâèòèå è èññëåäîâàíèå ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ áûë âíåñåí ïðåäñòàâèòåëÿ-

ìè ðîññèéñêîé è çàðóáåæíûõ øêîë îïòèìèçàöèè Þ.È. Æóðàâëåâûì [22], Ê.Â.

Ðóäàêîâûì [23], Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì [24], È.Õ. Ñèãàëîì [25], À.À. Êîðáó-

òîì [26], Þ.À. Êî÷åòîâûì [19], Á.Ò. Ïîëÿêîì [27], Ïëÿñóíîâûì À.Â. [20], À.Ï.

Êàðïåíêî [28], Êóðåé÷èêîì Â.Â. [29], F. Glover [30], G. Kochenberger [31] , C.

Cotta [32], R. Marti [33] è ìíîãèìè äðóãèìè. Äëÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ èíîãäà óäà-

åòñÿ ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòíûå îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèÿ [34].

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå óäåëåíî äåòåðìèíèðîâàííûì

ìåòîäàì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Â îòëè÷èå îò ýâðèñòè÷åñêèõ, òàêèå ìåòî-

äû ïîçâîëÿþò íå òîëüêî íàéòè ðåøåíèå, íî è äàþò îöåíêó îòêëîíåíèÿ îò îï-
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òèìóìà íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàçëè÷íûå äåòåðìèíèðîâàí-

íûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ñîçäàâàëèñü è ðàçâèâàëèñü È.Õ. Ñè-

ãàëîì [35], Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì [36], Â.Ï. ×åðåíèíûì [37], Â.Ð. Õà÷àòó-

ðîâûì [38], À.À. Ëàçàðåâûì [39], À. À. Êîëîêîëîâûì [40], G. Danzig [41], E.

Balas [42], D. Pisinger [43], S. Martello [44], P. Toth [45], è äð. Äåòåðìèíèðîâàííûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè áûëè ðàçðàáîòà-

íûÞ.Ã. Åâòóøåíêî [46�48], C.À. Ïèÿâñêèì [49], Ð.Ã. Ñòðîíãèíûì [50], Â.Ï. Ãåð-

ãåëåì [51], ß.Ä. Ñåðãååâûì [52], À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèì [53], Å.Ñ. Ëåâèòèíûì [54],

Â.Ï. Áóëàòîâûì [55], Î. Â. Õàìèñîâûì [56], E. Hansen [57], R. Kearfott [58], J.

Pinter [59], H. Tuy [60] è äðóãèìè èññëåäîâàòåëÿìè. Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ

ðàáîòà âî-ìíîãîì ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé [46],

êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí Þ.Ã. Åâòóøåíêî â 1971 ãîäó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îï-

òèìèçàöèè ñ ïðîñòûìè (ïàðàëëåëåïèïåäíûìè) îãðàíè÷åíèÿìè è â äàëüíåéøåì

áûë îáîáùåí íà áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷, âêëþ÷àÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Áîëüøîå âíèìàíèå â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ óäåëÿåòñÿ ìíîãîêðèòåðè-

àëüíîé îïòèìèçàöèè (ÌÊÎ). Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè è ìåòîäîâ

ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ âíåñëè À.Â. Ëîòîâ [61, 62], Â.Â. Ïîäèíîâñêèé [63], Â.À.

Áóøåíêîâ [62, 64], Â.Ä. Íîãèí [65], Ã.Ê. Êàìåíåâ [61], È.Ì. Ñîáîëü [66], Ð.Á.

Ñòàòíèêîâ [67, 68], K. Deb [69], M. Ehrgott [70], E. Zitzler [71], H.P. Benson [72],

A. Pascoletti [73], P. Sera�ni [74], K. Miettinen [75] è ìíîãèå äðóãèå. Äåòåðìè-

íèðîâàííûå ìåòîäû ïîñòðîåíèå ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ

çàäà÷ áûëè ïðåäëîæåíû Þ.Ã. Åâòóøåíêî è Ì.À. Ïîòàïîâûì [76]. Äèñêðåòíûå

ìíîãîêðèòåðèàëüíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ È.Õ. Ñèãàëà [77], È.È.

Ìåëàìåäà [78], Ä.È. Êîãàíà [79].

Î÷åíü âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîïðîñ îá îöåíêàõ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíî-

ñòè ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ. Îïðåäåëåíèå êëàññà ñëîæíîñòè è ïîëó÷åíèå
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îöåíêà íà ÷èñëî øàãîâ. Ïîäîáíûå âîïðîñû ñëîæíîñòè â ðàáîòàõ À.Â. Êåëüìà-

íîâà è À.Â. Ïÿòêèíà [80,81], Ì.Þ. Õà÷àÿ [82,83], Þ.À. Êî÷åòîâà, À.Â. Ïëÿñó-

íîâà [84,85], Ë.À. Çàîçåðñêîé, À.À. Êîëîêîëîâà, À.Â. Åðåìååâà [86,87] è ìíîãèõ

äðóãèõ.

Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ðàçðàáàòûâàëèñü òàêæå ïðîãðàììíûå êîìïëåê-

ñû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, îáúåäèíÿþùèå ðàçëè÷íûå ìåòîäû ðåøå-

íèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêèå ðàçðàáîòêè, êàê

ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ÄÈÑÎ �Äèàëîãîâàÿ Ñèñòåìà Îïòèìèçàöèè� (ÂÖ ÐÀÍ),

ïàêåòû BARON, BONMIN, KNITRO, CBC è äðóãèå. Îáúåäèíåíèå ðàçëè÷íûõ

ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â îäèí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâ-

äàííûì ïîäõîäîì, òàê êàê ìíîãèå ìåòîäû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷

âçàèìîñâÿçàíû. Íàïðèìåð, ëîêàëüíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìóìà èñïîëüçóþò-

ñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåêîðäîâ â ìåòîäàõ òèïà âåòâåé è ãðàíèö. Ìåòîäû ëèíåéíî-

ãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïðè îðãàíèçàöèè

âåòâëåíèé.

Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ, äîñòèãíóòûé â îáëàñòè ãëîáàëüíîé îï-

òèìèçàöèè, âîçìîæíîñòåé ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ íåðåäêî íå äîñòàòî÷íî äëÿ

ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ. Ïîýòîìó àê-

òóàëüíà çàäà÷à ðàçðàáîòêè íîâûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè è èõ ýô-

ôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðìàõ.

Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ðàçðà-

áîòêà è ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, à òàêæå âñåñòîðîííåå

òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå èõ ýôôåêòèâíîñòè. Äëÿ äî-

ñòèæåíèÿ ýòîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• ðàçðàáîòêà íîâûõ è ðàçâèòèå ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëüíîé è äèñ-

êðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè, îñíîâàííûõ íà

èäåÿõ íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé;
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• ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíî-

ãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè;

• òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ìåòîäîâ

ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ïîëó÷åíèå îöåíîê ñëîæíîñòè îï-

òèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ;

• ñîçäàíèå ìóëüòèïëàòôîðìåííîãî ðàñøèðÿåìîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà,

ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíû íîâûå ìèíîðàíòû è íèæíèå îöåíêè äëÿ ìèíèìèçàöèè ñêàëÿð-

íûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíû íîâûå ìèíîðàíòû, îñíîâàííûå íà îöåíêå ñïåê-

òðà ìàòðèöû Ãåññå, ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ òàêèõ îöåíîê. Äëÿ çàäà÷

îïòèìèçàöèè ñ ïàðàëëåëåïèïåäíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäëîæåíû íîâûå ìè-

íîðàíòû, ó÷èòûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

2. Â ìåòîäå íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ñîêðàùåíèÿ îáëà-

ñòè ïîèñêà, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè äîïîëíåíèÿ ïîêðûâàþùåãî ìíîæå-

ñòâà äî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîçâîëÿþùèå ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü áûñòðîäåé-

ñòâèå ìåòîäà.

3. Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ïåðåíåñåí íà çàäà÷è

÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîêàçàíà êîððåêòíîñòü àëãî-

ðèòìà.

4. Äëÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ ïàðàëëåëåïèïåäíûìè îãðà-

íè÷åíèÿìè äîêàçàíû íîâûå ñâîéñòâà ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà, óñòàíàâëèâàþ-

ùèå ñâÿçü ìåæäó ýòèì ìíîæåñòâîì, ãðàíèöåé Ïàðåòî è îáîëî÷êîé Ýäæâîðòà-

Ïàðåòî.
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5. Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìå-

òîäà.

6. Äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè-

÷åíèÿìè ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ � ìíîæåñòâî ε, δ-

Ïàðåòî è ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü

ìåòîäà.

7. Íà îñíîâå èäåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ââåäåíî ïîíÿòèå ýôôåê-

òèâíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, ïîêàçàíî, ÷òî ýòà îáîëî÷êà ñîäåðæèòñÿ â åãî

âûïóêëîé îáîëî÷êå. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû è ε-îáîëî÷êè

ìíîæåñòâà, ïðåäëîæåíû ìåòîäû èõ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ. Ðàçðàáîòàííûå

ïîíÿòèÿ è ìåòîäû ïðèìåíåíû äëÿ çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âíåøíåé ãðàíèöû ðà-

áî÷åé îáëàñòè ìíîãîñåêöèîííîãî ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà ñ çàäàííîé òî÷íî-

ñòüþ.

8. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê îöåíêå ñëîæíîñòè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðè-

àíòîâ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷.

9. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î áóëå-

âîì ðàíöå. Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå è ñîïîñòàâëåíèå èõ

òî÷íîñòè.

10. Èññëåäîâàí âîïðîñ ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îäíîé èç âîç-

ìîæíûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Ïîëó÷åíà îáùàÿ îöåíêà âû-

÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, íå çàâèñÿùàÿ îò êîíêðåòíîé çàäà÷è. Äëÿ çàäà÷è

î ñóììå ïîäìíîæåñòâ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ìèíèìàëü-

íîé ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè, ìàêñèìàëüíîãî ïàðàëëåëüíîãî óñêîðåíèÿ è

ýôôåêòèâíîñòè.
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11. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ è ãèáðèäíûõ ìåòî-

äîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîì-

ïëåêñàõ, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé, êîììóíèêàöèîííîé è

óïðàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëüíîñòè â ïðîãðàììå. Ðàçðàáîòàí ÿçûê îïèñàíèÿ

óïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíûì ïðîöåññîì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà, îñ-

íîâàííûé íà ôîðìàëèçìå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ýòîò ÿçûê ïîçâîëÿåò îïè-

ñûâàòü êàê óïðàâëåíèå ïðîöåññîì îïòèìèçàöèè, òàê è áàëàíñèðîâêó âû-

÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû. Òàêîé

ïîäõîä ïîçâîëÿåò íåçàâèñèìûì îáðàçîì ðåàëèçîâûâàòü è îòëàæèâàòü ñî-

îòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû, à òàêæå, îáëåã÷àòü ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ïðî-

ãðàììíîãî êîìïëåêñà çà ñ÷åò ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàíåå ðàçðàáîòàí-

íûõ êîìïîíåíò.

12. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ, ïàðàëëåëü-

íûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

áûëè ðåàëèçîâàíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíå÷íîìåð-

íîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè, ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñ-

ëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðìàõ. Â ÷àñò-

íîñòè, ðàçðàáîòàíà è âûïîëíåíà ýôôåêòèâíàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ

ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì,

ïðåâîñõîäÿùàÿ ïî ñêîðîñòè ðàáîòû èçâåñòíûå àíàëîãè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòè-

ìèçàöèè, ìåòîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà, ìåòîäû

ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ íîâû-

ìè. Ðàçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ çàäàííîé òî÷-

íîñòüþ íà îñíîâå êîíöåïöèè íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé. Â ÷àñòíîñòè, â äèññåð-
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òàöèè äàíû íîâûå ìèíîðàíòû äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, îðèãèíàëüíûå ñïîñîáû

ñîêðàùåíèÿ îáëàñòè ïîèñêà, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè äîïîëíåíèÿ ïîêðûâàþ-

ùåãî ìíîæåñòâà äî ïàðàëëåëåïèïåäà. Ïðåäëîæåííàÿ òåõíèêà ïîçâîëèëà ñóùå-

ñòâåííî ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé.

Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò è ïåðåíåñåí íà çàäà÷è ñ ôóíê-

öèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, îáîáùàþùåå ïî-

íÿòèå îáîëî÷êè Ýäæâîðòà-Ïàðåòî äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷. Ïîêàçàíî,

÷òî ýòà îáîëî÷êà ñîäåðæèòñÿ â åãî âûïóêëîé îáîëî÷êå. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ε-

ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû è ε-îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, ïðåäëîæåíû ìåòîäû èõ ÷èñ-

ëåííîãî ïîñòðîåíèÿ.

Ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà íåðàâíî-

ìåðíûõ ïîêðûòèé. Òàêæå â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê îöåíêå âû-

÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â çàäà÷å î ñóììå ïîäìíîæåñòâ,

ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà è ñå-

ðèé çàäà÷.

Ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ è ãè-

áðèäíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ êîìïëåêñàõ, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé, êîììóíèêàöèîí-

íîé è óïðàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëüíîñòè â ïðîãðàììå. Íà áàçå ïðåäëîæåííîãî

ïîäõîäà ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè.

Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðåòè÷åñêèé è

ïðèêëàäíîé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè ïðèìåíåíèå â òåî-

ðèè ãëîáàëüíîé, äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì è íåñêîëüêè-

ìè êðèòåðèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, òåõíèêà ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ÷èñëà øàãîâ ìåòîäîâ,

èçëîæåííàÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ òåîðåòè-
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÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷

îïòèìèçàöèè. Ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ìîæåò èñïîëü-

çîâàòüñÿ ïðè ñîçäàíèè îïòèìèçàöèîííûõ ïàêåòîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ìíîãî-

ïðîöåññîðíûå ñèñòåìû. Ðàçðàáîòàííûé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé

êîìïëåêñ ïðîãðàìì ïðèìåíèì ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îï-

òèìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ â âû÷èñëèòåëüíîé õèìèè è áèîëîãèè, ïðè ïðîåêòè-

ðîâàíèè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, ìàøèí è ìåõàíèçìîâ, â ýêîíîìèêå è äðóãèõ

îáëàñòÿõ. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðè-

àëüíîé îïòèìèçàöèè áûëè ïðèìåíåíû äëÿ ïðàêòè÷åñêè âàæíîé çàäà÷è íàõîæ-

äåíèÿ ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü

íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• XII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ

îáðàçîâ�, Ìîñêâà, 2005 ã.;

• VII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè óïðàâëÿ-

þùèõ ñèñòåì�, Ìîñêâà, 2006 ã.;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà: Âû÷èñ-

ëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà�, Ìîñêâà, 2006 ã.;

• âòîðàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ è Ãðèä-

òåõíîëîãèè â íàóêå è îáðàçîâàíèè�, GRID'2006, Äóáíà, 2006 ã.;

• III ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çàäà÷è óïðàâ-

ëåíèÿ� PACO'2006 ïàìÿòè È.Â. Ïðàíãèøâèëè, Ìîñêâà, 2006 ã.;

• II ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷.-ïðàêò. êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîí-

íûå òåõíîëîãèè è ÈÒ-îáðàçîâàíèå�:, Ìîñêâà, 2006 ã.;

• V ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé
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ORM2007, Ìîñêâà, 2007 ã.;

• IX ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæåíèÿ�,

Ìîñêâà, 2007 ã.;

• Parallel Computing Technologies 9th International Conference, PaCT 2007,

Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé, 2007 ã.;

• âòîðàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñèñòåìíûé àíàëèç è èíôîðìàöèîí-

íûå òåõíîëîãèè� ÑÀÈÒ-2007, Îáíèíñê, 2007 ã.;

• XV ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåðíåòèêè�,

Ìîñêâà, 2008 ã.;

• XXI International Symposium on Nuclear Electonics and Computing, Âàðíà,

2007 ã.;

• Discrete and Global Optimization, International Conference in Honor of 50-th

Anniversary of Glushkov Institute of Cybernetics, ßëòà, 2008 ã.;

• Íàó÷íûé ñåðâèñ â ñåòè Èíòåðíåò'2008: ðåøåíèå áîëüøèõ çàäà÷, Àáðàó-Äþðñî,

2008 ã.;

• ÷åòâåðòàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çà-

äà÷è óïðàâëåíèÿ� PACO'2008, Ìîñêâà, 2008 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå

èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ÈÒ-îáðàçîâàíèå�, Ìîñêâà, 2008 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ è Ãðèä-

òåõíîëîãèè â íàóêå è îáðàçîâàíèè�, GRID'2008, Äóáíà, 2008 ã.;

• XVII ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð "Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâëÿþùèõ

ñèñòåì"èì. àêàäåìèêà Î.Á. Ëóïàíîâà, Ìîñêâà, 2008 ã.;

• 4th EGEE User Forum, Catania, Sicily, Italy, 2009 ã.;
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• Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè (ÏàÂÒ'2009), Íèæíèé Íîâãî-

ðîä, 2009 ã.;

• International Supercomputing Conference, Hamburg, Germany, 2009 ã.;

• Optimization and applications (OPTIMA-2009), Petrovac, Montenegro, 2009 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñèñòåìíûé àíàëèç è èíôîðìàöèîí-

íûå òåõíîëîãèè� ÑÀÈÒ - 2009, Çâåíèãîðîä, 2009 ã.;

• ÷åòâåðòàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ÈÒ-

îáðàçîâàíèå�, Ìîñêâà, 2009 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñóïåðêîìïüþòåðíûå ñèñòå-

ìû è èõ ïðèìåíåíèå� (SSA'2010), Ìèíñê, Áåëàðóñü, 2010 ã.;

• 8-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îáðàáîòêà èíôîðìà-

öèè�, Ïàôîñ, Êèïð, 2010 ã.;

• VÌåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ «Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çàäà÷è óïðàâ-

ëåíèÿ» PACO-2010, Ìîñêâà, 2010 ã.;

• VI Ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî èññëåäîâàíèþ îïåðàöèé

(ORM2010), Ìîñêâà, 2010 ã.;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è èíôîðìàòèêå,

ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà À.À. Äîðîäíèöûíà,

Ìîñêâà, 2010 ã.;

• 4-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ è ãðèä-

òåõíîëîãèè â íàóêå è îáðàçîâàíèè Äóáíà, 2010 ã.;

• XV Áàéêàëüñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð �Ìåòîäû îïòèìèçàöèè è

èõ ïðèëîæåíèÿ�, Ëèñòâÿíêà, 2011 ã.;
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• Eleventh International Conference on Parallel Computing Technologies (PaCT-

2011), Êàçàíü, 2011 ã.;

• II International conference �Optimization and applications� (OPTIMA-2011),

Petrovac, Montenegro, 2011 ã.;

• 3rd Int. Conf. on Optimization Methods and Software, Chania, Crete, Greece,

2012 ã.;

• øåñòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çàäà÷è

óïðàâëåíèÿ PACO'2012�, Ìîñêâà, 2012 ã.;

• ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ êîíôåðåíöèÿ-øêîëà �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû

ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè�, Äóáíà, 2012 ã.;

• 3rd International conference �Optimization and applications� (OPTIMA-2012),

Petrovac, Montenegro, 2012 ã.

• 4th International conference �Optimization and applications� (OPTIMA-2013),

Petrovac, Montenegro, 2013 ã.

• 20th Conference of the International Federation of Operational Research Societies

(IFORS), Barcelona, Spain, 2014 ã.

• V International Conference on Optimization Methods and Algorithms (OPTIMA-

2014), Petrovac, Montenegro, 2014

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû ïðè-

êëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè�, Äóáíà, 2014

• VIII Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷àñòèåì �Ìà-

òåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèâàþùåéñÿ ýêîíîìèêè, ýêîëîãèè è òåõíî-

ëîãèé�, Ìîñêâà, 2014
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Òàêæå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷íûõ ñå-

ìèíàðàõ ÂÖ ÐÀÍ, ÈÏÏÈ ÐÀÍ, ÈÑÀ ÐÀÍ, ÈÏÓ ÐÀÍ.
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Ãëàâà 1

Äåòåðìèíèðîâàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì

êðèòåðèåì

1.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáçîð èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ

Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåïðåðûâíîé ôóíê-

öèè f : Rn → R íà êîìïàêòíîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå X ⊆ Rn:

f∗ = globmin
x∈X

f(x) = f(x∗), (1.1)

ãäå x∗ � ëþáàÿ òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé f∗.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî óñëîâíî ðàçäåëèòü

íà äâå êàòåãîðèè: äåòåðìèíèðîâàííûå ìåòîäû è íåäåòåðìèíèðîâàííûå (ýâðè-

ñòè÷åñêèå) ìåòîäû. Ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû îñíîâàíû íà ïðàâäîïîäîáíûõ, íî

íå âñåãäà ñòðîãî îáîñíîâàííûõ, ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïðèðîäå ðåøàåìîé çàäà÷è è

ïîçâîëÿþò íàéòè íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå, íå äàâàÿ ïðè ýòîì êàêèõ-ëèáî

ãàðàíòèðîâàííûõ îöåíîê íà âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ íàéäåííîãî ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ îò îïòèìóìà. Ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû íåðåäêî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøå-

íèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè �÷åðíîãî ÿùèêà�, êîãäà àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ

öåëåâîé ôóíêöèè íåèçâåñòíî.

Ñðåäè ýâðèñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ ñëåäóåò îòìåòèòü ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ãåíå-

19



òè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, êîòîðûå ðàçðàáàòûâàëèñü â ðàáîòàõ Eiben è Smith [88],

Ãëàäêîâà Ë.À., Êóðåé÷èêà Â.Â., Êóðåé÷èêà Â.Ì. [29], Michalewicz [89]. Áîëåå

øèðîêèì êëàññîì ïî îòíîøåíèþ ê ãåíåòè÷åñêèì ÿâëÿþòñÿ ïîïóëÿöèîííûå àë-

ãîðèòìû, â êîòîðûõ íàáîð òî÷åê äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà ìîäåëèðóåòñÿ êàê ñî-

âîêóïíîñòü áèîëîãè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òàêèå ìåòîäû ðàçâèâàëèñü â ðàáîòàõ Êàð-

ïåíêî À.Ï. [90�92], J. Kennedy [93], Clerc [94] è äðóãèõ àâòîðîâ. Ðàçëè÷íûå ýâ-

ðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû ëîêàëüíîãî ïîèñêà ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòå [19].

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå îñíîâíîå âíèìàíèå óäåëåíî äåòåðìèíèðîâàííûì

ìåòîäàì. Äåòåðìèíèðîâàííûå ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûå íà

èíòåðâàëüíîì àíàëèçå ðàçâèâàëèñü â ðàáîòàõ [95,96]. Â ýòèõ ðàáîòàõ ïðåäëàãà-

þòñÿ ðàçëè÷íûå ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ äèàïàçîíà èçìåíåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè

ïðè çàäàííûõ èíòåðâàëàõ èçìåíåíèé åå ïàðàìåòðîâ. Äàëåå ýòè îöåíêè èñïîëü-

çóåòñÿ ïðè îðãàíèçàöèè îòñåâà â ìåòîäàõ òèïà âåòâåé è ãðàíèö. Ìåòîäû, îñíî-

âàííûå íà ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè â âèäå ðàçíîñòè äâóõ âûïóêëûõ, ðàññìàò-

ðèâàþòñÿ â ðàáîòàõ Õ. Òóÿ [97] è Ñòðåêàëîâñêîãî À.Ñ. [53]. Øèðîêèé êëàññ ìå-

òîäîâ èñïîëüçóåò ñâîéñòâî Ëèïøèöåâîñòè ôóíêöèé. Â ïåðâûõ ðàáîòàõ ïî ýòîé

òåìå Åâòóøåíêî Þ.Ã. [46] è Ïèÿâñêèé Ñ.À. [49] ïðåäëàãàëè ìåòîäû, îñíîâàííûå

íà àïðèîðíûõ îöåíêàõ êîíñòàíòû Ëèïøèöà. Îäíàêî, òàêóþ îöåíêó èíîãäà äî-

ñòàòî÷íî çàòðóäíèòåëüíî ïîëó÷èòü. Â ðàáîòàõ ïðåäñòàâèòåëåé íèæåãîðîäñêîé

øêîëû îïòèìèçàöèè Ñòðîíãèíà Ð.Ã., Ñåðãååâà ß.Ä., Ãåðãåëÿ Â.Ï. [50�52,98�100]

ïðåäëàãàþòñÿ ðàçëè÷íûå ìåòîäû âåðîÿòíîñòíîãî îöåíèâàíèÿ êîíñòàíòû Ëèï-

øèöà â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðàñøèðèòü ñïåêòð ïðè-

ìåíåíèÿ Ëèïøèöåâîé îïòèìèçàöèè íà çàäà÷è, â êîòîðûõ àíàëèòè÷åñêîå âûðà-

æåíèå öåëåâîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèé íåèçâåñòíî. Â [101] Â.Ï. Áóëàòîâûì áûë

ïðåäëîæåí ìåòîä ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, îñíîâàííûé íà îò-

ñå÷åíèÿõ âòîðîãî ïîðÿäêà. Èäåè îòñå÷åíèé ïîëó÷èëè äàëüíåéøåå ðàçâèòèå â

ðàáîòàõ Â.Ï. Áóëàòîâà è Î.Â. Õàìèñîâà [102, 103]. Î.Â. Õàìèñîâûì áûë èçó-
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÷åí êëàññ ôóíêöèé äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò âîãíóòûå ìèíîðàíòû è ïðåäëî-

æåíû ìåòîäû ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè òàêèõ ôóíêöèé [104]. Â ðàáîòå [105]

À.Ð. Åðøîâûì è Î.Â. Õàìèñîâûì ïðåäëîæåí ñïîñîá àâòîìàòè÷åñêîãî ïîëó÷å-

íèÿ êóñî÷íî-ëèíåéíûõ ìèíîðàíò è ìàæîðàíò ôóíêöèé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå

ñóïåðïîçèöèè ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèé. Àâòîðû äåìîíñòðèðóåò ýôôåêòèâíîñòü

ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïðè ðåøåíèè ðÿäà îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷. Äàëüíåé-

øåå ðàçâèòèå ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷èëè â ðàáîòàõ [56,106].

Òàêæå îòìåòèì è äðóãèå ïîäõîäû ê ðåøåíèþ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè

[54,107�109].

Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îï-

òèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî

ýêñòðåìóìà ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ, ïðåäëîæåííûé â 1971 ãîäó [46]. Äàëü-

íåéøåå ðàçâèòèå ýòîò ïîäõîä íàøåë â ìíîãî÷èñëåííûõ ðàáîòàõ. Óêàæåì ëèøü

íåêîòîðûå èç íèõ [47,48,110,111]. Ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà áûëè ðàñïàðàë-

ëåëåíû, ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíû è èñïîëüçîâàëèñü äëÿ ðàñ÷åòîâ íà ìíîãîïðî-

öåññîðíûõ ñèñòåìàõ [48,111�113].

Â äàííîé ãëàâå äàíî áîëåå îáùåå, ÷åì â [46, 47], òðàêòîâàíèå ìåòîäà íåðàâ-

íîìåðíûõ ïîêðûòèé. Ïðèâåäåíû íîâûå ìîäèôèêàöèè ìåòîäà, ïîâûøàþùèå åãî

ýôôåêòèâíîñòü. Îòäåëüíî ðàññìîòðåíû ñëó÷àé ìèíèìèçàöèè íà ïðîñòîì äî-

ïóñòèìîì ìíîæåñòâå è ñëó÷àé ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïðåäëàãàåìûé

ìåòîäà ïðèìåíèì, â ÷àñòíîñòè, äëÿ ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà â çàäà÷àõ

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, â êîòîðûõ äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ìîæåò áûòü

íå îäíîñâÿçíûì è ñîäåðæàòü èçîëèðîâàííûå òî÷êè. Ìåòîä ðàñøèðåí òàêæå íà

êëàññ çàäà÷ ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðèâå-

äåíû íîâûå ìèíîðàíòû, îñíîâàííûå íà îöåíêå ñïåêòðà Ãåññèàíà öåëåâûõ ôóíê-

öèé è îãðàíè÷åíèé. Ïîëó÷åíû íîâûå ôîðìóëû äëÿ ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ,

ïîâûøàþùèå ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà. Îäèí èç âàðèàíòîâ ìåòîäà íåðàâíîìåð-
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íûõ ïîêðûòèé ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàí íà áàçå ïàêåòà BNB-Solver [112] è àäàï-

òèðîâàí ê èñïîëüçîâàíèþ íà ìíîãîïðîöåññîðíîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðåøåíà çàäà÷à, â êîòîðîé ãëîáàëüíûé ìèíèìóì äîñòèãà-

åòñÿ â èçîëèðîâàííîé òî÷êå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà. Ïîêàçàíî, ÷òî ïðè èñïîëü-

çîâàíèè ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà ââåäåíèå äîïîëíèòåëüíîãî óñëîâèÿ öåëî÷èñëåí-

íîñòè ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò ðàñ÷åòû. Ìåòîä òàêæå òåñòèðîâàëñÿ íà çàäà÷àõ

áåçóñëîâíîé ãëîáàëüíîé ìèíèìèçàöèè, â êîòîðûõ â êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè

áðàëèñü ïîëèíîìû ñ êîýôôèöèåíòàìè, ñãåíåðèðîâàííûìè ñëó÷àéíûì îáðàçîì.

Ýòè ðàñ÷åòû íàãëÿäíî ïîêàçûâàþò ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ïî

ñðàâíåíèþ ñ ðåçóëüòàòàìè, ïîëó÷åííûìè ïðîãðàììàìè ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñ-

òðåìóìà BARON [114] è LINDOGLOBAL [115] èç ïàêåòà GAMS [116].

Äàëåå â ãëàâå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Êîìïîíåíòû n-ìåðíîãî

âåêòîðà x îáîçíà÷àþòñÿ âåðõíèì èíäåêñîì, çàêëþ÷åííûì â êðóãëûå ñêîáêè:

x = (x(1), .., x(n)). ×åðåç ∥x∥ îáîçíà÷àåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Rn:

∥x∥ =
√∑n

i=1(x
(i))2. Çàïèñü |x| îáîçíà÷àåò âåêòîð (|x(1)|, .., |x(n)|), ñîñòàâëåí-

íûé èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîìïîíåíò x. Âåêòîðíûå íåðàâåíñòâà è áèíàðíûå

îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè âûïîëíÿþòñÿ ïîêîìïîíåíòíî. Íàïðèìåð çàïèñü a ≤ b

îçíà÷àåò, ÷òî a
(j)
i ≤ b

(j)
i äëÿ âñåõ j = 1, .., n, à ñîîòíîøåíèå c = a + b îçíà÷àåò,

÷òî c
(j)
i = a

(j)
i + b

(j)
i äëÿ âñåõ j = 1, .., n. Ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) îáîçíà÷àåòñÿ

÷åðåç fx(x), à ÷åðåç fxx(x) � ìàòðèöà Ãåññå. Äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà A ⊆ Rn

îïðåäåëèì åãî äèàìåòð d(A) = sup{∥x1 − x2∥, x1, x2 ∈ A}.

1.2 Ñëó÷àé ìíîæåñòâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû

Äëÿ çàäà÷è (1.1) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé X∗ è ìíîæåñòâî

ε-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Xε:
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X∗ = {x ∈ X : f(x) = f∗}, Xε = {x ∈ X : f(x) ≤ f∗ + ε}, ε > 0. (1.2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî X∗ íå ïóñòî. Òðåáóåòñÿ íàéòè õîòÿ áû îäíó

òî÷êó èç ìíîæåñòâà Xε.

Äëÿ ìíîæåñòâà Z ⊆ Rn, ôóíêöèè f(x) : Rn → R è ÷èñëà λ ∈ R îïðåäåëèì

Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî L(f(·), Z, λ) = {x ∈ Z : f(x) ≥ λ} è îòêðûòîå Ëåáå-

ãîâñêîå ìíîæåñòâî L′(f(·), Z, λ) = {x ∈ Z : f(x) > λ}. Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå

ïîíÿòèå, ìîæíî îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé

îïòèìàëüíîñòè äëÿ ëþáîé òî÷êè x∗ ∈ X ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x∗ ∈ X∗ ⇔ L(f(·), X, f(x∗)) = X.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ êðèòåðèé ãëîáàëüíîé ε-îïòèìàëüíîñòè. Ïóñòü xε ∈

X, òîãäà

xε ∈ Xε ⇔ L(f(·), X, f(xε)− ε) = X. (1.3)

Ïîñòðîåíèå ëåáåãîâñêîãî ìíîæåñòâà íà âñåì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå îáû÷íî

áûâàåò çàòðóäíèòåëüíûì. Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèáåãàþò ê äðîáëåíèþ ìíîæåñòâà

X íà ïîäìíîæåñòâà è ê ïîñòðîåíèþ íà íèõ ìèíîðàíò. Ðàññìîòðèì íàáîð ìíî-

æåñòâ {Xi}, Xi ⊆ X, i = 1, . . . , l. Íà êàæäîì ìíîæåñòâå Xi îïðåäåëèì ìè-

íîðàíòó µi(x) òàêóþ, ÷òî f(x) ≥ µi(x) äëÿ âñåõ x ∈ Xi ∩ X∗. Ïóñòü çàäàíû

ñîâîêóïíîñòü äîïóñòèìûõ òî÷åê Nk = {x1, . . . , xk} è ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ

Mk = {L1, . . . ,Lk}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Li ⊆ L(µi(·), Xi, f(xi)− ε), i = 1, . . . , k. (1.4)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Mk ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî X∗,

åñëè

X∗ ∩ ∪k
i=1Li ̸= ∅. (1.5)
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Ìíîæåñòâà Li áóäåì íàçûâàòü ïîêðûâàþùèìè.

Òåîðåìà 1.1 Åñëè äëÿ íàáîðîâ äîïóñòèìûõ òî÷åê Nk è ïîêðûâàþùèõ ìíî-

æåñòâ Mk âûïîëíåíî óñëîâèå (1.5), òî òî÷êà xr = argminx∈Nk
f(x) ÿâëÿåòñÿ

ε-îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

f(xr) ≥ f∗ ≥ f(xr)− ε (1.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x∗ � îäíà èç äîïóñòèìûõ òî÷åê, â êîòîðûõ öåëåâàÿ

ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå: f∗ = f(x∗). Èç óñëîâèÿ (1.5) ñëåäó-

åò, ÷òî íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé ìåðå îäíî ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî Li òàêîå, ÷òî

x∗ ∈ Li. Òîãäà èç (1.4) ñëåäóåò f∗ = f(x∗) ≥ µi(x∗) ≥ f(xi)− ε ≥ f(xr)− ε. Òåì

ñàìûì ïîêàçàíà ñïðàâåäëèâîñòü ïðàâîãî íåðàâåíñòâà â (1.6). Ëåâîå íåðàâåíñòâî

ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè f(x) íà X.�

Òåîðåìà 1.1 ÿâëÿåòñÿ òåîðåòè÷åñêîé îñíîâîé äëÿ ðåàëèçàöèè ðàçëè÷íûõ âû-

÷èñëèòåëüíûõ ñõåì ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé. Â äàííîé ãëàâå ðàññìàò-

ðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ìíîæåñòâî X è åãî ïîäìíîæåñòâà Xi ÿâëÿþòñÿ ìíî-

æåñòâàìè ïðîñòîé ñòðóêòóðû, õàðàêòåðèçóåìûìè ñëåäóþùèìè òðåìÿ ñâîé-

ñòâàìè:

1. ìèíèìóì ìèíîðàíòû íà ìíîæåñòâå ïðîñòîé ñòðóêòóðû ëåãêî îïðåäåëÿåòñÿ;

2. äåêîìïîçèöèÿ ìíîæåñòâà ïðîñòîé ñòðóêòóðû íà ïîäìíîæåñòâà ïðîñòîé ñòðóê-

òóðû ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè;

3. íàõîæäåíèå äîïóñòèìîé òî÷êè âíóòðè ìíîæåñòâà ïðîñòîé ñòðóêòóðû ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ çàäà÷ó.

Ïðèìåðîì ìíîæåñòâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä

èëè ìíîãîãðàííèê, çàäàâàåìûé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ. Îãðàíè÷èìñÿ

ðàññìîòðåíèåì ñëó÷àÿ ïàðàëëåëåïèïåäà. Ðàññìîòðèì îäíó èç âîçìîæíûõ ðåà-

ëèçàöèé ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé:
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Àëãîðèòì COVER

1. Ïîìåñòèòü X â ñïèñîê S è ïîëîæèòü i := 1. Âûáðàòü â êà÷åñòâå x0 ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó

èç X.

2. Âçÿòü èç ñïèñêà S íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi.

3. Âçÿòü òî÷êó ci ∈ Xi, âû÷èñëèòü f(ci) è ïîëîæèòü

xi =

ci åñëè f(ci) < f(xi−1),

xi−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

4. Ñîãëàñíî (1.4) îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî Li è åãî äîïîëíåíèå X ′
i = Xi \ Li.

5. Åñëè X ′
i ̸= ∅, òî ðàçáèòü X ′

i íà p ïîäìíîæåñòâ Yi = {Y i
1 , . . . , Y

i
p} è äîáàâèòü èõ â ñïèñîê

S.

6. Óäàëèòü Xi èç ñïèñêà S.

7. Åñëè ñïèñîê S ïóñò, òî çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèòü

i := i+ 1 è ïåðåéòè ê øàãó 2.

Ïðè p = 2 àëãîðèòì COVER íàçûâàåòñÿ òàêæå ìåòîäîì ïîëîâèííûõ äåëåíèé

(èëè áèñåêöèé) [47, 107] . Åñëè àëãîðèòì çàâåðøèëñÿ çà k èòåðàöèé öèêëà 2-7,

òî íàéäåííàÿ òî÷êà xk áóäåò ε-îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1). Äåéñòâè-

òåëüíî, çàâåðøåíèå ðàáîòû àëãîðèòìà îçíà÷àåò, ÷òî ñïèñîê S ñòàë ïóñòûì, ò.å.

âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ (1.5). Ïî òåîðåìå 1.1 òî÷êà xr = argminx∈Nk
f(x)

áóäåò ε-îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1). Ñïîñîá ôîðìèðîâàíèÿ ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè òî÷åê xi íà øàãå 3 îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ðàâåíñòâà xk = xr. Òî÷êó

xi íàçîâåì òåêóùåé ðåêîðäíîé òî÷êîé, çíà÷åíèå f(xi) � òåêóùèì ðåêîðäîì,

à ìíîæåñòâî Xi � òåêóùèì ïîäìíîæåñòâîì.

Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî L(f(·), X, λ) ðàñøèðÿåòñÿ ïðè óìåíüøåíèè λ:

L(f(·), λ1, X) ⊆ L(f(·), λ2, X),

åñëè λ1 ≥ λ2. Ïîýòîìó óìåíüøåíèå òåêóùåãî ðåêîðäà f(xi) ðàñøèðÿåò ìíîæå-

ñòâà Li, òåì ñàìûì ñîêðàùàÿ èõ êîëè÷åñòâî, òðåáóåìîå äëÿ âûïîëíåíèÿ óñëî-

âèÿ ïîêðûòèÿ (1.5). Â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ äëÿ óìåíüøåíèÿ ðåêîðäà ïðèìåíÿþòñÿ

ìåòîäû ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè, ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû.
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Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì ôîðìèðîâàíèÿ ìíîæåñòâà Li, èñïîëüçóåìûì â ðàáî-

òàõ [47,48,107,110], ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùèé:

Li =


Xi, åñëè minx∈Xi

µi(x) ≥ f(xi)− ε,

∅, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(1.7)

Ïðè òàêîì ñïîñîáå ìíîæåñòâî Xi óìåíüøàåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà

L(µi(·), Xi, f(xi) − ε) = Xi. Áîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïîêðû-

âàþùåãî ìíîæåñòâà ðàññìàòðèâàþòñÿ â ðàçäåëå 1.5. Âñå îíè óäîâëåòâîðÿþò

óñëîâèþ:

åñëè L(µi(·), Xi, f(xi)− ε) = Xi, òî Li = Xi, (1.8)

ò.å. äàþò íå ìåíüøåå ñîêðàùåíèå ìíîæåñòâà Xi ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì

ñïîñîáîì.

1.3 Ïîèñê ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà â çàäà÷å ÍËÏ

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà â çàäà÷å (1.1) äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàíî ñ ïîìî-

ùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé:

X = {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0m}, (1.9)

ãäå g(x) : Rn → Rm � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Â ýòîì ñëó÷àå ðàçáèåíèå

ìíîæåñòâà X íà ïîäìíîæåñòâà Xi ñëîæíî àëãîðèòìèçèðóåòñÿ. Ïîýòîìó ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì

ìíîæåñòâå P èç Rn ïðîñòîé ñòðóêòóðû.

Äëÿ δ ∈ R îïðåäåëèì δ-äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xδ = {x ∈ Rn : g(j)(x) ≤ δ, j = 1, . . . ,m}. (1.10)

Ìíîæåñòâî Xδ ìîæåò áûòü ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì îïðåäåëåíî ñ èñïîëüçîâà-

íèåì ôóíêöèè ϕ(x) = max(g(1)(x), . . . , g(m)(x)): Xδ = {x ∈ Rn : ϕ(x) ≤ δ}.
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Òàê êàê g(x) � íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ, òî ôóíêöèÿ ϕ(x) òàêæå íåïðåðûâíà.

Ïîëîæèì δ = inf{δ : Xδ ̸= ∅}, δ = sup{δ : Xδ ⊆ P}.

Ïðè δ < δ < δ ïîëîæèì

f δ
∗ = min

x∈Xδ
f(x).

Ôóíêöèÿ f δ
∗ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé ÷óâñòâèòåëüíîñòè. Õîðîøî èçâåñòíû ñëå-

äóþùèå ee ñâîéñòâà [117,118]:

1. f 0
∗ = f∗; Xδ ⊆ X ïðè δ < δ ≤ 0; X ⊆ Xδ ïðè 0 ≤ δ < δ.

2. Ìíîæåñòâî Xδ íå ñóæàåòñÿ, à ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè ìîíîòîííî íå

âîçðàñòàåò ñ óâåëè÷åíèåì δ:

Xδ1 ⊆ Xδ2, f δ1
∗ ≥ f δ2

∗ äëÿ ëþáûõ δ1, δ2, δ < δ1 ≤ δ2 < δ. (1.11)

3. Äëÿ ëþáûõ δ0 òàêèõ, ÷òî δ < δ0 < δ ôóíêöèÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòè íåïðåðûâíà

ñïðàâà:

lim
δ→δ0+0

f δ
∗ = f δ0

∗ . (1.12)

Ðàññìîòðèì ε ∈ R+ è δ1 ∈ R, δ2 ∈ R, δ < δ1 ≤ δ2 < δ. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

Xδ1,δ2
ε = {x ∈ Xδ2 : f(x) ≤ f δ1

∗ + ε}.

Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, δ1 = 0, δ2 = δ ýòî ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì

ε, δ-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Xδ
ε :

Xδ
ε = {x ∈ Xδ : f(x) ≤ f∗ + ε}.

Ïî àíàëîãèè ñ (1.3) ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèé êðèòåðèé äëÿ òî÷êè

xδ2ε èç Xδ2:

xδ2ε ∈ Xδ1,δ2
ε ⇔ L(f(·), P, f(xδ2ε )− ε) ∪ L′(ϕ(·), P, δ1) = P. (1.13)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xδ2ε ∈ Xδ1,δ2
ε , òî Xδ1 ⊆ L(f(·), P, f(xδ2ε )−ε). Òàê êàê Xδ1∪

L′(ϕ(·), P, δ1) = P , òî L(f(·), P, f(xδ2ε ) − ε) ∪ L′(ϕ(·), P, δ1) = P . Ïóñòü ïðàâàÿ

÷àñòü óòâåðæäåíèÿ (1.13) âûïîëíåíà. Ðàññìîòðèì òî÷êó xδ1∗ ∈ Xδ1 òàêóþ, ÷òî
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f(xδ1∗ ) = f δ1
∗ . Òàê êàê Xδ1 ∩ L′(ϕ(·), P, δ1) = ∅, òî Xδ1 ⊆ L(f(·), P, f(xδ2ε ) − ε).

Ñëåäîâàòåëüíî, f δ1
∗ = f(xδ1∗ ) ≥ f(xδ2ε )− ε, ò.å. f(xδ2ε ) ≤ f δ1

∗ + ε.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ X1, . . . , Xk, ãäå âñå Xi ⊆ P . Îïðåäåëèì

ìèíîðàíòû µi(x) òàêèå, ÷òî f(x) ≥ µi(x) äëÿ âñåõ x èç Xi è ìèíîðàíòû νi(x)

òàêèå, ÷òî ϕ(x) ≥ νi(x) äëÿ âñåõ x èç Xi. Ïóñòü çàäàíû ñîâîêóïíîñòü òî÷åê

Nk = {x1, . . . , xk} èç Xδ2 è ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Mk = {L1, . . . ,Lk}, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Li ⊆ L(µi(·), Xi, f(xi)− ε) ∪ L′(νi(·), Xi, δ1). (1.14)

Óñëîâèå ïîêðûòèÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä:

P = ∪k
i=1Li. (1.15)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1.2 Åñëè äëÿ íàáîðîâ òî÷åê Nk è ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ Mk âû-

ïîëíåíî óñëîâèå (1.15), òî òî÷êà xr = argminx∈Nk
f(x) ïðèíàäëåæèò ìíîæå-

ñòâó Xδ1,δ2
ε è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

f δ1
∗ + ε ≥ f(xr) ≥ f δ2

∗ . (1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåðàâåíñòâî f(xr) ≥ f δ2
∗ ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ f δ2

∗ . Äî-

êàæåì ëåâîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü f δ1
∗ = f(x1), ãäå x1 ∈ Xδ1. Èç óñëîâèÿ (1.15)

ñëåäóåò ÷òî x1 ∈ Li äëÿ íåêîòîðîãî i : 1 ≤ i ≤ k, ò.å. x1 ∈ L(µi(·), Xi, f(xi) −

ε) ∪ L′(νi(·), Xi, δ1). Òàê êàê x1 ∈ Xδ1, òî νi(x1) ≤ ϕ(x1) ≤ δ1, ò.å. x1 /∈

L′(Xi, νi(x), δ1). Ñëåäîâàòåëüíî, x1 ∈ L(µi(·), Xi, f(xi) − ε) è f δ1
∗ = f(x1) ≥

µi(x1) ≥ f(xi)− ε ≥ f(xr)− ε. Îòñþäà ñëåäóåò ëåâîå íåðàâåíñòâî â (1.16). �

Âûäåëèì äâà ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ òåîðåìû 2. Â ïåðâîì δ1 < 0, δ2 = 0, ïðè ýòîì

òî÷êà xr ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì äîïóñòèìûì ðåøåíèåì, äëÿ êîòîðîãî ñïðà-

âåäëèâî íåðàâåíñòâî: f δ1
∗ + ε ≥ f(xr) ≥ f∗. Èç-çà îòñóòñòâèÿ íåïðåðûâíîñòè

ñëåâà â ýòîì ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå è òî÷íîå ðåøåíèÿ ìîãóò ñêîëü óãîäíî îòëè-
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÷àòüñÿ. Êðîìå òîãî, äëÿ çàäà÷ ãäå δ = 0 äàííûé ïîäõîä íåïðèìåíèì, ò.ê. çäåñü

âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà X ïóñòà.

Âî âòîðîì ñëó÷àå δ1 = 0, δ2 > 0. Ïîëîæèì δ = δ2. Òî÷êà xr áóäåò ïðè-

áëèæåííûì, íî âîçìîæíî íåäîïóñòèìûì ðåøåíèåì, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî

íåðàâåíñòâî: f∗ + ε ≥ f(xr) ≥ f δ
∗ . Ïðè ñòðåìëåíèè ε è δ ê íóëþ çíà÷åíèå f(xr)

áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê f∗. Ðàññìîòðèì ìîäèôèêàöèþ áàçîâîãî àëãîðèòìà áèñåêöèé

äëÿ çàäà÷ íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ â ýòîì ñëó÷àå:

Àëãîðèòì COVERNLP

1. Ïîìåñòèòü P â ñïèñîê S è ïîëîæèòü i := 1.

2. Âçÿòü èç ñïèñêà S íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi.

3. Âçÿòü òî÷êó ci ∈ Xi, åñëè ϕ(ci) ≤ δ, òî âû÷èñëèòü f(ci) è ïîëîæèòü

xi =

ci åñëè i = 1 èëè f(ci) < f(xi−1),

xi−1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

4. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî Li ñîãëàñíî (1.14) è åãî äîïîëíåíèå X ′
i = Xi \ Li.

5. Åñëè X ′
i ̸= ∅, òî ðàçáèòü X ′

i íà p ïîäìíîæåñòâ Yi = {Y i
1 , . . . , Y

i
p} è äîáàâèòü èõ â ñïèñîê

S.

6. Óäàëèòü Xi èç ñïèñêà S.

7. Åñëè ñïèñîê S ïóñò, òî çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîëîæèòü

i := i+ 1 è ïåðåéòè ê øàãó 2.

Åñëè ïðèâåäåííûé àëãîðèòì çàâåðøèëñÿ çà k èòåðàöèé öèêëà 2-7, òî íàé-

äåííàÿ òî÷êà xk áóäåò ε, δ-îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1.1), ãäå äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (1.9). Åñëè àëãîðèòì COVERNLP çàâåðøèëñÿ è

íå áûëî íàéäåíî íè îäíîé òî÷êè ci òàêîé, ÷òî ϕ(ci) ≤ δ, òî çíà÷èò ìíîæåñòâî

X ïóñòî.

Äàëåå â ðàáîòå áóäåò ïðåäïîëàãàòüñÿ, ÷òî ìíîæåñòâîX (â àëãîðèòìå COVER),

ìíîæåñòâà P , Xi, X ′
i � n-ìåðíûå ïàðàëëåëåïèïåäû.
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1.4 Ìèíîðàíòû

Åñëè ôóíêöèÿ f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé li íà ìíîæå-

ñòâå Xi, òî ñîãëàñíî [46] ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ìèíîðàíòîé äëÿ ôóíêöèè

f(x):

µi(x) = f(ci)− li∥x− ci∥. (1.17)

Åñëè ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, òî ñîãëàñíî

[48], ìèíîðàíòà äëÿ ôóíêöèè f(x) èìååò âèä:

µi(x) = f(ci) + ⟨fx(ci), x− ci⟩ −
Li

2
∥x− ci∥2, (1.18)

ãäå ∥fx(x)− fx(y)∥ ≤ Li∥x− y∥ äëÿ ëþáûõ x, y ∈ Xi.

Çàìåòèì, ÷òî Li ≥ supx∈Xi
∥fxx(x)∥. Îáû÷íî ïðèíèìàþò Li ≥ max(|ki|, |Ki|),

ãäå ki è Ki � òàêèå ÷èñëà, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû Ãåññå fxx(x) ïðè x ∈ Xi ïîëíî-

ñòüþ ëåæèò â ïðåäåëàõ îòðåçêà [ki, Ki]. Èñïîëüçîâàíèå ÷èñåë ki, Ki ïîçâîëÿåò

ñòðîèòü áîëåå òî÷íûå ìèíîðàíòó µi(x) è ìàæîðàíòó Mi(x) äëÿ ôóíêöèè f(x):

µi(x) = f(ci) + ⟨fx(ci), x− ci⟩+
ki
2
∥x− ci∥2, (1.19)

Mi(x) = f(ci) + ⟨fx(ci), x− ci⟩+
Ki

2
∥x− ci∥2. (1.20)

Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî L(µi(x), Xi, f(xi) − ε) ñîñòîèò èç òî÷åê Xi, óäîâëå-

òâîðÿþùèõ óñëîâèþ:

α(x) = f(ci) + ⟨fx(ci), x− ci⟩+
ki
2
∥x− ci∥2 − f(xi) + ε ≥ 0. (1.21)

Çàìåòèì, ÷òî αx(x) = fx(ci)+ki(x−ci). Ïðè ki ̸= 0 óðàâíåíèå αx(x) = 0 èìååò

åäèíñòâåííîå ðåøåíèå zi = ci − 1
ki
fx(ci). Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííûõ x = y + zi

íåðàâåíñòâî (1.21) ïðèìåò âèä:

ki
2
∥y∥2 ≥ 1

2ki
∥fx(ci)∥2 − f(ci) + f(xi)− ε.

Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî èìååò ðàçëè÷íûé âèä â çàâèñèìîñòè îò çíà÷åíèÿ ki.

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
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1. ki < 0. Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì Xi è øàðà ñ öåíòðîì

â òî÷êå ci ñ ðàäèóñîì ρi, âû÷èñëÿåìûì ïî ôîðìóëå

ρi =

√
2

ki

(
1

2ki
∥fx(ci)∥2 − f(ci) + f(xi)− ε

)
. (1.22)

2. ki = 0. Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî åñòü ïåðåñå÷åíèå Xi è ïîëóïðîñòðàíñòâà,

îïðåäåëÿåìîãî íåðàâåíñòâîì

⟨fx(ci), x− ci⟩+ f(ci)− f(xi) + ε ≥ 0.

3. ki > 0. Åñëè 1
2ki

∥fx(ci)∥2− f(xi)+ f(xr)− ε < 0, òî Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî

ñîâïàäàåò ñ Xi. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îíî ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì Xi è âíåøíîñòè

(ñ ãðàíèöåé) øàðà ðàäèóñà, îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (1.22).

×èñëà ki èKi ìîæíî îöåíèòü ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ãåðøãîðèíà [119]. Ñîãëàñíî

ýòîé òåîðåìå äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî ñîáñòâåííîãî ÷èñëà γ ìàòðèöû (aij)

ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà:

min
i=1,..,n

aii −
n∑

j=1,j ̸=i

|aij|

 ≤ λ ≤ max
i=1,..,n

aii +
n∑

j=1,j ̸=i

|aij|


Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ îöåíêè ãðàíèö ñïåêòðà ìîæíî èñïîëüçîâàòü íåðàâåíñòâà

ki ≥ min
i=1,..,n

uii −
n∑

j=1,j ̸=i

vij

 , Ki ≤ max
i=1,..,n

uii +
n∑

j=1,j ̸=i

vij

 , (1.23)

ãäå ÷èñëà uij, uij óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèÿì

uij ≤ min
x∈Xi

∂f(x)

∂xi∂xj
, max

x∈Xi

∂f(x)

∂xi∂xj
≤ uij, vij = max(|uij|, |uij|)

Îöåíêè uij, uij ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, íàïðèìåð, ïðè

ïîìîùè òåõíèêè èíòåðâàëüíîãî àíàëèçà.

Äëÿ ìíîæåñòâ Xi, ñîäåðæàùèõ òîëüêî âíóòðåííèå òî÷êè äîïóñòèìîãî ìíî-

æåñòâàXi, ìîæíî ïîëó÷èòü áîëåå òî÷íóþ ìèíîðàíòó, åñëè ó÷åñòü óñëîâèå îïòè-

ìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà. Äëÿ ñëó÷àÿ îïòèìèçàöèè íà ìíîæåñòâàõ ïðîñòîé
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ñòðóêòóðû, êîãäà X è Xi � ïàðàëëåëåïèïåäû, ïðèíàäëåæíîñòü Xi âíóòðåííî-

ñòè X ïðîâåðÿåòñÿ òðèâèàëüíî.

Ïóñòü ci ∈ Xi, x∗ ∈ X∗∩Xi è Xi ñîäåðæèò òîëüêî âíóòðåííèå òî÷êè äîïóñòè-

ìîãî ìíîæåñòâà X. Òîãäà fx(x∗) = 0 è ìàæîðàíòà (1.20), ïîñòðîåííàÿ â òî÷êå

x∗, ïðèìåò âèä

M(x) = f(x∗) +
Ki

2
∥x− x∗∥2.

Äëÿ âñåõ x ∈ Xi âûïîëíÿåòñÿ f(x) ≤ M(x). Ïîýòîìó f(ci) ≤ M(ci). Îòñþäà

ïîëó÷èì, ÷òî f(x∗) ≥ f(ci) − Ki

2 ∥x∗ − ci∥2. Òàêèì îáðàçîì ïîñòðîåíà íîâàÿ

ìèíîðàíòà

µ̂i(x) = f(ci)−
Ki

2
∥x∗ − ci∥2. (1.24)

äëÿ ôóíêöèè f(x) íà ìíîæåñòâå X∗ ∩Xi. Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿåòñÿ

ñëåäóþùèì îáðàçîì:

L(µ̂i(·), Xi, f(xi)− ε) = {x ∈ Xi : f(ci)−
Ki

2
∥x∗ − ci∥2 ≥ f(xi)− ε}.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè Ki ≤ 0, òî L(µ̂i(·), Xi, f(xi)− ε) = Xi, ïîñêîëüêó f(xi) ≤

f(ci). Åñëè Ki > 0, òî Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî åñòü ïåðåñå÷åíèå Xi ñ øàðîì, êî-

òîðûé èìååò öåíòð â òî÷êå ci è ðàäèóñ ρi =
√

2
Ki

(f(ci)− f(xi) + ε) ≥
√
2ε/Ki.

Òàêæå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè ïåðâîãî ïîðÿäêà ìîãóò áûòü ó÷òåíû ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Äëÿ óñòàíîâëåíèÿ âûïîëíèìîñòè óñëîâèÿ ïîêðûòèÿ äîñòàòî÷íî

ïîêàçàòü, ÷òî X∗∩∪k
i=1Li ̸= ∅. Ïîýòîìó ïîäìíîæåñòâà, çàâåäîìî íå ñîäåðæàùèå

òî÷åê èç X∗, ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû èç ðàññìîòðåíèÿ. Åñëè Xi ñîäåðæèò òîëü-

êî âíóòðåííèå òî÷êè ìíîæåñòâà Xi è ãðàäèåíò öåëåâîé ôóíêöèè óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé Li, òî øàð ñ öåíòðîì â òî÷êå ci è ðàäèóñîì

∥fx(ci)∥/Li ìîæåò áûòü èñêëþ÷åí èç ðàññìîòðåíèÿ, ò.ê. â òî÷êàõ ýòîãî øàðà

ãðàäèåíò îòëè÷åí îò íóëÿ.
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1.5 Îáðàáîòêà ïîäìíîæåñòâ â àëãîðèòìàõ COVER è COVERNLP

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìîâ COVER, COVERNLP, îáðàáàòûâàþòñÿ ïîäìíî-

æåñòâà Xi ìíîæåñòâà X. Îïðåäåëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâî Li Ëåáåãîâñêîãî ìíîæå-

ñòâà è åãî äîïîëíåíèåX ′
i = Xi\Li. Äëÿ êîððåêòíîé ðàáîòû àëãîðèòìîâ COVER,

COVERNLP íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìíîæåñòâà X ′
i áûëè n-ìåðíûìè ïàðàëëåëåïè-

ïåäàìè. Ïîëîæèì Xi = {x ∈ Rn : ai ≤ x ≤ bi}, ci = (ai + bi)/2.

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ âûøå ìèíîðàíò âîçìîæíû òðè âèäà Ëåáåãîâñêèõ ìíî-

æåñòâ:

1. ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà è ïàðàëëåëåïèïåäà Xi;

2. äîïîëíåíèå øàðà äî ïàðàëëåëåïèïåäà Xi;

3. ïåðåñå÷åíèå øàðà è ïàðàëëåëåïèïåäà Xi.

Ðàññìîòðèì ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ äëÿ êàæäîãî èç

ýòèõ ñëó÷àåâ.

1. Ðàññìîòðèì Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì ïîëó-

ïðîñòðàíñòâà l(x) = ⟨p, x⟩ + q ≥ 0, ãäå p, x ∈ Rn, q ∈ R è ïàðàëëåëåïèïåäà Xi.

Ìèíèìóì ôóíêöèè l(x) íà Xi äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå zi, îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøå-

íèÿìè:

z
(j)
i =


a
(j)
i , åñëè p(j) ≥ 0,

b
(j)
i , åñëè p(j) < 0,

j = 1, .., n.

Ïîëîæèì vi = minx∈Xi
l(x) = ⟨p, zi⟩+ q. Åñëè vi ≥ 0 òî ïîëîæèì Li = Xi.

Åñëè vi < 0, òî îïðåäåëèì ïàðàëëåëåïèïåä Ii = I1i × · · · × Ini , ãäå

Iji =


[b
(j)
i − vi/p

(j), b
(j)
i ] ïðè p(j) < 0,

[a
(j)
i , a

(j)
i − vi/p

(j)] ïðè p(j) > 0,

[a
(j)
i , b

(j)
i ] ïðè p(j) = 0.
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Ðèñ. 1.1: Èñêëþ÷åíèå ÷àñòè ïàðàëëåëåïèïåäà ñ ó÷åòîì ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî l(x) > 0 äëÿ ëþáûõ x ∈ Xi \ Ii. Ïîýòîìó ìîæíî

ïîëîæèòü X ′
i = Xi ∩ Ii, Li = Xi \X ′

i. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî X ′
i ÿâëÿåòñÿ ïàðàë-

ëåëåïèïåäîì.

Ðèñ. 1.1 èëëþñòðèðóåò ýòîò ñëó÷àé äëÿ ïàðàëëåëåïèïåäà Xi = [(2, 2), (8, 5)]

è l(x) = x(1) + x(2) − 8 ≥ 0.

2. Ïóñòü Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ äîïîëíåíèåì øàðà Bi c öåíòðîì zi

è ðàäèóñîì ρi äî ïàðàëëåëåïèïåäà Xi. Ðàññìîòðèì êóá Ci = {x ∈ Rn : z
(j)
i −ρi ≤

x
(j)
i ≤ z

(j)
i +ρi, j = 1, .., n}, îïèñàííûé îêîëî øàðà Bi. Òàê êàê Xi \Ci ⊆ Xi \Bi,

òî ïîëîæèì X ′
i = Ci ∩ Xi, Li = Xi \ X ′

i. Ìíîæåñòâî X ′
i � ïàðàëëåëåïèïåä,

ãðàíèöû êîòîðîãî ëåãêî íàõîäÿòñÿ.

3. Ïóñòü Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïåðåñå÷åíèå ïàðàëëåëå-

ïèïåäà Xi è øàðà Bi ñ öåíòðîì â òî÷êå zi è ðàäèóñîì ρi. Âûáåðåì áàçèñíûé

âåêòîð es = {0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
s−1

, 1, 0, . . . , 0} ∈ Rn, ïåðïåíäèêóëÿðíî êîòîðîìó áóäåò ïðîèç-

âîäèòüñÿ äðîáëåíèå ïàðàëëåëåïèïåäà, ãäå s = argmaxj=1,...,n(b
(j)
i − a

(j)
i ).

Ìàêñèìàëüíîå èç ðàññòîÿíèé îò òî÷êè zi äî ïðÿìûõ, ïðîõîäÿùèõ âäîëü ðåáåð
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Ðèñ. 1.2: Èñêëþ÷åíèå ÷àñòè ïàðàëëåëåïèïåäà, ëåæàùåé âíóòðè øàðà

ïàðàëëåëåïèïåäà Xi ïàðàëëåëüíî âåêòîðó es, îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå:

di =

√√√√ n∑
j=1

(
d
(j)
i

)2
, ãäå d(j)i =


max(|a(j)i − z

(j)
i |, |b(j)i − z

(j)
i |), ïðè j ̸= s,

0, ïðè j = s.

(1.25)

Ïðè di < ρi, â êà÷åñòâå ïîêðûâàþùåãî ìíîæåñòâà âîçüìåì ïàðàëëåëåïèïåä

Li = I1i × · · · × Ini , ãäå

Iji =


[
a
(j)
i , b

(j)
i

]
, ïðè j ̸= s,[

z
(s)
i −

√
ρ2i − d2i , z

(s)
i +

√
ρ2i − d2i

]
ïðè j = s.

Íåñëîæíî âèäåòü, ÷òî Li ⊆ Bi∩Xi. Ýòîò ñëó÷àé ïðîèëëþñòðèðîâàí íà Ðèñ. 1.2

ïðè n = 2.

Äîïîëíåíèå X ′
i = Xi \ Li ìîæåò ñîñòîÿòü èç îäíîãî èëè áîëåå ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ. Åñëè X ′
i � ïàðàëëåëåïèïåä, òî îí ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ðàâíûõ ïàðàëëå-

ëåïèïåäà âäîëü íàèáîëüøåãî ðåáðà.

Â çàäà÷àõ ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íà äîïóñòèìîå ìíî-

æåñòâî X ïîìèìî ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé (1.9) íàêëàäûâàåòñÿ òðåáîâà-

íèå öåëî÷èñëåííîñòè âåêòîðà x ëèáî íåêîòîðûõ åãî êîìïîíåíò: x(j) ∈ Z, j ∈ J ,

ãäå J � ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ öåëî÷èñëåííûõ êîìïîíåíò âåêòîðà x. Áåç îãðà-
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íè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî a(j) ∈ Z, b(j) ∈ Z ïðè j ∈ J .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ⌊x⌋ íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå x, à ÷åðåç

⌈x⌉ îáîçíà÷åíî íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå èëè ðàâíîå x. Íà øàãå 5 àë-

ãîðèòìà COVERNLP öåëî÷èñëåííîñòü ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ðàçìåð ìíîæåñòâ,

äîáàâëÿåìûõ â ñïèñîê ñëåäóþùèì îáðàçîì: a(j)i := ⌈a(j)i ⌉, b(j)i := ⌊b(j)i ⌋, äëÿ âñåõ

èíäåêñîâ j èç ìíîæåñòâà J .

Öåëî÷èñëåííîñòü òàêæå ó÷èòûâàåòñÿ ïðè îïðåäåëåíèè ðåêîðäíîé òî÷êè xi íà

øàãå 3. Ïåðåä íèì òî÷êà ci ïîäâåðãàåòñÿ ñëåäóþùåìó ïðåîáðàçîâàíèþ:

c
(j)
i :=


⌊c(j)i ⌋, åñëè j ∈ J,

c
(j)
i , åñëè j /∈ J.

Îñòàëüíûå øàãè àëãîðèòìà îñòàþòñÿ áåç èçìåíåíèé. Òàêèì îáðàçîì ó÷åò

óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ïîçâîëÿåò óìåíüøèòü ïàðàëëåëåïèïåäû, ïîëó÷àåìûå

â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ è, ñîîòâåòñòâåííî, ñîêðàòèòü ÷èñëî èòåðàöèé àëãîðèòìà.

Íèæå ýòî ñâîéñòâî äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå.

1.6 Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ

Àëãîðèòìû COVER è COVERNLP ïðîãðàììíî ðåàëèçîâàíû íà áàçå ïàêåòà

BNB-Solver [112]. Ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è òðåáóåòñÿ ðåàëèçîâàòü ìî-

äóëè, âû÷èñëÿþùèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f(x), åå ãðàäèåíò, ôóíêöèè g(i)(x), èõ

ãðàäèåíòû, îöåíêè êîíñòàíò Ëèïøèöà è ãðàíèö ñïåêòðà äëÿ öåëåâîé ôóíêöèè

è îãðàíè÷åíèé. Äëÿ ïîëèíîìîâ îò íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ïåðå÷èñëåííûå îáú-

åêòû ìîãóò áûòü àâòîìàòè÷åñêè âû÷èñëåíû. Ïîýòîìó áûëè äîáàâëåíû ìîäóëè,

ïîääåðæèâàþùèå ïîëèíîìèàëüíûå öåëåâûå ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿ.

Ïîèñê èçîëèðîâàííîãî ìèíèìóìà

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé ïðèìåð èç [97]:
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f(x) = x(1) → min, (1.26)

g(1)(x) = (x(1) − 5)2 + 2(x(2) − 5)2 + (x(3) − 5)2 − 18 ≤ 0, (1.27)

g(2)(x) = 100− (x(1) + 7− 2x(2))2 −

4(2x(1) + x(2) − 11)2 − 5(x(3) − 5)2 ≤ 0. (1.28)

Îñîáåííîñòüþ äàííîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ãëîáàëüíûé ìèíèìóì

äîñòèãàåòñÿ â èçîëèðîâàííîé äîïóñòèìîé òî÷êå x∗ = (1, 4, 5), ãäå f(x∗) = 1,

g(1)(x∗) = g(2)(x∗) = 0, (â [97] îøèáî÷íî óêàçàíà òî÷êà (1, 3, 5)). Èñïîëüçîâàí-

íûé â [97] ìåòîä ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà îïðåäåëèë äîïóñòèìóþ òî÷êó

x = (3.747692, 7.171420, 2.362317), ãäå f(x) = 3.747692. Âû÷èñëåíèÿ çàíÿëè

33.703 ñåêóíäû íà êîìïüþòåðå Pentium IV 2.53 GHz

Äëÿ ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà P

áûë âûáðàí ïàðàëëåëåïèïåä −10 ≤ x(i) ≤ 10, i = 1, 2, 3, çàâåäîìî ñîäåðæà-

ùèé äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è. Èñïîëüçîâàëàñü ìèíîðàí-

òà (1.19).

Íà Ðèñ. 1.3 ïîêàçàíà ïðîåêöèÿ äîïóñòèìîé îáëàñòè çàäà÷è íà ïëîñêîñòü

x(3) = 5. Îíî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ ïåðåñå÷åíèå âíóòðåííåé ÷àñòè ýëëèïñà, îïðå-

äåëÿåìîé îãðàíè÷åíèåì (1.27), è âíåøíåé ÷àñòè äðóãîãî ýëëèïñà, ñîîòâåòñòâó-

þùåé îãðàíè÷åíèþ (1.28). Ýòî ïåðåñå÷åíèå ñîñòîèò èç çàøòðèõîâàííîé îáëàñòè

è òî÷êè x∗, ãäå ýëëèïñû êàñàþòñÿ. Íà Ðèñ. 1.3(II) çàøòðèõîâàíà δ-äîïóñòèìàÿ

îáëàñòü Xδ ïðè δ > 0. Ýòà îáëàñòü ñîäåðæèò òî÷êó ìèíèìóìà x∗ âìåñòå ñ íåêî-

òîðîé îêðåñòíîñòüþ. Ïðè δ < 0 ìíîæåñòâî Xδ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîþ îäíîñâÿçíîå

ìíîæåñòâî è èçîëèðîâàííàÿ òî÷êà x∗ åìó íå ïðèíàäëåæèò.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel

Core 2 Quad, 2.33 GHz. Èñïîëüçîâàëîñü îäíî ÿäðî ïðîöåññîðà, ïîëàãàëîñü ε =

|δ|.Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïðèâåäåíû â òàáëèöå 1.1, çíà÷åíèå f(xr) ñîâïà-
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Ðèñ. 1.3: Ìíîæåñòâî Xδ (çàøòðèõîâàíî) ïðè ðàçëè÷íûõ δ

äàåò ñ ïåðâîé êîìïîíåíòîé âåêòîðà xr, ïðèâåäåííîãî âî âòîðîì ñòîëáöå.

Ïðè δ1 = 0, δ2 = δ > 0 ïîëó÷åíû ïðèáëèæåííûå ðåøåíèÿ, áëèçêèå ê îïòè-

ìàëüíîìó ðåøåíèþ x∗. Íàéäåííûå ïðè δ1 = δ < 0, δ2 = 0 òî÷êè äîïóñòèìû è

áëèçêè ê òî÷êå x, ïðè ýòîì ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè ìåíüøå, ÷åì

íàéäåííîå â [97] â òðåòüåé çíà÷àùåé öèôðå.

Òàáëèöà 1.1: Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïðè ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿõ δ

δ ðåêîðä xr ϕ(xr) âðåìÿ ÷èñëî

ðàñ÷åòîâ (ñ) èòåðàöèé

−0.01 (3.722, 7.276, 7.452) −0.00204 0.61 10602

−0.0001 (3.721, 7.15, 2.331) −0.00001 24.57 506351

0.0001 (0.997, 4.007, 4.999) 0.00007 7.94 165547

0.01 (0.965, 4.071, 4.994) 0.00993 0.16 2671

Òàê êàê ìèíèìóì â äàííîé çàäà÷å äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå ñ öåëûìè êîîðäèíà-

òàìè, òî ðàññìàòðèâàåìûé ïðèìåð áûë òàêæå èñïîëüçîâàí äëÿ òåñòèðîâàíèÿ

âîçìîæíîñòåé íàõîæäåíèÿ öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî íà âñå ïåðå-

ìåííûå áûëî íàëîæåíî óñëîâèå öåëî÷èñëåííîñòè. Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü â òðåõ

ðàçëè÷íûõ âàðèàíòàõ ïðè ε = δ = 0. Â ïåðâîì èñïîëüçîâàëàñü áàçîâàÿ ñõå-

ìà àëãîðèòìà COVERNLP, ïðèìåíÿëèñü ñòàíäàðòíûå ëèïøèöåâû ìèíîðàíòû

(1.17). Âî âòîðîì âàðèàíòå èñïîëüçîâàëèñü ìèíîðàíòû (1.19). Â òðåòüåì âàðèàí-

òå äîïîëíèòåëüíî ïðèìåíÿëàñü òåõíèêà îïðåäåëåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ,

ðàññìîòðåííàÿ â ðàçäåëå 1.5. Ãëîáàëüíûé ìèíèìóì áûë íàéäåí çà 585, 121, 55

èòåðàöèé â ïåðâîì, âòîðîì è òðåòüåì âàðèàíòàõ ñîîòâåòñòâåííî. Òàêèì îáðà-
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çîì, â äàííîé çàäà÷å ââåäåíèå óñëîâèÿ öåëî÷èñëåííîñòè ñóùåñòâåííî óñêîðÿåò

ðàñ÷åòû. Ïîýòîìó ïðè ðåøåíèè ñëîæíûõ çàäà÷ ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì

ââîäèòü ýòî óñëîâèå èñêóññòâåííî äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ èñ-

õîäíîé íåïðåðûâíîé çàäà÷è ñ öåëüþ óñêîðåíèÿ ðàñ÷åòîâ è ïîëó÷åíèÿ áëèçêèõ

ê îïòèìóìó ðåêîðäíûõ çíà÷åíèé.

Òåñòèðîâàíèå ïîëèíîìàõ ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè, â êîòîðûõ â

êà÷åñòâå öåëåâîé ôóíêöèè áûëè âûáðàíû ïîëèíîìû íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ,

êîýôôèöèåíòû êîòîðûõ ãåíåðèðîâàëèñü ñëó÷àéíûì îáðàçîì. Ðàññìàòðèâàëèñü

ïîëèíîìû âèäà:

f(x) =
n∑

i=1

a(x(i))m +
∑
d∈D

ad(x
(i1))d1 . . . (x(in))dn, (1.29)

ãäå n ðàçìåðíîñòü âåêòîðà x, m � ÷åòíàÿ ñòåïåíü ïîëèíîìà, a > 0 � çàäàí-

íîå ôèêñèðîâàííîå ÷èñëî, D = {(d1, . . . , dn) : di ∈ Z+,
∑n

i=1 di ≤ m − 1} �

ìíîæåñòâî êîðòåæåé ñòåïåíåé ìîíîìîâ, ÷èñëà ad ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â

èíòåðâàëå [0, a].

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè ÷åòíîì m ïîëèíîìû óêàçàííîãî âèäà èìåþò

ãëîáàëüíûé îïòèìóì, êîòîðûé ëåæèò â ïðåäåëàõ ïàðàëëåëåïèïåäà [−M,M ]n,

ãäå M = |D| � ìîùíîñòü ìíîæåñòâà êîðòåæåé D. Óêàçàííûé ïàðàëëåëåïèïåä

âûáèðàëñÿ â êà÷åñòâå äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X.

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ 5 ñåðèé, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ñîäåðæàëà 10

òåñòîâûõ çàäà÷, âåçäå a = 10:

• Ñåðèÿ 1: n = 3, m = 4;

• Ñåðèÿ 2: n = 3, m = 6;

• Ñåðèÿ 3: n = 3, m = 8;

• Ñåðèÿ 4: n = 4, m = 4;
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• Ñåðèÿ 5: n = 4, m = 6.

Â òàáëèöå 1.2 ïðèâîäÿòñÿ ìèíèìàëüíîå (MIN), ìàêñèìàëüíîå (MAX) è ñðåä-

íåå (AVR) âðåìÿ ðàñ÷åòîâ â ñåêóíäàõ äëÿ êàæäîé èç ñåðèé ïðè ðåøåíèè ìåòî-

äàìè, èñïîëüçóþùèìè

• O0 � ñòàíäàðòíóþ Ëèïøèöåâà ìèíîðàíòó (1.17);

• O1 � ìèíîðàíòó (1.18);

• O2 � ìèíîðàíòó (1.19);

• O3 � ìèíîðàíòó (1.24);

• O3+ � ìèíîðàíòó (1.24) â ñî÷åòàíèè ñ òåõíèêîé ñîêðàùåíèÿ îáëàñòè ïîèñêà

(ïóíêò 1.5);

Â âàðèàíòàõ O0�O3 ïîêðûâàþùåå ìíîæåñòâî îïðåäåëÿëîñü ïî ïðàâèëó (1.7).

Â êîëîíêàõ BR è LG ïðèâîäÿòñÿ çíà÷åíèÿ âðåìåíè ðåøåíèÿ òåñòîâûõ ïðèìåðîâ,

ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ïðîãðàìì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà BARON [114]

è LINDOGLOBAL [115] èç ïàêåòà GAMS [116].

Â òàáëèöå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

T � âû÷èñëåíèÿ ïðîäîëæàëèñü ñëèøêîì äîëãî è áûëè îñòàíîâëåíû;

A � ïðîãðàììà çàâåðøèëà ñ÷åò àâàðèéíî;

E � ðåçóëüòàò ðàñ÷åòîâ íåâåðåí.

Àíàëèç ðåçóëüòàòîâ, ïðèâåäåííûõ â òàáëèöå, ïîêàçûâàåò, ÷òî ìèíîðàíòû,

ââåäåííûå â ðàçäåëå 1.4 è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ, ðàñ-

ñìîòðåííûå â ðàçäåëå 1.5, äàþò çàìåòíîå óñêîðåíèå ðàñ÷åòîâ ïî ñðàâíåíèþ ñî

ñòàíäàðòíîé òåõíèêîé. Íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû ïðè èñïîëüçî-

âàíèè ìèíîðàíòû (1.24) â ñî÷åòàíèè ñ ñîêðàùåíèåì îáëàñòè ïîèñêà ìåòîäàìè,

ïðèâåäåííûìè â ðàçäåëå 1.5. Ïðè ýòîì ðåøåíèå çàäà÷è îñóùåñòâëÿåòñÿ ãîðàçäî

áûñòðåå ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðîãðàììàìè BARON è LINDOGLOBAL, êîòîðûå â
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Òàáëèöà 1.2: Âðåìÿ ðàñ÷åòîâ (c) äëÿ ðàçëè÷íûõ ñåðèé ïîëèíîìîâ

Ñåðèÿ O0 O1 O2 O3 O3+ BR LG

1 AVR 5.399 0.73 0.49 0.08 0.05 1.07 5.42

MAX 15.12 1.77 1.15 0.12 0.07 1.36 6.02

MIN 0.66 0.33 0.11 0.07 0.04 0.65 3.43

2 AVR T 11.24 8.52 0.54 0.29 4.86 E

MAX T 28.92 39.17 0.67 0.38 6.56 E

MIN T 4.03 2.09 0.46 0.24 3.68 E

3 AVR T T T 2.2 1.38 A E

MAX T T T 2.49 1.75 A E

MIN T T T 1.9 1.15 A E

4 AVR T 107.31 44.15 0.94 0.54 3.51 23.63

MAX T 350.07 120.49 1.46 0.77 3.89 27.71

MIN T 22.03 10.49 0.76 0.41 3.02 20.54

5 AVR T T T 11.72 5.85 A E

MAX T T T 14.11 7.14 A E

MIN T T T 9.93 4.7 A E

ðÿäå ñëó÷àåâ íå íàõîäèëè ðåøåíèå èç-çà àâàðèéíîãî çàâåðøåíèÿ èëè âûäàâàëè

çàâåäîìî íå îïòèìàëüíîå ðåøåíèå.

1.7 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû

Äàííàÿ ãëàâà äèññåðòàöèè ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðû-

òèé äëÿ çàäà÷ ñêàëÿðíîé îïòèìèçàöèè. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. ïðåäëîæåíû íîâûå ìèíîðàíòû, îñíîâàííûå íà îöåíêå ñïåêòðà ìàòðèöû Ãåñ-

ñå, ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ òàêèõ îöåíîê;

2. äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ïàðàëëåëåïèïåäíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäëîæåíû

íîâûå ìèíîðàíòû, ó÷èòûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè;

3. ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ñîêðàùåíèÿ îáëàñòè ïîèñêà, îñíîâàííûå íà ïîñòðîå-

íèè äîïîëíåíèÿ ïîêðûâàþùåãî ìíîæåñòâà äî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîçâîëÿþ-

ùèå ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé;

4. ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ïåðåíåñåí íà çàäà÷è
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÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîêàçàíà êîððåêòíîñòü àëãî-

ðèòìà;

5. ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, äåìîíñòðèðóþùèå ýôôåêòèâíîñòü

ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà.

Ðåçóëüòàòû äàííîé ãëàâû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ [120�123].
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Ãëàâà 2

Äåòåðìèíèðîâàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ

çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè

2.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îïóáëèêîâàíî áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

îïòèìèçàöèè (ÌÊÎ). Îáùóþ èíôîðìàöèþ ïî ìåòîäàì ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷

ìîæíî íàéòè â ìîíîãðàôèÿõ [65�67, 124, 125]. Ïîäðîáíûé îáçîð ñîâðåìåííîãî

ñîñòîÿíèÿ èññëåäîâàíèé ïî ýòîé òåìå ñîäåðæèòñÿ â [126].

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî óñëîâíî

ðàçäåëèòü íà íåñêîëüêî ãðóïï. Ïåðâóþ ãðóïïó îáðàçóþò ìåòîäû, îñíîâàííûå

íà ñâåäåíèè çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ê ðåøåíèþ ñåðèè îïòè-

ìèçàöèîííûõ çàäà÷ ñ îäíèì êðèòåðèåì. Ïðîñòåéøèé âàðèàíò òàêîãî ñâåäåíèÿ

ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ëèíåéíîé ñâåðòêè êðèòåðèåâ [127]. Îáçîðû ïî ìåòîäàì

ýòîãî êëàññà ìîæíî íàéòè â ðàáîòàõ [75, 128], à íåêîòîðûå ïðèìåðû èñïîëüçî-

âàíèÿ â ðàáîòàõ [74,129�132].

Ýâîëþöèîííûå àëãîðèòìû [69,133�135] ÿâëÿþòñÿ åùå îäíèì ïåðñïåêòèâíûì

ïîäõîäîì ê ðåøåíèþ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè. Òåðìèí �ýâîëþ-

öèîííûå àëãîðèòìû� îáîçíà÷àåò êëàññ ñòîõàñòè÷åñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè,

êîòîðûå èìèòèðóþò ïðîöåññ åñòåñòâåííîé ýâîëþöèè. Òàêèå àëãîðèòìû èñïîëü-

çóþò ìíîæåñòâî òî÷åê â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ (�ïîïóëÿöèþ�), ïðè êîòîðîì
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áîëåå îäíîãî ðåøåíèÿ ó÷àñòâóåò â èòåðàöèè è íà êàæäîé èòåðàöèè ðàçâèâà-

åòñÿ íîâàÿ ïîïóëÿöèÿ ðåøåíèé. Êîíå÷íàÿ ñîâîêóïíîñòü òî÷åê, ïîëó÷åííàÿ â

ðåçóëüòàòå, ñëóæèò ïðèáëèæåíèåì ìíîæåñòâà ýôôåêòèâíûõ ðåøåíèé. Ñðåäè

ýâîëþöèîííûõ ïîäõîäîâ ñëåäóåò âûäåëèòü ãåíåòè÷åñêèå àëãîðèòìû [136], ïî-

ëó÷èâøèå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ. Òàêæå ñóùåñòâóþò ãè-

áðèäíûå ìåòîäû [61], îñíîâàííûå íà êîìáèíàöèè ðàçëè÷íûõ ïîäõîäîâ.

Âî ìíîãèõ ìåòîäàõ èñïîëüçóþòñÿ ëîêàëüíûå ïðîöåäóðû óëó÷øåíèÿ ðåøåíèé,

îñíîâàííûå íà ïðèíöèïàõ îïòèìàëüíîñòè. Òàêèå ìåòîäû è êðèòåðèè îïòèìàëü-

íîñòè ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [137�139].

Õîòÿ ìåòîäû, îïèñàííûå âûøå, ìîãóò ýôôåêòèâíî ñïðàâëÿòüñÿ ñ òðóäíû-

ìè ïðîáëåìàìè ÌÊÎ îíè ÿâëÿþòñÿ íåäåòåðìèíèðîâàííûìè, ò.å. íå ãàðàíòè-

ðóþò òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé. Íåñêîëüêî äåòåðìèíèðîâàííûõ ìå-

òîäîâ áûëè ïðåäëîæåíû äëÿ ëèíåéíûõ è âûïóêëûõ ïðîáëåì ÌÊÎ. Â ðàáî-

òå [72] ïðåäëîæåí àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîé âíåøíåé àïïðîêñèìàöèè, ñïî-

ñîáíûé ãåíåðèðîâàòü ïðèáëèæåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòè äëÿ ëèíåéíûõ

çàäà÷ ÌÊÎ. Ýòîò àëãîðèòì áûë óñîâåðøåíñòâîâàí â [70,140]. Ðàñøèðåíèå àëãî-

ðèòìà Áåíñîíà, ïîçâîëÿþùåå ñòðîèòü ïðèáëèæåíèÿ ãàðàíòèðîâàííîé òî÷íîñòè

äëÿ ïðîèçâîëüíûõ âûïóêëûõ çàäà÷, ïðèâåäåíû â ðàáîòå [141]. . Ðàçëè÷íûå ìå-

òîäû ðåøåíèÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, ïîçâîëÿþ-

ùèå êîíòðîëèðîâàòü òî÷íîñòü ïîëó÷àåìûõ ïðèáëèæåíèé, ïðåäëîæåíû â ðàáî-

òàõ [78,79,142,143].

Þ.Ã. Åâòóøåíêî è Ì.À. Ïîòàïîâûì áûë ïðåäëîæåí àëãîðèòì (âàðèàíò ìå-

òîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé), ïîçâîëÿþùèé ñòðîèòü ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå

çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ îãðàíè÷åíèÿìè ïàðàëëåëåïèïåäíî-

ãî òèïà è ãàðàíòèðîâàòü òî÷íîñòü (ε-îïòèìàëüíîñòü) ïîñòðîåííîãî ïðèáëèæå-

íèÿ [76]. Ïðè ýòîì êðèòåðèè ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè ôóíêöèÿìè, óäîâëåòâî-

ðÿþùèìè óñëîâèþ Ëèïøèöà. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ Ëèïøèöåâû
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ìèíîðàíòû ïåðâîãî ïîðÿäêà. Â äèññåðòàöèè ðåçóëüòàòû ýòîé ðàáîòû ïîëó÷èëè

ðàçâèòèå ïî ñëåäóþùèì íàïðàâëåíèÿì:

1. äîêàçàíû ðÿä íîâûõ ñâîéñòâ ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî;

2. îðèãèíàëüíûé ìåòîä ðàñøèðåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò;

3. ìåòîä ïåðåíåñåí íà çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Äàëåå áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ. Êîìïîíåíòû n-ìåðíîãî

âåêòîðà x îáîçíà÷àþòñÿ âåðõíèì èíäåêñîì, çàêëþ÷åííûì â êðóãëûå ñêîáêè:

x = (x(1), .., x(n)). ×åðåç ∥x∥ îáîçíà÷àåòñÿ åâêëèäîâà íîðìà â ïðîñòðàíñòâå Rn:

∥x∥ =
√∑n

i=1(x
(i))2. Çàïèñü |x| îáîçíà÷àåò âåêòîð (|x(1)|, .., |x(n)|), ñîñòàâëåííûé

èç àáñîëþòíûõ âåëè÷èí êîìïîíåíò x.

Âåêòîðíûå íåðàâåíñòâà è áèíàðíûå îïåðàöèè íàä âåêòîðàìè âûïîëíÿþòñÿ

ïîêîìïîíåíòíî. Íàïðèìåð äëÿ âåêòîðîâ a, b, c ∈ Rm çàïèñü a ≤ b îçíà÷àåò,

÷òî a(j) ≤ b(j) äëÿ âñåõ j = 1, ..,m, à ñîîòíîøåíèå c = a + b îçíà÷àåò, ÷òî

c(j) = a(j) + b(j) äëÿ âñåõ j = 1, ..,m. Øàðîì ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì â òî÷êå c â

ïðîñòðàíñòâå Rn áóäåì íàçûâàòü ñëåäóþùåå ìíîæåñòâî: B(c, ρ) = {x ∈ Rn :

∥x − c∥ ≤ ρ}. Ãðàäèåíò ôóíêöèè f(x) îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç fx(x), à Ãåññèàí �

fxx(x).

Â äàííîé ãëàâå ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè,

ôîðìóëèðóåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

min
x∈X

F (x), (2.1)

ãäå X � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî, à âåêòîð-ôóíêöèÿ F (·) : Rn → Rm îïðåäåëÿåò

âåêòîðíûé êðèòåðèé, êîìïîíåíòû êîòîðîãî f (1)(·), . . . , f (m)(·) ñîñòàâëÿþò íàáîð

èç m ñêàëÿðíûõ êðèòåðèåâ. Îáðàç Y = F (X) äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X ïðè

îòîáðàæåíèè F íàçîâåì ìíîæåñòâîì äîñòèæèìûõ êðèòåðèåâ. Âñþäó äàëåå

âåêòîð-ôóíêöèÿ F (·) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé, à ìíîæåñòâî X � íåïóñòûì
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êîìïàêòîì. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîæåñòâî Y òàêæå áóäåò êîìïàê-

òîì.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ Rm îïðåäåëèì þãî-çàïàäíîå SW(z) è ñåâåðî-

âîñòî÷íîå NE(z) ìíîæåñòâà ñëåäóþùèì îáðàçîì:

SW(z) = {y ∈ Rm : y ≤ z}, NE(z) = {y ∈ Rm : y ≥ z}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî òî÷êà z ìèíîðèðóåò âñå òî÷êè èç ìíîæåñòâà NE(z).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Z ⊆ Rm îïðåäåëèì åãî Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå

ïîäìíîæåñòâî (èëè ïðîùå Ïàðåòîâñêîå ïîäìíîæåñòâî) P(Z) ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì:

P(Z) = {z ∈ Z : Z ∩ SW(z) = z}.

Ïàðåòî-îïòèìàëüíîå ïîäìíîæåñòâî P(Z) ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì òàêèõ òî-

÷åê z ìíîæåñòâà Z, äëÿ êîòîðûõ ïåðåñå÷åíèå êàæäîãî ìíîæåñòâ Z è SW(z)

ñîñòîèò òîëüêî èç îäíîé òî÷êè z.

Îòìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà P , ñïðàâåäëèâîå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî

ìíîæåñòâà Z ⊆ Rm:

P (P(Z)) = P(Z). (2.2)

Ðàñøèðèì îïðåäåëåíèÿ SW(z),NE(z) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà

Z ⊆ Rm:

SW(Z) = ∪z∈ZSW(z), NE(Z) = ∪z∈ZNE(z).

Ìíîæåñòâî NE(Z) íàçûâàþò îáîëî÷êîé Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ìíîæåñòâà Z.

Ëåììà 2.1 Äëÿ ëþáîãî íåïóñòîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Z â ïðîñòðàí-

ñòâå Rm ñïðàâåäëèâî

Z ⊆ NE (P(Z)) . (2.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü òî÷êà z ∈ Z. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Y = SW (z)∩

Z. Î÷åâèäíî, Y êîìïàêòíî. Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ϕ(z) =
∑m

i=1 z
(i). Â ñèëó êîì-

ïàêòíîñòè Y ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò íà íåì ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ϕ∗. Ïóñòü
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z∗ � òî÷êà â êîòîðîé ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ: ϕ(z∗) = ϕ∗. Íåðàâåíñòâî z∗ ≤ z

âûïîëíÿåòñÿ ïî îïðåäåëåíèþ ìíîæåñòâà Y . Ïîêàæåì, ÷òî òî÷êà z∗ ïðèíàäëå-

æèò P(Z). Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òî÷êà v ∈ Z, òàêàÿ ÷òî

v ≤ z∗ è v ̸= z∗. Ïîýòîìó ϕ(v) < ϕ(z∗). Òàê êàê v ≤ z∗ ≤ z, òî v ∈ Y , à òî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî â òî÷êå z∗ ôóíêöèÿ ϕ(·) äîñòèãàåò ìèíèìóìà. Òàêèì

îáðàçîì ïîñòðîåíà òî÷êà z∗ èç P (Z), òàêàÿ ÷òî z∗ ≤ z. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

âûáîðà òî÷êè z óòâåðæäåíèå ëåììû äîêàçàíî. �

Ìíîæåñòâî, ïîëó÷åííîå â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ââåäåííîãî îïåðàòîðà P ê

ìíîæåñòâó äîñòèæèìûõ êðèòåðèåâ Y íàçîâåì ìíîæåñòâîì Ïàðåòî äëÿ çàäà÷è

(2.1) è îáîçíà÷èì ÷åðåç Y∗ = P(Y ). Òàêèì îáðàçîì Y∗ åñòü òàêîå ïîäìíîæåñòâî

Y , ÷òî äëÿ âñÿêîé òî÷êè y∗ åå þãî-çàïàäíîå ìíîæåñòâî ñîäåðæèò òîëüêî îäíó

ýòó òî÷êó èç âñåãî ìíîæåñòâà Y . Ïóñòü A∗ ⊆ X � ïðîîáðàç ìíîæåñòâà Y∗ ïðè

îòîáðàæåíèè F , ò.å. Y∗ = F (A∗). Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè

ìíîæåñòâàA∗. Ïðèâåäåííûå îïðåäåëåíèÿ íå íàêëàäûâàþò îãðàíè÷åíèé íà ìîù-

íîñòü ìíîæåñòâà X. Îíî ìîæåò áûòü êîíòèíóàëüíûì, ñ÷åòíûì èëè êîíå÷íûì.

Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà X è íåïðåðûâíî-

ñòè F (·) ìíîæåñòâî Y∗ íå ïóñòî.

2.2 Ñëó÷àé îãðàíè÷åíèé ïàðàëëåëåïèïåäíîãî òèïà

Îïðåäåëåíèå è ñâîéñòâà ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé çàäà÷è (2.1), êîãäà ìíîæåñòâî

X ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì. Ñëåäóÿ [76], îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ çàäà÷è (2.1). Äëÿ ε ≥ 0 äèñêðåòíûé íàáîð òî÷åê Yε ⊆ Y

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ε-Ïàðåòî, åñëè:

1. äëÿ ëþáîé òî÷êè y∗ ∈ Y∗ ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà yε ∈ Yϵ, ÷òî

yε − ε · em ≤ y∗, (2.4)
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2.

P(Yε) = Yε. (2.5)

Çäåñü âåêòîð em îáîçíà÷àåò âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà Rm, âñå êîìïîíåíòû êîòî-

ðîãî ðàâíû 1.

Ïóíêòû 1,2 áóäåì íàçûâàòü ïåðâûì è âòîðûì óñëîâèÿìè îïòèìàëüíîñòè

ñîîòâåòñòâåííî. Âòîðîå óñëîâèå ïîçâîëÿåò îòáðîñèòü ëèøíèå òî÷êè èç íàáîðà

òî÷åê Yε. Ìíîæåñòâî Aε ⊆ X, òàêîå ÷òî f(Aε) = Yε íàçûâàåòñÿ ε-îïòèìàëüíûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (2.1).

Ñ÷èòàåì, ÷òî çàäà÷à (2.1) ðåøåíà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε, åñëè íàéäåíî ìíî-

æåñòâî ε-Ïàðåòî Yε è åãî ïðîîáðàç Aε.

Ëåììà 2.2 Äëÿ ëþáîé òî÷êè y èç îáîëî÷êè Ýäæâîðòà-Ïàðåòî NE(Y ) íàé-

äåòñÿ òàêàÿ òî÷êà yε ∈ Yε, ÷òî

yε − ε · em ≤ y. (2.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü y ∈ NE(Y ). Òîãäà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà y′ ∈ Y , ÷òî

y ∈ NE(y′), ò.å. y′ ≤ y. Ñîãëàñíî ëåììå 2.1 íàéäåòñÿ òî÷êà y∗ ∈ Y∗ òàêàÿ, ÷òî

y∗ ≤ y′. Ñîãëàñíî (2.4) äëÿ òî÷êè y∗ íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà yε ÷òî yε−ε ·em ≤ y∗.

Òàêèì îáðàçîì, yε − ε · em ≤ y∗ ≤ y′ ≤ y è, ñëåäîâàòåëüíî, íåðàâåíñòâî (2.6)

èìååò ìåñòî. �

Èç (2.4) ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ε-Ïàðåòî ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî ìíîæåñòâîì

ε-Ïàðåòî äëÿ ëþáîãî ε, ε ≥ ε. Â ÷àñòíîñòè, Y∗ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε-Ïàðåòî

äëÿ ëþáîãî ε ≥ 0. Ñëåäîâàòåëüíî ïðè ëþáîì ε ≥ 0 âñåãäà ñóùåñòâóåò õîòÿ

áû îäíî ìíîæåñòâî ε-Ïàðåòî. Ìíîæåñòâî ε-Ïàðåòî îïðåäåëÿåòñÿ îäíîçíà÷íî

òîëüêî ïðè ε = 0. Â ýòîì ñëó÷àå îíî ñîâïàäàåò ñ Y∗. Ïðè ε > 0 âîîáùå ãîâîðÿ

ìîæåò áûòü ìíîãî ìíîæåñòâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ ââåäåííîìó îïðåäåëåíèþ.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç ∂(NE(Y )) ãðàíèöó ìíîæåñòâà NE(Y ). Ðàññìîòðèì ìíîæå-

ñòâî

Sε(Y ) = Y ∩ ∪y∈∂(NE(Y ))SW(y + ε · em),

êîòîðîå áóäåì íàçûâàòü ε-ïîëîñîé ìíîæåñòâà Y .

Óòâåðæäåíèå 2.1 Äëÿ ëþáîãî ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà Yε ñïðàâåäëèâî âêëþ÷å-

íèå

Yε ⊆ Sε(Y ). (2.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü âêëþ÷åíèå (2.7) íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

ñóùåñòâóåò ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâî Yε, ñîäåðæàùåå òî÷êó yε, íå ïðèíàäëåæàùóþ

ε-ïîëîñå. Â ýòîì ñëó÷àå òî÷êà y′ = yε − ε · em ÿâëÿåòñÿ âíóòðåííåé òî÷êîé

ìíîæåñòâà Y . Ïóñòü y∗ � òàêàÿ òî÷êà èç Y∗, ÷òî y∗ ≤ y′. Òàê êàê y∗ � ãðàíè÷íàÿ

òî÷êà Y , à y′ � âíóòðåííÿÿ, òî y∗ ̸= y′. Íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà v ∈ Yε, ÷òî

v − ε · em ≤ y∗ ≤ y′ = yε − ε · em.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî v ≤ yε. Ïðè ýòîì v ̸= yε. Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå ñî âòîðûì

óñëîâèåì îïòèìàëüíîñòè P(Yε) = Yε. �

Äëÿ ëþáîé òî÷êè y ∈ Rm è ìíîæåñòâà Z ⊆ Rm îïðåäåëèì ðàññòîÿíèå îò

òî÷êè y äî ìíîæåñòâà Z ñëåäóþùèì îáðàçîì: ρ(y, Z) = infz∈Z ∥y − z∥.

Ðàññòîÿíèå îò íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Y ⊆ Rm äî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà Z ⊆ Rm

îïðåäåëèì êàê:

d(Y, Z) = sup
y∈Y

ρ(y, Z).

Ðàññòîÿíèå d(Y, Z) íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íûì, òàê êàê âåëè÷èíû d(Y, Z) è

d(Z, Y ), âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àþòñÿ. Ââåäåì ñèììåòðè÷íîå ðàññòîÿíèå Õàó-

ñäîðôà ìåæäó äâóìÿ íåïóñòûìè ïîäìíîæåñòâàìè Y è Z ïðîñòðàíñòâà Rm:

dH(Y, Z) = max (d(Y, Z), d(Z, Y )) .

Ëåãêî äîêàçàòü ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, ïðîèëëþñòðèðîâàííîå íà Ðèñ. 2.1.
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Ðèñ. 2.1: Èëëþñòðàöèÿ äëÿ òåîðåìû 2.1

Òåîðåìà 2.1 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà, ñâÿçûâàþùèå îáîëî÷êè

Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî è ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ êðèòå-

ðèåâ:

NE(Yε) ⊆ NE(Y∗) = NE(Y ) ⊆ NE(Yε − ε · em), (2.8)

dH(NE(Yε),NE(Y )) ≤ dH(NE(Yε),NE(Yε − ε · em)) ≤ ε
√
m, (2.9)

dH(NE(Y ),NE(Yε − ε · em)) ≤ dH(NE(Yε),NE(Yε − ε · em)) ≤ ε
√
m. (2.10)

Ñîäåðæàòåëüíî óòâåðæäåíèå 2.1 îçíà÷àåò, ÷òî ïðè óìåíüøåíèè ε, ìíîæåñòâà

NE(Yε) è NE(Yε−ε ·em) ñòðåìÿòñÿ ê îáîëî÷êå Ýäæâîðòà-Ïàðåòî NE(Y ) ìíîæå-

ñòâà äîñòèæèìûõ êðèòåðèåâ èçíóòðè è ñíàðóæè ìíîæåñòâà Ω (Ðèñ. 2.1). Ïðè

ýòîì ìíîæåñòâî Y∗ çàêëþ÷åíî ìåæäó ìíîæåñòâàìè NE(Yε − ε · em) è NE(Yε),

ò.å. Y∗ ∈ (NE(Yε − ε · em) \ NE(Yε)) ∪ Yε.

Óñòàíîâèì òåïåðü ñâÿçü ìåæäó ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâîì è ìíîæåñòâîì Ïàðåòî

äëÿ çàäà÷è (2.1).

Ëåììà 2.3 Ïóñòü y∗ ∈ Y∗. Òîãäà äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî
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äëÿ ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà Yε âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

ρ(y∗, Yε) ≤ δ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ìîíîòîííî óáûâàþùóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}, εk > 0, limk→∞ εk = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäå-

íèå òåîðåìû íåâåðíî. Òîãäà äëÿ ëþáîãî k ñóùåñòâóåò εk-Ïàðåòî ìíîæåñòâî Yεk ,

òàêîå ÷òî ρ(y∗, Yεk) > δ. Ïî îïðåäåëåíèþ ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà íàéäåòñÿ òî÷êà

yk ∈ Yεk òàêàÿ, ÷òî yk − εk · em ≤ y∗. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè ìíîæåñòâà Y áåç

îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {yk} ñõîäèòñÿ

ê òî÷êå y′ ∈ Y . Òàê êàê limk→∞ εk = 0 è yk − εk · em ≤ y∗, òî y′ ≤ y∗. Òàê êàê

ρ(y∗, Yεk) > δ äëÿ êàæäîãî k, òî ρ(y∗, y
′) ≥ δ è, ñëåäîâàòåëüíî, y∗ ̸= y′. Íî ýòî

ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî y ∈ Y∗. �

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå èç [144]. Ïóñòü ε > 0 � çàäàííîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñ-

ëî. Ìíîæåñòâî Z ⊆ Rm íàçûâàåòñÿ ε-ñåòüþ äëÿ ìíîæåñòâà Y ⊆ Rm, åñëè äëÿ

êàæäîé òî÷êè y ∈ Y íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà z èç Z, ÷òî ∥y − z∥ ≤ ε.

Òåîðåìà 2.2 Äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî ëþáîå ε-Ïàðåòî

ìíîæåñòâà Yε îáðàçóåò δ-ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà Y∗.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî Yε îáðàçóåò ε-ñåòü ìíîæåñòâà

Y∗ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

d(Y∗, Yε) ≤ δ.

Ðàññìîòðèì ñòðåìÿùóþñÿ ê íóëþ ìîíîòîííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {εk}, εk > 0,

limk→∞ εk = 0. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû íåâåðíî. Òîãäà äëÿ ëþ-

áîãî k ñóùåñòâóåò εk-Ïàðåòî ìíîæåñòâî Yεk , òàêîå ÷òî d(Y∗, Yεk) > δ. Ýòî îçíà÷à-

åò ñóùåñòâîâàíèå òî÷êè yk ∈ Y∗, òàêîé ÷òî ρ(yk, Yεk) > δ. Â ñèëó êîìïàêòíîñòè

ìíîæåñòâà Y áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü {yk} ñõîäèòñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå y ∈ Y . Ïóñòü K � òàêîå íàòóðàëüíîå

÷èñëî, ÷òî ∥yi − y∥ ≤ δ/3 ïðè i ≥ K.
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Ñîãëàñíî Ëåììå 2.3 íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâ

Yε ñïðàâåäëèâî ρ(yK , Yε) ≤ δ/3. Ïóñòü N � òàêîå öåëîå ÷èñëî, íå ìåíüøåå K,

÷òî εN ≤ ε. Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ, ρ(yN , YεN ) > δ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî-

ñêîëüêó YεN ÿâëÿåòñÿ ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâîì, òî ρ(yK , YεN ) ≤ δ/3. Ñëåäîâàòåëüíî

íàéäåòñÿ òî÷êà u ∈ YεN , òàêàÿ ÷òî ∥u− yK∥ ≤ δ/3. Ñîãëàñíî ñâîéñòâàì íîðìû

èìååì: ∥u−yN∥ ≤ ∥u−yK∥+∥yK−y∥+∥y−yN∥ ≤ δ. Ïðèøëè ê ïðîòèâîðå÷èþ

ñ íåðàâåíñòâîì ρ(yN , YεN ) > δ è òåì ñàìûì òåîðåìà äîêàçàíà. �

Òåîðåìà 2.2 íå óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ϵ è δ. Òàêóþ ñâÿçü ìîæíî óñòàíî-

âèòü äëÿ òî÷åê, îïòèìàëüíûõ ïî Äæîôôðèîíó. Ââåäåì îáîçíà÷åíèå äëÿ ìíî-

æåñòâà èíäåêñîâ êðèòåðèåâ M = {1, ...,m}. Ñîãëàñíî [65], òî÷êà y∗ ∈ Y íàçû-

âàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïî Äæîôôðèîíó, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå ïîëîæèòåëüíîå

÷èñëî θ(y∗), ÷òî äëÿ âñåõ òî÷åê y ∈ Y ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå: åñëè y(i) < y
(i)
∗ ,

òî íàéäåòñÿ j ∈ M , òàêîå ÷òî y(j) > y
(j)
∗ , ïðè÷åì

y
(i)
∗ − y(i)

y(j) − y
(j)
∗

≤ θ(y∗). (2.11)

Óòâåðæäåíèå 2.2 Åñëè òî÷êà y∗ îïòèìàëüíà ïî Äæîôôðèîíó, òî äëÿ ëþ-

áîãî ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà Yε ïðè ε > 0 ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

ρ(y∗, Yε) ≤ ε
√
mmax(1, θ(y∗)). (2.12)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ε > 0 è Yε � ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ

ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà yε ∈ Yε, ÷òî yε−ε·em ≤ y∗. Îïðåäåëèì

äâà ïîäìíîæåñòâà M+ è M− ìíîæåñòâà M :

M+ = {i ∈ M : y
(i)
∗ > y

(i)
ε },

M− = {i ∈ M : y
(i)
∗ ≤ y

(i)
ε }.

Î÷åâèäíî M = M+ ∪ M−. Òàê êàê yε − ε · em ≤ y∗, òî äëÿ ëþáîãî i ∈ M−

ñïðàâåäëèâî 0 ≤ y
(i)
ε − y

(i)
∗ ≤ ε. Òàê êàê y îïòèìàëüíà ïî Äæîôôðèîíó, òî äëÿ

ëþáîãî i ∈ M+ íàéäåòñÿ òàêîå j ∈ M−, ÷òî

y
(i)
∗ − y

(i)
ε

y
(j)
ε − y

(j)
∗

≤ θ(y∗).
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Ñëåäîâàòåëüíî ïðè i ∈ M+ âûïîëíÿåòñÿ

0 ≤ y(i)∗ − y(i)ε ≤ θ(y∗)(y
(j)
ε − y(j)∗ ) ≤ θ(y∗)ε.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ âñåõ i ∈ M ñïðàâåäëèâî |y(i)ε −ω
(i)
∗ | ≤ δ, ãäå δ = max(ε, θ(y∗)ε).

Ïî îïðåäåëåíèþ ýâêëèäîâîé ìåòðèêè ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû.�

Óòâåðæäåíèå 2.2 ïîçâîëÿåò îöåíèòü ñâåðõó òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè, êîòî-

ðóþ äàåò ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà, èñïîëüçóÿ âåëè÷èíó θ(y). Íà ðèñ 2.2 ðàññìîòðåíà

çàäà÷à

f (1)(x) = x(1)

f (2)(x) = (x(1) − 1)2 + x(2),

0 ≤ x(1) ≤ 1,

0 ≤ x(2) ≤ 1,

(2.13)

Ïóíêòèðíîé ëèíèåé èçîáðàæåíî ìíîæåñòâî òî÷åê, îïòèìàëüíûõ ïî Ïàðåòî.

Ýòî ìíîæåñòâî â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ çàäàåòñÿ ó÷àñòêîì êðèâîé f (2) =

(f (1) − 1)2. Âñå òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ îïòèìàëüíûìè ïî Äæîôô-

ðèîíó, êðîìå òî÷êè y0 = (1, 0). Ïðè ýòîì

θ(y∗) = max

(
2(1− f (1)),

1

2(1− f (1))

)
,

ãäå y∗ = (f (1), (f (1) − 1)2).

Îòäåëüíûå òî÷êè, îáîçíà÷åííûå íà ðèñóíêå, ñîñòàâëÿþò ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâî,

ïîëó÷åííîå ñ ïîìîùüþ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, ïðè ε = 0.05. Âèä-

íî, ÷òî òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè â îêðåñòíîñòè òî÷êè y0, ïðè ïðèáëèæåíèè ê

êîòîðîé θ(y∗) íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò, çíà÷èòåëüíî íèæå, ÷åì â äðóãèõ òî÷êàõ.

Ýòî íàáëþäåíèå ñîîòâåòñòâóåò îöåíêå (2.12). Ìàêñèìàëüíàÿ ïëîòíîñòü òî÷åê

ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà íàáëþäàåòñÿ â öåíòðàëüíîé ÷àñòè ãðàôèêà, ãäå çíà÷åíèå

θ(y∗) ìèíèìàëüíî.

Òàêæå ìîæíî ïîëó÷èòü êîëè÷åñòâåííóþ îöåíêó òî÷íîñòè äèñêðåòíîé àïïðîê-

ñèìàöèè íà çàäàííîì îòðåçêå, ñîäåðæàùåì òîëüêî äæåôôðèîíîâñêèå òî÷êè.
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Ðèñ. 2.2: Äåìîíñòðàöèîííûé ïðèìåð äëÿ óòâåðæäåíèÿ 2.2

Íàïðèìåð, íà îòðåçêå f (1) ∈ [0, 1/2] ïàðàìåòð θ(y∗) íå ïðåâîñõîäèò 2. Ñëåäî-

âàòåëüíî ðàññòîÿíèå îò ëþáîé òî÷êè ìíîæåñòâà Ïàðåòî íà ýòîì ó÷àñòêå äî

áëèæàéøåé òî÷êè ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà íå ïðåâîñõîäèò 2
√
2ε.

Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî

Íàïîìíèì îñíîâíóþ èäåþ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ñ îäíèì

êðèòåðèåì. Äëÿ íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : Rn → R ñòàâèòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íà êîìïàêòíîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå X ⊆ Rn:

f∗ = globmin
x∈X

f(x) = f(x∗), (2.14)

ãäå x∗ � ëþáàÿ òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ðàâíûé f∗.

Äëÿ ýòîé çàäà÷è îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé X∗ è ìíîæåñòâî

ε-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Xε:

X∗ = {x ∈ X : f(x) = f∗}, Xε = {xε ∈ X : f(xε) ≤ f∗ + ε}, ε > 0. (2.15)

Ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî X∗ íå ïóñòî. Òðåáóåòñÿ íàéòè õîòÿ áû îäíó

òî÷êó èç ìíîæåñòâà Xε.
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Äëÿ ìíîæåñòâà Z ⊆ Rn, ôóíêöèè f(x) : Rn → R è ÷èñëà λ ∈ R îïðåäåëèì

Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî

L(f(·), Z, λ) = {x ∈ Z : f(x) ≥ λ}. (2.16)

Èñïîëüçóÿ ïîíÿòèå ëåáåãîâñêîãî ìíîæåñòâà, ìîæíî îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå

è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ëþáîé òî÷êè x∗ ∈ X

ñëåäóþùèì îáðàçîì: x∗ ∈ X∗ ⇔ L(f(·), X, f(x∗)) = X.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ êðèòåðèé ãëîáàëüíîé ε-îïòèìàëüíîñòè. Ïóñòü xε ∈

X, òîãäà

xε ∈ Xε ⇔ L(f(·), X, f(xε)− ε) = X.

Ïåðåéäåì òåïåðü ê ðàññìîòðåíèþ ñëó÷àÿm-êðèòåðèåâ ïðèm > 1. Äëÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ìíîæåñòâ Λ ⊆ Ω, Z ⊆ Rn è âåêòîð-ôóíêöèè F (·) : Rn → Rm îïðåäåëèì

Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî

L(F (·), Z,Λ) = {x ∈ Z : F (x) ∈ NE(Λ)}. (2.17)

Â ñëó÷àå m = 1 ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ (2.16).

Ââåäåííîå ïîíÿòèå ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ àëüòåðíàòèâíîãî îïðåäåëåíèÿ

Ïàðåòî ìíîæåñòâà. Ïóñòü Θ ⊆ Ω è P(Θ) = Θ òîãäà

Θ = Ω∗ ⇔ L(F (·), X,Θ) = X. (2.18)

Êðèòåðèé ãëîáàëüíîé ε-îïòèìàëüíîñòè èìååò ñëåäóþùèé âèä. Ïóñòü Θ ⊆ Ω

è P(Θ) = Θ òîãäà

Θ åñòü ε− Ïàðåòî ìíîæåñòâî ⇔ L(F (·), X,Θ− ε · em) = X. (2.19)

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X1, . . . , Xk,

Xi ⊆ X è ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà äîñòèæèìûõ êðèòå-

ðèåâ Λ1, . . . ,Λk, Λi ⊆ Ω. Ïóñòü µi(·) � ìèíîðàíòà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (·) íà
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ìíîæåñòâå Xi ò.å. µi(x) ≤ f(x) äëÿ êàæäîãî x ∈ Xi. Ïóñòü çàäàíà ñîâîêóïíîñòü

ïîäìíîæåñòâ L1, . . . ,Lk ìíîæåñòâà X, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì:

Li ⊆ L(µi(·), Xi,Λi − ε · em), i = 1, . . . , k, (2.20)

ãäå Λi − ε · em = {x : x = λ− ε · em for some λ ∈ Λi}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ {Li} ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî X,

åñëè

X = ∪k
i=1Li. (2.21)

Ìíîæåñòâà Li áóäåì íàçûâàòü ïîêðûâàþùèìè.

Òåîðåìà 2.3 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ (2.21), òî ìíîæåñòâî Yk =

P
(
∪k
i=1Λi

)
ÿâëÿåòñÿ ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâîì äëÿ çàäà÷è (2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y∗ ∈ Y∗, y∗ = f(x∗),

x∗ ∈ X. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ, òî x∗ ∈ L(µi(·), Xi,Λi − ε · em) äëÿ

íåêîòîðîãî i, 1 ≤ i ≤ k. Ñëåäîâàòåëüíî íàéäåòñÿ λi ∈ Λi, òàêîå ÷òî λi− ε · em ≤

µi(x∗) ≤ F (x∗). Òàê êàê Yk = P
(
∪k
i=1Λi

)
, òî íàéäåòñÿ yε ∈ Yk, òàêîå ÷òî yε ≤ λi.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî yε−ε ·em ≤ λi−ε ·em ≤ F (x∗) = y∗. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè

âûáîðà y∗ ∈ Y∗ óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

Âòîðîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (2.2). �

Â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ñòðîèò ìíîæåñòâî

Yk è ñîâîêóïíîñòü ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ {Li}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì

òåîðåìû 2.3. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ñïîñîáû ïîñòðîåíèÿ ýòèõ ñîâîêóïíîñòåé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà Yk â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîääåðæèâàåòñÿ

ñïèñîê A òî÷åê äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X. Îáðàç F (A) ìíîæåñòâà A ïðè îòîá-

ðàæåíèè F ñîäåðæèò êîíå÷íûé íàáîð ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ òî÷åê, êîòîðûé ïî-

ñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò ìíîæåñòâîì Yk. Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ

õðàíÿòñÿ âìåñòå ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïîâòîðíî-

ãî âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé êðèòåðèåâ êàæäûé ðàç ïðè ïðîâåäåíèè ñðàâíåíèÿ.
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Ñïèñîê A ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû Update,

ðåàëèçóþùåé äîáàâëåíèå î÷åðåäíîé òî÷êè êî ìíîæåñòâó A.

Ïðîöåäóðà Update (A, x)

Ïàðàìåòðû:

A � òåêóùèé ñïèñîê òî÷åê;

x � íîâàÿ òî÷êà;

1. Äëÿ êàæäîé òî÷êè a èç A âûïîëíèòü ñëåäóþùèå äåéñòâèÿ:

åñëè F (a) ≤ F (x), òî çàâåðøèòü ïðîöåäóðó;

åñëè F (x) ≤ F (a), òî óäàëèòü a èç A;

2. Äîáàâèòü x â A.

Î÷åâèäíî, îáðàç F (A) ìíîæåñòâà A, ïîñòðîåííîãî ïðè ïîìîùè äàííîé ïðî-

öåäóðû, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (2.5). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîáàâëÿåìûõ òî÷åê

ìîæåò ãåíåðèðîâàòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè, áîëåå ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàå-

ìûìè ïðè îïèñàíèè âñåãî àëãîðèòìà.

Óëó÷øèòü òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè ïîçâîëÿþò ìåòîäû ëîêàëüíîé îïòèìèçà-

öèè, ò.å. ìåòîäû, ïîçâîëÿþùèå ïî òî÷êå x ∈ X ïîëó÷èòü òî÷êó x′ ∈ X, òàêóþ

÷òî F (x′) ≤ F (x). Ýòà ïðîöåäóðà ïðèìåíÿåòñÿ ê òî÷êå x äî äîáàâëåíèÿ ê ñïèñêó

A ëèáî ïîñëå íåãî.

Íàõîæäåíèå ìíîæåñòâà Li íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ (2.20) ÿâëÿåòñÿ

äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé, êîòîðóþ ìîæíî óïðîñòèòü, èñïîëüçóÿ ñëåäóþùåå

î÷åâèäíîå ñîîòíîøåíèå:

L(µi(·), Xi,Λi − ε · em) = ∪λ∈Λi
L(µi(·), Xi, λ− ε · em), (2.22)

ãäå L(µi(·), Xi, λ− ε · em) = {x ∈ Xi : µi(x) ≥ λ− ε · em}. Èç ñîîòíîøåíèÿ (2.22)

ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Li ìîæíî èñêàòü â âèäå îáúåäèíåíèÿ:

Li = ∪λ∈Λi
Lλ
i , (2.23)
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ãäå Lλ
i ⊆ L(µi(·), Xi, λ − ε · em). Ìíîæåñòâà Lλ

i íàõîäÿòñÿ ïðîùå ÷åì Li. Â

äàëüíåéøåì áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùèå äâå ìèíîðàíòû.

Åñëè ôóíêöèÿ f (j)(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòîé lji íà

ìíîæåñòâå Xi, òî ñîãëàñíî [46] ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ìèíîðàíòîé äëÿ

ôóíêöèè f(x):

µ
(j)
i (x) = f (j)(ci)− lji∥x− ci∥, (2.24)

ãäå ci ∈ Xi .

Åñëè ãðàäèåíò f (j)
x (·) ôóíêöèè f (j)(·) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ êîí-

ñòàíòîé lji , òî ïðèìåíÿåòñÿ ñëåäóþùàÿ ìèíîðàíòà [48]:

µ
(j)
i (x) = f (j)(ci) + ⟨f (j)

x (ci), x− ci⟩ −
lji
2
∥x− ci∥2. (2.25)

Çíà÷åíèÿ ìèíîðàíò (2.24, 2.25) â òî÷êå ci ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèåì ìèíîðè-

ðóåìîãî êðèòåðèÿ f (j)(·) â ýòîé òî÷êå. Ïîýòîìó ýòè ìèíîðàíòû íàçûâàþò îïîð-

íûìè, à òî÷êó ci � îïîðíîé òî÷êîé.

Óêàæåì ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâ Lλ
i äëÿ ðàçíûõ ñëó÷àåâ.

1. Ïóñòü µi(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ìèíîðàíòà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (·) íà ìíî-

æåñòâå Xi. Ïóñòü òàêæå äëÿ êàæäîãî j ∈ M èçâåñòåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìè-

íèìóìà α
(j)
i ôóíêöèé µ

(j)
i (·), íà ìíîæåñòâå Xi, αi = (α

(1)
i , . . . , α

(m)
i ). Ïîëîæèì

Lλ
i =


Xi, åñëè αi ≥ λ− ε · em,

∅ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òîãäà ñîãëàñíî (2.22)

Li =


Xi, åñëè íàéäåòñÿ λ ∈ Λi òàêîå ÷òî αi ≥ λ− ε · em,

∅ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Ýòîò ñïîñîá íàõîæäåíèÿ Li óäîáíî ïðèìåíÿòü äëÿ ìèíîðàíò (2.24) è (2.25),

ò.ê. èçâåñòíû àíàëèòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ òî÷åê, â êîòîðûõ ýòè ìèíèìóìû

58



äîñòèãàþòñÿ íà n-ìåðíîì ïàðàëëåëåïèïåäå [48].

2. Ïóñòü µi(·) � ïðîèçâîëüíàÿ ìèíîðàíòà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (·) íà ìíî-

æåñòâå Xi. Ïóñòü òàêæå äëÿ êàæäîãî èíäåêñà j, 1 ≤ j ≤ m èçâåñòåí ñïîñîá

îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà Kj
i ⊆ L(µ(j)

i (·), Xi, λ
(j) − ε). Òîãäà ïîëîæèì

Lλ
i = ∩m

j=1K
j
i . (2.26)

Äëÿ ìèíîðàíòû (2.24) ìíîæåñòâî L(µ(j)
i (·), Xi, λ

(j) − ε) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíè-

åì øàðà ðàäèóñà ρji (λ) = (f (j)(ci)−λ(j)+ε)/lji ñ öåíòðîì â òî÷êå ci è ìíîæåñòâà

Xi. Â ðàáîòå [46] ðàññìîòðåí ñëó÷àé, êîãäà ìèíîðàíòû âèäà (2.24) èìåþò îäíó

è òó æå îïîðíóþ òî÷êó ci äëÿ âñåõ êðèòåðèåâ. Ïðè ýòîì ìíîæåñòâî Kj
i ïîëàãà-

åòñÿ ðàâíûì Ëåáåãîâñêîìó ìíîæåñòâó, ò.å. îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïåðåñå÷åíèå øàðà

B(ci, ρ
j
i (λ)) è ìíîæåñòâà Xi. Òîãäà:

Lλ
i = B(ci, ρi(λ)) ∩Xi,

ãäå ρi(λ) = min1≤j≤M ρji (λ), à

Li = B(ci, ρi) ∩Xi, (2.27)

ãäå ρi = maxλ∈Λi
ρi(λ).

Òàêèì îáðàçîì

ρi = max
λ∈Λi

min
1≤j≤M

(f (j)(ci)− λ(j) + ε)/lji .

Äàííàÿ ôîðìóëà ñ òî÷íîñòüþ äî îáîçíà÷åíèé ñîâïàäàåò ñ ôîðìóëîé (3) èç

ðàáîòû [120].

Äëÿ ìèíîðàíòû (2.25) ìíîæåñòâî L(µ(j)
i (·), Xi, λ

(j)−ε) ÿâëÿåòñÿ ïåðåñå÷åíèåì

øàðà ðàäèóñà

ρji (λ) =

√√√√ 2

lji

(
1

2lji
∥f (j)

x (ci)∥2 + f(ci)− λ(j) + ε

)

ñ öåíòðîì â òî÷êå zi = ci + f
(j)
x /lji è ìíîæåñòâà Xi.
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Â ýòîì ñëó÷àå ïîäõîä, ïðèìåíåííûé äëÿ ìèíîðàíòû (2.24), íå ðàáîòàåò, ò.ê.

øàðû èìåþò ðàçëè÷íûå öåíòðû è èõ ïåðåñå÷åíèå ÿâëÿåòñÿ ñëîæíîé ôèãóðîé, ñ

òðóäîì ïîääàþùåéñÿ àëãîðèòìè÷åñêîé îáðàáîòêå. Ðàññìîòðèì äâà âîçìîæíûõ

âàðèàíòà ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è.

Ïåðâûé âàðèàíò îñíîâàí íà òîì, ÷òî ìíîæåñòâî L(µ(j)
i (·), Xi, λ

(j) − ε) ñîäåð-

æèò øàð ðàäèóñà

ρji (λ) =

(√
∥f (j)

x (ci)∥2 + 2lji (f
(j)(ci)− λ(j) − ε)− ∥f (j)

x (ci)∥
)
/lji (2.28)

ñ öåíòðîì â òî÷êå ci. Ïîëàãàÿ ìíîæåñòâî Kj
i ðàâíûì ïåðåñå÷åíèþ ýòîãî øàðà

ñî ìíîæåñòâîì Xi è ïðîâîäÿ ðàññóæäåíèÿ, àíàëîãè÷íûå ïðîâåäåííûì äëÿ ìè-

íîðàíòû (2.24), ïîëó÷àåì ÷òî ìíîæåñòâî Li ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå

(2.27), ãäå ρji (λ) âû÷èñëÿþòñÿ ïî ôîðìóëå (2.28).

Âî âòîðîì âàðèàíòå â êà÷åñòâå ìíîæåñòâ Kj
i áåðóòñÿ n-ìåðíûå ïàðàëëåëå-

ïèïåäû, ïðèíàäëåæàùèå ìíîæåñòâó L(µ(j)
i (·), Xi, λ

(j) − ε). Ñïîñîá íàõîæäåíèÿ

òàêîãî ïàðàëëåëåïèïåäà óêàçàí â ðàáîòå [121]. Ìíîæåñòâî Lλ
i áóäåò ïåðåñå÷å-

íèåì ïàðàëëåëåïèïåäîâ, à ñëåäîâàòåëüíî, òîæå ïàðàëëåëåïèïåäîì. Ìíîæåñòâî

Li ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îáúåäèíåíèå ïàðàëëåëåïèïåäîâ, êîòîðîå óäîáíî èñïîëü-

çîâàòü â àëãîðèòìàõ.

Ðàññìîòðèì îäíó èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðû-

òèé.

Àëãîðèòì Cover

1. Èíèöèàëèçèðîâàòü ñïèñîê ïîäìíîæåñòâ S = {X} è ñïèñîê òî÷åê A = ∅.

2. Âçÿòü èç ñïèñêà S íåêîòîðîå ìíîæåñòâî, êîòîðîå îáîçíà÷èì ÷åðåç Xi.

3. Âûáðàòü òî÷êó ci ∈ Xi è îáíîâèòü ñïèñîê òî÷åê A: Update(A, ci).

4. Îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî Li è åãî äîïîëíåíèå X ′
i : X

′
i = Xi \ Li.
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5. Åñëè X ′
i ̸= ∅, òî ðàçáèòü X ′

i íà p ïîäìíîæåñòâ Yi = {Y i
1 , . . . , Y

i
p} è äîáàâèòü

èõ â ñïèñîê S.

6. Óäàëèòü Xi èç ñïèñêà S.

7. Åñëè ñïèñîê S ïóñò, òî çàâåðøèòü ðàáîòó àëãîðèòìà, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

ïåðåéòè ê øàãó 2.

Ïðèìåíèâ òåîðåìó 2.3, ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãî-

ðèòìà, ìíîæåñòâî A ÿâëÿåòñÿ ε-îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì, à ìíîæåñòâî f(A) �

ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâîì äëÿ çàäà÷è (2.1).

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûë ðåàëèçîâàí âàðèàíò ïðèâåäåííîãî àëãî-

ðèòìà, õàðàêòåðèçóþùèé ñëåäóþùèìè îñîáåííîñòÿìè:

• ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî � ïàðàëëåëåïèïåä è âñå ìíî-

æåñòâà Xi � òàêæå ïàðàëëåëåïèïåäû;

• ïàðàëëåëåïèïåäX ′
i âñåãäà ðàçáèâàåòñÿ íà äâà ðàâíûõ ïàðàëëåëåïèïåäà âäîëü

ðåáðà ìàêñèìàëüíîé äëèíû;

• â êà÷åñòâå òî÷êè ci âñåãäà áåðåòñÿ öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà Xi.

Ïðè ñðàâíåíèè àëãîðèòìîâ ïîèñêà ìèíèìóìà ñêàëÿðíîé ôóíêöèè ëó÷øèì

ñ÷èòàåòñÿ àëãîðèòì, íàøåäøèé äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñ íàèìåíüøèì çíà÷åíèåì

öåëåâîé ôóíêöèè. Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-

òèìèçàöèè ÿâëÿåòñÿ áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé, òàê êàê çäåñü íåò âîçìîæíîñòè âû-

äåëèòü åäèíûé ïàðàìåòð, ïî êîòîðîìó ïðîâîäèòñÿ ñðàâíåíèå. Ïîäðîáíûé îáçîð

ðàçëè÷íûõ ìåòîäèê ñðàâíåíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ

çàäà÷, ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [71]. Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåì äâà êîëè÷åñòâåí-

íûõ ïîêàçàòåëÿ èç ÷èñëà ïðåäëîæåííûõ â íåé.

Ïåðâûé ïîêàçàòåëü íîñèò íàçâàíèå Hyper Volume (HV) è èçìåðÿåò îáùèé

îáúåì îáëàñòè, îáðàçîâàííîé îáúåäèíåíèåì ïåðåêðûâàþùèõñÿ ïàðàëëåëåïèïå-
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Ðèñ. 2.3: Ïîêàçàòåëü Hyper Volume (HV)

äîâ, ðàñïîëîæåííûõ ìåæäó íåêîòîðîé çàäàííîé (ðåôåðåíñíîé) òî÷êîé è òî÷-

êàìè äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè (Ðèñ. 2.3). Â êà÷åñòâå ðåôåðåíñíîé îáû÷íî

áåðåòñÿ òî÷êà r òàêàÿ, ÷òî r(i) ≥ maxx∈X f (i)(x), i = 1, . . . ,m. Çàìåòèì, ÷òî

íàõîæäåíèå ðåôåðåíñíîé òî÷êè íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíîé çàäà÷åé. Åñëè

A è A′ � äâå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Ïàðåòî, ïðè÷åì A′ ≤ A, òî äëÿ îäíîé è

òîé æå ðåôåðåíñíîé òî÷êè çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ HV äëÿ A′ áóäåò áîëüøå, ÷åì ó

A. Äðóãèìè ñëîâàìè, áîëüøèå çíà÷åíèÿ ïîêàçàòåëÿ HV îáû÷íî ñîîòâåòñòâóþò

áîëåå òî÷íûì àïïðîêñèìàöèÿì.

Ïîìèìî áëèçîñòè ê èñòèííîìó ìíîæåñòâó Ïàðåòî êà÷åñòâî ïîëó÷åííîé àï-

ïðîêñèìàöèè òàêæå õàðàêòåðèçóåòñÿ ðàâíîìåðíîñòüþ ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê â

íåé. Ïðè îäèíàêîâîì ÷èñëå òî÷åê ïðåäïî÷òèòåëüíåå àïïðîêñèìàöèÿ, â êîòîðîé

òî÷êè ðàñïðåäåëåíû áîëåå ðàâíîìåðíî. Ñëåäóþùèé ïîêàçàòåëü (2.29) ïîçâîëÿ-

åò ãðóáî îöåíèòü ðàâíîìåðíîñòü ýòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Äëÿ àïïðîêñèìàöèè A,

ñîäåðæàùåé k òî÷åê, îïðåäåëèì

UD(A) =

√√√√ k∑
i=1

(di − d)2, d =

(
k∑

i=1

di

)
/k, (2.29)

ãäå di � ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå îò òî÷êè ñ íîìåðîì i äî îñòàëüíûõ òî÷åê
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èç A. Ìåíüøèå çíà÷åíèÿ äàííîãî ïîêàçàòåëÿ êàê ïðàâèëî ñîîòâåòñòâóþò áî-

ëåå ðàâíîìåðíûì ðàñïðåäåëåíèÿì òî÷åê. Â ÷àñòíîñòè, åñëè âñå ìèíèìàëüíûå

ðàññòîÿíèÿ îäèíàêîâû, òî ïîêàçàòåëü ïðèíèìàåò íóëåâîå çíà÷åíèå. Çàìåòèì,

÷òî ïîêàçàòåëü (2.29) íå ñîäåðæàòåëåí äëÿ çàäà÷, â êîòîðûõ ìíîæåñòâî Ïàðåòî

íåñâÿçíî.

Â ýêñïåðèìåíòàõ ïðîâîäèëîñü ñðàâíåíèå òðåõ àëãîðèòìîâ:

1. NUC: ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé;

2. MC: ìåòîä �Ìîíòå-Êàðëî� � ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì , ïðè êîòîðîì ñëó-

÷àéíûå òî÷êè ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíû â äîïóñòèìîé îáëàñòè, à äèñêðåò-

íàÿ àïïðîêñèìàöèÿ ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû Update;

3. SEMO: ãåíåòè÷åñêèé àëãîðèòì SEMO èç áèáëèîòåêè PISA [145].

Ïðè ïðîâåäåíèè ñðàâíåíèÿ èçìåðÿëèñü çíà÷åíèÿ ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ:

1. nit � ÷èñëî âûçîâîâ ôóíêöèé, âû÷èñëÿþùèõ êðèòåðèè;

2. ε � òî÷íîñòü, äàííûé ïàðàìåòð èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ìåòîäà íåðàâ-

íîìåðíûõ ïîêðûòèé è îïðåäåëÿåò çíà÷åíèå ε äëÿ ïîëó÷àåìîãî ìíîæåñòâà

ε-Ïàðåòî;

3. ngen � ÷èñëî ïîêîëåíèé, äàííûé ïàðàìåòð èìååò ñìûñë òîëüêî äëÿ ãåíå-

òè÷åñêîãî àëãîðèòìà;

4. np � ÷èñëî òî÷åê â äèñêðåòíîé àïïðîêñèìàöèè;

5. hv � çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ Hyper Volume;

6. ud � çíà÷åíèå ïîêàçàòåëÿ ðàâíîìåðíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê â àïïðîêñè-

ìàöèè.

Äëÿ ïðîâåäåíèÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà.
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Òàáëèöà 2.1: Ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ïðèìåðà 1

Ìåòîä nit ε ngen np hv

SEMO 500 - 500 221 3.27

MC 500 - - 22 3.38

NUC 490 0.07 - 36 3.42

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó (2.1) ãäå êðèòåðèè çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè

f (1)(x(1), x(2)) = x(1), f (2)(x(1), x(2)) = min(|x(1) − 1|, 1.5− x(1)) + x(2) + 1,

à äîïóñòèìàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ x(1) ≤ 2, 0 ≤ x(2) ≤ 2.

Ãðàíèöà Ïàðåòî â äàííîì ïðèìåðå ñîñòîèò èç äâóõ îòðåçêîâ. Ïåðâûé ñîåäè-

íÿåò òî÷êè (0, 2) è (1, 1), à âòîðîé � òî÷êè (1.5, 1) è (2, 0.5).

Ïàðàìåòðû òðåõ àëãîðèòìîâ âûáèðàëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü

ïðèìåðíî îäèíàêîâîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé êðèòåðèåâ, áëèçêîå ê 500. Â òàáëèöå

2.1 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Ïðî÷åðê

â òàáëèöå îçíà÷àåò, ÷òî ïàðàìåòð íå èìååò ñìûñëà äëÿ äàííîãî ìåòîäà. Ïîêà-

çàòåëü ðàâíîìåðíîñòè íå âû÷èñëÿëñÿ, ïîñêîëüêó ìíîæåñòâî Ïàðåòî íåñâÿçíî.

Íà Ðèñ. 2.4 ïîêàçàíû äèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Ïàðåòî, ïîëó-

÷åííûå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè SEMO, MC, NUC äëÿ ïðèìåðà 1. Âèçóàëüíî âèä-

íî, ÷òî êà÷åñòâî àïïðîêñèìàöèè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ñóùåñòâåííî

âûøå ÷åì ó äâóõ äðóãèõ ìåòîäîâ.

Ïðèìåð 2. Â äàííîì ïðèìåðå ðåøàåòñÿ çàäà÷à (2.1), â êîòîðîé êðèòåðèè

çàäàþòñÿ ôîðìóëàìè:

f (1)(x) = (x(1) − 1) · (x(2))2 + 1, f (2)(x) = x(2).

Äîïóñòèìàÿ îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ íåðàâåíñòâàìè 0 ≤ x(1) ≤ 1, 0 ≤ x(2) ≤ 1.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ðåøåíèåì äàííîé çàäà÷è â ïðîñòðàíñòâå êðèòåðèåâ

áóäåò ó÷àñòîê ïàðàáîëû y(1) = 1− (y(2))2 ïðè y(1), y(2) ∈ [0, 1]. Çàäà÷à íå âûïóê-

ëà. Òàêæå êàê è â ïðåäûäóùåì ïðèìåðå ïàðàìåòðû òðåõ àëãîðèòìîâ âûáèðà-

ëèñü òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü ïðèìåðíî îäèíàêîâîå ÷èñëî âû÷èñëåíèé
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Ðèñ. 2.4: Àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Ïàðåòî, ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè äëÿ ïðèìåðà 1
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Òàáëèöà 2.2: Ñðàâíèòåëüíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ ïðèìåðà 2

Ìåòîä nit ε ngen np hv ud

SEMO 500 - 500 104 0.312 1.116

MC 500 - - 67 0.300 1.277

NUC 515 0.0675 - 29 0.306 0.210

êðèòåðèåâ, áëèçêîå ê 500. Â òàáëèöå 2.2 ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

äëÿ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ. Íà Ðèñ. 2.5 ïîêàçàíû äèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè

ìíîæåñòâà Ïàðåòî, ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè SEMO, MC, NUC äëÿ

ïðèìåðà 2.

Àíàëèç äàííûõ òàáëèöû 2.2 è ãðàôèêîâ íà Ðèñ. 2.5 ïîêàçûâàåò, ÷òî ïî ïîêàçà-

òåëþ Hyper Volume ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé íåìíîãî ïðåâçîøåë ñòîõà-

ñòè÷åñêèé àëãîðèòì è íåñêîëüêî óñòóïèë ãåíåòè÷åñêîìó àëãîðèòìó. Ïðè ýòîì,

ñ ïîìîùüþ ãåíåòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ïîñòðîåíà àïïðîêñèìàöèÿ, ñîäåðæàùàÿ â

òðè ñ ëèøíèì ðàçà áîëüøå òî÷åê ïî ñðàâíåíèþ ñ ìåòîäîì íåðàâíîìåðíûõ ïî-

êðûòèé. Ïîêàçàòåëü ud, õàðàêòåðèçóþùèé ðàâíîìåðíîñòü ðàñïðåäåëåíèÿ òî÷åê

è âèçóàëüíûé àíàëèç ãðàôèêîâ ïîêàçûâàþò ÷òî òî÷êè, ïîñòðîåííûå ìåòîäîì

íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äàþò ñóùåñòâåííî áîëåå ðàâíîìåðíîå ðàñïðåäåëåíèå.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò ãåíåòè÷åñêîãî è ñòîõàñòè÷åñêîãî àëãî-

ðèòìîâ, ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ãàðàíòèðóåò ε-îïòèìàëüíîñòü äëÿ çà-

äàííîãî ε.

2.3 Ðåøåíèå çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ïðè íàëè÷èè

ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (2.1)

â êîòîðîé äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè-

÷åíèé:

X = {x ∈ Rn : G(x) ≤ 0k}, (2.30)
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Ðèñ. 2.5: Àïïðîêñèìàöèè ìíîæåñòâà Ïàðåòî, ïîëó÷åííûå ðàçëè÷íûìè ìåòîäàìè äëÿ ïðèìåðà 2
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ãäå G(·) = (g(1)(·), . . . , g(k)(·)) � íàáîð ôóíêöèé îãðàíè÷åíèé, à 0k � k-ìåðíûé

âåêòîð ñ íóëåâûìè êîìïîíåíòàìè. Óñëîâèÿ (2.30) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâà-

ëåíòíîì âèäå

X = {x ∈ Rn : ϕ(x) ≤ 0}, (2.31)

ãäå ϕ(x) = maxi=1,...,k g
(i)(x).

Âñþäó äàëåå âåêòîð-ôóíêöèè F (·), G(·) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíûìè, à

ìíîæåñòâî X ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïóñòûì è îãðàíè÷åííûì: X ⊆ B, ãäå B =

[a, b] = {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b} � n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Ïðè ñäåëàííûõ

ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîæåñòâà X è Y áóäóò íåïóñòûìè êîìïàêòàìè.

Ðåøåíèå çàäà÷è (2.1) ñîñòîèò â íàõîæäåíèè ìíîæåñòâà Ïàðåòî è åãî ïðîîáðà-

çà ïðè îòîáðàæåíèè F . Íàõîæäåíèå òî÷íîãî ðåøåíèÿ âîçìîæíî òîëüêî â ïðî-

ñòåéøèõ ñëó÷àÿõ, ïîýòîìó îáû÷íî èùåòñÿ ïðèáëèæåííîå ðåøåíèå. Â ïðåäûäó-

ùåì ðàçäåëå áûë ðàññìîòðåí ñëó÷àé ïðîñòûõ îãðàíè÷åíèé ïàðàëëåëåïèïåäíîãî

òèïà. Â ñëó÷àå ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé ïðåäëîæåííûé ìåòîä íå ñðàáî-

òàåò, òàê êàê â îòëè÷èå îò ïàðàëëåëåïèïåäà, ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ñëîæíî

äåêîìïîçèðîâàòü. Îïðåäåëèì ïîíÿòèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ â ñëó÷àå çàäà÷è

ñ îãðàíè÷åíèÿìè.

Äëÿ δ ∈ R îïðåäåëèì Xδ = {x ∈ Rk : ϕ(x) ≤ δ}, ïîëîæèì Y δ = F (Xδ).

Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Xδ è Y δ íå ñóæàþòñÿ ñ óâåëè÷åíèåì δ. Ïóñòü δ =

inf δ ∈ R : Xδ ̸= ∅, δ = sup δ ∈ R : Xδ ⊆ B.

Ïóñòü äàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ε, δ, òàêèå ÷òî ε ≥ 0, 0 ≤ δ ≤ δ. Ìíîæåñòâî

Q ⊆ Y δ áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ε, δ-Ïàðåòî , åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. äëÿ ëþáîé òî÷êè y∗ ∈ P(Y ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà q ∈ Q, ÷òî

q − ε · 1m ≤ y∗, (2.32)

2.

P(Q) = Q. (2.33)
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Çäåñü ÷åðåç 1m îáîçíà÷åí m-ìåðíûé âåêòîð, âñå êîìïîíåíòû êîòîðîãî åäè-

íèöû.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü X1, . . . , Xk, Xi ⊆ B, i = 1, . . . , k ïàðàëëåëåïèïåäà

B è ñîâîêóïíîñòü Λ1, . . . ,Λk êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Yδ , Λi ⊆ Y δ, i =

1, . . . , k. Ïóñòü µi(·) � ìèíîðàíòà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (·) íà ìíîæåñòâåXi ò.å.

µi(x) ≤ F (x) äëÿ êàæäîãî x ∈ Xi. Ïóñòü νi(·) � ìèíîðàíòà äëÿ ôóíêöèè ϕ(·) íà

ìíîæåñòâå Xi. Ïóñòü çàäàíà ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ L1, . . . ,Lk ìíîæåñòâà

B, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñîîòíîøåíèÿì:

Li ⊆ L(µi(·), Xi,Λi − ε · em) ∪ L′(νi(·), Xi, 0), i = 1, . . . , k,

ãäå Λi − ε · 1m = {x : x = λ− ε · 1m for some λ ∈ Λi}.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ {Li} ïîêðûâàåò ìíîæåñòâî B,

åñëè

B = ∪k
i=1Li. (2.34)

Ìíîæåñòâà Li áóäåì íàçûâàòü ïîêðûâàþùèìè.

Òåîðåìà 2.4 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ (2.34), òî ìíîæåñòâî Yk =

P
(
∪k
i=1Λi

)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε, δ-Ïàðåòî äëÿ çàäà÷è (2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y∗ ∈ P(Y ), y∗ = F (x∗),

x∗ ∈ X. Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ, òî x∗ ∈ Li äëÿ íåêîòîðîãî i, 1 ≤

i ≤ k. Ñëåäîâàòåëüíî, x∗ ∈ L(µi(·), Xi,Λi − ε · em) èëè x∗ ∈ L′(νi(·), Xi, 0).

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x∗ ∈ L′(νi(·), Xi, 0), òî ϕ(x∗) ≥ νi(x∗) > 0, ÷òî ïðîòèâîðå-

÷èò òîìó, ÷òî x∗ ∈ X.

Ïóñòü x∗ ∈ L(µi(·), Xi,Λi−ε·1m). Òîãäà íàéäåòñÿ λi ∈ Λi, òàêîå ÷òî λi−ε·1m ≤

µi(x∗) ≤ F (x∗). Òàê êàê Yk = P
(
∪k
i=1Λi

)
, òî íàéäåòñÿ y ∈ Yk, òàêîå ÷òî y ≤ λi.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî y − ε · 1m ≤ λi − ε · 1m ≤ F (x∗) = y∗.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà y∗ ∈ P(Y ) óñòàíîâëåíà ñïðàâåäëèâîñòü óñëî-

âèÿ (2.32). Óñëîâèå (2.33) ñëåäóåò èç ñâîéñòâà (2.2). �
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Ðàññìîòðèì òåïåðü àëãîðèòì äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ε, δ-Ïàðåòî. Àëãî-

ðèòì îñíîâàí íà ðàçáèåíèè ïàðàëëåëåïèïåäà B íà ïàðàëëåëåïèïåäû Bi. Íà

êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå îïðåäåëÿþòñÿ ìèíîðàíòû µ
(s)
i (·), ν(t)i (·) äëÿ ôóíêöèé

f (s)(·) è g(t)(·):
f (s)(x) ≥ µ

(s)
i (x), x ∈ Bi, s = 1, . . . ,m,

g(t)(x) ≥ ν
(t)
i (x), x ∈ Bi, t = 1, . . . , k.

Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê èñïîëüçóåìûì ìèíîðàíòàì ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû èõ

ìèíèìóì íà ïàðàëëåëåïèïåäå íàõîäèëñÿ àíàëèòè÷åñêè. Ê ýòîìó êëàññó îòíî-

ñÿòñÿ, íàïðèìåð, Ëèïøèöåâû [46] è èíòåðâàëüíûå ìèíîðàíòû [95].

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîääåðæèâàåòñÿ ñïèñîê òî÷åê èç ìíîæåñòâàXδ

òàêîé, ÷òî íà êàæäîì øàãå åãî îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè F ñîäåðæèò êîíå÷íûé

íàáîð ïîïàðíî íåñðàâíèìûõ òî÷åê, êîòîðûé ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèò-

ìà áóäåò èñêîìûì ìíîæåñòâîì ε, δ-Ïàðåòî. Çíà÷åíèÿ êðèòåðèåâ õðàíÿòñÿ âìå-

ñòå ñî çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðîâ. Ýòî ïîçâîëÿåò èçáåæàòü ïîâòîðíîãî âû÷èñëåíèÿ

çíà÷åíèé êðèòåðèåâ êàæäûé ðàç ïðè ïðîâåäåíèè ñðàâíåíèé. Ñïèñîê ñòðîèòñÿ

ïîñëåäîâàòåëüíî ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû Update, ðåàëèçóþùåé äîáàâëå-

íèå î÷åðåäíîé òî÷êè ê ñïèñêó.

Ïðîöåäóðà Update (A, x, A′)

Ïàðàìåòðû:

A � òåêóùèé ñïèñîê òî÷åê;

x � íîâàÿ òî÷êà;

A′ � íîâûé ñïèñîê;

1. ÖÈÊË ïî òî÷êàì a ∈ A:

åñëè F (a) ≤ F (x), òî ïîëîæèòü A′ = A, ïåðåéòè ê øàãó 3;

åñëè F (x) ≤ F (a), òî óäàëèòü a èç A;

ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ
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2. Ïîëîæèòü A′ = A ∪ x;

3. ÊÎÍÅÖ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ñîçäàåòñÿ ñïèñîê S ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñî-

äåðæàùèé íà ïåðâîì øàãå òîëüêî îäèí ýëåìåíò � èñõîäíûé ïàðàëëåëåïèïåä

B. Ñïèñîê òî÷åê A0 ïóñò.

Àëãîðèòì Cover

1. Åñëè S = ∅, òî çàâåðøèòü àëãîðèòì.

2. Âûáðàòü è óäàëèòü èç ñïèñêà ïàðàëëåëåïèïåä Bi = [ai, bi].

3. Íàéòè òî÷êó ci = (ai + bi)/2. Åñëè ci ∈ Xδ, òî âûïîëíèòü ïðîöåäóðó

Update(Ai−1,ci, Ai).

4. Äëÿ s = 1, . . . ,m îïðåäåëèòü α
(t)
i = minx∈Bi

µ
(s)
i (x). Åñëè äëÿ íåêîòîðîé

òî÷êè x ∈ Ai âûïîëíåíî αi ≥ x− ε · 1m, òî ïåðåéòè ê øàãó 1.

5. Äëÿ t = 1, . . . , k îïðåäåëèòü β
(t)
i = minx∈Bi

ν
(t)
i (x).

Åñëè maxt=1,...,k β
(t)
i > 0, òî ïåðåéòè ê øàãó 1.

6. Ðàçáèòü ïàðàëëåëåïèïåä Bi íà äâà ðàâíûõ ïàðàëëåëåïèïåäà B′
i è B′′

i âäîëü

ðåáðà ìàêñèìàëüíîé äëèíû è äîáàâèòü èõ â ñïèñîê S.

Òåîðåìà 2.5 Åñëè àëãîðèòì Cover çàâåðøèëñÿ çà K øàãîâ, òî ìíîæåñòâî

F (AK) áóäåò ε, δ-Ïàðåòî ìíîæåñòâîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåæäå âñåãî çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Ai ôîðìèðóþòñÿ

òîëüêî èç òî÷åê ìíîæåñòâà Xδ è òàêèì îáðàçîì, ÷òî óñëîâèå (2.5) âñåãäà âûïîë-

íåíî. Ïîêàæåì ñïðàâåäëèâîñòü óñëîâèÿ (2.4). Ïîñêîëüêó àëãîðèòìCover çàâåð-

øèëñÿ çà K øàãîâ, òî B = ∪K
i=1Bi. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y∗ ∈ P(Y )

è åå ïðîîáðàç ïðè îòîáðàæåíèè F � òî÷êó x∗ ∈ X. Ïóñòü x∗ ∈ Bi äëÿ íåêî-
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òîðîãî i, 1 ≤ i ≤ K. Òàê êàê àëãîðèòì çàâåðøèëñÿ, òî ïàðàëëåëåïèïåä Bi áûë

èñêëþ÷åí èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ëèáî íà øàãå 4, ëèáî íà øàãå 5.

Ïîêàæåì, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä Bi íå ìîã áûòü èñêëþ÷åí èç äàëüíåéøåãî ðàñ-

ñìîòðåíèÿ íà øàãå 5. Äåéñòâèòåëüíî, â ýòîì ñëó÷àå

ϕ(x∗) = maxt=1,...,k g
(t)(x∗) ≥ maxt=1,...,k minx∈Bi

g(t)(x) ≥

maxt=1,...,k minx∈Bi
ν
(t)
i (x) = maxt=1,...,k β

(t)
i > 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî x∗ ∈ X.

Çíà÷èò, ïàðàëëåëåïèïåä Bi áûë èñêëþ÷åí èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ íà

øàãå 4. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà x èç ñïèñêà Ai, òàêàÿ ÷òî αi ≥

F (x) − ε · 1m. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî ñïîñîá äîáàâëåíèå òî÷åê ê ñïèñêó Ai

îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå ñëåäóþùåãî ñâîéñòâà: NE(F (A1)) ⊆ NE(F (A2)) ⊆

· · · ⊆ NE(F (AK)). Ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà x′ ∈ AK , ÷òî αi ≥

F (x′)− ε · 1m. Ñëåäîâàòåëüíî

y∗ = F (x∗) ≥ minx∈Bi
F (x) ≥

minx∈Bi
µi(x) = αi ≥ F (x′)− ε · 1m.

Òåì ñàìûì ïîêàçàíî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ (2.4) è òåîðåìà äîêàçàíà. �

Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà êîìïüþòåðå ñ ïðîöåññîðîì Intel (R) Core(TM)

2 Quad, 2.83 MHz, èìåþùåì 4Gb îïåðàòèâíîé ïàìÿòè. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ

îöåíîê èñïîëüçîâàëèñü èíòåðâàëüíûå ìèíîðàíòû [95]. Äëÿ ýêñïåðèìåíòàëüíîãî

èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà áûë âûáðàí ïðèìåð èç ðàáîòû [146].

Ïðèìåð 2.1 Çàäà÷à ñ äâóìÿ êðèòåðèÿìè, äâóìÿ îãðàíè÷åíèÿìè è äâóìÿ ïà-

ðàìåòðàìè

f (1)(x) = x(1),

f (2)(x) = x(2),

−(x(1))2 − (x(2))2 + 1 + 0.1 cos(16 arctan x(1)

x(2) ) ≤ 0,

(x(1) − 0.5)2 + (x(2) − 0.5)2 − 0.5 ≤ 0.
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Ðèñ. 2.6: Ìíîæåñòâî 0.01, 0.01-Ïàðåòî äëÿ ïðèìåðà 2.1.

Ìíîæåñòâî Ïàðåòî äëÿ äàííîé çàäà÷è ìíîãîñâÿçíî. Ïðè ïîìîùè ìåòîäà

íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé áûëî ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî ε, δ-Ïàðåòî ñ ε = 0.01,

δ = 0.01. Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ε, δ-Ïàðåòî ïîòðåáîâàëîñü 1040 èòåðàöèé

àëãîðèòìà Cover. Âû÷èñëåíèÿ çàíÿëè 0.03 ñåêóíäû. Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî,

ñîäåðæàùåå 70 òî÷åê, ïðåäñòàâëåíî íà Ðèñ. 2.6.

Ïðèìåð 2.2 Çàäà÷à ñ äâóìÿ êðèòåðèÿìè, øåñòüþ îãðàíè÷åíèÿìè è øåñòüþ
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Ðèñ. 2.7: Ìíîæåñòâî 1, 0.1-Ïàðåòî äëÿ ïðèìåðà 2.2.

ïàðàìåòðàìè

f (1)(x) = −
(
25(x(1) − 1)2 + (x(2) − 2)2 + (x(3) − 1)2 + (x(4) − 4)2 + (x(5) − 1)2

)
,

f (2)(x) = (x(1))2 + (x(2))2 + (x(3))2 + (x(4))2 + (x(5))2 + (x(6))2,

−x(1) − x(2) + 2 ≤ 0,

x(1) + x(2) − 6 ≤ 0,

−x(1) + x(2) − 2 ≤ 0,

x(1) − 3x(2) − 2 ≤ 0,

(x(3) − 3)2 + x(4) − 4 ≤ 0,

−(x(5) − 3)2 − x(6) + 4 ≤ 0.

Ðåçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ñ ïàðàìåòðàìè ε = 1,

δ = 0.1 ïðåäñòàâëåíû íà Ðèñ. 2.7. Ïîñòðîåíèå ìíîæåñòâà ε, δ-Ïàðåòî áûëî îñó-

ùåñòâëåíî çà 17793690 èòåðàöèé àëãîðèòìà Cover. Âû÷èñëåíèÿ çàíÿëè 421 ñå-

êóíäó. Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî ε, δ-Ïàðåòî ñîäåðæèò 382 òî÷êè.
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Ïðîâåäåííûå ýêñïåðèìåíòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðåäëîæåííûé ìåòîä ïîçâîëÿåò

ïîëó÷àòü äèñêðåòíûå àïïðîêñèìàöèè ñ âûñîêîé çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

2.4 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû

Äàííàÿ ãëàâà áûëà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå, ðàçâèòèþ è ðåàëèçàöèè äåòåðìèíè-

ðîâàííûõ ìåòîäîâ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè. Áûëè ïîëó÷åíû ñëåäóþ-

ùèå ðåçóëüòàòû:

1. Äëÿ çàäà÷è ÌÊÎ ñ ïàðàëëåëåïèïåäíûìè îãðàíè÷åíèÿìè äîêàçàíû íîâûå

ñâîéñòâà ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà, óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó ýòèì ìíîæå-

ñòâîì, ãðàíèöåé Ïàðåòî è îáîëî÷êîé Ýäæâîðòà-Ïàðåòî.

2. Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ÌÊÎ îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðî-

èçâîëüíûõ ìèíîðàíò, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

3. Äëÿ çàäà÷ ÌÊÎ ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ââåäåíî ïîíÿòèå ïðè-

áëèæåííîãî ðåøåíèÿ � ìíîæåñòâà ε, δ-Ïàðåòî è ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ

åãî ïîñòðîåíèÿ, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà.
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Ãëàâà 3

Ýôôåêòèâíàÿ îáîëî÷êà íåâûïóêëûõ

ìíîæåñòâ è ìåòîä åå àïïðîêñèìàöèè

Â äàííîé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà è

ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä åå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíîæåñòâî ÿâëÿåòñÿ

îáðàçîì êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè. Ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ýôôåê-

òèâíàÿ îáîëî÷êà êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà ñîäåðæèòñÿ â åãî âûïóêëîé îáîëî÷-

êå. Ïðåäëîæåííûé ìåòîä àïïðîêñèìàöèè ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè, îáîáùàþùèé

ïîäõîä, ðàçðàáîòàííûé â [46,76], ïðèìåíåí äëÿ îïèñàíèÿ ðàáî÷åé îáëàñòè ìíî-

ãîñåêöèîííîãî ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà.

3.1 Ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà è ýôôåêòèâíàÿ îáîëî÷êà

Â äàëüíåéøåì êîìïîíåíòû âåêòîðà èç ïðîñòðàíñòâà Rn îáîçíà÷àþòñÿ âåðõíèì

èíäåêñîì â êðóãëûõ ñêîáêàõ: x =
(
x(1), . . . , x(n)

)
.

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùóþ ñîêðàùåííóþ çàïèñü:

a ≤ b ⇔ a(i) ≤ b(i), i = 1, . . . , n.

Äëÿ ìíîæåñòâà V ⊆ Rm è âåêòîðà v ∈ Rm îïðåäåëèì ñóììó âåêòîðà è ìíî-

æåñòâà v + V = {x ∈ Rm : x − v ∈ V }. Äëÿ äâóõ ìíîæåñòâ V ⊆ Rm, W ⊆ Rm

îïðåäåëèì èõ ñóììó V +W = ∪v∈V (v +W ).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λm ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòèm, êîìïîíåíòàìè
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êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 1 èëè −1. Äëÿ âåêòîðà λ ∈ Λm çàïèñü y2 <λ y1 îçíà÷àåò

îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå m óñëîâèé(
y
(i)
2 − y

(i)
1

)
λ(i) ≥ 0 äëÿ i = 1, . . . ,m. (3.1)

Åñëè íå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ y1 <λ y2 è y2 <λ y1, òî âåêòîðû y1 è y2 íàçû-

âàþòñÿ íåñðàâíèìûìè äëÿ äàííîãî λ ∈ Λm.

Äëÿ òî÷êè y ∈ Rm è çàäàííîãî λ ∈ Λm îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Dλ(y) = {z ∈

Rm : z <λ y} è D∗
λ(y) = {z ∈ Rm : y <λ z}. Ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ îáîáùàþòñÿ

íà ñëó÷àé ìíîæåñòâà Z ⊆ Rm: Dλ(Z) = ∪z∈ZDλ(z), D∗
λ(Z) = ∪z∈ZD

∗
λ(z).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Y ⊆ Rm òî÷êó y ∈ Y íàçîâåì λ-

òî÷êîé, åñëè â ìíîæåñòâå Y íåò òàêèõ òî÷åê z, ÷òî z <λ y è z ̸= y. Îáúåäèíåíèå

âñåõ λ-òî÷åê íàçîâåì λ-ãðàíèöåé ìíîæåñòâà Y è îáîçíà÷èì ÷åðåç Pλ(Y ), ò.å.

Pλ(Y ) = {y ∈ Y : Y ∩Dλ(y) = y}. (3.2)

Îáúåäèíåíèå λ-ãðàíèö Peff(Y ) = ∪λ∈Λm
Pλ(Y ) íàçîâåì ýôôåêòèâíîé ãðàíè-

öåé ìíîæåñòâà Y . Íà Ðèñ. 3.1 äàíû èëëþñòðàöèè ïîíÿòèé λ-ãðàíèöû è ýô-

ôåêòèâíîé ãðàíèöû.

Íàïîìíèì, ÷òî ñòðîãî âûïóêëûì ìíîæåñòâîì íàçûâàåòñÿ âûïóêëîå ìíîæå-

ñòâî, âñå ãðàíè÷íûå òî÷êè êîòîðîãî � êðàéíèå, ò.å. íå ÿâëÿþòñÿ âíóòðåííèìè

íè äëÿ êàêîãî îòðåçêà, êîíöû êîòîðîãî ïðèíàäëåæàò ýòîìó ìíîæåñòâó. Ñïðà-

âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.1 Ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà êîìïàêòíîãî ñòðîãî âûïóêëîãî ìíî-

æåñòâà ñîâïàäàåò ñ åãî ãðàíèöåé.

Íåñëîæíî óáåäèòüñÿ, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò áûòü âåðíûì åñëè âìå-

ñòî ñòðîãî âûïóêëîãî ðàññìîòðåòü ïðîèçâîëüíîå âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Íàïðè-

ìåð, ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì

åãî âåðøèí, à ãðàíèöà äîïîëíèòåëüíî ñîäåðæèò ãðàíè è ðåáðà.
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Ðèñ. 3.1: λ-ãðàíèöà è ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà Y

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 3.1 ïîòðåáóåòñÿ íåñêîëüêî âñïîìîãàòåëü-

íûõ ïîíÿòèé è ôàêòîâ.

Ïóñòü Y ⊆ Rm � âûïóêëîå ìíîæåñòâî, y � åãî ãðàíè÷íàÿ òî÷êà, y ∈ ∂Y .

Ãèïåðïëîñêîñòü H = {z ∈ Rm : hTz = b}, h ∈ Rm íàçûâàåòñÿ îïîðíîé â òî÷êå

y, åñëè âûïîëíåíû ñëåäóþùèå äâà óñëîâèÿ:

1. òî÷êà y ïðèíàäëåæèò ãèïåðïëîñêîñòè H: hTy = b;

2. ìíîæåñòâî Y öåëèêîì ëåæèò â îòðèöàòåëüíîì ïîëóïðîñòðàíñòâå ãèïåðïëîñ-

êîñòè H: Y ⊆ H−, ãäå H− = {z ∈ Rm : hTz ≤ b}.

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êàæäîé ãðàíè÷íîé òî÷êè âûïóêëîãî ìíîæåñòâà ñóùåñòâóåò

îïîðíàÿ ãèïåðïëîñêîñòü.

Ëåììà 3.1 Åñëè Y � ñòðîãî âûïóêëîå ìíîæåñòâî, à H � îïîðíàÿ ãèïåð-

ïëîñêîñòü â òî÷êå y ∈ ∂Y , òî H+ ∩ Y = {y}, ãäå H+ = {z ∈ Rm : hTz ≥ b}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéäåòñÿ òî÷êà y′ ∈ Y ∩ H+, y′ ̸= y.

Â ñèëó âûïóêëîñòè ìíîæåñòâ Y è H+, îòðåçîê [y, y′] òàêæå ïðèíàäëåæèò ïå-

ðåñå÷åíèþ Y ∩ H+. Ñëåäîâàòåëüíî, îòðåçîê [y, y′] ⊆ ∂Y . Ýòî ïðîòèâîðå÷èò
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îïðåäåëåíèþ ñòðîãîé âûïóêëîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, óòâåðæäåíèå ëåììû âåðíî.

�.

Èñïîëüçóÿ äàííóþ ëåììó, äîêàæåì óòâåðæäåíèå 3.1. Ðàññìîòðèì ñòðîãî âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî Y ⊆ Rm ñ ãðàíèöåé ∂Y . Âêëþ÷åíèå Peff(Y ) ⊆ ∂Y î÷åâèäíî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ëþáàÿ ãðàíè÷íàÿ òî÷êà y ∈ ∂Y ïðèíàäëåæèò ýôôåê-

òèâíîé ãðàíèöå. Ðàññìîòðèì îïîðíóþ ãèïåðïëîñêîñòü H â òî÷êå y. Ïîêàæåì,

÷òî y ÿâëÿåòñÿ λ-òî÷êîé äëÿ âåêòîðà λ ∈ Λm, êîìïîíåíòû êîòîðîãî çàäàþòñÿ

ñëåäóþùåé ôîðìóëîé: 
λ(i) = 1, åñëè h(i) ≥ 0,

λ(i) = −1, åñëè h(i) < 0,

äëÿ i = 1, . . . ,m. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ëþáîé òî÷êè z ∈ Dλ(y) âåðíî (z(i) −

y(i))λ(i) ≥ 0, i = 1, . . . ,m. Ñëåäîâàòåëüíî hTz =
∑m

i=1 h
(i)z(i) ≥

∑m
i=1 h

(i)y(i) = b.

Òàêèì îáðàçîì z ∈ H+. Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà z èìååì âêëþ÷åíèå

Dλ(y) ⊆ H+. Òîãäà èç ëåììû 3.1 ñëåäóåò Dλ(y) ∩ Y = y, ò.å. y � λ-òî÷êà è,

çíà÷èò, y ∈ Peff(Y ). Óòâåðæäåíèå 3.1 äîêàçàíî.

Ìíîæåñòâî H(Y ) = ∩λ∈Λm
D∗

λ (Pλ(Y )) áóäåì íàçûâàòü ýôôåêòèâíîé îáîëî÷-

êîé ìíîæåñòâà Y . Òàê êàê äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Y ⊆ Rm ñïðàâåäëèâî

âêëþ÷åíèå Y ⊆ D∗
λ (Pλ(Y )) ïðè ëþáîì λ ∈ Λm, òî Y ⊆ H(Y ). Ñëåäóþùàÿ òåî-

ðåìà ñâÿçûâàåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó Conv(Y ) ìíîæåñòâà Y (íàèìåíüøåå âû-

ïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå Y ) è åãî ýôôåêòèâíóþ îáîëî÷êó.

Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Y ñïðàâåäëèâî âêëþ-

÷åíèå

Y ⊆ H(Y ) ⊆ Conv(Y ), (3.3)

è ðàâåíñòâî

Conv(Y ) = Conv(Peff(Y )). (3.4)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òåîðåìà áóäåò äîêàçàíà, åñëè áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî ëþ-

áàÿ òî÷êà èç H(Y ) ïðåäñòàâèìà â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè òî÷åê ìíîæåñòâà

Peff(Y ). Åñëè y ∈ H(Y ), òî ïî îïðåäåëåíèþ ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè äëÿ êàæ-

äîãî λ ∈ Λm íàéäåòñÿ òî÷êà yλ ∈ Pλ(Y ), òàêàÿ ÷òî y ∈ D∗
λ(yλ). Ïîêàæåì,

÷òî òî÷êà y ïðåäñòàâèìà â âèäå âûïóêëîé êîìáèíàöèè òî÷åê {yλ}, λ ∈ Λm. Äî-

êàæåì ýòî óòâåðæäåíèå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè ïî ðàçìåðíîñòè m

ïðîñòðàíñòâà Rm:

Ðàññìîòðèì ñëó÷àé m = 1. Ïóñòü y ∈ Ph(Y ). Òîãäà y{−1} ≤ y ≤ y{1}. Â ýòî

ñëó÷àå î÷åâèäíî y = κy{−1} + (1 − κ)y{1}, äëÿ íåêîòîðîãî κ, 0 ≤ κ ≤ 1. Òàêèì

îáðàçîì óòâåðæäåíèå äëÿ m = 1 äîêàçàíî.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ m ≥ 1. Äîêàæåì åãî ñïðàâåäëèâîñòü äëÿ

m+ 1. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ òî÷êó y, ïðèíàäëåæàùóþ ýôôåêòèâíîé îáî-

ëî÷êå ìíîæåñòâà Y ⊆ Rm+1 è íàáîð òî÷åê yλ ∈ Pλ(Y ), λ ∈ Λm+1, òàêèõ ÷òî y ∈

D∗
λ(yλ). Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç v̂ âåêòîð, ïîëó÷åííûé èç v = (v(1), . . . , v(m+1))

óäàëåíèåì ïîñëåäíåé êîìïîíåíòû: v̂ = (v1, . . . , vm). Çàìåòèì, ÷òî

ŷ ∈ D∗
λ̂
(ŷλ), (3.5)

äëÿ λ ∈ Λm+1. Ïðåäñòàâèì ìíîæåñòâî Λm+1 â âèäå îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ

Λ+
m+1 = {λ ∈ Λm+1 : λ(m+1) = 1} è Λ−

m+1 = {λ ∈ Λm+1 : λ(m+1) = −1}. Ïî

ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è ñîãëàñíî ñîîòíîøåíèþ (3.5) íàéäóòñÿ íàáîðû {αλ}

è {βλ}, òàêèå ÷òî:

∑
λ∈Λ+

m+1
αλ = 1, αλ ≥ 0, λ ∈ Λ+

m+1,∑
λ∈Λ−

m+1
βλ = 1, βλ ≥ 0, λ ∈ Λ−

m+1,

ŷ =
∑

λ∈Λ+
m+1

αλŷλ =
∑

λ∈Λ−
m+1

βλŷλ,

ãäå v̂ = (v1, . . . , vm).

(3.6)

Î÷åâèäíî, ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå íåðàâåíñòâà:
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y
(m+1)
λ ≤ y(m+1), äëÿ λ ∈ Λ−

m+1, (3.7)

y
(m+1)
λ ≥ y(m+1), äëÿ λ ∈ Λ+

m+1, (3.8)

Ðàññìîòðèì òî÷êè y+ =
∑

λ∈Λ+
m+1

αλyλ è y− =
∑

λ∈Λ−
m+1

βλyλ. Èç (3.6) ñëåäóåò,

÷òî y
(i)
− = y

(i)
+ = y(i) äëÿ i = 1, . . . ,m. Èç íåðàâåíñòâ (3.7), (3.8) ñëåäóåò, ÷òî

y
(m+1)
− ≤ y(m+1) ≤ y

(m+1)
+ . Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå 0 ≤ κ ≤ 1, ÷òî y(1) = κy

(1)
− +(1−

κ)y
(1)
+ . Òàêèì îáðàçîì, y = κy− + (1− κ)y+.

Ðàññìîòðèì íàáîð {θλ}, λ ∈ Λm+1 òàêîé, ÷òî

θλ =


(1− κ)αλ, ïðè λ ∈ Λ+

m+1,

κβλ ïðè λ ∈ Λ−
m+1.

Î÷åâèäíî, ÷òî θλ ≥ 0, λ ∈ Λm+1,
∑

λ∈Λm+1
θλ = 1 è

∑
λ∈Λm+1

θλyλ = y. Òåì ñàìûì

ïîêàçàíî, ÷òî y � âûïóêëàÿ êîìáèíàöèÿ òî÷åê {yλ}, λ ∈ Λm+1. �

Ýôôåêòèâíàÿ îáîëî÷êà, âîîáùå ãîâîðÿ, áëèæå ê ìíîæåñòâó Y , ÷åì åãî âû-

ïóêëàÿ îáîëî÷êà è, â ýòîì ñìûñëå, äàåò áîëåå òî÷íîå îïèñàíèå ýòîãî ìíîæåñòâà

(Ðèñ. 3.2). Èç òåîðåìû 3.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êîìïàêòíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà

ñàìî ìíîæåñòâî, åãî ýôôåêòèâíàÿ îáîëî÷êà è âûïóêëàÿ îáîëî÷êà ñîâïàäàþò.

3.2 Àïïðîêñèìàöèÿ ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè

Äëÿ ε ≥ 0 è íåêîòîðîãî λ ∈ Λm ìíîæåñòâî òî÷åê Y λ
ε èç Rm íàçîâåì

ε-àïïðîêñèìàöèåé λ-ãðàíèöû, åñëè äëÿ êàæäîé òî÷êè y∗ ∈ Pλ(Y ) íàéäåòñÿ òà-

êàÿ òî÷êà yε â Y λ
ε , ÷òî yε+ελ <λ y∗ è, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî Y λ

ε ñîñòîèò òîëüêî

èç íåñðàâíèìûõ òî÷åê.

Ôîðìàëüíî ïåðå÷èñëåííûå óñëîâèÿ çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Pλ(Y ) ⊆ D∗
λ(Y

λ
ε + ελ), (3.9)
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Ðèñ. 3.2: Ýôôåêòèâíàÿ è âûïóêëàÿ îáîëî÷êè ìíîæåñòâà Y

Pλ(Y
λ
ε ) = Y λ

ε . (3.10)

Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð {Y ε
λ }, λ ∈ Λm. Òîãäà ∪λ∈Λm

Y ε
λ íàçîâåì ε-ýôôåêòèâíîé

ãðàíèöåé ìíîæåñòâà Y . Âíåøíåé ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöåé áóäåì íàçûâàòü ìíî-

æåñòâî ∪λ∈Λm
(Y ε

λ + ελ).

Òàê êàê Y � êîìïàêò, òî Y ⊆ D∗
λ (Pλ(Y )) è, ñëåäîâàòåëüíî, Y ⊆ D∗

λ (Y
ε
λ + ελ)

äëÿ âñåõ λ ∈ Λm. Òàêèì îáðàçîì, Y ⊆ ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε).

Ìíîæåñòâî ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε) áóäåì íàçûâàòü ε-ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êîé ìíî-

æåñòâà Y. Î÷åâèäíî H(Y ) ⊆ ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε) äëÿ ëþáîãî ε > 0.

Íà Ðèñ. 3.3 èçîáðàæåíà ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà Y , ñîñòîÿùàÿ èç

25 ñâåòëûõ êðóæêîâ. Â êà÷åñòâå λ áðàëèñü âåêòîðû èç ìíîæåñòâà

Λ2 = {(1, 1), (1,−1), (−1, 1), (−1,−1)}. Òåìíûå êðóæêè îáîçíà÷àþò òî÷êè âíåø-

íåé ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû. Òåìíî-ñåðûì öâåòîì çàêðàøåíà ε-ýôôåêòèâíàÿ

îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Y .

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà.
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Ðèñ. 3.3: ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà ìíîæåñòâà Y

Ëåììà 3.2 Ïóñòü Hε ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε) � ε-ýôôåêòèâíàÿ îáîëî÷êà ìíîæå-

ñòâà Y , à Bε = ∪λ∈Λm
(Y ε

λ + λε) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ âíåøíÿÿ ε-ýôôåêòèâíàÿ

ãðàíèöà. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ

Peff(Hε) = Bε. (3.11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî îïðåäåëåíèþ Hε = ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε). Ðàññìîòðèì ïðî-

èçâîëüíûé âåêòîð λ ∈ Λm. Ïîêàæåì, ÷òî Pλ(Hε) = Y ε
λ + λε. Ïóñòü y ∈ Y ε

λ + λε.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Dλ(y) ∩ Hε ñîäåðæèò òî÷êó z ̸= y. Ïî îïðåäåëåíèþ Dλ(y)

âûïîëíÿåòñÿ

z <λ y. (3.12)

Òàê êàê z ∈ ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε), òî z ∈ D∗

λ (Y
ε
λ + λε) è, çíà÷èò

t <λ z. (3.13)

äëÿ íåêîòîðîãî t ∈ Y ε
λ + λε. Èç íåðàâåíñòâ (3.12) è (3.13) ñëåäóåò, ÷òî t <λ

y, ïðè÷åì y ∈ Y ε
λ + λε è t ∈ Y ε

λ + λε. Ïóñòü t′ = t − ελ, y′ = y − ελ, ãäå

83



y′ ∈ Y ε
λ , t

′ ∈ Y ε
λ . Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ t′ <λ y′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ñâîéñòâó (3.10).

Çíà÷èò, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî è Dλ(y) ∩ Hε = y. Òåì ñàìûì äîêàçàíî,

÷òî Y ε
λ + λε ⊆ Pλ(Hε). Âêëþ÷åíèå Pλ(Hε) ⊆ Y ε

λ + λε î÷åâèäíî. Òàêèì îáðàçîì

äëÿ âñåõ λ ∈ Λm âûïîëíÿåòñÿ Pλ(Hε) = Y ε
λ + λε. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî

ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (3.11). Ëåììà äîêàçàíà.�

Èç äîêàçàííîé ëåììû è ñîîòíîøåíèÿ (3.4) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 3.2 Ïóñòü Hε ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε) � ε-ýôôåêòèâíàÿ îáîëî÷êà

ìíîæåñòâà Y , à Bε = ∪λ∈Λm
(Y ε

λ + λε) � ñîîòâåòñòâóþùàÿ âíåøíÿÿ

ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå

Y ⊆ Hε ⊆ Conv(Bε). (3.14)

Âêëþ÷åíèå (3.14) äàåò êîíñòðóêòèâíóþ ïðîöåäóðó ïîñòðîåíèÿ âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî ìíîæåñòâî Y . Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà ñòðîèòñÿ ε-ýôôåêòèâíàÿ

ãðàíèöà ìíîæåñòâà Y � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî Bε, à çàòåì ñòðîèòñÿ âûïóêëàÿ

îáîëî÷êà ìíîæåñòâà Bε èçâåñòíûìè àëãîðèòìàìè.

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöû

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû ìíîæåñòâà Y , çàäàí-

íîãî êàê îáðàç n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà X ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè

F : Rn → Rm, F (·) =
(
f (1)(·), . . . , f (m)(·)

)
. Äëÿ êàæäîãî λ ∈ Λm âûïîëíÿåòñÿ

íàõîæäåíèå ε-àïïðîêñèìàöèè λ-ãðàíèöû ìíîæåñòâà Y = F (X). Îáúåäèíåíèå

ïîñòðîåííûõ òàêèì îáðàçîì ìíîæåñòâ îáðàçóåò ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöó ìíî-

æåñòâà Y .

Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîääåðæèâàåòñÿ ñïèñîê A òî÷åê èç ìíîæåñòâà

X òàêîé, ÷òî åãî îáðàç ïðè îòîáðàæåíèè F ñîäåðæèò êîíå÷íûé íàáîð ïîïàð-

íî íåñðàâíèìûõ òî÷åê, êîòîðûé ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà áóäåò ε-

àïïðîêñèìàöèåé λ-ãðàíèöû ìíîæåñòâà Y . Ñïèñîê ñòðîèòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî ñ
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èñïîëüçîâàíèåì ïðîöåäóðû Update, ðåàëèçóþùåé äîáàâëåíèå î÷åðåäíîé òî÷-

êè ê ñïèñêó òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû óêàçàííîå ñâîéñòâî íåñðàâíèìîñòè âûïîëíÿ-

ëîñü.

Ïðîöåäóðà Update (λ, A, x)

Ïàðàìåòðû:

λ � âåêòîð, êîìïîíåíòû êîòîðîãî âõîäÿò â óñëîâèå (3.1)

A � ñïèñîê òî÷åê èç X

x ∈ X � íîâàÿ òî÷êà

1. ÍÀ×ÀËÎ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

2. ÖÈÊË ïî âñåì òî÷êàì a ∈ A:

åñëè F (a) <λ F (x), òî ïåðåéòè ê ïóíêòó 4

åñëè F (x) <λ F (a), òî òî÷êó a óäàëèòü èç ñïèñêà A

ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ

3. Äîáàâèòü òî÷êó x ê ñïèñêó A: A = A ∪ x;

4. ÊÎÍÅÖ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

Ïðèâåäåì àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ε-àïïðîêñèìàöèè λ-ãðàíèöû äëÿ ðàññìàòðè-

âàåìîãî ñëó÷àÿ. Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà, èñõîäíûé ïàðàëëåëåïèïåä X

ðàçáèâàåòñÿ íà ìåíüøèå ïàðàëëåëåïèïåäû. Íà êàæäîì ïàðàëëåëåïèïåäå B, ïî-

ëó÷àåìîì â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ, ñòðîÿòñÿ îöåíî÷íûå ôóíêöèè µB(·) : Rn →

Rm äëÿ ôóíêöèè F (·), óäîâëåòâîðÿþùèå ñîîòíîøåíèÿì:

µB(x) <λ F (x), x ∈ B, k = 1, . . . ,m.

Îñíîâíîå òðåáîâàíèå ê èñïîëüçóåìûì îöåíî÷íûì ôóíêöèÿì ñîñòîèò â òîì,

÷òîáû èõ ìàêñèìóì íà ïàðàëëåëåïèïåäå íàõîäèëñÿ ïðîñòî. Ê ýòîìó êëàññó îò-

íîñÿòñÿ, íàïðèìåð, Ëèïøèöåâû [46,147] è èíòåðâàëüíûå ìèíîðàíòû [148,149].
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Àëãîðèòì Bisect ïîñòðîåíèÿ ε-àïïðîêñèìàöèè λ-ãðàíèöû ìíîæåñòâà Y ôîð-

ìèðóåò â ïðîöåññå ñâîåé ðàáîòû ñïèñîê S, ñîñòîÿùèé èç n-ìåðíûõ ïàðàëëåëåïè-

ïåäîâ è ñïèñîê òî÷åê A. Ïåðåä íà÷àëîì ðàáîòû àëãîðèòìà ñïèñîê S ñîñòîèò èç

åäèíñòâåííîãî ýëåìåíòà � ïàðàëëåëåïèïåäà X. Ñïèñîê òî÷åê A ïóñò. Àëãîðèòì

îñòàíàâëèâàåòñÿ, êîãäà ñïèñîê ïàðàëëåëåïèïåäîâ ñòàíîâèòñÿ ïóñòûì, ïðè ýòîì

íàáîð òî÷åê F (A) áóäåò èñêîìîé ε-àïïðîêñèìàöèåé λ-ãðàíèöû ìíîæåñòâà Y .

Ïðîöåäóðà Bisect (λ, ε, X, F , A)

Ïàðàìåòðû:

ε � òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè

λ � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè

X � èñõîäíîå ìíîæåñòâî

F � ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå

A � ñïèñîê òî÷åê èç X

1. ÍÀ×ÀËÎ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

2. S = {X}, A = ∅

3. Åñëè S = ∅, òî çàâåðøèòü àëãîðèòì

4. Âûáðàòü è óäàëèòü èç ñïèñêà S ïðîèçâîëüíûé ïàðàëëåëåïèïåä B

5. Îïðåäåëèòü òî÷êó c � öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà è âûïîëíèòü

ïðîöåäóðó Update(λ, A,c)

6. Äëÿ i = 1, . . . ,m îïðåäåëèòü α(i) =


maxx∈B µ

(i)
B (x), åñëè λi = 1,

minx∈B µ
(i)
B (x), åñëè λi = −1.

. Åñëè

A ̸= ∅ è α ∈ D∗
λ(F (A) + ελ), òî ïåðåéòè ê ïóíêòó 2

7. Ðàçáèòü ïàðàëëåëåïèïåä B íà äâà îäèíàêîâûõ ïàðàëëåëåïèïåäà B′ è B′′

âäîëü ðåáðà ìàêñèìàëüíîé äëèíû è äîáàâèòü èõ ê ñïèñêó S, ïåðåéòè ê

ïóíêòó 3
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8. ÊÎÍÅÖ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû ìíîæåñòâà Y ñîñòîèò â ïðè-

ìåíåíèè ïðîöåäóðû Bisect äëÿ âñåõ λ ∈ Λm è îáúåäèíåíèè ðåçóëüòàòîâ. Â

ðåçóëüòàòå áóäåò ïîñòðîåíî ìíîæåñòâî A òàêîå, ÷òî F (A) � ε-ýôôåêòèâíàÿ

ãðàíèöà Y .

Ïðîöåäóðà Epsbound (ε, X, F , A)

Ïàðàìåòðû:

ε � òî÷íîñòü àïïðîêñèìàöèè

λ � ïàðàìåòð, îïðåäåëÿþùèé íàïðàâëåíèå ïîñòðîåíèÿ àïïðîêñèìàöèè

X � èñõîäíîå ìíîæåñòâî

F � ôóíêöèîíàëüíîå îòîáðàæåíèå

A � ñïèñîê òî÷åê

1. ÍÀ×ÀËÎ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

2. A = ∅.

3. ÖÈÊË ïî âñåì λ ∈ Λm:

Âûïîëíèòü ïðîöåäóðó Bisect(λ, ε, X, F , A′)

A = A ∪ A′

ÊÎÍÅÖ ÖÈÊËÀ

4. ÊÎÍÅÖ ÏÐÎÖÅÄÓÐÛ

3.3 Ïðèìåíåíèå ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè äëÿ îïèñàíèÿ

ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà

Èäåÿ ïðèìåíèòü ýâðèñòè÷åñêèå ìåòîäû ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè äëÿ

çàäà÷ àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà áûëà ïðåä-

ëîæåíà â [150]. Ìåòîä, èñïîëüçîâàííûé â [150], íå ãàðàíòèðîâàë òîãî, ÷òî ðà-

áî÷àÿ îáëàñòü öåëèêîì ëåæèò âíóòðè ïîñòðîåííîé àïïðîêñèìàöèè. Äëÿ ðÿäà
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Ðèñ. 3.4: Óãëû è çâåíüÿ, îïðåäåëÿþùèå êîíôèãóðàöèþ ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà

ïðèëîæåíèé (êîñìè÷åñêàÿ îòðàñëü, ìåäèöèíà) ïîäîáíàÿ ãàðàíòèÿ íåîáõîäèìà.

Ïðåäëàãàåìûé äàëåå ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñòðîèòü ìíîæåñòâî, ãàðàíòèðîâàííî ñî-

äåðæàùåå ðàáî÷óþ îáëàñòü.

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ïëàíàðíûé ðîáîò ñ k çâåíüÿìè ïåðåìåííîé äëèíû (Ðèñ.

3.4). Îäèí èç êîíöîâ ìàíèïóëÿòîðà çàêðåïëåí â íà÷àëå êîîðäèíàò. Ðàáî÷àÿ

îáëàñòü îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ïîçèöèé ñâîáîäíîãî (âòîðîãî)

êîíöà ðîáîòà, òàêæå íàçûâàåìîãî ñõâàòîì. Ïîçèöèÿ ñõâàòà ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿåòñÿ âåêòîðîì äëèí çâåíüåâ s =
(
s(1), . . . , s(k)

)
è âåêòîðîì âåëè÷èí óãëîâ

θ = (θ(1), . . . , θ(k)) ìåæäó ñîîòâåòñòâóþùèìè çâåíüÿìè. Äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî

óãëîâ è äëèí çâåíüåâ ÿâëÿåòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäîì

X = [s(1), s(1)]× · · · × [s(k), s(k)]× [θ(1), θ1]× · · · × [θ(k), θ(k)],

ãäå [s(i), s(i)] è [θ(i), θ(i)] � çàäàííûå äèàïàçîíû âîçìîæíûõ çíà÷åíèé äëèíû çâå-

íà si è óãëà θi ñîîòâåòñòâåííî.

Ðàáî÷àÿ îáëàñòü ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà � ýòî îáðàç Y = F (X) äîïóñòèìîãî
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ìíîæåñòâà X, ãäå F (s, θ) =
(
f (1)(s, θ), f (2)(s, θ)

)
çàäàåòñÿ ôîðìóëàìè (3.15).

f (1)(s, θ) =
k∑

i=1

s(i) · cos

 i∑
j=1

θ(j)

 , f (2)(s, θ) =
k∑

i=1

s(i) · sin

 i∑
j=1

θ(j)

 . (3.15)

Äëÿ ðàáî÷åé îáëàñòè Y ñòðîèòñÿ ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà, ñ ïîìîùüþ ìåòîäà,

èçëîæåííîãî â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Ïîñòðîåííîå ìíîæåñòâî òî÷åê ïîëíîñòüþ

îïðåäåëÿåò ε-ýôôåêòèâíóþ îáîëî÷êó, âêëþ÷àþùóþ â ñåáÿ ðàáî÷óþ îáëàñòü

ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà. Óìåíüøàÿ ε, ìîæíî ïîëó÷àòü áîëåå òî÷íûå àïïðîêñè-

ìàöèè, ïðè ýòîì âîçðàñòàåò è âðåìÿ ðàñ÷åòîâ.

Ðàññìîòðèì ïðèìåð òðåõçâåííîãî ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà ñ ôèêñèðîâàííûìè

äëèíàìè çâåíüåâ s1 = 3, s2 = 2, s3 = 0.25 è çàäàííûìè äèàïàçîíàìè èçìåíåíèÿ

óãëîâ θ1 ∈ [π/6, π/3], θ2 ∈ [π/6, π/3], θ3 ∈ [−π, π]. Íà ðèñ. 3.5 ïðèâåäåíà âíåø-

íÿÿ ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà ïðè ðàçëè÷íûõ ε = 0.5, 0.25, 0.01. Âðåìÿ ðàñ÷åòîâ

íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå Intel (TM) Core i5 CPU, 3.1 GHz, 4Gb Ram ñîñòà-

âèëî 0.2 ñåêóíäû, 0.4 ñåêóíäû è 47.9 ñåêóíäà ñîîòâåòñòâåííî. Äàííûé ïðèìåð

íàãëÿäíî äåìîíñòðèðóåò ïîâûøåíèå òî÷íîñòè àïïðîêñèìàöèè, ñîïðîâîæäàåìîå

óâåëè÷åíèåì âðåìåíè ðàñ÷åòîâ.

Ðèñ. 3.6 ñîäåðæèò àïïðîêñèìàöèè âíåøíåé ãðàíèöû ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà

ìàíèïóëÿòîðà ñ òðåìÿ çâåíüÿìè äëÿ òðåõ âàðèàíòîâ îãðàíè÷åíèé. Èñïîëüçîâà-

ëèñü ñëåäóþùèå îãðàíè÷åíèÿ íà óãëû ìåæäó çâåíüÿìè:

0 ≤ θ1 ≤ π/6, π/6 ≤ θ2 ≤ π/3, −π ≤ θ3 ≤ π.

Ðàñ÷åòû ïðîâîäèëèñü äëÿ òðåõ ðàçëè÷íûõ äèàïàçîíîâ çíà÷åíèé çâåíüåâ:

1: s1 = 1, s2 = 1, 0.1 ≤ s3 ≤ 0.25,

2: s1 = 1, s2 = 1, 0.1 ≤ s3 ≤ 0.5,

3: s1 = 1, 0.5 ≤ s2 ≤ 1.5, 0.1 ≤ s3 ≤ 0.5.

íà ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå ñ êîíôèãóðàöèåé Intel (ñ) Core i-5, 3.1 GHz, 4

Gb îïåðàòèâíîé ïàìÿòè ñ òî÷íîñòüþ, ðàâíîé ε = 0.01. Âðåìÿ âû÷èñëåíèé äëÿ
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Ðèñ. 3.5: Âíåøíÿÿ ε-ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà ïðè ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ ε
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ïåðâîãî, âòîðîãî è òðåòüåãî âàðèàíòà çàíÿëè 15 ñåêóíä, 18 ñåêóíä è 1 ìèíóòó

23 ñåêóíäû ñîîòâåòñòâåííî.

Ðèñ. 3.6: Ïðèìåð àïïðîêñèìàöèè ãðàíèöû ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà ñî çâåíüÿìè ïåðåìåííîé

äëèíû

3.4 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû

Â äàííîé ãëàâå ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Îïðåäåëåíî ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû è ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíî-

æåñòâà, äîêàçàíû èõ ñâîéñòâà, îòðàæàþùèå ñâÿçü ñî ñâîéñòâàìè âûïóêëî-

ñòè.

2. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû è ε-ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíî-

æåñòâà. Ðàçðàáîòàí ìåòîä ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ ýòèõ îáúåêòîâ.

3. Ââåäåííûå ïîíÿòèÿ ïðèìåíåíû äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàáî÷åé îáëàñòè ìíîãîñåê-

öèîííîãî ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.
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Ãëàâà 4

Îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è

ãðàíèö

4.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ

Ðàçëè÷íûå àñïåêòû ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè èçó÷à-

ëèñü äîñòàòî÷íî äàâíî. Ñëîæíîñòü äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ ðàç-

ëè÷íûõ êëàññîâ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàññìàòðèâàëàñü â ðàáîòàõ Çàîçåð-

ñêîé Ë.À., Êîëîêîëîâà À.À. [86, 87]. Ñëîæíîñòü ëîêàëüíûõ ìåòîäîâ â çàäà÷àõ

äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè èññëåäîâàëàñü â ðàáîòàõ Àëåêñååâîé Å.Â., Êî÷åòîâà

Þ.À., Ïëÿñóíîâà À.Â. [84, 151]. Ñëîæíîñòíûå ñâîéñòâà ïðèáëèæåííûõ àëãî-

ðèòìîâ èññëåäîâàëèñü â ðàáîòàõ Õà÷àÿ Ì.Þ., Ãèìàäè Ý.Õ., Êåëüìàíîâà À.À.

è äð. [82,83,152,153].

Â ðàáîòàõ È.Õ. Ñèãàëà [154, 155] ðàññìàòðèâàþòñÿ âîïðîñû âû÷èñëèòåëüíîé

ñëîæíîñòè äëÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè. Òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáîòó

Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíà [24], â êîòîðîé äàþòñÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è

ãðàíèö äëÿ êîíêðåòíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â çàäà÷àõ ðàíöåâîãî

òèïà è ðàáîòó Â.Ï. Ãðèøóõèíà [156] ïî äàííîé òåìå.

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåí-

íûõ ïîäõîäîâ ê ðåøåíèþ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ðàññìîòðèì îáùóþ
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ñõåìó ìåòîäà äëÿ çàäà÷è:

f(x) → min, x ∈ X, (4.1)

ãäå f(·) � íåêîòîðàÿ (íå îáÿçàòåëüíî ñêàëÿðíàÿ) ôóíêöèÿ, à X � äîïóñòèìîå

ìíîæåñòâî.

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîé äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé

çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è, ñ èñêëþ÷åíèåì ïîäçàäà÷, êîòîðûå çàâåäîìî íå ñîäåðæàò

îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïîäçàäà÷è êàê ïðàâèëî çàäàþòñÿ èõ äîïóñòèìûì ïîä-

ìíîæåñòâîì, à äåêîìïîçèöèÿ ïîäçàäà÷ ñâîäèòñÿ ê ðàçáèåíèþ äîïóñòèìûõ ïîä-

ìíîæåñòâ. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîìåñòèòü â ñïèñîê ïîäìíîæåñòâ S èñõîäíîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X 1.

2. Âûáðàòü è óäàëèòü èç ñïèñêà S íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî G.

3. Ïðîèçâåñòè äåéñòâèÿ, íàïðàâëåííûå íà âû÷èñëåíèå âåðõíèõ è íèæíèõ îöå-

íîê öåëåâîé ôóíêöèè, ñîêðàùåíèå è ðàçáèåíèå ïîäìíîæåñòâà G. Ïîëó÷åí-

íûå íîâûå ïîäìíîæåñòâà (åñëè òàêîâûå ïîëó÷åíû) äîáàâèòü â ñïèñîê S.

4. Åñëè ñïèñîê S � ïóñò, òî çàêîí÷èòü àëãîðèòì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè

ê øàãó 2.

Ñîäåðæàíèå øàãîâ 1-4 ïðèâåäåííîé îáùåé ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ êîíêðåòíîé

ðåàëèçàöèåé àëãîðèòìà è îñîáåííîñòÿìè ðåøàåìîé çàäà÷è. Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû

àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîå ðåøåíèå ñ íàèìåíüøèì íàéäåííûì çíà÷åíèåì

öåëåâîé ôóíêöèè ëèáî ìíîæåñòâî íåäîìèíèðóåìûõ ðåøåíèé â ñëó÷àå íåñêîëü-

êèõ êðèòåðèåâ, íàéäåííûå â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà.

Ïðîöåññ ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ìîæíî ñõåìàòè÷íî ïðåäñòàâèòü â

âèäå äåðåâà âåòâëåíèé � àöèêëè÷åñêîãî îðèåíòèðîâàííîãî ãðàôà, âåðøèíà-

ìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ îáðàáàòûâàåìûå ïîäìíîæåñòâà, à äóãè ñîåäèíÿþò îäíî
1Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (íàïðèìåð â ñëó÷àå çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ) äîáàâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ïðîñòîé

ñòðóêòóðû, ñîäåðæàùåå X
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ïîäìíîæåñòâî ñ äðóãèìè, ïîëó÷åííûìè èç íåãî â ðåçóëüòàòå äåêîìïîçèöèè, âû-

ïîëíåííîé íà øàãå 3 àëãîðèòìà.

Ñëîæíîñòüþ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è áóäåì íà-

çûâàòü ÷èñëî èòåðàöèé öèêëà 2-4. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ êîëè-

÷åñòâîì âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèé íà ìîìåíò çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî âåðøèí äåðåâà S ñâÿçàíî ñ ÷èñëîì åãî êîíöåâûõ âåðøèí

ñîîòíîøåíèåì S = 2 ∗ V − 1. Êîëè÷åñòâî êîíöåâûõ âåðøèí äåðåâà âåòâëåíèé

áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííîé ñëîæíîñòüþ.

4.2 Ñëîæíîñòü ìåòîäà áèñåêöèé

Îñíîâíûì ñïîñîáîì àëãîðèòìè÷åñêîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïî-

êðûòèé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä áèñåêöèé. Âàðèàíòû ýòîãî àëãîðèòìà áûëè èçëîæåíû

â ãëàâàõ 1, 2.

Áàçîâûé âàðèàíò ìåòîäà áèñåêöèé õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. èñõîäíîå äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X è ïîäìíîæåñòâà, õðàíÿùèåñÿ â ñïèñêå

S, ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûìè ïàðàëëåëåïèïåäàìè;

2. äåêîìïîçèöèÿ íà øàãå 3 îáùåé ñõåìû ÌÂÃ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äåëåíèå ïà-

ðàëëåëåïèïåäà íà äâà îäèíàêîâûõ ïàðàëëåëåïèïåäà ãèïåðïëîñêîñòüþ, ïðî-

õîäÿùèé ÷åðåç ñåðåäèíó ñàìîãî äëèííîãî ðåáðà ïåðïåíäèêóëÿðíî åìó.

Äîêàæåì ñëåäóþùóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü ñóùåñòâóåò d∗ > 0 òàêîå, ÷òî ëþáîé ïàðàëëåëåïèïåä ñ

äèàìåòðîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì d∗, âñåãäà ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåòñÿ èç ðàññìîò-

ðåíèÿ íà øàãå 3 ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, d � äèàìåòð èñõîäíîãî ïàðàëëåëå-

ïèïåäà. Òîãäà ñëîæíîñòü ìåòîäà áèñåêöèé íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

4

(
d∗
d

)θn

− 1, (4.2)

ãäå θn = 2/ log2
(
1− 3

4n

)
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé n-ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåäB =

[a(1), b(1)]×· · ·×[a(n), b(n)] ñ äèàìåòðîì d(B) = 1
2

√
(b(1) − a(1))2 + · · ·+ (b(n) − a(n))2.

Ïóñòü j � íîìåð ñàìîãî äëèííîãî ðåáðà ïàðàëëåëåïèïåäà B. Äèàìåòð ïîëó÷åí-

íîãî â ðåçóëüòàòå äåêîìïîçèöèè ïàðàëëåëåïèïåäà B′ âû÷èñëÿåòñÿ ïî ñëåäóþ-

ùåé ôîðìóëå:

d(B′) =
1

2

√
(b(1) − a(1))2 + · · ·+ (b(j) − a(j))2

4
+ · · ·+ (b(n) − a(n))2.

Òàê êàê |b(j) − a(j)| ≥ |b(i) − a(i)| äëÿ ëþáîãî 1 ≤ i ≤ n, òî

d(B′) = 1
2

√
4d(B)2 − 3

4(b
(j) − a(j))2 ≤

≤ 1
2

√
4d(B)2 − 3

4n4d(B)2 = d(B)
√
1− 3

4n .

Ñëåäîâàòåëüíî, d(B′)/d(B) ≤
√
1− 3

4n , ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå óìåíüøåíèå

äèàãîíàëè ïðè äåêîìïîçèöèè ñîñòàâëÿåò âåëè÷èíó αn =
√
1− 3

4n .

Ðàññìîòðèì äåðåâî âåòâëåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ðàáîòå àëãîðèòìà áèñåêöèé.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû ïàðàëëåëåïèïåäû ñ äèàìåòðîì, ìåíüøèì d∗, ïîë-

íîñòüþ èñêëþ÷àþòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ, òî äèàìåòðû ïàðàëëåëåïèïåäîâ, ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âíóòðåííèì âåðøèíàì äåðåâà âåòâëåíèÿ, íå ìåíüøå ÷åì d∗. Ñëå-

äîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

α(k−1)
n d ≥ d∗, (4.3)

ãäå k � ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà äî åãî êîíöåâîé âåðøèíû.

Ïðåîáðàçóÿ âûðàæåíèå (4.3), ïîëó÷èì:

k ≤ logαn

(
d∗
d

)
+ 1 = log2

(
d∗
d

)
/ log2 αn + 1.

Òàê êàê äåðåâî âåòâëåíèÿ � áèíàðíîå, òî âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü Sn,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ îáùåìó ÷èñëó âåðøèí â äåðåâå, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû

2k+1 − 1. Òàêèì îáðàçîì

Sn ≤ 2k+1 − 1 ≤ 4

(
d∗
d

)1/ log2 αn

− 1 = 4

(
d∗
d

)θn

− 1,
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ãäå θn = 2/ log2
(
1− 3

4n

)
. ×òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. �

Îöåíèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè ñëîæíîñòè ïðè ðîñòå n. Çàìå-

òèì, ÷òî log2(1 − 3
4n) =

1
ln 2 ln(1 −

3
4n) ≃ − 1

ln 2
3
4n . Ïîýòîìó, ïðè n → ∞ âåðõíÿÿ

îöåíêà àñèìïòîòè÷åñêè âåäåò ñåáÿ êàê 4 (d/d∗)
8·ln 2

3 n . Ïîëó÷åííîå ñîîòíîøåíèå

ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè (4.2) ýêñïîíåíöèàëüíî ðàñòåò ñ ðî-

ñòîì n.

Èç ïîëó÷åííîé îöåíêè ñëåäóåò êîíå÷íîñòü ÷èñëà øàãîâ ìåòîäà áèñåêöèé ïðè

óñëîâèè d∗ > 0. Îáåñïå÷åíèå âûïîëíåíèÿ ýòîãî ñâîéñòâà äîñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò

èñïîëüçîâàíèÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûõ ìèíîðàíò.

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî µ(·) ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé ìèíîðàíòîé

ôóíêöèè f(·), åñëè äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå d(ε) > 0, ÷òî äëÿ

ëþáîãî ïàðàëëåëåïèïåäà B ñ äèàìåòðîì, ìåíüøèì èëè ðàâíûì d(ε) âûïîëíÿ-

åòñÿ

f(c)− µ∗ ≤ ε. (4.4)

Çäåñü ÷åðåç c îáîçíà÷åí öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà B, à µ∗ = minx∈B µ(x). Ôóíê-

öèþ d(ε) áóäåì íàçûâàòü ìîäóëåì òî÷íîñòè.

Ðàññìîòðèì íàèáîëåå îáùèé ñëó÷àé � çàäà÷ó ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè (2.1) â êîòîðîé äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî çàäàíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ

îãðàíè÷åíèé (2.30). Ïóñòü êàæäàÿ èç ìèíîðàíò µ(i)(·), i = 1, . . . ,m ÿâëÿåòñÿ

àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé äëÿ ñâîåãî êðèòåðèÿ ñ ìîäóëåì òî÷íîñòè d(i)(·). Ïóñòü

ìèíîðàíòà ν(i)(·) òàêæå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íîé äëÿ i-ãî îãðàíè÷åíèÿ

ñ ìîäóëåì òî÷íîñòè d(m+i)(·), i = 1, . . . , k. Ïîëîæèì

d1 = min
i=1,...,m

d(i)(ε), d2 = min
i=1,...,k

d(m+i)(δ), d∗ = min(d1, d2).

Ðàññìîòðèì ïàðàëëåëåïèïåä B, ñ äèàìåòðîì, íå ïðåâîñõîäÿùåì d∗. Åñëè

öåíòð ïàðàëëåëåïèïåäà c íå ÿâëÿåòñÿ δ-äîïóñòèìîé òî÷êîé, òî íàéäåòñÿ õîòÿ áû

îäíî îãðàíè÷åíèå g(j)(·) òàêîå, ÷òî g(j)(c) > δ. Ïîñêîëüêó d(m+j)(ε) ≥ d∗, òî ñî-
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ãëàñíî (4.4) g(j)(c)− ν
(j)
∗ ≤ δ. Ñëåäîâàòåëüíî ν

(j)
∗ > 0 è, çíà÷èò ïàðàëëåëåïèïåä

B èñêëþ÷àåòñÿ èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

Ïóñòü òåïåðü c ÿâëÿåòñÿ δ-äîïóñòèìîé òî÷êîé. Ñîãëàñíî ñâîéñòâó (4.4) äëÿ

âñåõ i = 1, . . . ,m èìååì f (i)(c)−µ
(i)
∗ ≤ ε, ãäå µ(i)

∗ = minx∈B µ(i)(x). Ñëåäîâàòåëüíî

F (c) − ε · em ≤ µ∗, òî åñòü òî÷êà F (c) ε-äîìèíèðóåò òî÷êó µ∗. Òàê êàê òî÷êà

c ÿâëÿåòñÿ δ-äîïóñòèìîé, òî µ∗ äîìèíèðóåòñÿ òåêóùèì àðõèâîì. Ïî ïðàâèëó

îòñåâà ïàðàëëåëåïèïåä B áóäåò èñêëþ÷åí èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ.

4.3 Îáùèå ñâåäåíèÿ î ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è

î ðàíöå

Çàäà÷à î ðàíöå [157, 158] ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç êëàññè÷å-

ñêèõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè, ïðèìåíÿþùåéñÿ ïðè ìîäåëèðîâàíèè ðàç-

ëè÷íûõ ýêîíîìè÷åñêèõ ïðîöåññîâ, ðåøåíèè ïðîáëåì, âîçíèêàþùèõ â ïðîìûø-

ëåííîì ïðîèçâîäñòâå, ïëàíèðîâàíèè, óïðàâëåíèè è äðóãèõ ñôåðàõ. Ðàçëè÷íûì

âîïðîñàì, ñâÿçàííûì ñ äàííîé çàäà÷åé, ïîñâÿùåíî áîëüøîå ÷èñëî èññëåäîâà-

íèé, ñòàòåé è ìîíîãðàôèé.

Çàäà÷à î ðàíöå ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äàíû n ïðåäìåòîâ. Ïðåä-

ìåò i õàðàêòåðèçóåòñÿ âåñîì wi è öåíîé pi. Òðåáóåòñÿ ïîëîæèòü â ðàíåö ãðó-

çîïîäúåìíîñòüþ C íàáîð ïðåäìåòîâ ìàêñèìàëüíîé ñòîèìîñòè. Äàííîå íåôîð-

ìàëüíîå îïèñàíèå ìîæåò áûòü ìàòåìàòè÷åñêè çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

f(x) =
∑n

i=1 pixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n.

(4.5)

Ïðè ýòîì îáû÷íî ïðåäïîëàãàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè íåðàâåíñòâà wi ≤ C,
∑n

i=1wi >

C. Ôóíêöèÿ f(x), ãäå ÷åðåç x îáîçíà÷àåòñÿ íàáîð (x1, . . . , xn), íàçûâàåòñÿ öåëå-
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âîé ôóíêöèåé äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Çàäà÷ó î ðàíöå ìîæíî ðåøàòü ïóòåì ïîëíîãî ïåðåáîðà âñåõ êîðòåæåé äëèíîé

n. Ïðè ýòîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ðàçìåðíîñòè n â íàèõóäøåì ñëó÷àå ïîòðåáó-

åòñÿ ïðîñìîòðåòü 2n êîðòåæåé. Ñäåëàòü ïîèñê ðåøåíèÿ áîëåå ýôôåêòèâíûì

ïîçâîëÿåò ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Ýòîò ìåòîä çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëüíîé

äåêîìïîçèöèè èñõîäíîé çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è, ñ îòñåâîì ïîäçàäà÷, ðåøåíèå êî-

òîðûõ çàâåäîìî íå ïðèâåäåò ê íàõîæäåíèþ îïòèìóìà èñõîäíîé çàäà÷è. Îáùàÿ

ñõåìà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ñîîòâåòñòâóåò ïðèâåäåííîé â ðàçäåëå 4.1.

Äàäèì îáùåå îïèñàíèå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö [157�159] äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

î ðàíöå.

Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ââåäåì â ðàññìîòðåíèå áî-

ëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è î ðàíöå, â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ÷àñòü

ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ:∑n
i=1 pixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

xi = θi, i ∈ I, θi ∈ {0, 1}

xi ∈ {0, 1}, i ∈ N \ I,

(4.6)

ãäå I � ìíîæåñòâî èíäåêñîâ âñåõ ïåðåìåííûõ xi, ïðèíèìàþùèõ ôèêñèðîâàííûå

çíà÷åíèÿ θi. Ââåäåííàÿ ïîñòàíîâêà ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü ïîäçàäà÷è, âîçíèêàþ-

ùèå â ïðîöåññå ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷à (4.5)

ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (4.6), êîãäà ìíîæåñòâî I ïóñòî.
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Çàäà÷å (4.6) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à ðåëàêñàöèè:∑n
i=1 pixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

xi = θi, i ∈ I, θi ∈ {0, 1}

0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ N \ I.

(4.7)

Îïòèìóì çàäà÷è (4.7) íå ìåíüøå îïòèìóìà çàäà÷è (4.6). Ïîýòîìó, åñëè îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.7) äîñòèãàåòñÿ íà öåëî÷èñëåííîì íàáîðå çíà÷åíèé

x1, . . . , xn, òî ýòîò íàáîð ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.6).

Çàäà÷à ðåëàêñàöèè ðåøàåòñÿ çà ëèíåéíîå îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ïåðåìåííûõ

êîëè÷åñòâî îïåðàöèé ìåòîäîì Äàíöèãà [157,158]. Èçâåñòíî, ÷òî åå îïòèìàëüíîå

ðåøåíèå äîñòèãàåòñÿ íà íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xr1, . . . , x
r
n, ñîäåðæàùåì íå

áîëåå îäíîãî äðîáíîãî (íå öåëîãî) çíà÷åíèÿ:

xri = 1, 1 ≤ i ≤ s− 1, i ∈ N \ I,

xrs =
C−

∑
i∈I θiwi−

∑
i∈{1,...,s−1}\I wi

ws
,

xri = 0, s+ 1 ≤ i ≤ N, i ∈ N \ I,

xri = θi, i ∈ I.

(4.8)

ãäå èíäåêñ s äðîáíîé ïåðåìåííîé xrs îïðåäåëÿåòñÿ ïî ôîðìóëå

s = min i :
∑

j∈{1,...,i}\I

wj > C −
∑
j∈I

θjwj, i ∈ N \ I.

Îöåíêà, ïîëó÷àåìàÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåëàêñàöèîííîé çàäà÷è, âû÷èñëÿåòñÿ

ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå:

ULR = ⌊
∑

i∈{1,...,s}\I

pi +
∑
i∈I

θipi + ps
C −

∑
i∈{1,...,s}\I wi −

∑
i∈I θiwi

ws
⌋. (4.9)

Åñëè æå
∑

i∈N\I wi ≤ C −
∑

i∈I θiwi è èñêîìîãî s íå ñóùåñòâóåò, òî ðåøåíèåì

çàäà÷è ðåëàêñàöèè áóäåò åäèíè÷íûé íàáîð, à ULR =
∑

i∈N\I pi +
∑

i∈I θipi.
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Â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïîääåðæèâàþòñÿ ñëåäóþùèå äàííûå: ðåêîðä,

ò.å. íàèáîëüøåå íàéäåííîå íà äàííûé ìîìåíò âðåìåíè çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè f , ðåêîðäíîå ðåøåíèå, íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ðåêîðä, è òåêóùèé ñïèñîê

ïîäçàäà÷, íà êîòîðûå ðàçáèòà èñõîäíàÿ çàäà÷à. Ðåêîðä âûïîëíÿåò ðîëü íèæíåé

îöåíêè îïòèìóìà. Ïîäçàäà÷è èç ñïèñêà ÿâëÿþòñÿ çàäà÷àìè âèäà (4.6).

Äàííûå: ðåêîðä f 0, ðåêîðäíîå ðåøåíèå x0, ñïèñîê ïîäçàäà÷.

Øàã 1. Â ñïèñîê ïîäçàäà÷ ïîìåùàåòñÿ èñõîäíàÿ çàäà÷à. Ðåêîðä ïîëàãàåòñÿ

ðàâíûì 0.

Øàã 2. Åñëè ñïèñîê ïîäçàäà÷ ïóñò, òî àëãîðèòì çàâåðøàåòñÿ. Â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå âûáèðàåòñÿ ïîäçàäà÷à P èç ñïèñêà ïîäçàäà÷. Ïîäçàäà÷à P óäàëÿåòñÿ èç

ñïèñêà.

Øàã 3. Ïðîâåðÿåòñÿ, âûïîëíåíû ëè äëÿ âûáðàííîé ïîäçàäà÷è P óêàçàí-

íûå äàëåå â ðàáîòå óñëîâèÿ îòñåâà. Åñëè îäíî èç óñëîâèé îòñåâà âûïîëíåíî,

òî îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 2. Ïðè íåîáõîäèìîñòè íà ýòîì øàãå òàêæå

îáíîâëÿþòñÿ ðåêîðä è ñîîòâåòñòâóþùåå ðåêîðäíîå ðåøåíèå.

Øàã 4. Âûáðàííàÿ ïîäçàäà÷à ïîäâåðãàåòñÿ äåêîìïîçèöèè. Äëÿ ýòîãî âû-

áèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xb, íàçûâàåìàÿ ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ. Ïîäçàäà÷à P âè-

äà (4.6) ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäçàäà÷è P0 è P1, ïîëó÷àåìûå ïðèñâàèâàíèåì ïå-

ðåìåííîé xb çíà÷åíèé 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî:

ïîäçàäà÷à P0: ∑n
i=1 pixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

xi = θi, i ∈ I, xb = 0,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ N \ {I ∪ b},
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ïîäçàäà÷à P1: ∑n
i=1 pixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

xi = θi, i ∈ I, xb = 1,

xi ∈ {0, 1}, i ∈ N \ {I ∪ b},
Ïîñòðîåííûå ïîäçàäà÷è P0 è P1 ïîìåùàþòñÿ â ñïèñîê ïîäçàäà÷ è îñóùåñòâëÿ-

åòñÿ ïåðåõîä ê øàãó 2.

Íà øàãå 3 ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö âû÷èñëÿþòñÿ âåðõíèå è íèæíèå îöåí-

êè. Íèæíåé îöåíêîé ÿâëÿåòñÿ íàèáîëüøåå íàéäåííîå ê äàííîìó øàãó çíà÷å-

íèå öåëåâîé ôóíêöèè (ðåêîðä). Âû÷èñëåíèå ðåêîðäà fr ïðîâîäèòñÿ ñëåäóþ-

ùèì îáðàçîì. Ïåðåä íà÷àëîì ðàñ÷åòîâ ïîëàãàåì çíà÷åíèå ðåêîðäà ðàâíûì íó-

ëþ fr = 0, êîòîðîå äîñòèãàåòñÿ íà íóëåâîì ðåêîðäíîì ðåøåíèè xr = 0. Åñëè∑
i∈I θiwi +

∑
j∈N\I wi ≤ C, òî âåêòîð x̂, ãäå

x̂i =


θi, i ∈ I,

1, i ∈ N \ I,

áóäåò äîïóñòèìûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.10). Åñëè f(x̂) ≥ fr òî ïðîèçâîäèòñÿ

îáíîâëåíèå ðåêîðäà fr := f(x̂), xr := x̂.

Ðåçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíîå ðåêîðäíîå ðåøåíèå.

Çàìåòèì, ÷òî ðàáîòà îïèñàííîãî íàìè àëãîðèòìà ñóùåñòâåííûì îáðàçîì çàâè-

ñèò îò ïðîöåäóðû âûáîðà î÷åðåäíîé ïîäçàäà÷è èç ñïèñêà ïîäçàäà÷ è ïðîöå-

äóðû âûáîðà ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ äëÿ äåêîìïîçèöèè âûáðàííîé ïîäçàäà÷è.

Àëãîðèòì, äëÿ êîòîðîãî äàííûå ïðîöåäóðû ñòðîãî îïðåäåëåíû, áóäåì íàçûâàòü

âàðèàíòîì ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö.

Èñêëþ÷åíèå ïîäçàäà÷ èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ (îòñåâ) ïðîèçâîäèòñÿ íà
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øàãå 3 ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíûõ ïðàâèë îòñåâà. Â ñòàíäàðòíîì âàðèàíòå ìåòîäà

âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î ðàíöå ðåøàåòñÿ òàê íàçûâàåìàÿ îöåíî÷íàÿ çàäà-

÷à, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü âåðõíþþ îöåíêó äëÿ ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé

ïîäçàäà÷è. Â êà÷åñòâå îöåíî÷íîé ÷àñòî âûáèðàþò ëèíåéíóþ ðåëàêñàöèþ çàäà-

÷è (4.7). Âàðèàíò ÌÂÃ áóäåì íàçûâàòü ñòàíäàðòíûì, åñëè óñëîâèÿìè îòñåâà

âûáðàííîé ïîäçàäà÷è P âèäà (4.6) ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. C1:
∑

i∈I θiwi > C, ò.å. ïîäçàäà÷à P íå èìååò ðåøåíèÿ;

2. C2: Îöåíêà ULR, ïîëó÷åííàÿ ñ ïîìîùüþ çàäà÷è (4.7) íå ïðåâîñõîäèò çíà-

÷åíèå òåêóùåãî ðåêîðäà, òåì ñàìûì îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíê-

öèè f äëÿ ïîäçàäà÷è P òàêæå çàâåäîìî íå ïðåâîñõîäèò çíà÷åíèå òåêóùåãî

ðåêîðäà.

Âàðèàíò ÌÂÃ áóäåì íàçûâàòü îñëàáëåííûì, åñëè óñëîâèÿìè îòñåâà âûáðàí-

íîé ïîäçàäà÷è P âèäà (4.6) ÿâëÿþòñÿ óñëîâèå C1 è óñëîâèå

C2′:
∑

i∈I θiwi +
∑

i∈N\I wi ≤ C, ò.å. îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ïîäçàäà÷è P ÿâ-

ëÿåòñÿ íàáîð çíà÷åíèé x1, . . . , xn, òàêîé ÷òî xi = θi ïðè i ∈ I è xi = 1 ïðè

i ∈ N \ I.

Óòâåðæäåíèå 4.1 Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ïîäçàäà÷è çàäà÷è (4.5) âûïîëíåíî óñëî-

âèå îòñåâà C2′, òî óñëîâèå C2 òàêæå âûïîëíåíî äëÿ ýòîé ïîäçàäà÷è.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü äëÿ ïîäçàäà÷è P âûïîëíåíî óñëîâèå îòñåâàC2′. Òîãäà∑
i∈I θiwi+

∑
i∈N\I wi ≤ C. Èç ýòîãî ñëåäóåò, ÷òî ðåøåíèå çàäà÷è x′ ðåëàêñàöèè

äëÿ ïîäçàäà÷è P ÿâëÿåòñÿ öåëî÷èñëåííûì è ñîâïàäàåò ñ ðåøåíèåì ïîäçàäà÷è

P . Ñîãëàñíî ïðàâèëó îáíîâëåíèÿ ðåêîðäà, f(x′) ≤ fr, ïîýòîìó äàííàÿ ïîäçàäà÷à

ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíà èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ ïî ïðàâèëó îòñåâà C2. �

Äåêîìïîçèöèÿ, âûïîëíÿåìàÿ íà øàãå 4 ÌÂÃ, ñîñòîèò â ðàçáèåíèè èñõîäíîé

çàäà÷è íà äâå ïóòåì ïðèñâàèâàíèÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ çíà÷åíèé 0 è 1 ñî-

îòâåòñòâåííî è íàçûâàåòñÿ âåòâëåíèåì çàäà÷è ïî ïåðåìåííîé. Íàèáîëåå ðàñ-

102



ïðîñòðàíåííûìè ñïîñîáàìè âûáîðà ïåðåìåííîé äëÿ âåòâëåíèÿ ÿâëÿþòñÿ âûáîð

ïåðâîé ïåðåìåííîé â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðûì ïîðÿäêîì èëè âûáîð äðîáíîé

ïåðåìåííîé â çàäà÷å ðåëàêñàöèè. Ïðèìåð ïåðâîãî ïîäõîäà ìîæíî íàéòè â ðàáî-

òå [160], à âòîðîãî � â ðàáîòå [161]. Âåòâëåíèå ïî äðîáíîé ïåðåìåííîé ñ÷èòàåòñÿ

ñòàíäàðòíûì è ïðåäëàãàåòñÿ â êà÷åñòâå îñíîâíîãî â íåêîòîðûõ ó÷åáíûõ êóð-

ñàõ [159].

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î ðàíöå

÷àñòî èñïîëüçóåòñÿ åå ÷àñòíûé ñëó÷àé � çàäà÷à î ñóììå ïîäìíîæåñòâ [157],

ôîðìóëèðóåìàÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(x) =

∑n
i=1wixi → max,

ïðè óñëîâèÿõ∑n
i=1wixi ≤ C,

(4.10)

ãäå x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.

Â äàííîé ïîñòàíîâêå ÷åðåç wi îáîçíà÷åí âåñ i-ãî ïðåäìåòà, ïîìåùàåìîãî â

ðàíåö ãðóçîïîäúåìíîñòüþ C. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íàáîðà ïðåäìåòîâ

ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà, êîòîðûé ìîæíî ðàçìåñòèòü â ðàíöå.

Â äàëüíåéøåì ÷àñòî áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ òîëüêî òàêèå âàðèàíòû çàäà÷è î

ñóììå ïîäìíîæåñòâ, â êîòîðûõ ñóììàðíûé âåñ ëþáîé êîìáèíàöèè ïðåäìåòîâ íå

ñîâïàäàåò ñ ãðóçîïîäúåìíîñòüþ C, ò.å. ñëåäóþùåå óðàâíåíèå íå èìååò ðåøåíèé
n∑

i=1

wixi = C, (4.11)

ãäå x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.

Äëÿ òàêèõ çàäà÷ íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ îòñåâà C1-C2 ñâîäÿòñÿ ê

äâóì óñëîâèÿì C1 è C2'.

Óòâåðæäåíèå 4.2 Äëÿ ëþáîé ïîäçàäà÷è çàäà÷è 4.10, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëî-

âèþ (4.11) óñëîâèÿ îòñåâà C2′ è C2 ýêâèâàëåíòíû.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì íåêîòîðóþ ïîäçàäà÷ó çàäà÷è

(4.10) ∑n
i=1wixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

xi = θi, i ∈ I, θi ∈ {0, 1}

xi ∈ {0, 1}, i ∈ N \ I,

(4.12)

è ñîîòâåòñòâóþùóþ åé çàäà÷ó ðåëàêñàöèè:∑n
i=1wixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

xi = θi, i ∈ I, θi ∈ {0, 1}

0 ≤ xi ≤ 1, i ∈ N \ I.

(4.13)

Ïîñêîëüêó èìååò ìåñòî óòâåðæäåíèå (4.1), òî äëÿ óñòàíîâëåíèÿ ñïðàâåäëè-

âîñòè óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî äîêàçàòü, ÷òî åñëè C2' íå âûïîëíåíî, òî C2

òàêæå íå âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè C2' íå âûïîëíåíî, òî
∑

i∈I θiwi +
∑

i∈N\I wi > C.

Â ýòîì ñëó÷àå îïòèìàëüíîå çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè â çàäà÷å (4.13) ñîñòàâ-

ëÿåò C. Òàê êàê çàäà÷à óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (4.11), òî çíà÷åíèå îïòèìóìà,

à ñëåäîâàòåëüíî è ëþáîãî ðåêîðäà, ìåíüøå C. Òàêèì îáðàçîì, ïðàâèëî C2 íå

âûïîëíåíî. Òåì ñàìûì, óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �.
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4.4 Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè íàèõóäøåãî ñëó÷àÿ â ìåòî-

äå âåòâåé è ãðàíèö ñ âåòâëåíèåì ïî äðîáíîé ïåðåìåííîé äëÿ

çàäà÷è î ðàíöå

Â ðàáîòå [24] ïðèâîäèòñÿ ïðèìåð ñëåäóþùåé çàäà÷è:

f(x) =
n∑

i=1

2xi → max;
n∑

i=1

2xi ≤ 2⌊n
2
⌋+ 1;xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, (4.14)

è ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö

ïðè ëþáîì ñïîñîáå âûáîðà î÷åðåäíîé ïîäçàäà÷è è ïåðåìåííîé äëÿ âåòâëåíèÿ

ñîñòàâëÿåò

Φ(n) = 2

(
n+ 1

⌊n2⌋+ 1

)
− 1. (4.15)

Çàìåòèì, ÷òî âûáîð öåíîâûõ è âåñîâûõ êîýôôèöèåíòîâ ðàâíûìè 2 â öåëåâîé

ôóíêöèè çàäà÷è (4.14) íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ èçëèøíèì óñëîæ-

íåíèåì. Áîëåå åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïîëîæèòü èõ ðàâíûìè 1. Îäíàêî,

â òàêîì ñëó÷àå, âåðõíÿÿ îöåíêà ULR = ⌊⌊n2⌋ +
1
2⌋ = ⌊n2⌋ î÷åâèäíî ñîâïàäàåò ñ

ðåêîðäîì è çàäà÷à ðåøàåòñÿ êàê òîëüêî ýòîò ðåêîðä áóäåò íàéäåí.

Çàäà÷à (4.14) èãðàåò ñóùåñòâåííóþ ðîëü â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè. Áóäåì

íàçûâàòü åå çàäà÷åé Ôèíêåëüøòåéíà â ñîîòâåòñòâèè ñ ôàìèëèåé àâòîðà ìîíî-

ãðàôèè [24] è îáîçíà÷àòü ñëîæíîñòü åå ðåøåíèÿ ÷åðåç Φ(n).

Âîçíèêàåò âîïðîñ î òî÷íîñòè äàííîé îöåíêè. Â ðàáîòå [156] äîêàçûâàåòñÿ,

÷òî åñëè äëÿ âåòâëåíèÿ âûáèðàåòñÿ êàæäûé ðàç ïåðåìåííàÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ

ïðåäìåòó ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì, òî (4.15) áóäåò òî÷íîé âåðõíåé îöåíêîé äëÿ

ñëîæíîñòè òàêîãî âàðèàíòà ÌÂÃ. Â äàííîì ðàçäåëå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî åñëè

äëÿ âåòâëåíèÿ âûáèðàåòñÿ äðîáíàÿ ïåðåìåííàÿ, òî ìîæíî ïîñòðîèòü ïðèìåðû,

â êîòîðûõ ñëîæíîñòü áàçîâîãî âàðèàíòà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ïðåâçîéäåò

Φ(n).

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî çàäà÷ î ñóììå ïîäìíîæåñòâ P (T,m, k), ãäå k �

öåëîå ÷èñëî, m � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à T = {t1, . . . , tn} ∈ Nn �
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óïîðÿäî÷åííûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äëèíû n. Çàäà÷à P (T,m, k) èìååò

ñëåäóþùèé âèä:
m+n∑
i=1

wixi → max;

m+n∑
i=1

wixi ≤ ka+ 1,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n,

ãäå a ∈ N, a ≥ 2, wi =


a, åñëè 1 ≤ i ≤ m;

tn+m+1−i · a, åñëè m < i ≤ m+ n.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è P (T,m, k) íå çàâèñèò îò ïàðàìåò-

ðà a. Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, ìû îáîçíà÷àåì äàííóþ ñëîæíîñòü ÷åðåç S(T,m, k).

Äàëåå â äàííîì ðàçäåëå íàì áóäåò óäîáíåå îöåíèâàòü íå îáùåå ÷èñëî âåðøèí â

äåðåâå âåòâëåíèé, à ÷èñëî êîíöåâûõ âåðøèí V (T,m, k). Î÷åâèäíî,

S(T,m, k) = 2V (T,m, k)− 1. (4.16)

×èñëî êîíöåâûõ âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèé äëÿ çàäà÷è Ôèíêåëüøòåéíà îáî-

çíà÷èì ÷åðåç VΦ(n). Î÷åâèäíî VΦ(n) =
(

n+1
⌊n
2 ⌋+1

)
.

4.4.1 Íàõîæäåíèå äðîáíîé ïåðåìåííîé

Çàäà÷å î ñóììå ïîäìíîæåñòâ (4.10) ñîîòâåòñòâóåò ñëåäóþùàÿ ëèíåéíàÿ çàäà÷à

ðåëàêñàöèè: ∑n
i=1wixi → max;

∑n
i=1wixi ≤ C;

0 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , n.

(4.17)

Îïòèìóì çàäà÷è (4.17) íå ìåíüøå îïòèìóìà çàäà÷è (4.10). Ïîýòîìó, åñëè îïòè-

ìàëüíîå ðåøåíèå çàäà÷è (4.17) äîñòèãàåòñÿ íà öåëî÷èñëåííîì íàáîðå çíà÷åíèé
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x1, . . . , xn, òî îíî ÿâëÿåòñÿ òàêæå îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (4.10).

Çàäà÷à (4.17) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îäíîìåðíóþ çàäà÷ó ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ è ìîæåò áûòü ðåøåíà ìåòîäîì Äàíöèãà [159] ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåòñÿ íîìåð s äðîáíîé ïåðåìåííîé ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

s = min

{
j ∈ {1, . . . , n} :

j∑
i=1

wi > C

}
Åñëè òàêîãî s íå ñóùåñòâóåò, ò.å.

∑n
i=1wi ≤ C, òî ðåøåíèåì çàäà÷è (4.17) ÿâëÿ-

åòñÿ åäèíè÷íûé íàáîð çíà÷åíèé x1, . . . , xn. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ðåøåíèå çàäà-

÷è (4.17) çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

xi = 1 åñëè i < s,

xi = 0 åñëè s < i ≤ n,

xs =
C−

∑s−1
i=1 wi

ws
.

Îïðåäåëåíèå äðîáíîé ïåðåìåííîé è ðåøåíèå çàäà÷è ðåëàêñàöèè òðåáóåò ëèíåé-

íîãî îòíîñèòåëüíî ÷èñëà n êîëè÷åñòâà îïåðàöèé.

4.4.2 Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

Ïîëó÷èì òåïåðü ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ V (T,m, k). Ïóñòü

T = {t1, . . . , tn}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç |T | ÷èñëî ýëåìåíòîâ â íàáîðå T , ÷åðåç ∅ �

íàáîð, íå ñîäåðæàùèé íè îäíîãî ýëåìåíòà, è ÷åðåç T (i) � íàáîð

{t1, . . . , ti−1, ti+1, . . . , tn}, ïîëó÷åííûé èç T óäàëåíèåì i-ãî ýëåìåíòà. Âûïèøåì

ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ S(T,m, k) ïðè ðàçëè÷íûõ k.

Áàçîâûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ:

1. Ïóñòü k < 0. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à íå èìååò ðåøåíèÿ, ïîýòîìó S(T,m, k) =

1.

2. Ïóñòü 0 ≤ k < m. Òîãäà äðîáíàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò íîìåð l = k + 1 ≤ m.
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Ïðè ïðèñâàèâàíèè ïåðåìåííîé xl çíà÷åíèÿ 0 ïîëó÷àåòñÿ ïîäçàäà÷à P (T,m−

1, k), à ïðè ïðèñâàèâàíèè ïåðåìåííîé xl çíà÷åíèÿ 1 � ïîäçàäà÷à P (T,m−

1, k − 1). Ñëåäîâàòåëüíî, V (T,m, k) = V (T,m− 1, k) + V (T,m− 1, k − 1).

3. Ïóñòü2 m +
∑n

j=i+1 tj ≤ k < m +
∑n

j=i tj äëÿ íåêîòîðîãî i ∈ 1, . . . , n. Òî-

ãäà ïðè ïðèñâàèâàíèè çíà÷åíèé 0 è 1 äðîáíîé ïåðåìåííîé xm+i èñõîäíàÿ

çàäà÷à P (T,m, k) ðàñïàäàåòñÿ íà ïîäçàäà÷è P (T (i),m, k) è P (T (i),m, k− ti)

ñîîòâåòñòâåííî. Ïîýòîìó V (T,m, k) = V (T (i),m, k) + V (T (i),m, k − ti).

4. Ïóñòü m+
∑n

j=1 ti ≤ k. Â ýòîì ñëó÷àå çàäà÷à P (T,m, k) èìååò öåëî÷èñëåí-

íîå ðåøåíèå x1 = x2 = . . . = xm+n = 1, ò. å. V (T,m, k) = 1.

Äàííûå ñîîòíîøåíèÿ ïîçâîëÿþò ïîëó÷èòü ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó, âûðàæà-

þùóþ V (T,m, k) ÷åðåç V (T ′,m, k), ãäå |T ′| = |T | − 1. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà

ñëó÷àé |T | = 0, ò. å. T = ∅.

Óòâåðæäåíèå 4.3 Äëÿ âñåõ m, k òàêèõ, ÷òî k ≥ −1, m ≥ 0, m ≥ k, èìååò

ìåñòî ðàâåíñòâî

V (∅,m, k) =

(
m+ 1

k + 1

)
. (4.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ V (∅,m, k) èìåþò ñëåäóþ-

ùèé âèä:

V (∅,m, k) =


1, åñëè k < 0;

V (∅,m− 1, k) + V (∅,m− 1, k − 1), åñëè 0 ≤ k < m,m ≥ 1;

1, åñëè k = m.

(4.19)

Âûïèñàííûå ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ ìîæíî íàãëÿäíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

òðåóãîëüíîé òàáëèöû, â ÿ÷åéêàõ êîòîðîé ñòîÿò çíà÷åíèÿ V (∅,m, k):
2Çäåñü è äàëåå ñóììó ïî ïóñòîìó ìíîæåñòâó ïîëàãàåì ðàâíîé 0.
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@
@

@
@
@@

m

k
-1 0 1 2 . . .

0 1 1

1 1 2 1

2 1 3 3 1

3 1 4 6 4 1
... . . .

Íà ãðàíèöàõ äàííîé òàáëèöû (k = −1 èm = k) èìååì V (∅,m, k) = 1, à â îñòàëü-

íûõ ÿ÷åéêàõ çíà÷åíèÿ V (∅,m, k) âû÷èñëÿþòñÿ ñîãëàñíî ïðàâèëó V (∅,m, k) =

V (∅,m − 1, k) + V (∅,m − 1, k − 1). Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äàííîé òàáëèöà

èäåíòè÷íà òðåóãîëüíèêó Ïàñêàëÿ, ïîýòîìó V (∅,m, k) =
(
m+1
k+1

)
. Óòâåðæäåíèå

äîêàçàíî. �

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå òðåóãîëüíèêà Ïàñêà-

ëÿ.

Îïðåäåëåíèå. Àääèòèâíûì òðåóãîëüíèêîì ñ âåðøèíîé (m0, k0) íàçûâàåò-

ñÿ ôóíêöèÿ ∆, ïðèíèìàþùàÿ öåëûå çíà÷åíèÿ è çàäàííàÿ íà ìíîæåñòâå ïàð

öåëûõ ÷èñåë {(m, k)|k ≥ k0,m > m0,m−m0 ≥ k − k0}, òàêàÿ ÷òî ∆(m, k) =

∆(m − 1, k) + ∆(m − 1, k − 1) äëÿ k > k0 è m − m0 > k − k0. Ìíîæåñòâî

{(m, k)|k = k0,m > m0} íàçûâàåòñÿ ëåâîé ãðàíèöåé, à ìíîæåñòâî {(m, k)|m −

m0 = k − k0, k > k0} � ïðàâîé ãðàíèöåé òðåóãîëüíèêà ∆. Îáúåäèíåíèå ëåâîé è

ïðàâîé ãðàíèö îáðàçóåò ãðàíèöó òðåóãîëüíèêà ∆. Ìíîæåñòâî ïàð {(m, k)|k >

k0,m−m0 > k − k0} íàçûâàåòñÿ âíóòðåííîñòüþ òðåóãîëüíèêà ∆.

Àääèòèâíûå òðåóãîëüíèêè óäîáíî èçîáðàæàòü â âèäå òðåóãîëüíûõ òàáëèö.

Â ñëåäóþùåé òàáëèöå ïðåäñòàâëåí òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé (m0, k0), ýëåìåíòû

ãðàíèöû âûäåëåíû ñåðûì òîíîì:
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@
@
@

@
@@

m

k
. . . k0 k0 + 1 . . .

... . . .
... ...

m0 . . .

m0 + 1 . . . * *

m0 + 2 . . . * * *

m0 + 3 . . . * * * *
... . . .

Íàä àääèòèâíûìè òðåóãîëüíèêàìè ìîæíî îïðåäåëèòü îïåðàöèè ñóììû è ðàç-

íîñòè.

Îïðåäåëåíèå.Ïóñòü∆′ è∆′′ � àääèòèâíûå òðåóãîëüíèêè ñ âåðøèíîé (m0, k0).

Ôóíêöèÿ ∆, òàêàÿ ÷òî ∆(m, k) = ∆′(m, k) + ∆′′(m, k) íà ìíîæåñòâå

{(m, k)|k ≥ k0,m > m0,m−m0 ≥ k − k0} íàçûâàåòñÿ ñóììîé òðåóãîëüíèêîâ∆′

è ∆′′. Áóäåì â ýòîì ñëó÷àå ïèñàòü ∆ = ∆′ +∆′′.

Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ðàçíîñòè äâóõ àääèòèâíûõ òðåóãîëüíè-

êîâ. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ∆′ è ∆′′ � àääèòèâíûå òðåóãîëüíèêè ñ âåð-

øèíîé (m0, k0), òî ∆′ −∆′′ è ∆′ +∆′′ òàêæå óäîâëåòâîðÿþò îïðåäåëåíèþ àääè-

òèâíîãî òðåóãîëüíèêà ñ âåðøèíîé (m0, k0).

Çàìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó çíà÷åíèÿ àääèòèâíîãî òðåóãîëüíèêà íà åãî âíóòðåí-

íîñòè îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè íà ãðàíèöå, òî èç âûïîëíåíèÿ ñî-

îòíîøåíèÿ ∆(m, k) = ∆′(m, k)+∆′′(m, k) íà ãðàíèöå ñëåäóåò âûïîëíåíèå ýòîãî

ñîîòíîøåíèÿ íà âñåé îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, ò. å. ∆ = ∆′ +∆′′. Ýòî íàáëþäåíèå

ïîçâîëÿåò ïðîâåðÿòü, ÷òî îäèí òðåóãîëüíèê ÿâëÿåòñÿ ñóììîé èëè ðàçíîñòüþ

äâóõ äðóãèõ òðåóãîëüíèêîâ íà îñíîâàíèè ñðàâíåíèÿ çíà÷åíèé òðåóãîëüíèêîâ

íà ãðàíèöå. Îïðåäåëèì òàêæå ïîíÿòèå ïîäòðåóãîëüíèêà.

Îïðåäåëåíèå. Ïóñòü ∆ � àääèòèâíûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé (m0, k0), òî-

ãäà åãî ïîäòðåóãîëüíèêîì ∆′ ñ âåðøèíîé (m1, k1), m1 ≥ m0, k1 ≥ k0, íàçûâàåò-
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ñÿ àääèòèâíûé òðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé (m1, k1) òàêîé, ÷òî ∆′(m, k) = ∆(m, k)

ïðè âñåõ m, k òàêèõ, ÷òî m > m1, k ≥ k1, m−m1 ≥ k − k1.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ V (T,m, k) â ñëó-

÷àå |T | > 0.

Óòâåðæäåíèå 4.4 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ:

åñëè 0 ≤ k < min(m, tn − 1), òî

V (T,m, k) = V (T (n),m, k) +

(
m

k

)
; (4.20)

åñëè tn − 1 ≤ k ≤ m− 1, òî

V (T,m, k) = V (T (n),m, k) + V (T (n),m, k − tn)

+
(
m
k

)
−
(
m−tn+1
k−tn+1

)
;

(4.21)

åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå i, i ∈ {1, . . . , n}, ÷òî m+
∑j=n

j=i+1 tj ≤ k < m+
∑j=n

j=i tj,

òî

V (T,m, k) = V (T (i),m, k) + V (T (i),m, k − ti). (4.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (4.22) ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì

ïîëó÷åííûõ ðàíåå áàçîâûõ ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé. Äîêàæåì ñïðàâåäëè-

âîñòü ñîîòíîøåíèé (4.20) è (4.21).

Ðàññìîòðèì ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ äëÿ V (T,m, k) ïðè |T | > 0 è 0 ≤

k < m:

V (T,m, k) =


1, åñëè k < 0;

V (T,m− 1, k) + V (T,m− 1, k − 1), åñëè 0 ≤ k < m;

V (T (n),m, k) + V (T (n),m, k − tn), åñëè k = m.

(4.23)

Ýòèì ðåêóððåíòíûì ñîîòíîøåíèÿì ñîîòâåòñòâóåò àääèòèâíûé òðåóãîëüíèê ∆1

ñëåäóþùåãî âèäà:
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@
@

@
@
@@

m

k
-1 0 1 2 . . .

0 1 V (T (n),0,0)+
V (T (n),0,−tn)

1 1 V (T (n),1,1)+
V (T (n),1,1−tn)

2 1 V (T (n),2,2)+
V (T (n),2,2−tn)

... . . .

Òðåóãîëüíèê ∆1 ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå ñóììû äâóõ òðåóãîëüíèêîâ ∆2

è ∆3. Òðåóãîëüíèê ∆2 èìååò ñëåäóþùèé âèä:

@
@

@
@
@@

m

k
-1 0 1 2 . . .

0 1 V (T (n), 0, 0)

1 1 V (T (n), 1, 1)

2 1 V (T (n), 2, 2)

... . . .

Ýòîò òðåóãîëüíèê ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé â òî÷íîñòè òðåóãîëüíèê äëÿ V (T (n),m, k),

ïîýòîìó ∆2(m, k) = V (T (n),m, k). Òðåóãîëüíèê ∆3 èìååò âèä:

@
@
@

@
@@

m

k
-1 0 1 2 . . .

0 0 V (T (n), 0,−tn)

1 0 V (T (n), 1, 1− tn)

2 0 V (T (n), 2, 2− tn)

... . . .

Òàê êàê V (T (n),m, k) = 1 ïðè k < 0, òî ïåðâûå tn ÿ÷ååê ïðàâîé ãðàíèöû ñîäåð-

æàò 1. Ýòîò òðåóãîëüíèê ìîæåò áûòü ðàçëîæåí íà ñóììó äâóõ òðåóãîëüíèêîâ

∆4 è ∆5. Òðåóãîëüíèê ∆5 áóäåò ðàññìîòðåí äàëåå â ñòàòüå, à òðåóãîëüíèê ∆4

èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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@
@

@
@
@@

m

k
-1 0 1 . . . tn − 2 tn − 1 tn . . .

0 0 1

1 0 1
... ... . . .

tn − 2 0 · · · 1

tn − 1 0 · · · 0

tn 0 · · · 0
... · · ·

Ëåâàÿ ãðàíèöà ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñî-

ñòîÿùóþ èç íóëåé. Ïåðâûå tn − 1 ÿ÷ååê ïðàâîé ãðàíèöû ñîäåðæàò åäèíèöû, à

îñòàëüíûå ñîäåðæàò íóëè. Ýòîò òðåóãîëüíèê ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå

ðàçíîñòè äâóõ òðåóãîëüíèêîâ: ∆4 = ∆7 −∆8. Òðåóãîëüíèê ∆7 èìååò âèä:

@
@

@
@
@@

m

k
-1 0 1 . . . tn − 2 tn − 1 tn . . .

0 0 1

1 0 1
... ... . . .

tn − 2 0 · · · 1

tn − 1 0 · · · 1

tn 0 · · · 1
... · · ·

Ëåâàÿ ãðàíèöà ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñî-

ñòîÿùóþ èç íóëåé, à ïðàâàÿ ãðàíèöà ñîñòîèò èç åäèíèö. Íåñëîæíî çàìåòèòü,

÷òî ∆7(m, k) =
(
m
k

)
äëÿ k ≥ 0. Òðåóãîëüíèê ∆8 èìååò âèä:
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@
@

@
@
@@

m

k
-1 0 1 . . . tn − 2 tn − 1 tn . . .

0 0 0

1 0 0
... ... . . .

tn − 2 0 · · · 0

tn − 1 0 · · · 1

tn 0 · · · 1
... · · ·

Ëåâàÿ ãðàíèöà ýòîãî òðåóãîëüíèêà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ñî-

ñòîÿùóþ èç íóëåé. Ïåðâûå tn−1 ÿ÷ååê ïðàâîé ãðàíèöû ñîäåðæàò íóëè, à îñòàëü-

íûå ñîäåðæàò åäèíèöû. Ýòîò òðåóãîëüíèê òàêæå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé òðåóãîëü-

íèê Ïàñêàëÿ, ñäâèíóòûé íà tn − 1 âïðàâî è âíèç. Ïîýòîìó

∆8(m, k) =


0, åñëè − 1 ≤ k < tn − 1;(
m−tn+1
k−tn+1

)
, åñëè tn − 1 ≤ k.

Òàê êàê ∆4 = ∆7 −∆8, òî

∆4(m, k) =


(
m
k

)
, åñëè 0 ≤ k < tn − 1;(

m
k

)
−
(
m−tn+1
k−tn+1

)
, åñëè tn − 1 ≤ k.

Òðåóãîëüíèê ∆5 èìååò ñëåäóþùèé âèä:
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@
@
@
@

@@
m

k
-1 0 1 . . . tn − 2 tn − 1 tn tn + 1 . . .

0 0 0

1 0 0 0
... ... . . .

tn − 2 0 · · · 0

tn − 1 0 · · · 0 1

tn 0 · · · 0 1 V (T (n), tn, 0)

tn + 1 0 · · · 0 1 V (T (n), tn + 1, 1)

... · · ·

Ëåâàÿ ãðàíèöà òðåóãîëüíèêà ∆5 ñîäåðæèò òîëüêî íóëè. Ïðàâàÿ ãðàíèöà ÿâëÿ-

åòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ âèäà:

0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
tn−1

, 1, V (T (n), tn, 0), V (T (n), tn + 1, 1), . . . , V (T (n), tn + i, i), . . .

Î÷åâèäíî, ÷òî ∆5(m, k) = 0 ïðè k ≤ tn − 2, ∆5(m, k) = 1 ïðè k = tn − 1. Ëåãêî

çàìåòèòü, ÷òî ïîäòðåóãîëüíèê ñ âåðøèíîé (tn−1, tn−1) òðåóãîëüíèêà ∆5 ÿâëÿ-

åòñÿ ïîäòðåóãîëüíèêîì àääèòèâíîãî òðåóãîëüíèêà äëÿ V (T (n),m, k) âåðøèíîé

(tn − 1,−1). Ñëåäîâàòåëüíî,

∆5(m, k) =


0, åñëè − 1 ≤ k < tn − 1;

V (T (n),m, k − tn), åñëè tn − 1 ≤ k.

Ñóììèðóÿ âûðàæåíèÿ, ïîëó÷åííûå äëÿ òðåóãîëüíèêîâ ∆2,∆4 è ∆5, ïîëó÷àåì

ðàâåíñòâî

V (T,m, k) =


V (T (n),m, k) +

(
m
k

)
, åñëè 0 ≤ k < tn − 1;

V (T (n),m, k) + V (T (n),m, k − tn) +
(
m
k

)
−
(
m−tn+1
k−tn+1

)
,

åñëè tn − 1 ≤ k < m.
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Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Óòâåðæäåíèå 4.4 ìîæíî ïðèìåíÿòü ïðè ïîëó÷åíèè òî÷íûõ è àñèìïòîòè÷å-

ñêèõ ôîðìóë äëÿ V (T,m, k). Ïîëó÷åíèå òî÷íûõ ôîðìóë ïðîäåìîíñòðèðóåì íà

ñëåäóþùåì ïðèìåðå.

Ïðèìåð.Ïóñòü òðåáóåòñÿ âû÷èñëèòü ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è P ({2},m, k).

Ðàññìîòðèì ðàçëè÷íûå âàðèàíòû çíà÷åíèÿ k. Ïóñòü 0 ≤ k < 2. Ñîãëàñíî óòâåð-

æäåíèþ 4.4 èìååì

V ({2},m, k) = V (∅,m, k) +

(
m

k

)
.

Èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 4.3, ïîëó÷àåì

V ({2},m, k) =

(
m+ 1

k + 1

)
+

(
m

k

)
.

Ïóñòü òåïåðü 2 ≤ k < m. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèÿì 1 è 2 ïîëó÷èì

V ({2},m, k) = V (∅,m, k) + V (∅,m, k − 2) +

(
m

k

)
−
(
m− 1

k − 1

)

=

(
m+ 1

k + 1

)
+

(
m+ 1

k − 1

)
+

(
m− 1

k

)
.

Åñëè m ≤ k < m+ 2, òî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

V ({2},m, k) = V (∅,m, k) + V (∅,m, k − 2) =

(
m+ 1

k + 1

)
+

(
m+ 1

k − 1

)
.

Àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè

Ðàññìîòðèì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè maxk V (T,m, k) ïðè m → ∞.

Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ ðÿä âñïîìîãàòåëüíûõ óòâåðæäåíèé.

Óòâåðæäåíèå 4.5 Ïóñòü γ, γ′ � âåùåñòâåííûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî 0 < γ′ <

γ ≤ 1
2. Òîãäà

lim
m→∞

(
m

⌊γ′m⌋
)(

m
⌊γm⌋

) = lim
m→∞

(
m

⌈(1−γ′)m⌉
)(

m
⌈(1−γ)m⌉

) = 0. (4.24)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñîîòíîøåíèé

( m
⌊γ′m⌋)
( m
⌊γm⌋)

=
m!

(⌊γ′m⌋)!(m−⌊γ′m⌋)!
m!

(⌊γm⌋)!(m−⌊γm⌋)!
=

∏⌊γm⌋
i=⌊γ′m⌋ i∏m−⌊γ′m⌋

i=m−⌊γm⌋ i

=
∏i=⌊γm⌋−⌊γ′m⌋

i=0
i+⌊γ′m⌋

i+m−⌊γm⌋ ≤
∏i=⌊γm⌋−⌊γ′m⌋

i=0
⌊γm⌋

m−⌊γ′m⌋

≤
∏i=⌊γm⌋−⌊γ′m⌋

i=0
γm

(1−γ′)m ≤
(

γ
1−γ′

)⌊γm⌋−⌊γ′m⌋+1

è γ
1−γ′ < 1 âûòåêàåò, ÷òî

lim
m→∞

(
m

⌊γ′m⌋
)(

m
⌊γm⌋

) ≤ lim
m→∞

(
γ

1− γ′

)⌊γm⌋−⌊γ′m⌋+1

= 0.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî limm→∞
( m
⌈(1−γ′)m⌉)
( m
⌈(1−γ)m⌉)

= 0. �

Óòâåðæäåíèå 4.6 Ïóñòü a è b � öåëûå ÷èñëà, γ � âåùåñòâåííîå ÷èñëî òà-

êîå, ÷òî 0 < γ < 1. Òîãäà

lim
m→∞

(
m+b

⌊γm⌋+a

)(
m

⌊γm⌋
) =

(1− γ)a−b

γa
. (4.25)

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç C(a, b) âûðàæåíèå, ñòîÿùåå ïîä çíàêîì

ïðåäåëà. Ïðåîáðàçóåì ýòî âûðàæåíèå:

C(a, b) =

(
m+b

⌊γm⌋+a

)(
m

⌊γm⌋
) =

(m+b)!
(⌊γm⌋+a)!(m−⌊γm⌋+b−a)!

m!
⌊γm⌋!(m−⌊γm⌋)!

=
(m+ b)!

m!
· ⌊γm⌋!
(⌊γm⌋+ a)!

· (m− ⌊γm⌋)!
(m− ⌊γm⌋+ b− a)!)

.

Ïðåîáðàçóåì ïåðâûé ñîìíîæèòåëü:

(m+ b)!

m!
=


∏b

i=1(m+ i), åñëè b ≥ 0;

1∏0
i=b+1(m+i)

, åñëè b < 0.

Ëåãêî çàìåòèòü, ïðè ëþáîì b ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→∞

(m+b)!
m!

mb
= 1.
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Áóäåì ïèñàòü f(m) ∼ g(m), åñëè limm→∞
f(m)
g(m) = 1. Òîãäà (m+b)!

m! ∼ mb. Àíàëî-

ãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ ñîîòíîøåíèé:

⌊γm⌋!
(⌊γm⌋+ a)!

∼ ⌊γm⌋−a ∼ (γm)−a,

(m− ⌊γm⌋)!
(m− ⌊γm⌋+ b− a)!

∼ (m− ⌊γm⌋)a−b ∼ ((1− γ)m)a−b .

Ñëåäîâàòåëüíî,

C(a, b) ∼ mb · (γm)−a · ((1− γ)m)a−b

= mb−a+a−b · (1− γ)a−b

γa
=

(1− γ)a−b

γa
.

�

Â ñëó÷àå γ = 1
2 ôîðìóëà (4.25) ïðèîáðåòàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

lim
m→∞

(
m+b

⌊m
2 ⌋+a

)(
m
⌊m

2 ⌋
) = 2b. (4.26)

Ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì ñîîòíîøåíèå (4.26) ìîæåò áûòü ïðèìåíåíî äëÿ

àñèìïòîòè÷åñêîãî àíàëèçà ñëîæíîñòè çàäà÷è èç ïðèìåðà 2 ïðè k = ⌊m2 ⌋. Äëÿ

ýòîãî, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (4.26), ñðàâíèì åå ñëîæíîñòü ñ ÷èñëîì
(

m
⌊m

2 ⌋
)
:

lim
m→∞

V ({2},m, ⌊m2 ⌋)(
m
⌊m

2 ⌋
) =

(
m+1
⌊m

2 ⌋+1

)
+
(

m+1
⌊m

2 ⌋−1

)
+
(
m−1
⌊m

2 ⌋
)(

m
⌊m

2 ⌋
)

= 2 + 2 + 1/2 = 9/2.

Çàäà÷à Ôèíêåëüøòåéíà ñ òåì æå êîëè÷åñòâîì ïåðåìåííûõ èìååò ñëîæíîñòü

VΦ(m + 1) =
(

m+2
⌊m+1

2 ⌋+1

)
. Èñïîëüçóÿ ñíîâà ñîîòíîøåíèå (4.26), ìîæíî ïîêàçàòü,

÷òî limm→∞
( m+2

⌊m+1
2 ⌋+1)

( m
⌊m2 ⌋)

= 4. Òàêèì îáðàçîì, V ({2},m, ⌊m2 ⌋) ∼
9
8VΦ(m+1). Äðóãè-

ìè ñëîâàìè, ñëîæíîñòü çàäà÷è P ({2},m, ⌊m2 ⌋) ðàâíà àñèìïòîòè÷åñêè
9
8 ñëîæíî-

ñòè çàäà÷è Ôèíêåëüøòåéíà, èìåþùåé îäèíàêîâîå ñ P ({2},m, ⌊m2 ⌋) ÷èñëî ÷èñëî

ïåðåìåííûõ.

Óòâåðæäåíèå 4.7 Äëÿ ëþáîãî íàáîðà T = {t1, . . . , tn} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë è
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ëþáîãî öåëîãî t ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→∞

V (T,m, ⌊m2 ⌋+ t)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = 2 +

n∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóê-

öèè ïî äëèíå n íàáîðà T . Ïóñòü n = 0. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 èìååì V (∅,m, ⌊m2 ⌋+

t) =
(

m+1
⌊m

2 ⌋+t+1

)
. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.26) ïîëó÷àåì

lim
m→∞

V (∅,m, ⌊m2 ⌋+ t)(
m
⌊m

2 ⌋
) = lim

m→∞

(
m+1

⌊m
2 ⌋+t+1

)(
m
⌊m

2 ⌋
) = 2.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî äîêàçûâàåìîå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ íà-

áîðîâ |T | äëèíû n− 1. Ïóñòü |T | = n. Çàìåòèì, ÷òî íàéäåòñÿ M òàêîå, ÷òî ïðè

m > M âûïîëíÿåòñÿ tn−1 ≤ ⌊m2 ⌋+t ≤ m− 1. Ïîýòîìó ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.21)

èìååì

V (T,m, ⌊m2 ⌋+ t)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) =

1(
m+n
⌊m

2 ⌋
) ·(V (T (n),m, ⌊m

2
⌋+ t)

+ V (T (n),m, ⌊m
2
⌋+ t− tn) +

(
m

⌊m2 ⌋+ t

)
−
(

m− tn + 1

⌊m2 ⌋+ t− tn + 1

))
.

Ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è ôîðìóëå (4.26) ïîëó÷àåì

lim
m→∞

V (T (n),m, ⌊m2 ⌋+ t)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = lim

m→∞

(
m+n−1
⌊m

2 ⌋
)(

m+n
⌊m

2 ⌋
) · lim

m→∞

V (T (n),m, ⌊m2 ⌋+ t)(
m+n−1
⌊m

2 ⌋
)

=
1

2
·
(
2 +

n−1∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

))
.

Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

lim
m→∞

V (T (n),m, ⌊m2 ⌋+ t− tn)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) =

1

2
·
(
2 +

n−1∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

))
.

Ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû (4.26) ìîæíî òàêæå óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà

lim
m→∞

(
m

⌊m
2 ⌋+t

)
−
(

m−tn+1
⌊m

2 ⌋+t−tn+1

)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) =

1

2n
− 1

2n+tn−1
.
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Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷àåì

lim
m→∞

V (T,m, ⌊m2 ⌋+ t)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = 2 +

n−1∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
+

1

2n
− 1

2n+tn−1

= 2 +
n∑

i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
.

�

Óòâåðæäåíèå 4.8 Äëÿ ëþáîãî íàáîðà T = {t1, . . . , tn} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî γ, 0 < γ < 1
2, è ëþáîãî öåëîãî t ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-

íèå

lim
m→∞

maxγm≤k≤(1−γ)m V (T,m, k + t)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = 2 +

n∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè ïî äëèíå n íàáîðà T . Ïóñòü n = 0. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.3 èìååì

max
γm≤k≤(1−γ)m

V (∅,m, k + t) = max
γm≤k≤(1−γ)m

(
m+ 1

k + t+ 1

)
≤
(
m+ 1

⌊m+1
2 ⌋

)
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íàéäåòñÿM òàêîå, ÷òî ïðèm > M âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

γm ≤ ⌊m2 ⌋ ≤ (1− γ)m. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ âñåõ m > M âûïîëíåíî

V (∅,m, ⌊m
2
⌋+ t) ≤ max

γm≤k≤(1−γ)m
V (∅,m, k + t).

Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5 èìååì limm→∞
V (∅,m,⌊m

2 ⌋+t)

( m
⌊m2 ⌋)

= 2. Ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.26)

ïîëó÷àåì limm→∞
( m+1

⌊m+1
2 ⌋)

( m
⌊m2 ⌋)

= 2. Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

maxγm≤k≤(1−γ)m V (∅,m, k + t)(
m
⌊m

2 ⌋
) = 2.

Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ñëó÷àÿ n = 0.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ íàáîðîâ T äëè-

íû n−1. Ðàññìîòðèì íàáîð T äëèíû n. Îáîçíà÷èì maxγm≤k≤(1−γ)m V (T,m,k+t)

(m+n
⌊m2 ⌋)

÷åðåç

U(m). Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåòM ′ òàêîå, ÷òî ïðèm > M ′ èç γm ≤ k ≤ (1−γ)m

âûòåêàåò, ÷òî tn − 1 ≤ k + t ≤ m− 1. Ïîýòîìó ïðè m > M ′ ìû ìîæåì îöåíèòü
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U(m) ñâåðõó ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.21):

U(m) ≤ U1(m) + U2(m) + U3(m),

ãäå

U1(m) =
maxγm≤k≤(1−γ)m V (T (n),m, k + t)(

m+n
⌊m

2 ⌋
) ,

U2(m) =
maxγm≤k≤(1−γ)m V (T (n),m, k + t− tn)(

m+n
⌊m

2 ⌋
) ,

U3(m) =
maxγm≤k≤(1−γ)m

((
m
k+t

)
−
(

m−tn+1
k+t−tn+1

))(
m+n
⌊m

2 ⌋
) .

Ïîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limm→∞ U1(m). Òàê êàê |T (n)| = n − 1, òî

ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è ôîðìóëå (4.26) ïîëó÷àåì

lim
m→∞

U1(m) =

(
2 +

n−1∑
i=1

1

2i
− 1

2i+ti−1

)
· lim
m→∞

(
m+n−1
⌊m

2 ⌋
)(

m+n
⌊m

2 ⌋
)

=
1

2

(
2 +

n−1∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

))
.

Àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå ïðåäåëà limm→∞ U2(m):

lim
m→∞

U2(m) =
1

2

(
2 +

n−1∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

))
.

Èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
(

m
k+t

)
−
(

m−tn+1
k+t−tn+1

)
=
∑tn−1

i=1

(
m−i

k+t−i+1

)
ñëåäóåò, ÷òî

U3(m) =
maxγm≤k≤(1−γ)m

((
m
k+t

)
−
(

m−tn+1
k+t−tn+1

))(
m+n
⌊m

2 ⌋
)

≤
tn−1∑
i=1

maxmaxγm≤k≤(1−γ)m

(
m−i

k+t−i+1

)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) .

Îáîçíà÷èì ñóììó
∑tn−1

i=1

maxmaxγm≤k≤(1−γ)m (
m−i

k+t−i+1)
(m+n
⌊m2 ⌋)

÷åðåç U ′
3(m), à ñóììó U1(m) +

U2(m) + U ′
3(m) ÷åðåç U ′(m). Î÷åâèäíî, ÷òî U(m) ≤ U ′(m). Â ñèëó ôîðìó-

ëû (4.26) ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→∞

maxγm≤k≤(1−γ)m

(
m−i

k+t−i+1

)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = lim

m→∞

(
m−i

⌊m−i+1
2 ⌋
)(

m+n
⌊m

2 ⌋
) =

1

2n+i
.
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Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

U ′
3(m) =

tn−1∑
i=1

1

2n+i
=

1

2n
− 1

2n+tn−1
.

Ñóììèðóÿ âûðàæåíèÿ äëÿ limm→∞ U1(m), limm→∞ U2(m) è limm→∞ U ′
3(m), ïî-

ëó÷èì

lim
m→∞

U ′(m) = 2 +
n−1∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
+

1

2n
− 1

2n+tn−1

= 2 +
n∑

i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóåòM ′′ òàêîå, ÷òî ïðè m > M ′′ âûïîëíÿåòñÿ γm < ⌊m2 ⌋ <

(1− γ)m. Ïîýòîìó

U(m) =
maxγm≤k≤(1−γ)m V (T,m, k)(

m+n
⌊m

2 ⌋
) ≥

V (T,m, ⌊m2 ⌋+ t)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) .

Îáîçíà÷èì âûðàæåíèå V (T,m,⌊m
2 ⌋+t)

(m+n
⌊m2 ⌋)

÷åðåç U ′′(m). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5 èìååì

lim
m→∞

U ′′(m) = 2 +
n∑

i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
.

Òàêèì îáðàçîì,

lim
m→∞

U ′(m) = lim
m→∞

U ′′(m) = 2 +
n∑

i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
è äëÿ m > max(M ′,M ′′) âûïîëíÿåòñÿ U ′′(m) ≤ U(m) ≤ U ′(m). Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

U(m) = 2 +
n∑

i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
.

�

Óòâåðæäåíèå 4.9 Äëÿ ëþáîãî íàáîðà T = {t1, . . . , tn} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

ëþáîãî âåùåñòâåííîãî γ, 0 < γ < 1
2, è ëþáîãî öåëîãî t ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøå-

íèå

lim
m→∞

maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) V (T,m, k + t)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = 0.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èí-

äóêöèè ïî äëèíå n íàáîðà T . Ïóñòü n = 0. Âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå γ′, óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñîîòíîøåíèþ 0 < γ < γ′ < 1
2 . Òîãäà íàéäåòñÿ M òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî

m > M âûïîëíåíî γ′m ≤ ⌊m2 ⌋ ≤ (1 − γ′)m è k + t ∈ [0, γ′m] ∪ [(1 − γ′)m,∞).

Ïîýòîìó ïðè m > M ñîãëàñíî ôîðìóëå (4.18) ïîëó÷èì

maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) V (∅,m, k + t)(
m
⌊m

2 ⌋
)

≤
maxk∈[0,γ′m]∪[(1−γ′)m,∞]

(
m+1
k+1

)(
m
⌊m

2 ⌋
)

≤
max

((
m+1

⌊γ′m⌋+1

)
,
(

m+1
⌊(1−γ′)m⌋−1

))(
m
⌊m

2 ⌋
)

= max

(( m+1
⌊γ′m⌋+1

)(
m
⌊m

2 ⌋
) ,

(
m+1

⌊(1−γ′)m⌋−1

)(
m
⌊m

2 ⌋
) )

.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó (4.24), íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî

lim
m→∞

(
m+1

⌊γ′m⌋+1

)(
m
⌊m

2 ⌋
) = lim

m→∞

(
m+1

⌊(1−γ′)m⌋−1

)(
m
⌊m

2 ⌋
) = 0.

Ñëåäîâàòåëüíî,

lim
m→∞

maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) V (∅,m, k)(
m
⌊m

2 ⌋
) = 0.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå äîêàçàíî äëÿ ëþáîãî íàáîðà T äëèíû n − 1. Äîêàæåì

ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðè |T | = n. Èç ñîîòíîøåíèé (4.20 � 4.22) ñëåäóåò,

÷òî äëÿ íåêîòîðîãî i, 1 ≤ i ≤ n, ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

V (T,m, k + t) ≤ V (T (i),m, k + t) + V (T (i),m, k + t− ti) +

(
m

k + t

)
. (4.27)

Òàê êàê |T (i)| = n− 1, òî ñîãëàñíî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè è ôîðìóëå (4.26)

ïîëó÷àåì

limm→∞
maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) V (T (i),m,k+t)

(m+n
⌊m2 ⌋)

= 1
2 · limm→∞

maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) V (T (i),m,k+t)

(m+n−1
⌊m2 ⌋ )

= 0.
(4.28)
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Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

limm→∞
maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) V (T (i),m,k+t−ti)

(m+n
⌊m2 ⌋)

= 0. (4.29)

Àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ n = 0 äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ

limm→∞
maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) ( m

k+t)
(m+n
⌊m2 ⌋)

= 0. (4.30)

Èç ñîîòíîøåíèé (4.27 � 4.30) ñëåäóåò, ÷òî

lim
m→∞

maxk∈[0,γm]∪[(1−γ)m,∞) V (T,m, k)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = 0.

Box

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì óòâåðæäåíèé 5,

6 è 7.

Òåîðåìà 4.2 Äëÿ ëþáîãî íàáîðà T = {t1, . . . , tn} íàòóðàëüíûõ ÷èñåë ñïðàâåä-

ëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→∞

maxk V (T,m, k)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = 2 +

n∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
. (4.31)

Ôîðìóëà (4.31) ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàíà íåïîñðåäñòâåííî äëÿ âû÷èñëåíèÿ

àñèìïòîòè÷åñêîé ñëîæíîñòè maxk V (T,m, k) ïðèm → ∞ äëÿ çàäàííîãî íàáîðà

T . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ çàäà÷è èç ïðèìåðà , èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (4.31), ïîëó÷èì

max
k

V ({2},m, k) ∼
(
2 +

1

2
− 1

4

)(
m+ 1

⌊m2 ⌋

)
=

9

4

(
m+ 1

⌊m2 ⌋

)
.

Òåîðåìà 4.2 ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü

Ñëåäñòâèå 4.1 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ:

1. äëÿ ëþáîãî íàáîðà T íàòóðàëüíûõ ÷èñåë

lim
m→∞

maxk V (T,m, k)(
m+n
[m2 ]

) ≤ 3, ãäå n = |T |;

2. äëÿ ëþáîãî ϵ > 0 ñóùåñòâóåò íàáîð T íàòóðàëüíûõ ÷èñåë òàêîé, ÷òî

lim
m→∞

maxk V (T,m, k)(
m+n
[m2 ]

) ≥ 3− ϵ, ãäå n = |T |.

124



Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ óñòàíàâëèâàåòñÿ ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

lim
m→∞

maxk V (T,m, k)(
m+n
[m2 ]

) = 2 +
n∑

i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
≤ 2 +

(
1− 1

2n

)
≤ 3.

Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå. Ïóñòü M = 1 + log2(
1
ϵ ). Ïîëîæèì n = M ,

t1 = · · · = tn = M . Òîãäà

lim
m→∞

maxk V (T,m, k)(
m+n
[m2 ]

) = 2 +
n∑

i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)

= 2 +

(
1− 1

2M

)2

≥ 3− 1

2M−1
= 3− ϵ.

Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.�

Çàìåòèì, ÷òî limm→∞
VΦ(m+n)

(m+n
[m2 ] )

= 2. Ïîýòîìó ñîäåðæàòåëüíî cëåäñòâèå 1 îçíà-

÷àåò, ÷òî ñðåäè çàäà÷ ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà íå ñóùåñòâóåò ïðèìåðîâ, ñëîæ-

íîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêè áîëüøå, ÷åì 3
2 ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ

çàäà÷è Ôèíêåëüøòåéíà ñ òåì æå ÷èñëîì ïåðåìåííûõ, ïðè ýòîì ñóùåñòâóþò

çàäà÷è, ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ êîòîðûõ êàê óãîäíî áëèçêî ïðèáëèæàåòñÿ àñèìï-

òîòè÷åñêè ê 3
2 ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è Ôèíêåëüøòåéíà ñ òåì æå ÷èñëîì

ïåðåìåííûõ.

4.5 Îáùèå îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î

ðàíöå

Â äàííîì ðàçäåëå äëÿ çàäà÷è î ðàíöå ïîëó÷åíû äâå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè

åå ðåøåíèÿ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö, çàâèñÿùèå îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è.

Âûäåëåí ÷àñòíûé ñëó÷àé, êîãäà ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàíöå ìåòîäîì

âåòâåé è ãðàíèö ïîëèíîìèàëüíî îãðàíè÷åíà ðàçìåðíîñòüþ çàäà÷è. Ïîëó÷åíû

òàêæå âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö

çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ, ÿâëÿþùåéñÿ âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è î

ðàíöå.
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Ñâîéñòâà áè-äåðåâüåâ

Óñòàíîâèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà äåðåâüåâ îïðåäåëåííîãî âèäà, êîòîðûå áóäóò

íåîáõîäèìû â äàëüíåéøåì äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê òðóäîåìêîñòè ìåòîäà âåòâåé

è ãðàíèö.

Áè-äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü îðèåíòèðîâàííîå áèíàðíîå äåðåâî ñ êîðíåì, óäî-

âëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùèì ñâîéñòâàì:

1. êàæäàÿ äóãà ïîìå÷åíà 0 èëè 1;

2. èç êàæäîé âíóòðåííåé (â òîì ÷èñëå êîðíåâîé) âåðøèíû èñõîäèò ðîâíî äâå

äóãè, ïîìå÷åííûå 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî;

3. â êàæäóþ âåðøèíó, îòëè÷íóþ îò êîðíåâîé, âõîäèò ðîâíî îäíà äóãà.

Ïóñòü a � âåðøèíà áè-äåðåâà T , Ïîääåðåâî S ñ êîðíåì a áè-äåðåâà T áóäåì

íàçûâàòü áè-ïîääåðåâîì ñ êîðíåì a áè-äåðåâà T , åñëè S ÿâëÿåòñÿ áè-äåðåâîì.

Åñëè a ïðè ýòîì ÿâëÿåòñÿ êîðíåì äåðåâà T , òî áóäåì íàçûâàòü S ãëàâíûì áè-

ïîääåðåâîì áè-äåðåâà T .

Ïóñòü a � âåðøèíà áè-äåðåâà T . Áè-ïîääåðåâî S ñ êîðíåì a áè-äåðåâà T

áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûì, åñëè ëþáîå áè-ïîääåðåâî ñ êîðíåì a áè-äåðåâà

T ÿâëÿåòñÿ òàêæå áè-ïîääåðåâîì äåðåâà S.

Îïðåäåëèì ñëåäóþùèå ïîäìíîæåñòâà âåðøèí áè-äåðåâà:

V (T ) � ìíîæåñòâî âåðøèí áè-äåðåâà T ;

V∗(T ) � ìíîæåñòâî êîíöåâûõ âåðøèí áè-äåðåâà T ;

V 0
∗ (T ) � ìíîæåñòâî êîíöåâûõ âåðøèí áè-äåðåâà T , â êîòîðûå âõîäèò äóãà, ïî-

ìå÷åííàÿ 0;

V 1
∗ (T ) � ìíîæåñòâî êîíöåâûõ âåðøèí áè-äåðåâà T , â êîòîðûå âõîäèò äóãà, ïî-

ìå÷åííàÿ 1.

Ââåäåì òàêæå ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìîùíîñòåé ïåðå÷èñëåííûõ ìíîæåñòâ:

v(T ) = |V (T )|, v∗(T ) = |V∗(T )|, v0∗(T ) = |V 0
∗ (T )|, v1∗(T ) = |V 1

∗ (T )|. Åñëè a �
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íåêîòîðàÿ âåðøèíà áè-äåðåâà T , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äóã, ñîåäèíÿþùóþ êî-

ðåíü äåðåâà T ñ ýòîé âåðøèíîé, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç π(a). ×èñëî äóã â ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîìå÷åííûõ 0, îáîçíà÷èì ÷åðåç e0(a), à ÷èñëî äóã, ïîìå-

÷åííûõ 1, � ÷åðåç e1(a).

Áóäåì íàçûâàòü (c0, c1)-äåðåâîì áè-äåðåâî T , òàêîå ÷òî

1. e0(x) = c0 äëÿ âñåõ âåðøèí x, ïðèíàäëåæàùèõ V 0
∗ (T );

2. e1(x) = c1 äëÿ âñåõ âåðøèí x, ïðèíàäëåæàùèõ V 1
∗ (T ).

Çàìåòèì, ÷òî (c0, c1)-äåðåâî ìîæíî ïîñòðîèòü äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ c0, c1.

Óòâåðæäåíèå 4.10 Ïóñòü T � (c0, c1)-äåðåâî. Òîãäà v∗(T ) =
(
c0+c1
c0

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî âåëè÷èíå c0 + c1.

Â ñëó÷àå, êîãäà c0 = 1 èëè c1 = 1, óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî

íàòóðàëüíîãî > 3 óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ (c0, c1)-äåðåâüåâ òàêèõ,

÷òî c0 + c1 < c. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå (c0, c1)-äåðåâî T òàêîå, ÷òî c0, c1 > 1

è c0 + c1 = c. Ïóñòü a0 è a1 � âåðøèíû, ñîåäèíåííûå ñ êîðíåì a äåðåâà T

äóãàìè, ïîìå÷åííûìè 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî (ðèñ. 4.1). Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 è

T1 ìàêñèìàëüíûå áè-ïîääåðåâüÿ áè-äåðåâà T ñ êîðíÿìè a0 è a1 ñîîòâåòñòâåííî.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî äåðåâî T0 ÿâëÿåòñÿ (c0 − 1, c1)-äåðåâîì, à äåðåâî T1

ÿâëÿåòñÿ (c0, c1−1)-äåðåâîì. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ,

èìååì v∗(T0) =
(
c0+c1−1
c0−1

)
, v∗(T1) =

(
c0+c1−1

c0

)
. Ñëåäîâàòåëüíî, v∗(T ) = v∗(T0) +

v∗(T1) =
(
c0+c1−1
c0−1

)
+
(
c0+c1−1

c0

)
=
(
c0+c1
c0

)
. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.�

Óòâåðæäåíèå 4.11 Ïóñòü T � áè-äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-

ùèå ñîîòíîøåíèÿ:

1. e0(x) ≥ c0 äëÿ âñåõ âåðøèí x, ïðèíàäëåæàùèõ V 0
∗ (T );

2. e1(x) ≥ c1 äëÿ âñåõ âåðøèí x, ïðèíàäëåæàùèõ V 1
∗ (T ).

Òîãäà v∗(T ) ≥
(
c0+c1
c0

)
.
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Ðèñ. 4.1: Äåêîìïîçèöèÿ áè-äåðåâà T íà áè-äåðåâüÿ T0 è T1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì â T ãëàâíîå (c0, c1)-ïîääåðåâî T ∗ ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç E0(T ) ìíîæåñòâî {x ∈ V 0
∗ (T )|e0(x) > c0}, à ÷åðåç E1(T )

îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî {x ∈ V 1
∗ (T )|e1(x) > c1}. Åñëè E0(T ) = ∅ è E1(T ) = ∅, òî

ïîëîæèì T ∗ = T . Ïóñòü E0(T ) ̸= ∅. Ðàññìîòðèì âåðøèíó x ∈ E0(T ). Ñóùåñòâó-

åò âåðøèíà x′, x′ ∈ π(x), òàêàÿ ÷òî e0(x) = c0 è äóãà, âõîäÿùàÿ â x′, ïîìå÷åíà 0.

Ðàññìîòðèì ãëàâíîå áè-ïîääåðåâî T ′ äåðåâà T , ïîëó÷àåìîå óäàëåíèåì èç T ìàê-

ñèìàëüíîãî áè-ïîääåðåâà ñ êîðíåì x′. Äåðåâî T ′ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì

1,2 äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ, òàê êàê âñå åãî êîíöåâûå âåðøèíû, êðîìå x′,

òàêæå ÿâëÿþòñÿ êîíöåâûìè âåðøèíàìè äåðåâà T , à äëÿ âåðøèíû x′ ñïðàâåäëèâî

e0(x
′) = c0. Çàìåòèì, ÷òî |E0(T

′)| ≤ |E0(T )|−1. Ïîýòîìó, ïîâòîðÿÿ äàííóþ ïðî-

öåäóðó íå áîëåå ÷åì |E0(T )| ðàç, ïîëó÷èì ïîääåðåâî T ′′ áè-äåðåâà T , óäîâëåòâî-

ðÿþùåå ñîîòíîøåíèÿì 1,2 äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ è óñëîâèþ |E0(T
′′)| = 0.

Àíàëîãè÷íî ïîñòðîèì ïîääåðåâî T ′′′ áè-äåðåâà T ′′, óäîâëåòâîðÿþùåå ñîîòíîøå-

íèÿì 1,2 äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ è óñëîâèÿì E0(T
′′′) = ∅, E1(T

′′′) = ∅, è

ïîëîæèì T ∗ = T ′′′. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1, v∗(T ∗) =
(
c0+c1
c0

)
. Òàê êàê T ∗ �

ïîääåðåâî äåðåâà T , òî v∗(T ) ≥ v∗(T
∗). Ñëåäîâàòåëüíî, v∗(T ) ≥

(
c0+c1
c0

)
. �

Óòâåðæäåíèå 4.12 Ïóñòü T � áè-äåðåâî, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâû ñëåäóþ-
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ùèå óñëîâèÿ:

1. e0(x) ≤ c0 äëÿ âñåõ âåðøèí x, ïðèíàäëåæàùèõ V 0
∗ (T );

2. e1(x) ≤ c1 äëÿ âñåõ âåðøèí x, ïðèíàäëåæàùèõ V 1
∗ (T ).

Òîãäà v∗(T ) ≤
(
c0+c1
c0

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî áè-äåðåâà T , óäîâëåòâîðÿþùåãî óñëîâèÿì 1,

2, îáîçíà÷èì ÷åðåç E0(T ) ìíîæåñòâî {x ∈ V 0
∗ (T )|e0(x) < c0} è ÷åðåç E1(T )

ìíîæåñòâî {x ∈ V 1
∗ (T )|e1(x) < c1}. Ïîêàæåì, ÷òî äåðåâî T ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì

ïîääåðåâîì íåêîòîðîãî (c0, c1)-äåðåâà T ∗. Åñëè E0(T ) = ∅ è E1(T ) = ∅, òî

T ∗ = T . Ïóñòü E0(T ) ̸= ∅. Ðàññìîòðèì âåðøèíó x ∈ E0(T ). Ïóñòü y � âåðøèíà,

èç êîòîðîé èñõîäèò äóãà, âåäóùàÿ â x. Î÷åâèäíî, ÷òî e1(x) = e1(y). Ïîñêîëüêó

èç y èñõîäèò òàêæå äóãà, ïîìå÷åííàÿ 1, èìååì e1(y) < c1. Ïîýòîìó e1(x) < c1.

Èìååì òàêæå e0(x) < c0. Ïîëîæèì d0 = c0 − e0(x), d1 = c1 − e1(x). Ïóñòü S

� ïðîèçâîëüíîå (d0, d1)-äåðåâî. Ïîñòðîèì áè-äåðåâî T ′ äîáàâëåíèåì ê äåðåâó

T äåðåâà S, ñîâìåñòèâ x ñ êîðíåì äåðåâà S. Â ðåçóëüòàòå êîíöåâàÿ âåðøèíà x

â T çàìåíèòñÿ v∗(S) êîíöåâûìè âåðøèíàìè â T ′, è äëÿ êàæäîé âåðøèíû x′ èç

ýòèõ êîíöåâûõ âåðøèí âûïîëíÿåòñÿ e0(x
′) = c0, åñëè x′ ∈ E0(T

′), è e1(x
′) = c1,

åñëè x′ ∈ E1(T
′). Ñëåäîâàòåëüíî, |E0(T

′)| = |E0(T )| − 1 è |E1(T
′)| = |E1(T )|.

Ïîâòîðÿÿ äàííóþ ïðîöåäóðó |E0(T )| ðàç äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç E0(T ), ïîëó-

÷èì áè-äåðåâî T ′′, ñîäåðæàùåå T â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ïîääåðåâà è óäîâëåòâî-

ðÿþùåå óñëîâèÿì 1, 2 è ñîîòíîøåíèþ |E0(T
′′)| = 0. Àíàëîãè÷íóþ ïðîöåäóðó

ìîæíî òàêæå ïðèìåíèòü äëÿ êàæäîé âåðøèíû èç E1(T ). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(c0, c1)-äåðåâî T ∗, ñîäåðæàùåå äåðåâî T â êà÷åñòâå ãëàâíîãî ïîääåðåâà. Î÷å-

âèäíî, ÷òî v∗(T ) ≤ v∗(T
∗). Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 1 èìååì v∗(T

∗) =
(
c0+c1
c0

)
.

Ïîýòîìó v∗(T ) ≤
(
c0+c1
c0

)
. �

129



Îöåíêè ÷èñëà âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèé

Ïóñòü âåñà ïðåäìåòîâ â çàäà÷å (4.5) óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ: w1 ≥

· · · ≥ wn. Îïðåäåëèì âåëè÷èíû s è t ñëåäóþùèì îáðàçîì:

s = min

{
k ∈ N :

k∑
i=1

wi > C

}
. (4.32)

t = min

{
k ∈ N :

n∑
i=n−k+1

wi > C

}
. (4.33)

Óòâåðæäåíèå 4.13 Ïóñòü T � äåðåâî âåòâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5)

îñëàáëåííûì âàðèàíòîì ÌÂÃ. Òîãäà äëÿ ëþáîé âåðøèíû x èç ìíîæåñòâà

V 1
∗ (T ) ñïðàâåäëèâî s ≤ e1(x) ≤ t è äëÿ ëþáîé âåðøèíû y èç ìíîæåñòâà V 0

∗ (T )

ñïðàâåäëèâî n + 1 − t ≤ e0(y) ≤ n + 1 − s, ãäå âåëè÷èíû s è t îïðåäåëÿþòñÿ

ñîîòíîøåíèÿìè (4.32, 4.33).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x � ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà èç V 1
∗ (T ), è ñîîòâåò-

ñòâóþùàÿ ýòîé âåðøèíå ïîäçàäà÷à P èìååò âèä (4.6). Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ

ìíîæåñòâ èíäåêñîâ ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ 0 è 1:

I0 = {i ∈ I|θi = 0}, I1 = {i ∈ I|θi = 1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç P̂ ïîäçàäà÷ó, èç êîòî-

ðîé áûëà ïîëó÷åíà ïîäçàäà÷à P â ðåçóëüòàòå äåêîìïîçèöèè. Òàê êàê x ∈ V 1
∗ (T ),

òî ïîäçàäà÷à P íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ îòñåâà C2′, ïîñêîëüêó â ïðî-

òèâíîì ñëó÷àå ýòîìó æå óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïîäçàäà÷à P̂ . Ñëåäîâàòåëüíî,

ïîäçàäà÷à P äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ îòñåâà C1, ò.å.
∑

i∈I θiwi > C, ÷òî

ðàâíîñèëüíî
∑

i∈I1 wi > C. Òàê êàê w1 ≥ · · · ≥ wn, òî

|I1|∑
i=1

wi ≥
∑
i∈I1

θiwi > C.

Ñîãëàñíî (4.32) ïîëó÷àåì e1(x) = |I1| ≥ s.

Ïóñòü xj � ïåðåìåííàÿ âåòâëåíèÿ äëÿ ïîäçàäà÷è P̂ . Òàê êàê x ∈ V 1
∗ (T ),

òî θj = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç J1 ìíîæåñòâî I1 \ {j}. Òàê êàê ïîäçàäà÷à P̂ íå

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòñåâà C1, òî
∑

i∈J1 wi ≤ C. Òàê êàê w1 ≥ · · · ≥ wn,
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òî
∑n

i=n−|J1|+1wi ≤
∑

i∈J1 wi ≤ C. Ñîãëàñíî (4.33) ïîëó÷àåì e1(x) = |I1| =

|J1|+ 1 ≤ t.

Ïóñòü òåïåðü ïîäçàäà÷à P âèäà (4.6) ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâîëüíîé âåðøèíå y

èç V 0
∗ (T ). Ïóñòü òàêæå ïîäçàäà÷à P ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äåêîìïîçèöèè èç ïîä-

çàäà÷è P̂ . Òàê êàê y ∈ V 0
∗ (T ), òî ïîäçàäà÷à P íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ

îòñåâàC1, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ýòîìó æå óñëîâèþ óäîâëåòâîðÿåò ïîä-

çàäà÷à P̂ . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäçàäà÷à P óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòñåâà C2′. Ïî-

ýòîìó
∑

i∈I θiwi+
∑

i∈N\I wi ≤ C, ÷òî ýêâèâàëåíòíî íåðàâåíñòâó
∑

i∈N\I0 wi ≤ C.

Òàê êàê w1 ≥ · · · ≥ wn, òî
∑n

i=n−|N\I0|+1wi ≤
∑

i∈N\I0 wi ≤ C. Ñîãëàñíî (4.33)

ñïðàâåäëèâî n− e0(y) = |N \ I0| ≤ t− 1, ñëåäîâàòåëüíî e0(y) ≥ n+ 1− t.

Òàê êàê y ∈ V 0
∗ (T ), òî θj = 0, ãäå j � èíäåêñ ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ äëÿ

ïîäçàäà÷è P̂ . Îáîçíà÷èì ÷åðåç J0 ìíîæåñòâî I0 \ {j}. Òàê êàê äëÿ ïîäçàäà÷è P̂

íå âûïîëíåíî óñëîâèå îòñåâà C2′, òî
∑

i∈N\J0 wi > C. Òàê êàê w1 ≥ · · · ≥ wn, òî∑|N\J0|
i=1 wi ≥

∑
i∈N\J0 wi > C. Ñîãëàñíî (4.32) n−e0(y)+1 = |N \J0| ≥ s. Òàêèì

îáðàçîì, e0(y) ≤ n+ 1− s. � Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ è óòâåðæäåíèé 2, 3

âûòåêàåò ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4.14 Ïðèâåäåííàÿ ñëîæíîñòü V ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5) îñëàá-

ëåííûì âàðèàíòîì ÌÂÃ óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèÿì 3(
n+ 1− t+ s

s

)
≤ V ≤

(
n+ 1− s+ t

t

)
, (4.34)

ãäå âåëè÷èíû s è t îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.32), (4.33).

Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â ñîîòíîøåíèÿõ (4.34) âåðõíÿÿ îöåíêà äëÿ V ñîâïàäàåò

ñ íèæíåé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà s = t.

Ïîëó÷èì òåïåðü îöåíêó ñëîæíîñòè, êîòîðàÿ îïèðàåòñÿ íà îòíîøåíèå ìàê-

ñèìàëüíîãî è ìèíèìàëüíîãî âåñîâ ïðåäìåòîâ. Áóäåì èñïîëüçîâàòü ñëåäóþùèå

îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìèíèìàëüíîãî è ìàêñèìàëüíîãî âåñîâ: w = mini∈N wi, w =
3Ïîëîæèì

(a
b

)
= 1 ïðè a < b.
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maxi∈N wi. Ïóñòü T � äåðåâî âåòâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5) îñëàáëåííûì

âàðèàíòîì ÌÂÃ, x � êîíöåâàÿ âåðøèíà äåðåâà T , êîòîðîé ñîîòâåòñòâóåò ïîä-

çàäà÷à P , èìåþùàÿ âèä (4.6). Îáîçíà÷èì ÷åðåç σ̃(x) = (σ1(x), . . . , σn(x)) áóëåâ

íàáîð äëèíû n, îïðåäåëÿåìûé ñëåäóþùèì îáðàçîì:

σi(x) =


θi, åñëè i ∈ I;

0, åñëè i /∈ I è x ∈ V 1
∗ (T );

1, åñëè i /∈ I è x ∈ V 0
∗ (T );

i = 1, . . . , n.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ êîíöåâûõ âåðøèí x, y äåðåâà T íàáî-

ðû σ̃(x), σ̃(y) ðàçëè÷àþòñÿ â êîìïîíåíòå, íîìåð êîòîðîãî ðàâåí èíäåêñó ïå-

ðåìåííîé âåòâëåíèÿ äëÿ ïîäçàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùåé êîðíþ íàèìåíüøåãî áè-

ïîääåðåâà â äåðåâå T , ñîäåðæàùåãî îáå âåðøèíû x è y. Òàêèì îáðàçîì, åñëè

x ̸= y, òî σ̃(x) ̸= σ̃(y). Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç W (x) ñóììó
∑n

i=1 σi(x) ·wi è ÷å-

ðåç ∥σ̃(x)∥ ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò íàáîðà σ̃(x). Î÷åâèäíî, ÷òî W (x) > C

äëÿ ëþáîé âåðøèíû x èç V 1
∗ (T ) è W (y) ≤ C äëÿ ëþáîé âåðøèíû y èç V 0

∗ (T ).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáûõ x ∈ V 1
∗ (T ), y ∈ V 0

∗ (T ) âûïîëíÿåòñÿ W (y) < W (x),

òåì ñàìûì ëèáî σ̃(y) < σ̃(x), ëèáî íàáîðû σ̃(x), σ̃(y) íåñðàâíèìû.

Óòâåðæäåíèå 4.15 Ïóñòü T � äåðåâî âåòâëåíèÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5)

îñëàáëåííûì âàðèàíòîì ÌÂÃ. Òîãäà äëÿ ëþáûõ âåðøèí x, y, x ∈ V 1
∗ (T ), y ∈

V 1
∗ (T ) èëè x ∈ V 0

∗ (T ), y ∈ V 0
∗ (T ), òàêèõ ÷òî σ̃(x) ≤ σ̃(y), âûïîëíÿåòñÿ

∥σ̃(y)∥ − ∥σ̃(x)∥ < w
w .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x ∈ V 1
∗ (T ), ñîîòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå x ïîäçàäà-

÷à P èìååò âèä (4.6), P̂ � ïîäçàäà÷à, èç êîòîðîé ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå äå-

êîìïîçèöèè ïîäçàäà÷à P , è xj � ïåðåìåííàÿ âåòâëåíèÿ äëÿ ïîäçàäà÷è P̂ . Òàê

êàê ïîäçàäà÷à P̂ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòñåâà C1, òî
∑

i∈I\{j} θiwi ≤ C.

Ñëåäîâàòåëüíî, W (x) =
∑

i∈I θiwi ≤ C + wj ≤ C + w. Êðîìå òîãî, êàê îò-

ìå÷åíî âûøå, W (x) > C. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V 1
∗ (T )
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èìååì C < W (x) ≤ C + w. Ïîýòîìó äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V 1
∗ (T ) âûïîëíÿåò-

ñÿ |W (x) − W (y)| < w. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè σ̃(x) ≤ σ̃(y), òî, î÷åâèäíî,

W (y) − W (x) ≥ (∥σ̃(y)∥ − ∥σ̃(x)∥) · w. Òàêèì îáðàçîì, â ýòîì ñëó÷àå èìååì

(∥σ̃(y)∥ − ∥σ̃(x)∥) · w < w, ò.å. ∥σ̃(y)∥ − ∥σ̃(x)∥ < w/w.

Ïóñòü òåïåðü x ∈ V 0
∗ (T ). Ïîäçàäà÷à P̂ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ îòñåâà

C2′, ïîýòîìó wj +
∑

i∈I\{j} θiwi +
∑

i∈N\I wi > C. Ñëåäîâàòåëüíî, W (x) =∑
i∈I\{j} θiwi +

∑
i∈N\I wi > C − wj ≥ C − w. Êðîìå òîãî, êàê îòìå÷åíî âû-

øå, W (x) ≤ C. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ∈ V 0
∗ (T ) èìååì C − w <

W (x) ≤ C. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ëþáûõ x, y ∈ V 0
∗ (T ) âûïîëíÿåòñÿ |W (x) −

W (y)| < w. Ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî ñëó÷àþ âåðøèí èç V 1
∗ (T ), èç σ̃(x) ≤ σ̃(y)

ñëåäóåò, ÷òî ∥σ̃(y)∥ − ∥σ̃(x)∥ < w/w. �

Èç äîêàçàííîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî êàê ëþáàÿ öåïî÷êà ïîïàðíî ñðàâ-

íèìûõ íàáîðîâ σ̃(x) òàêèõ, ÷òî x ∈ V 1
∗ (T ), òàê è ëþáàÿ öåïî÷êà ïîïàðíî ñðàâ-

íèìûõ íàáîðîâ σ̃(x) òàêèõ, ÷òî x ∈ V 0
∗ (T ), ñîäåðæèò íå áîëåå ⌈w/w⌉ íàáîðîâ.

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ σ̃(x) òàêèõ, ÷òî x ∈ V 1
∗ (T ) (x ∈ V 0

∗ (T )), ìîæíî

ïîêðûòü íå áîëåå ÷åì ⌈w/w⌉ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ àíòèöåïÿìè. Ñëåäîâàòåëüíî,

ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ σ̃(x) òàêèõ, ÷òî x ∈ V∗(T ), ìîæíî ïîêðûòü íå áîëåå ÷åì

2⌈w/w⌉ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ àíòèöåïÿìè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íåòðóäíî óáåäèòü-

ñÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü ïðîèçâîëüíîãî ÷èñëà íåïåðåñåêàþ-

ùèõñÿ àíòèöåïåé â n-ìåðíîì åäèíè÷íîì êóáå ðàâíà ìàêñèìàëüíîé ñóììàðíîé

ìîùíîñòè òàêîãî æå ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ñëîåâ ýòîãî êóáà. Ñëåäîâàòåëüíî ñïðà-

âåäëèâî óòâåðæäåíèå

Óòâåðæäåíèå 4.16 Ïðèâåäåííàÿ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5) îñëàáëåí-

íûì âàðèàíòîì ÌÂÃ íå ïðåâîñõîäèò
∑⌊n/2⌋+⌈w/w⌉

i=⌊n/2⌋−⌈w/w⌉+1

(
n
i

)
.

Îòìåòèì, ÷òî ëþáîìó ñòàíäàðòíîìó âàðèàíòóA ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ìîæ-

íî ñîïîñòàâèòü îñëàáëåííûé âàðèàíò A∗, ïîëó÷àþùèéñÿ èç A çàìåíîé óñëîâèÿ
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îòñåâà C2 íà C2′. Î÷åâèäíî, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì A íå

ïðåâîñõîäèò ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì A∗. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâà

Òåîðåìà 4.3 Ïðèâåäåííàÿ ñëîæíîñòü V ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5) ñòàíäàðòíûì

âàðèàíòîì ÌÂÃ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

V ≤
(
n+ 1− s+ t

t

)
, (4.35)

V ≤
⌊n/2⌋+⌈w/w⌉∑

i=⌊n/2⌋−⌈w/w⌉+1

(
n

i

)
, (4.36)

ãäå âåëè÷èíû s è t îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (4.32, 4.33).

Èç îöåíêè (4.36) âûòåêàåò, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàíöå ñòàíäàðò-

íûì âàðèàíòîì ÌÂÃ íå ïðåâîñõîäèò ïî ïîðÿäêó w
w ·

2n√
n
. Èç îöåíêè (4.35) ñëåäóåò,

÷òî åñëè âåëè÷èíà t îãðàíè÷åíà, òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàíöå ñòàí-

äàðòíûì âàðèàíòîì ÌÂÃ îãðàíè÷åíà ñâåðõó ïîëèíîìîì îò ÷èñëà ïåðåìåííûõ

çàäà÷è. Îãðàíè÷åííîñòü t ìîæåò èìåòü ìåñòî, íàïðèìåð åñëè îòíîøåíèå C/w

îãðàíè÷åíî ñâåðõó êîíñòàíòîé ïðè ðîñòå n, òàê êàê t ≤ C/w.

Ñëåäñòâèå 4.2 Åñëè âåëè÷èíà t îãðàíè÷åíà ñâåðõó êîíñòàíòîé t0, òî ñëîæ-

íîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.5) ñòàíäàðòíûì âàðèàíòîì ÌÂÃ îãðàíè÷åíà ñâåðõó

ïîëèíîìîì P (n) = 1
t0!

∏t0
i=1(n+1− s+ i) ñòåïåíè t0, çàâèñÿùèì îò ðàçìåðíî-

ñòè n äàííîé çàäà÷è.

4.6 Âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ìàæîðèòàðíîãî àëãîðèòìà äëÿ çàäà-

÷è î ðàíöå

Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì âàðèàíò ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î

ðàíöå, íàçûâàåìûé ìàæîðèòàðíûì. Îòìåòèì, ÷òî ïîñêîëüêó ïðè ðåøåíèè

çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ ìàæîðèòàðíûì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö â êà-

÷åñòâå ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ âñåãäà âûáèðàåòñÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ íàè-
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áîëüøèì âåñîì, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî âñå ïå-

ðåìåííûå çàäà÷è (4.10) óïîðÿäî÷åíû â ïîðÿäêå íå âîçðàñòàíèÿ èõ âåñîâ, ò.å.

w1 ≥ w2 ≥ . . . ≥ wn. Â òàêîì ñëó÷àå â êà÷åñòâå ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ âñå-

ãäà âûáèðàåòñÿ ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì, ò.å. äëÿ êàæ-

äîé ðàññìàòðèâàåìîé â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ïîäçàäà÷è âèäà (4.6) âûïîëíÿåòñÿ

I = {1, 2, . . . , s}, ãäå 0 ≤ s < n, ïðè ýòîì xs+1 ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ

äàííîé ïîäçàäà÷è.

Êîíöåâûì âåðøèíàì äåðåâà âåòâëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþò ïîäçàäà÷è, óäîâëåòâî-

ðÿþùèå óñëîâèÿì C1 è C2'. Êàæäîé âåðøèíå, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ C1,

ñîïîñòàâèì äâîè÷íûé íàáîð äëèíû n, ÿâëÿþùèéñÿ 0-äîïîëíåíèåì ìíîæåñòâà

çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäçàäà÷è. Òàêèå íà-

áîðû áóäåì íàçûâàòü 0-íàáîðàìè. Êàæäîé âåðøèíå, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

C2', ñîïîñòàâèì äâîè÷íûé íàáîð äëèíû n, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ 1-äîïîëíåíèåì íà-

áîðà çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîäçàäà÷è. Òàêèå

íàáîðû áóäåì íàçûâàòü 1-íàáîðàìè.

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå ìíîæåñòâîBn äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n. Îïðåäåëèì

â ýòîì ìíîæåñòâå ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ñëåäóþùèì îáðàçîì: α̃ ≤ β̃, åñëè αi ≤ βi

äëÿ âñåõ i ∈ N . Åñëè ñîîòíîøåíèå α̃ ≤ β̃ íå âûïîëíåíî, òî áóäåì ïèñàòü α̃ ̸≤ β̃.

Óòâåðæäåíèå 4.17 Âñå 0-íàáîðû îáðàçóþò àíòèöåïü (ìíîæåñòâî ïîïàðíî

íåñðàâíèìûõ ýëåìåíòîâ) â Bn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî ìåòîäîì "îò ïðîòèâíîãî". Ïóñòü

α̃ è β̃ � äâà ðàçëè÷íûõ 0-íàáîðà, ïðè ýòîì α̃ ≤ β̃. Òîãäà íàéäåòñÿ j ∈ N , òàêîå

÷òî αj = 0, βj = 1. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ 0-íàáîðà,
∑

i∈N αiwi > C. Ïîýòîìó∑
i∈N

βiwi >
∑
i∈N

αiwi + wj > C + wj. (4.37)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè ïîäçàäà÷à Pβ áûëà ïîëó÷åíà â ðåçóëüòàòå ðàçáèåíèÿ

ïîäçàäà÷è P ïî ïåðåìåííîé xk, òî ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ìåòîäà âåòâåé è ãðà-
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íèö, wk = mini∈Iβ wi, ãäå Iβ � ìíîæåñòâî ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ïîäçàäà-

÷è Pβ, ò.å. wk ≤ wj. Òàê êàê P íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C1, òî
∑

i∈Iβ\{k} βiwi <

C. Ñëåäîâàòåëüíî ∑
i∈N

βiwi =
∑
i∈Iβ

βiwi < C + wk ≤ C + wj. (4.38)

Íåðàâåíñòâà (4.37) è (4.38) ïðîòèâîðå÷àò äðóã äðóãó, ïîýòîìó ñäåëàííîå ïðåä-

ïîëîæåíèå íåâåðíî. Òåì ñàìûì óòâåðæäåíèå äîêàçàíî. �

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì óñòàíàâëèâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî

Óòâåðæäåíèå 4.18 Âñå 1-íàáîðû îáðàçóþò àíòèöåïü â Bn.

Àíòèöåïü, îáðàçîâàííóþ 0-íàáîðàìè áóäåì íàçûâàòü 0-àíòèöåïüþ. Àíòè-

öåïü, îáðàçîâàííóþ 1-íàáîðàìè � 1-àíòèöåïüþ. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå óñòà-

íàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ àíòèöåïåé.

Óòâåðæäåíèå 4.19 Åñëè α̃ � 0-íàáîð è β̃ � 1-íàáîð, òî α̃ ̸≤ β̃.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ α̃ è β̃ òàêèõ, ÷òî

α̃ ≤ β̃, âûïîëíÿåòñÿ f(α̃) ≤ f(β̃). Òàê êàê 1-íàáîð ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì ðåøå-

íèåì çàäà÷è (4.10), òî f(β̃) ≤ C. Òàê êàê 0-íàáîð êîäèðóåò ïîäçàäà÷ó, óäîâëå-

òâîðÿþùóþ óñëîâèþ C1, òî f(α̃) > C. Òîãäà f(β̃) < f(α̃), îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî

α̃ ̸≤ β̃. �

×èñëî åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò íàáîðà α̃ èç Bn íàçûâàåòñÿ âåñîì íàáîðà α̃ è

îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç ∥α̃∥. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Bn
+ ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ íàáî-

ðîâ äëèíû n, ó êîòîðûõ åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò áîëüøå, ÷åì íóëåâûõ. Ïóñòü

α̃ = (α1, . . . , αn) � ïðîèçâîëüíûé äâîè÷íûé íàáîð èç Bn
+. Ïîäíàáîðîì íàáîðà α̃

áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íûé íàáîð (αi1, . . . , αik), ãäå 1 ≤ i1 < . . . < ik ≤ n, k ≥ 1,

ñîñòàâëåííûé èç ïðîèçâîëüíîãî íåïóñòîãî ïîäìíîæåñòâà êîìïîíåíò íàáîðà α̃

(ïðè ýòîì äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû ïîäíàáîðà ñîõðàíÿåòñÿ åå íîìåð â èñõîäíîì

íàáîðå α̃).

136



Äëÿ 1 ≤ i, j ≤ n ÷åðåç α̃[i : j] áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäíàáîð (αi, . . . , αj) â

ñëó÷àå i ≤ j è ïîäíàáîð (α1, . . . , αj, αi, . . . , αn) â ñëó÷àå i > j. Òàêèå ïîäíàáîðû

áóäåì íàçûâàòü ñåãìåíòàìè. Áóäåì ãîâîðèòü ÷òî ñåãìåíò α̃[i : j] ïðåäøåñòâóåò

êîìïîíåíòå αj+1 â ñëó÷àå j < n è êîìïîíåíòå α1 â ñëó÷àå j = n. Äâà ñåãìåíòà

íàçîâåì èçîëèðîâàííûìè, åñëè íèêàêèå êîìïîíåíòû èç îäíîãî èç ñåãìåíòîâ íå

ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè ñ êîìïîíåíòàìè èç äðóãîãî ñåãìåíòà (ïðè ýòîì êîìïîíåíòû

α1 è αn òàêæå ñ÷èòàþòñÿ ñîñåäíèìè). Â ñëó÷àå i ≤ j ïîä ïðåôèêñîì ñåãìåíòà

α̃[i : j] áóäåì ïîíèìàòü ëþáîé ñåãìåíò α̃[i : j′], ãäå i ≤ j′ ≤ j, â ïðîòèâíîì

ñëó÷àå ïîä ïðåôèêñîì ñåãìåíòà α̃[i : j] ïîíèìàåòñÿ ëþáîé ñåãìåíò α̃[i : j′], ãäå

i ≤ j′ ≤ n ëèáî 1 ≤ j′ ≤ j.

Ïóñòü β̃ = (αi1, . . . , αik) � ïðîèçâîëüíûé ïîäíàáîð íàáîðà α̃, ñîäåðæàùèé ïî

êðàéíåé ìåðå îäíó íóëåâóþ è îäíó åäèíè÷íóþ êîìïîíåíòû. Ïóñòü αij � èìåþ-

ùàÿ ìèíèìàëüíûé íîìåð íóëåâàÿ êîìïîíåíòà ïîäíàáîðà β̃ òàêàÿ, ÷òî αij+1
= 1

(ïðè ýòîì ïîëàãàåì ik+1 = i1). Ââåäåì îïåðàöèþ ðåäóêöèè íàáîðà ∇: îáîçíà÷èì

÷åðåç ∇(β̃) ïîäíàáîð íàáîðà α̃, ïîëó÷åííûé èç ïîäíàáîðà β̃ óäàëåíèåì êîìïî-

íåíò αij è αij+1
.

Ïóñòü t � ÷èñëî íóëåâûõ êîìïîíåíò íàáîðà α̃, t = n−∥α̃∥ < n/2. Òîãäà îïå-

ðàöèþ ðåäóêöèè ê íàáîðó α̃ ìîæíî ïðèìåíèòü ïîñëåäîâàòåëüíî t ðàç ïîäðÿä.

Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü β̃(0), β̃(1), . . . , β̃(t) ïîäíàáîðîâ íàáîðà α̃ òàêóþ,

÷òî β̃(0) = α̃ è β̃(i) = ∇(β̃(i−1)) äëÿ i = 1, . . . , t. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äâå êîìïî-

íåíòû íàáîðà α̃ îáðàçóþò ñâÿçàííóþ ïàðó â ýòîì íàáîðå, åñëè îíè áûëè óäàëåíû

â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè ∇ ê îäíîìó èç íàáîðîâ β̃(0), β̃(1), . . . , β̃(t−1).

Âñå êîìïîíåíòû, îáðàçóþùèå ñâÿçàííûå ïàðû â α̃, áóäåì òàêæå íàçûâàòü ñâÿ-

çàííûìè â α̃. Îñòàâøèåñÿ êîìïîíåíòû íàáîðà α̃ áóäåì íàçûâàòü íåñâÿçàííûìè

â α̃.

Ïîëîæèì R(α̃) = β̃(t). Î÷åâèäíî, ÷òî R(α̃) ñîñòîèò èç âñåõ íåñâÿçàííûõ â

α̃ êîìïîíåíò. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ïîäíàáîð R(α̃) ñîäåðæèò òîëüêî åäèíè÷íûå
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êîìïîíåíòû íàáîðà α̃, ò.å. âñå íåñâÿçàííûå â ðàññìàòðèâàåìîì äâîè÷íîì íàáîðå

êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ åäèíè÷íûìè.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ñâÿçàííûõ â α̃ êîìïîíåíò îäíîçíà÷-

íûì îáðàçîì ðàçáèâàåòñÿ íà ïîïàðíî èçîëèðîâàííûå ñåãìåíòû òàêèå, ÷òî â

êàæäîì èç ñåãìåíòîâ ñîäåðæèòñÿ ïîðîâíó íóëåâûõ è åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò è

ëþáûå äâå êîìïîíåíòû, îáðàçóþùèå ñâÿçàííóþ ïàðó â α̃, ñîäåðæàòñÿ â îäíîì è

òîì æå ñåãìåíòå. Ìû áóäåì íàçûâàòü äàííûå ñåãìåíòû ñåãìåíòàìè ñâÿçàííî-

ñòè íàáîðà α̃. Èíäóêöèåé ïî ÷èñëó êîìïîíåíò â ñåãìåíòå ñâÿçàííîñòè íåòðóäíî

òàêæå äîêàçàòü ñëåäóþùèé ôàêò.

Óòâåðæäåíèå 4.20 Â ëþáîì ïðåôèêñå ñåãìåíòà ñâÿçàííîñòè ÷èñëî åäèíè÷-

íûõ êîìïîíåíò íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà íóëåâûõ êîìïîíåíò.

Èìååò ìåñòî ñëåäóþùèé êðèòåðèé.

Ëåììà 4.1 Åäèíè÷íàÿ êîìïîíåíòà íàáîðà α̃ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé òîãäà è òîëü-

êî òîãäà, êîãäà â α̃ íàéäåòñÿ ïðåäøåñòâóþùèé äàííîé êîìïîíåíòå ñåãìåíò, â

êîòîðîì ÷èñëî íóëåâûõ êîìïîíåíò ïðåâîñõîäèò ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü αi � ñâÿçàííàÿ â α̃ åäèíè÷íàÿ êîìïîíåíòà, ïðèíàä-

ëåæàùàÿ ñåãìåíòó ñâÿçàííîñòè α̃[i′ : j′]. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 4.20 èìååì

αi′ = 0, ò.å. i ̸= i′ è â ïðåôèêñå α̃[i′ : i] ñåãìåíòà α̃[i′ : j′] ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîì-

ïîíåíò íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà íóëåâûõ êîìïîíåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, â ïðåôèêñå

ñåãìåíòà α̃[i′ : j′], ïðåäøåñòâóþùåì êîìïîíåíòå αi, ÷èñëî íóëåâûõ êîìïîíåíò

ïðåâîñõîäèò ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü ñóùåñòâóåò

íåêîòîðûé ïðåäøåñòâóþùèé êîìïîíåíòå αi ñåãìåíò, â êîòîðîì ÷èñëî íóëåâûõ

êîìïîíåíò ïðåâîñõîäèò ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò. Ïîñêîëüêó âñå íóëåâûå

êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè â α̃, â ýòîì ñåãìåíòå íàéäåòñÿ ïî êðàéíåé

ìåðå îäíà íóëåâàÿ êîìïîíåíòà, êîòîðàÿ îáðàçóåò ñâÿçàííóþ ïàðó â α̃ ñ åäèíè÷-
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íîé êîìïîíåíòîé, íàõîäÿùåéñÿ âíå ýòîãî ñåãìåíòà. Â òàêîì ñëó÷àå êîìïîíåíòà

αi äîëæíà áûòü ñâÿçàííîé â α̃. �

Èç ëåììû 4.1 íåòðóäíî ïîëó÷èòü

Ñëåäñòâèå 4.3 Ïóñòü α̃ = (α1, . . . , αn), α̃
′ = (α′

1, . . . , α
′
n) � äâà íàáîðà èç Bn

+

òàêèõ, ÷òî α̃ ≤ α̃′, è αi ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçàííîé â α̃ åäèíè÷íîé êîìïîíåíòîé.

Òîãäà α′
i ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçàííîé â α̃′ åäèíè÷íîé êîìïîíåíòîé.

Îïðåäåëèì îïåðàöèþ ìîäèôèêàöèè D íàáîðà: îáîçíà÷èì ÷åðåç D(α̃) äâî-

è÷íûé íàáîð, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íàáîðà α̃ çàìåíîé íà íîëü íåñâÿçàííîé â α̃

åäèíè÷íîé êîìïîíåíòû ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì.

Èç ñëåäñòâèÿ 4.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 4.4 Ïóñòü α̃ = (α1, . . . , αn), α̃
′ = (α′

1, . . . , α
′
n) � äâà íàáîðà èç Bn

+

òàêèõ, ÷òî α̃ = D(α̃′), è αi ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçàííîé â α̃ åäèíè÷íîé êîìïîíåí-

òîé. Òîãäà α′
i ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçàííîé â α̃′ åäèíè÷íîé êîìïîíåíòîé.

Äîêàæåì èíúåêòèâíîñòü îïåðàöèè D.

Ëåììà 4.2 Äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ α̃′, α̃′′ ∈ Bn
+ èç α̃′ ̸= α̃′′ ñëåäóåò D(α̃′) ̸= D(α̃′′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ íåêîòîðûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ

α̃′ = (α′
1, . . . , α

′
n), α̃

′′ = (α′′
1, . . . , α

′′
n) èç Bn

+ èìååò ìåñòî D(α̃′) = D(α̃′′). Ïóñòü

D(α̃′) ïîëó÷åí èç α̃′ çàìåíîé íà íîëü åäèíè÷íîé êîìïîíåíòû α′
i′, à D(α̃′′) ïî-

ëó÷åí èç α̃′′ çàìåíîé íà íîëü åäèíè÷íîé êîìïîíåíòû α′′
i′′. Òàê êàê α̃′ ̸= α̃′′, òî

i′ ̸= i′′. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî i′ > i′′. Ïîñêîëüêó α′′
i′′

ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçàííîé â α̃′′ êîìïîíåíòîé ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì, êîìïîíåí-

òû α′′
i′′+1, . . . , α

′′
n ÿâëÿþòñÿ ñâÿçàííûìè â α̃′′, ò.å. ñåãìåíò α̃′′[i′′ + 1 : n] ÿâëÿåò-

ñÿ ïðåôèêñîì íåêîòîðîãî ñåãìåíòà ñâÿçàííîñòè â α̃′′. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî

óòâåðæäåíèþ 4.20, â íàáîðå α̃′′ ìåæäó êîìïîíåíòàìè α′′
i′′ è α′′

i′ ÷èñëî åäèíè÷íûõ
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êîìïîíåíò íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà íóëåâûõ êîìïîíåíò (ýòîò ôàêò, î÷åâèäíî, òàê-

æå èìååò ìåñòî â ñëó÷àå, êîãäà êîìïîíåíòû α′′
i′′, α

′′
i′ ÿâëÿþòñÿ ñîñåäíèìè). Òàê

êàê D(α̃′) = D(α̃′′), âñå êîìïîíåíòû íàáîðà α̃′ êðîìå α′
i′ è α′

i′′ äîëæíû ñîâïà-

äàòü ñ ñîîòâåòñòâóþùèìè êîìïîíåíòàìè íàáîðà α̃′′. Ïîýòîìó â íàáîðå α̃′ ìåæäó

êîìïîíåíòàìè α′
i′′ è α′

i′ ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò òàêæå íå ïðåâîñõîäèò ÷èñ-

ëà íóëåâûõ êîìïîíåíò. Êðîìå òîãî, èç D(α̃′) = D(α̃′′) âûòåêàåò, ÷òî α′
i′′ = 0.

Òàêèì îáðàçîì, â ñåãìåíòå α̃′[i′′ : i′ − 1] íàáîðà α̃′ ÷èñëî íóëåâûõ êîìïîíåíò

ïðåâîñõîäèò ÷èñëî åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 4.1

êîìïîíåíòà α′
i′ ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé â α̃

′, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ äàííîé

êîìïîíåíòû êàê íåñâÿçàííîé â α̃′ êîìïîíåíòû ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì.�

Ââåäåì â ðàññìîòðåíèå íàáîð γ̃s = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−s

, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
s

), ãäå s > n/2.

Ëåììà 4.3 Åñëè äëÿ íàáîðà α̃ ∈ Bn
+, ∥α̃∥ ≥ n/2 + 1, ñïðàâåäëèâî α̃ ̸≤ γ̃s, òî

D(α̃) ̸≤ γ̃s.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α̃ = (α1, . . . , αn). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî α1 = 0. Ðàññìîò-

ðèì â α̃ åäèíè÷íóþ êîìïîíåíòó ñ ìèíèìàëüíûì íîìåðîì. Ïóñòü òàêîé êîì-

ïîíåíòîé ÿâëÿåòñÿ êîìïîíåíòà αi. Î÷åâèäíî, ÷òî αi îáðàçóåò ñ αi−1 ñâÿçàííóþ

ïàðó â α̃, ò.å. αi ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé â α̃. Ñëåäîâàòåëüíî, αi ñîâïàäàåò ñ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé êîìïîíåíòîé íàáîðà D(α̃), ò.å. i-ÿ êîìïîíåíòà íàáîðà D(α̃) ÿâëÿåòñÿ

åäèíè÷íîé. Çàìåòèì, ÷òî i ≤ n − s, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå α̃ ≤ γ̃s.

Ïîýòîìó D(α̃) ̸≤ γ̃s. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α1 = 1. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà ïåð-

âàÿ êîìïîíåíòà íàáîðà D(α̃) òàêæå ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé, ïîýòîìó ñîîòíîøåíèå

D(α̃) ≤ γ̃s íå âûïîëíÿåòñÿ. Ýòî î÷åâèäíî â ñëó÷àå, åñëè α1 ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé â

α̃. Ïóñòü α1 íå ÿâëÿåòñÿ ñâÿçàííîé â α̃. Çàìåòèì, ÷òî èç óñëîâèÿ ∥α̃∥ > n/2+ 1

âûòåêàåò, ÷òî ïî êðàéíåé ìåðå äâå êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ íåñâÿçàííûìè â α̃,

ïîýòîìó α1 íå ìîæåò áûòü íåñâÿçàííîé êîìïîíåíòîé ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì.

Ñëåäîâàòåëüíî, è â ýòîì ñëó÷àå ïåðâàÿ êîìïîíåíòà íàáîðà D(α̃) ñîâïàäàåò ñ α1,
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òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.�

Ëåììà 4.4 Ïóñòü äëÿ íàáîðà α̃ ∈ Bn
+ âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ α̃ ̸≤ γ̃s è

D(α̃) ≤ γ̃s. Òîãäà íå ñóùåñòâóåò íàáîðà α̃′ ∈ Bn òàêîãî, ÷òî α̃ = D(α̃′).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α̃ = (α1, . . . , αn). Èç ëåììû 4.3 âûòåêàåò, ÷òî óñëîâèÿ

ëåììû 4.4 ìîãóò áûòü âûïîëíåíû ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà n � íå÷åòíîå ÷èñëî

è ∥α̃∥ = (n + 1)/2. Ñîîòâåòñòâåííî, â ýòîì ñëó÷àå â α̃ èìååòñÿ òîëüêî îäíà

íåñâÿçàííàÿ êîìïîíåíòà αi. Òîãäà αi äîëæíà áûòü åäèíñòâåííîé åäèíè÷íîé

êîìïîíåíòîé íàáîðà α̃, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ i ≤ n− s. Ïîýòîìó ïðè i > 1

äàííàÿ êîìïîíåíòà äîëæíà îáðàçîâûâàòü ñâÿçàííóþ ïàðó ñ íóëåâîé êîìïîíåí-

òîé αi−1, ò.å. äîëæíà áûòü ñâÿçàííîé â α̃. Ñëåäîâàòåëüíî, âîçìîæåí òîëüêî

ñëó÷àé i = 1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò íàáîð α̃′ = (α′
1, . . . , α

′
n) òàêîé, ÷òî

α̃ = D(α̃′). Òîãäà, ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 4.4, êîìïîíåíòà α′
1 ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçàííîé

â α̃′. Ïóñòü α′
j � íåñâÿçàííàÿ êîìïîíåíòà ñ ìàêñèìàëüíûì íîìåðîì â α̃′. Òàê

êàê â α̃′ äîëæíî áûòü òðè íåñâÿçàííûõ êîìïîíåíòû, òî j ̸= 1. Ïðè ýòîì ëèáî

j = n, ëèáî α̃′[j + 1 : n] ÿâëÿåòñÿ ñåãìåíòîì ñâÿçàííîñòè â α̃′, ò.å. â α̃′ ïðàâåå

êîìïîíåíòû α′
j ñîäåðæèòñÿ ïîðîâíó íóëåâûõ è åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò. Ïîñêîëü-

êó íàáîð α̃ îòëè÷àåòñÿ îò α̃′ òîëüêî â j-îé êîìïîíåíòå, â α̃ ïðàâåå êîìïîíåíòû

αj òàêæå äîëæíî ñîäåðæàòüñÿ ïîðîâíó íóëåâûõ è åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò. Òàê

êàê α̃ ïîëó÷àåòñÿ èç α̃′ çàìåíîé j-îé êîìïîíåíòû íà 0, òî αj = 0. Òàêèì îáðà-

çîì, â ñåãìåíòå α̃[j : n] íóëåâûõ êîìïîíåíò äîëæíî áûòü íà îäíó áîëüøå, ÷åì

åäèíè÷íûõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñîãëàñíî ëåììå 4.1, êîìïîíåíòà α1 äîëæíà áûòü

ñâÿçàííîé â α̃, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî α1 ÿâëÿåòñÿ íåñâÿçàííîé â α̃ êîìïî-

íåíòîé. Òàêèì îáðàçîì, ëåììà äîêàçàíà. �

Ïóñòü T ′, T ′′ � äâå àíòèöåïè â Bn òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ α̃′ ∈ T ′,

α̃′′ ∈ T ′′ ñïðàâåäëèâî α̃′ ̸≥ α̃′′. Â òàêîì ñëó÷àå áóäåì ïèñàòü, ÷òî T ′ < T ′′

(îòìåòèì, ÷òî èç T ′ < T ′′ âûòåêàåò T ′ ∩ T ′′ = ∅). Äëÿ s > n/2 îáîçíà÷èì ÷åðåç

As ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (T ′, T ′′) àíòèöåïåé â Bn òàêèõ, ÷òî T ′ < T ′′ è γ̃s ∈ T ′.
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Ïîä ìîùíîñòüþ ïàðû íåïåðåñåêàþùèõñÿ àíòèöåïåé áóäåì ïîíèìàòü ñóììàðíóþ

ìîùíîñòü ýòèõ àíòèöåïåé.

Ïàðó àíòèöåïåé (T ′, T ′′) èç As áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé ñíèçó, åñëè â ìíî-

æåñòâå (T ′ ∪ T ′′) \ {γ̃s} âñå íàáîðû, èìåþùèå ìèíèìàëüíûé âåñ, ñîäåðæàòñÿ â

T ′, è ïðàâèëüíîé ñâåðõó, åñëè â ìíîæåñòâå (T ′ ∪ T ′′)\{γ̃s} âñå íàáîðû, èìåþùèå

ìàêñèìàëüíûé âåñ, ñîäåðæàòñÿ â T ′′. Çàìåòèì, ÷òî èç ëþáîé ïàðû àíòèöåïåé

(T ′, T ′′) ∈ As, ñîäåðæàùèõ íàáîðû ñ âåñîì ìåíüøèì, ÷åì s, ìû ìîæåì ïîëó÷èòü

ïðàâèëüíóþ ñíèçó ïàðó àíòèöåïåé èç As, ïåðåìåñòèâ âñå èìåþùèå ìèíèìàëü-

íûé âåñ íàáîðû èç T ′∪T ′′\{γ̃s} â àíòèöåïü T ′. Ïîëó÷åííóþ òàêèì îáðàçîì ïàðó

àíòèöåïåé áóäåì íàçûâàòü íèæíèì èñïðàâëåíèåì èñõîäíîé ïàðû (T ′, T ′′). Àíà-

ëîãè÷íûì îáðàçîì, èç ëþáîé ïàðû àíòèöåïåé (T ′, T ′′) ∈ As ìû ìîæåì ïîëó÷èòü

ïðàâèëüíóþ ñâåðõó ïàðó àíòèöåïåé èç As, êîòîðóþ áóäåì íàçûâàòü âåðõíèì èñ-

ïðàâëåíèåì èñõîäíîé ïàðû (T ′, T ′′), ïåðåìåñòèâ âñå èìåþùèå ìàêñèìàëüíûé âåñ

íàáîðû èç (T ′ ∪ T ′′) \ {γ̃s} â àíòèöåïü T ′′. Îòìåòèì, ÷òî àíòèöåïè êàê íèæíåãî,

òàê è âåðõíåãî èñïðàâëåíèé ïàðû àíòèöåïåé ñîñòîÿò â ñîâîêóïíîñòè èç òåõ æå

íàáîðîâ, ÷òî è èñõîäíûå àíòèöåïè.

Ëåììà 4.5 Äëÿ ëþáîãî s > n/2 â As ñóùåñòâóåò èìåþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ

ìîùíîñòü ïàðà àíòèöåïåé, ñîñòîÿùèõ èç íàáîðîâ ñ âåñîì íå ìåíüøèì, ÷åì

⌊n/2⌋.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïàðó àíòèöåïåé (T ′, T ′′) èç As,

èìåþùóþ ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìèíèìàëüíûé âåñ íà-

áîðîâ èç T ′ ∪ T ′′ ðàâåí r < ⌊n/2⌋. Ïóñòü (T ′
0, T

′′
0 ) � íèæíåå èñïðàâëåíèå ïàðû

(T ′, T ′′). Ïîñêîëüêó, î÷åâèäíî, T ′
0∪T ′′

0 = T ′∪T ′′, ïàðà àíòèöåïåé (T ′
0, T

′′
0 ) òàêæå

èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü âAs, è ìèíèìàëüíûé âåñ íàáîðîâ èç T ′
0∪T ′′

0 òàê-

æå ðàâåí r. Ïðè ýòîì, ïîñêîëüêó ïàðà àíòèöåïåé (T ′
0, T

′′
0 ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé

ñíèçó, âñå íàáîðû èç T ′
0 ∪ T ′′

0 ñ âåñîì r ñîäåðæàòñÿ â T ′
0. Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî

âñåõ òàêèõ íàáîðîâ ÷åðåç V . Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç U ìíîæåñòâî âñåõ

142



íàáîðîâ èç T ′′
0 ñ âåñîì r+1. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç V ′ ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ

èç Bn ñ âåñîì r+1, ñðàâíèìûõ ñ õîòÿ áû îäíèì íàáîðîì èç V , è ÷åðåç U ′ ìíîæå-

ñòâî âñåõ íàáîðîâ èç Bn ñ âåñîì r+2, ñðàâíèìûõ ñ õîòÿ áû îäíèì íàáîðîì èç U .

Îòìåòèì, ÷òî êàæäûé íàáîð âåñà r ñîåäèíåí ðîâíî n − r ðåáðàìè ñ íàáîðàìè

âåñà r + 1, à êàæäûé íàáîð âåñà r + 1 ñîåäèíåí ðîâíî r + 1 ðåáðàìè ñ íàáîðà-

ìè âåñà r. Èñõîäÿ èç ýòèõ ñîîáðàæåíèé, íåòðóäíî ïîëó÷èòü, ÷òî |V ′| ≥ n−r
r+1 |V |.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì, ÷òî |U ′| ≥ n−r−1
r+2 |U |. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî, ïî-

ñêîëüêó T ′
0 è T ′′

0 ÿâëÿþòñÿ àíòèöåïÿìè, ìíîæåñòâî V ′ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ T ′
0, à

ìíîæåñòâî U ′ íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ T ′′
0 . Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé r < n/2−1, ò.å.

r ≤ n/2−3/2. Â ýòîì ñëó÷àå èìååì |V ′| ≥ n−r
r+1 |V | > |V | è |U ′| ≥ n−r−1

r+2 |U | ≥ |U |.

Ïîëîæèì T ′
1 = (T ′

0 \ V ) ∪ V ′ è T ′′
1 = (T ′′

0 \ U) ∪ U ′. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî

T ′
1 è T ′′

1 ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ àíòèöåïÿìè, îáðàçóþùèìè ïàðó èç As.

Êðîìå òîãî, èìååì |T ′
1| = |T ′

0|+ |V ′|− |V | > |T ′
0| è |T ′′

1 | = |T ′′
0 |+ |U ′|− |U | ≥ |T ′′

0 |.

Ñëåäîâàòåëüíî, |T ′
1 ∪ T ′′

1 | = |T ′
1| + |T ′′

1 | > |T ′
0| + |T ′′

0 | = |T ′
0 ∪ T ′′

0 |, ÷òî ïðîòèâî-

ðå÷èò òîìó, ÷òî ïàðà àíòèöåïåé (T ′
0, T

′′
0 ) èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü â As.

Òàêèì îáðàçîì, ñëó÷àé r < n/2− 1 íåâîçìîæåí. Ðàññìîòðèì òåïåðü îñòàâøèé-

ñÿ ñëó÷àé r = n/2 − 1. Îòìåòèì, ÷òî ýòî âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà n

� ÷åòíîå ÷èñëî, ò.å. n = 2k, è r = ⌊n/2⌋ − 1 = k − 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç V ′′

ìíîæåñòâî V ′ ∪U . Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî V ′′, òàê æå êàê è ìíîæåñòâî V ′, íå

ïåðåñåêàåòñÿ ñ T ′
0. Ïîëîæèì T ′

2 = (T ′
0 \ V ) ∪ V ′′ è T ′′

2 = (T ′′
0 \ U) ∪ U ′. Íåòðóäíî

óáåäèòüñÿ, ÷òî T ′
2 è T ′′

2 òàêæå ÿâëÿþòñÿ íåïåðåñåêàþùèìèñÿ àíòèöåïÿìè, îáðà-

çóþùèìè ïàðó èç As. Êðîìå òîãî, èìååì |V ′′| ≥ |V ′| ≥ n−r
r+1 |V | = k+1

k |V |, ò.å.

|V | ≤ k
k+1|V

′′|. Èìååì òàêæå |U ′| ≥ n−r−1
r+2 |U | = k

k+1 |U |. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòû-

âàÿ, ÷òî |U | ≤ |V ′′|, ïîëó÷àåì (|V ′′| − |V |) + (|U ′| − |U |) ≥ 1
k+1|V

′′| − 1
k+1 |U | ≥ 0.

Ñëåäîâàòåëüíî, |T ′
2∪T ′′

2 | = |T ′
2|+ |T ′′

2 | = |T ′
0|+ |T ′′

0 |+(|V ′′|− |V |)+ (|U ′|− |U |) ≥

|T ′
0|+ |T ′′

0 | = |T ′
0 ∪ T ′′

0 |, ìîùíîñòü ïàðû àíòèöåïåé (T ′
2, T

′′
2 ) íå ìåíüøå ìîùíîñòè

ïàðû àíòèöåïåé (T ′
0, T

′′
0 ). Òàêèì îáðàçîì, ïàðà àíòèöåïåé (T ′

2, T
′′
2 ) òàêæå èìååò

143



ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü â As, è àíòèöåïè T ′
2, T

′′
2 , î÷åâèäíî, ñîñòîÿò èç íàáîðîâ

ñ âåñîì íå ìåíüøèì, ÷åì ⌊n/2⌋. Òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.�

Ëåììà 4.6 Äëÿ ëþáîãî s > n/2 â As ñóùåñòâóåò èìåþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ

ìîùíîñòü ïàðà àíòèöåïåé òàêèõ, ÷òî âåñ âñåõ âõîäÿùèõ â ýòè àíòèöåïè

íàáîðîâ, êðîìå íàáîðà γ̃s, íå áîëüøå, ÷åì (n+ 3)/2, è íå ìåíüøå, ÷åì ⌊n/2⌋.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîãëàñíî ëåììå 4.5, â As ñóùåñòâóåò íåêîòîðàÿ èìåþùàÿ

ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ïàðà àíòèöåïåé (T ′, T ′′), ñîñòîÿùèõ èç íàáîðîâ ñ âåñîì

íå ìåíüøèì, ÷åì ⌊n/2⌋. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìàêñèìàëüíûé âåñ ñîäåðæàùèõñÿ

â ýòèõ àíòèöåïÿõ íàáîðîâ, îòëè÷íûõ îò γ̃s, ðàâåí r > (n + 3)/2. Îòìåòèì, ÷òî

èç r > (n + 3)/2, î÷åâèäíî, âûòåêàåò r ≥ n/2 + 2. ×òîáû äîêàçàòü ëåììó 4.5,

äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî òîãäà íàéäåòñÿ èìåþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü

ïàðà àíòèöåïåé òàêèõ, ÷òî âåñ âñåõ âõîäÿùèõ â ýòè àíòèöåïè íàáîðîâ, êðîìå

íàáîðà γ̃s, íå ìåíüøå, ÷åì ⌊n/2⌋, è íå áîëüøå, ÷åì r− 1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì

âåðõíåå èñïðàâëåíèå (T ′
0, T

′′
0 ) ïàðû (T ′, T ′′). Ïîñêîëüêó àíòèöåïè T ′

0, T
′′
0 ñîñòî-

ÿò â ñîâîêóïíîñòè èç òåõ æå íàáîðîâ, ÷òî è àíòèöåïè T ′, T ′′, ïàðà àíòèöåïåé

(T ′
0, T

′′
0 ) òàêæå èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü â As è âåñ âñåõ âõîäÿùèõ â ýòè

àíòèöåïè íàáîðîâ, êðîìå íàáîðà γ̃s, íå ìåíüøå, ÷åì ⌊n/2⌋, è íå áîëüøå, ÷åì r.

Êðîìå òîãî, âñå âõîäÿùèå â ýòè àíòèöåïè íàáîðû, îòëè÷íûå îò γ̃s è èìåþùèå

ìàêñèìàëüíûé âåñ r, ñîäåðæàòñÿ â T ′′
0 . Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ íàáî-

ðîâ ÷åðåç U . Êðîìå òîãî, îáîçíà÷èì ÷åðåç V ìíîæåñòâî âñåõ íàáîðîâ âåñà r−1,

ñîäåðæàùèõñÿ â T ′
0 è îòëè÷íûõ îò γ̃s. Îáîçíà÷èì òàêæå ÷åðåç D(U) è D(V )

ìíîæåñòâà {D(α̃) | α̃ ∈ U} è {D(α̃) | α̃ ∈ V } ñîîòâåòñòâåííî. Èç ëåììû 4.2

âûòåêàåò, ÷òî |D(U)| = |U | è |D(V )| = |V |. Êðîìå òîãî, ïîñêîëüêó T ′
0 è T ′′

0 ÿâëÿ-

þòñÿ àíòèöåïÿìè, ìíîæåñòâî D(V ) íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ T ′
0, à ìíîæåñòâî D(U) íå

ïåðåñåêàåòñÿ ñ T ′′
0 . Ïîëîæèì T ′

1 = (T ′
0 \V )∪D(V ) è T ′′

1 = (T ′′
0 \U)∪D(U). Ïîëü-

çóÿñü ëåììîé 4.3, íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ìíîæåñòâî T ′
1 ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ,

ñîäåðæàùåé íàáîð γ̃s. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî T ′′
1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ.
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Â ñèëó ëåììû 4.3 íèêàêîé íàáîð α̃ èç T ′′
1 íå ìîæåò óäîâëåòâîðÿòü ñîîòíîøåíèþ

α̃ ≤ γ̃s. Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî T ′
1 < T ′′

2 . Òàêèì îáðàçîì,

(T ′
1, T

′′
1 ) ∈ As. Èç ðàâåíñòâ |D(U)| = |U |, |D(V )| = |V | âûòåêàåò, ÷òî |T ′

1| = |T ′
0|,

|T ′′
1 | = |T ′′

0 |, ïîýòîìó ïàðà àíòèöåïåé (T ′
1, T

′′
1 ) òàêæå èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîù-

íîñòü â As. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû îñòàåòñÿ òîëüêî îòìåòèòü,

÷òî âåñ ëþáîãî îòëè÷íîãî îò γ̃s íàáîðà èç T ′
1 ∪ T ′′

1 íå ìåíüøå, ÷åì ⌊n/2⌋, è íå

áîëüøå, ÷åì r − 1. �

Òåîðåìà 4.4 Ïðè s > n/2 ìîùíîñòü ëþáîé ïàðû àíòèöåïåé èç As íå ïðåâîñ-

õîäèò 1 +
(

n+1
⌊n/2⌋+1

)
−
(

s+1
⌊n/2⌋+1

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé, êîãäà n ÷åòíî, ò.å. n = 2k.

Òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå 4.6, â As ñóùåñòâóåò èìåþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü

ïàðà àíòèöåïåé (T ′, T ′′) òàêèõ, ÷òî âñå íàáîðû èç |T ′ ∪ T ′′|, êðîìå íàáîðà γ̃s,

èìåþò âåñ ðàâíûé ëèáî k, ëèáî k+1. Çàìåòèì, ÷òî òîãäà íè äëÿ êàêîãî íàáîðà

α̃ ìíîæåñòâà T ′′ íå ìîæåò áûòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå α̃ ≥ γ̃s, ïîñêîëüêó

âåñ íàáîðà γ̃s ðàâåí s ≥ k + 1. Ñëåäîâàòåëüíî, íèêàêîé íàáîð èç T ′′ íå ìîæåò

áûòü ñðàâíèìûì ñ γ̃s. Ïîñêîëüêó T ′ ÿâëÿåòñÿ àíòèöåïüþ, íèêàêîé íàáîð èç

T ′ òàêæå íå ìîæåò áûòü ñðàâíèìûì ñ γ̃s. Òàêèì îáðàçîì, âñå íàáîðû èç T ′ ∪

T ′′ \ {γ̃s} ÿâëÿþòñÿ íåñðàâíèìûìè ñ γ̃s. Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò
(

n
k+1

)
−
(

s
k+1

)
íåñðàâíèìûõ ñ γ̃s íàáîðîâ âåñà k + 1 è

(
n
k

)
−
(
s
k

)
íàáîðîâ âåñà k. Ïîýòîìó

|T ′∪T ′′\{γ̃s}| ≤
((

n

k + 1

)
−
(

s

k + 1

))
+

((
n

k

)
−
(
s

k

))
=

(
n+ 1

k + 1

)
−
(
s+ 1

k + 1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, |T ′ ∪ T ′′| ≤ 1 +
(
n+1
k+1

)
−
(
s+1
k+1

)
. Ïîñêîëüêó ïàðà (T ′, T ′′) èìååò

ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü â As, ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ìîùíîñòü ëþáîé

ïàðû àíòèöåïåé èç As íå ïðåâîñõîäèò 1+
(
n+1
k+1

)
−
(
s+1
k+1

)
= 1+

(
n+1

⌊n/2⌋+1

)
−
(

s+1
⌊n/2⌋+1

)
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà n íå÷åòíî, ò.å. n = 2k + 1. Cîãëàñíî ëåì-

ìå 4.6, â ýòîì ñëó÷àå â As ñóùåñòâóåò èìåþùàÿ ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü ïàðà

àíòèöåïåé (T ′, T ′′) òàêèõ, ÷òî âñå íàáîðû èç T ′ ∪ T ′′, êðîìå íàáîðà γ̃s, èìåþò
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âåñ ðàâíûé ëèáî k, ëèáî k + 1, ëèáî k + 2. Ïóñòü (T ′
0, T

′′
0 ) � âåðõíåå èñïðàâëå-

íèå ïàðû (T ′, T ′′). Ïîñêîëüêó T ′
0 ∪ T ′′

0 = T ′ ∪ T ′′, ïàðà àíòèöåïåé (T ′
0, T

′′
0 ) òàêæå

èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü â As, è âñå íàáîðû èç T ′
0 ∪T ′′

0 , êðîìå íàáîðà γ̃s,

èìåþò âåñ ðàâíûé ëèáî k, ëèáî k + 1, ëèáî k + 2. Êðîìå òîãî, âñå íàáîðû èç

T ′
0 ∪ T ′′

0 \ {γ̃s}, èìåþùèå âåñ k+2, ñîäåðæàòñÿ â T ′′
0 . Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî âñåõ

òàêèõ íàáîðîâ ÷åðåç U . Ïîëîæèì D(U) = {D(α̃) | α̃ ∈ U}, V = D(U) ∩ T ′
0,

è D(V ) = {D(α̃) | α̃ ∈ V }. Ïîñêîëüêó T ′
0, T

′′
0 ÿâëÿþòñÿ àíòèöåïÿìè, èìååì

D(U)∩T ′′
0 = ∅, D(V )∩T ′

0 = ∅. Îáîçíà÷èì ÷åðåç T ′
1 ìíîæåñòâî (T

′
0 \V )∪D(V ) è

÷åðåç T ′′
1 ìíîæåñòâî (T

′′
0 \U)∪D(U). Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî T ′

1∩T ′′
1 = ∅ è ëþáîé

íàáîð èç T ′
1∪T ′′

1 \{γ̃s} èìååò âåñ ëèáî k, ëèáî k+1. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî âåñ íàáîðà γ̃s

ðàâåí s ≥ k+1, ïîëó÷àåì, ÷òî íè äëÿ êàêîãî íàáîðà α̃ èç T ′
1∪T ′′

1 \{γ̃s} íå ìîæåò

áûòü âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå α̃ ≥ γ̃s. Êðîìå òîãî, ñîîòíîøåíèå α̃ ≤ γ̃s òàêæå íå

ìîæåò áûòü âûïîëíåíî íè äëÿ êàêîãî íàáîðà α̃ èç T ′′
1 â ñèëó ëåììû 4.3 è íè äëÿ

êàêîãî íàáîðà α̃ èç T ′
1 \ {γ̃s} â ñèëó ëåììû 4.4. Òàêèì îáðàçîì, íèêàêîé íàáîð

èç T ′
1∪T ′′

1 \{γ̃s} íå ÿâëÿåòñÿ ñðàâíèìûì ñ γ̃s. Ïîýòîìó, àíàëîãè÷íî ðàññìîòðåí-

íîìó ðàíåå ñëó÷àþ äëÿ ÷åòíîãî n, ïîëó÷àåì, ÷òî |T ′
1∪T ′′

1 \{γ̃s}| ≤
(
n+1
k+1

)
−
(
s+1
k+1

)
.

Ñëåäîâàòåëüíî, |T ′
1 ∪ T ′′

1 | ≤ 1 +
(
n+1
k+1

)
−
(
s+1
k+1

)
= 1 +

(
n+1

⌊n/2⌋+1

)
−
(

s+1
⌊n/2⌋+1

)
. Èç

ñïðàâåäëèâûõ â ñèëó ëåììû 4.2 ðàâåíñòâ |D(U)| = |U |, |D(V )| = |V | âûòåêà-

åò, ÷òî |T ′
1| = |T ′

0|, |T ′′
1 | = |T ′′

0 |, ïîýòîìó |T ′
0 ∪ T ′′

0 | = |T ′
1 ∪ T ′′

1 |. Ñëåäîâàòåëüíî,

|T ′
0 ∪ T ′′

0 | ≤ 1 +
(

n+1
⌊n/2⌋+1

)
−
(

s+1
⌊n/2⌋+1

)
. Ïîñêîëüêó ïàðà àíòèöåïåé (T ′

0, T
′′
0 ) èìååò

ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü â As, ïîëó÷àåì, ÷òî òåîðåìà 4.4 ñïðàâåäëèâà è â ýòîì

ñëó÷àå.�

Ñëåäñòâèå 4.5 Ïðè s > n/2 ïàðà àíòèöåïåé (T ′, T ′′), ãäå T ′ ñîñòîèò èç íà-

áîðà γ̃s è âñåõ íàáîðîâ ñ âåñîì ⌊n/2⌋, íåñðàâíèìûõ ñ γ̃s, à T ′′ ñîñòîèò èç âñåõ

íàáîðîâ ñ âåñîì ⌊n/2⌋+1, íåñðàâíèìûõ ñ γ̃s, èìååò ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü

â ìíîæåñòâå As.

Äëÿ t ≤ ⌊n/2⌋ + 1 îáîçíà÷èì ÷åðåç A′
t ìíîæåñòâî âñåõ ïàð (T ′, T ′′) íåïåðåñå-
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êàþùèõñÿ è ñîñòîÿùèõ èç íàáîðîâ ñ âåñîì íå áîëüøèì, ÷åì t, àíòèöåïåé â Bn

òàêèõ, ÷òî T ′ < T ′′.

Òåîðåìà 4.5 Ïðè t ≤ ⌊n/2⌋ + 1 ìîùíîñòü ëþáîé ïàðû àíòèöåïåé èç A′
t íå

ïðåâîñõîäèò
(
n+1
t

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (T ′, T ′′) � ïðîèçâîëüíàÿ ïàðà àíòèöåïåé èç A′
t. Ðàñ-

ñìîòðèì ñíà÷àëà ñëó÷àé t ≤ n+1
2 . Â ìíîæåñòâå Bn èìååòñÿ n! ìàêñèìàëüíûõ

öåïåé è êàæäàÿ èç ýòèõ öåïåé ñîäåðæèò íå áîëåå îäíîãî íàáîðà èç T ′ è íå áîëåå

îäíîãî íàáîðà èç T ′′. Ïîýòîìó, åñëè äëÿ êàæäîãî íàáîðà èç T ′ ∪ T ′′ ðàññìîò-

ðåòü ìíîæåñòâî âñåõ ñîäåðæàùèõ ýòîò íàáîð ìàêñèìàëüíûõ öåïåé, òî ñóììàð-

íàÿ ìîùíîñòü ýòèõ ìíîæåñòâ íå ïðåâîñõîäèò 2n!. Óïîðÿäî÷èì âñå íàáîðû èç

T ′∪T ′′ â ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ÷èñëà ñîäåðæàùèõ ýòè íàáîðû ìàêñèìàëüíûõ öå-

ïåé. Íàáîð âåñà p ñîäåðæèòñÿ â p!(n− p)! ìàêñèìàëüíûõ öåïÿõ, ïîýòîìó ñðåäè

íàáîðîâ èç T ′ ∪ T ′′ ìîæåò áûòü íå áîëåå
(
n
t

)
íàáîðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â t!(n− t)!

ìàêñèìàëüíûõ öåïÿõ, è êàæäûé èç îñòàëüíûõ íàáîðîâ äîëæåí ñîäåðæàòüñÿ â íå

ìåíåå ÷åì (t− 1)!(n− t+ 1)! ìàêñèìàëüíûõ öåïÿõ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóììàðíàÿ

ìîùíîñòü ìíîæåñòâ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ öåïåé, ñîäåðæàùèõ ïåðâûå
(
n
t

)
íàáî-

ðîâ èç T ′ ∪ T ′′, íå ìåíüøå, ÷åì n!, à êàæäûé èç îñòàëüíûõ íàáîðîâ èç T ′ ∪ T ′′

ñîäåðæèòñÿ â íå ìåíåå ÷åì (t− 1)!(n− t+ 1)! ìàêñèìàëüíûõ öåïÿõ. Òàêèì îá-

ðàçîì, ñóììàðíàÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâ âñåõ ìàêñèìàëüíûõ öåïåé, ñîäåðæàùèõ

îñòàëüíûå íàáîðû èç T ′ ∪ T ′′, íå ïðåâîñõîäèò n! è, ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî òàêèõ

íàáîðîâ íå ïðåâîñõîäèò
(

n
t−1

)
. Ïîýòîìó |T ′ ∪ T ′′| ≤

(
n
t

)
+
(

n
t−1

)
=
(
n+1
ts

)
. Äëÿ ñëó-

÷àÿ t = n/2+ 1, âîçìîæíîãî òîëüêî ïðè ÷åòíîì n, òåîðåìó 4.5 ìîæíî äîêàçàòü

àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, ïðèíèìàÿ âî âíèìàíèå, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå â T ′∪T ′′ èìå-

åòñÿ íå áîëåå ÷åì
(

n
n/2

)
íàáîðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â ((n/2)!)2 ìàêñèìàëüíûõ öåïÿõ,

à êàæäûé èç îñòàëüíûõ íàáîðîâ ñîäåðæèòñÿ â íå ìåíåå ÷åì (n/2− 1)!(n/2+1)!

ìàêñèìàëüíûõ öåïÿõ. �
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Ñëåäñòâèå 4.6 Ïðè s ≤ ⌊n/2⌋ + 1 ïàðà àíòèöåïåé (T ′, T ′′), ãäå T ′ ñîñòîèò

èç âñåõ íàáîðîâ ñ âåñîì t− 1, à T ′′ ñîñòîèò èç âñåõ íàáîðîâ ñ âåñîì t, èìååò

ìàêñèìàëüíóþ ìîùíîñòü â ìíîæåñòâå A′
t.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T0 (T1) 0-àíòèöåïü (1-àíòèöåïü) äëÿ çàäà÷è (4.10). Îïðåäå-

ëèì âåëè÷èíû t è s ñëåäóþùèì îáðàçîì:

t = min

{
k ∈ N :

n∑
i=n−k+1

wi > C

}
, s = t− 1. (4.39)

Ëåììà 4.7 Åñëè ïîäçàäà÷à (4.6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C2', òî 1-äîïîëíåíèå

íàáîðà {θi|i ∈ I} áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ïîäçàäà÷è (4.6).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ïîäçàäà÷à (4.6) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C2'. Ðàññìîò-

ðèì 1-äîïîëíåíèå θ̃(1) íàáîðà θ̃ = {θi|i ∈ I}. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ óñëîâèÿ

C1,
∑

i∈I(1− θi)wi ≥ W −C. Ñëåäîâàòåëüíî W −
∑

i∈I(1− θi)wi ≤ C. Ñ äðóãîé

ñòîðîíû,

W −
∑
i∈I

(1− θi)wi =
∑
i∈I

θiwi +
∑
i∈N\I

wi =
∑
i∈N

θ
(1)
i wi.

Ñëåäîâàòåëüíî
∑

i∈N θ
(1)
i wi ≤ C. Òàêèì îáðàçîì äîêàçàíà äîïóñòèìîñòü ðåøå-

íèÿ θ̃(1). Åãî îïòèìàëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì ñëåäñòâèåì îïðåäåëåíèÿ 1-

äîïîëíåíèÿ. Òåì ñàìûì ñïðàâåäëèâîñòü äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ óñòàíîâ-

ëåíà. �

Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå

Óòâåðæäåíèå 4.21 Âåñ ëþáîãî ýëåìåíòà 0-àíòèöåïè T0 è 1-àíòèöåïè T1 íå

ïðåâîñõîäèò t è γ̃s ∈ T1.

Äîêàçàòåëüñòâî Ðàññìîòðèì 1-íàáîð α̃ = (α1, . . . , αn). Ñîãëàñíî óòâåðæäå-

íèþ 4.7 ñïðàâåäëèâî
∑n

i=1 αiwi ≤ C. Òàê êàê w1 ≥ · · · ≥ wn, òî
∑n

i=n−∥α̃∥+1wi ≤∑n
i=1 αiwi, ïîýòîìó

∑n
i=n−∥α̃∥+1wi ≤ C. Ñëåäîâàòåëüíî, ∥α̃∥ < t. Ðàññìîòðèì

òåïåðü 0-íàáîð β̃ = (β1, . . . , βn). Ïóñòü j = max{i ∈ N : βi = 1}. Ñîãëàñíî
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îïðåäåëåíèþ 0-íàáîðà èìååì
∑j−1

i=1 βiwi ≤ C. Èç íåðàâåíñòâ w1 ≥ · · · ≥ wn

âûòåêàåò, ÷òî
∑n

i=n−∥β̃∥+2wi ≤
∑j−1

i=1 βiwi. Ïîýòîìó
∑n

i=n−∥β̃∥+2wi ≤ C. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ∥β̃∥ − 1 < t, ò. å. ∥β̃∥ ≤ t.

Äîêàæåì òåïåðü ïðèíàäëåæíîñòü íàáîðà γ̃s ìíîæåñòâó T1. Ðàññìîòðèì ïîä-

çàäà÷ó P c ìíîæåñòâîì ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ I = {1, . . . , n − s − 1} è

íàáîðîì çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ {θi|i ∈ I} òàêèì, ÷òî θi = 0

äëÿ ëþáîãî i ∈ I. Äëÿ äàííîé ïîäçàäà÷è èìååì
∑

i∈I(1 − θi)wi =
∑n−s−1

i=1 wi =

W −
∑n

i=n−t+1wi < W −C. Òàêèì îáðàçîì, ïîäçàäà÷à P íå óäîâëåòâîðÿåò óñëî-

âèþC2'. Î÷åâèäíî, ÷òî P òàêæå íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþC1. Òàêèì îáðàçîì,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ äàííîé ïîäçàäà÷å âåðøèíà ñîäåðæèòñÿ â äåðåâå âåòâëåíèÿ, íî

íå ÿâëÿåòñÿ êîíöåâîé. Ðàññìîòðèì òåïåðü ïîäçàäà÷ó P ′ c ìíîæåñòâîì ôèêñè-

ðîâàííûõ ïåðåìåííûõ I ′ = {1, . . . , n − s} è íàáîðîì çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííûõ

ïåðåìåííûõ {θ′i|i ∈ I ′} òàêèì, ÷òî θ′i = 0 äëÿ ëþáîãî i ∈ I ′. Äëÿ äàííîé ïîä-

çàäà÷è èìååì
∑

i∈I ′(1 − θ′i)wi =
∑n−s

i=1 wi = W −
∑n

i=n−s+1wi ≥ W − C. Òàêèì

îáðàçîì, ïîäçàäà÷à P ′ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ C1 è, î÷åâèäíî, ñîäåðæèòñÿ â

ðàçáèåíèè ïîäçàäà÷è P . Ñëåäîâàòåëüíî, ïîäçàäà÷à P ′ ñîîòâåòñòâóåò êîíöåâîé

âåðøèíå äåðåâà âåòâëåíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ C1. Íàáîð γ̃s ÿâëÿåòñÿ

1-äîïîëíåíèåì íàáîðà çíà÷åíèé ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ ïîäçàäà÷è P ′. Òåì

ñàìûì γ̃s ÿâëÿåòñÿ 1-íàáîðîì, ò. å. ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó T1.

Èç óòâåðæäåíèÿ 4.21, ó÷èòûâàÿ óòâåðæäåíèå 4.19, ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðà àí-

òèöåïåé (T1, T0) ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó As â ñëó÷àå, åñëè t > ⌊n/2⌋ + 1, è

ìíîæåñòâó A′
t â ñëó÷àå, åñëè t ≤ ⌊n/2⌋+1. Ïîýòîìó èç òåîðåì 4.4, 4.5 âûòåêàåò

Òåîðåìà 4.6 Ïðèâåäåííàÿ ñëîæíîñòü V ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.10) ìàæîðèòàð-

149



íûì ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

V ≤
(
n+1
t

)
, ïðè t ≤ ⌊n/2⌋+ 1,

V ≤ 1 +
(

n+1
⌊n/2⌋+1

)
−
(

t
⌊n/2⌋+1

)
, ïðè t > ⌊n/2⌋+ 1,

ãäå t îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (4.39).

Ñëåäñòâèå 4.7 Ñëîæíîñòü S ðåøåíèÿ çàäà÷è (4.10) ìàæîðèòàðíûì ìåòî-

äîì âåòâåé è ãðàíèö óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèÿì:

S ≤ 2
(
n+1
t

)
− 1, ïðè t ≤ ⌊n/2⌋+ 1,

S ≤ 2
((

n+1
⌊n/2⌋+1

)
−
(

t
⌊n/2⌋+1

))
+ 1, ïðè t > ⌊n/2⌋+ 1,

(4.40)

ãäå t îïðåäåëÿåòñÿ ñîãëàñíî (4.39).

Ñðàâíèì òðè âàðèàíòà îöåíêè ñëîæíîñòè ìàæîðèòàðíîãî àëãîðèòìà. Âåðõ-

íèå îöåíêè (4.35) è (4.36) íå çàâèñÿò îò ñïîñîáà âûáîðà ïåðåìåííîé äëÿ âåòâëå-

íèÿ. Â ðàáîòå [156] ïîêàçàíî, ÷òî âûðàæåíèå (4.15) ÿâëÿåòñÿ âåðõíåé îöåíêîé

äëÿ âàðèàíòà ÌÂÃ ïðè êîòîðîì äëÿ âåòâëåíèÿ âñåãäà âûáèðàåòñÿ ïåðåìåííàÿ,

ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðåäìåòó ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì èç ÷èñëà îñòàâøèõñÿ, ò.å.

äëÿ ìàæîðèòàðíîãî àëãîðèòìà. Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ìàæîðèòàðíîãî

àëãîðèòìà âåðõíÿÿ îöåíêà (4.36) âñåãäà áóäåò óñòóïàòü âåðõíåé îöåíêå (4.15).

Òàêæå ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî îöåíêà (4.40) âñåãäà íå õóæå (4.15) è ïðè t ≤ ⌊n/2⌋

íå õóæå îöåíêè (4.35).

Òàáëèöà 4.1 ñîäåðæèò ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòàëüíîãî ñðàâíåíèÿ òî÷íîñòè

ýòèõ îöåíîê, óñðåäíåííûõ ïî 1000 âàðèàíòàì çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ, â

êîòîðûõ êîýôôèöèåíòû wi ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûìè ÷èñëàìè â äèàïàçîíå [1, 100],

à C � ñëó÷àéíûì ÷èñëîì â äèàïàçîíå [1,
∑n

i=1wi]. Ñðåäíÿÿ ñëîæíîñòü ìàæî-

ðèòàðíîãî àëãîðèòìà, âû÷èñëÿåìàÿ êàê îòíîøåíèå ñóììàðíîãî ÷èñëà èòåðàöèé

2-4, âûïîëíåííûõ äëÿ âñåõ çàäà÷ èç ñåðèè, ê îáùåìó ÷èñëó çàäà÷, ñîñòàâèëà

2114.02. Â òàáëèöå 4.1 ïðåäñòàâëåíû ñëåäóþùèå âåëè÷èíû.
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Ñðåäíåå çíà÷åíèå: çíà÷åíèå îöåíêè, óñðåäíåííîå ïî âñåì çàäà÷àì èç ñåðèè.

Ìèí. (Ìàêñ.) îòêëîíåíèå: ìèíèìàëüíîå è ìàêñèìàëüíîå îòêëîíåíèå îöåí-

êè, âû÷èñëÿåìîå ïî ñëåäóþùåé ôîðìóëå: r = S′−S
S , ãäå S � ýêñïåðèìåíòàëüíî

ïîëó÷åíî çíà÷åíèå ñëîæíîñòè, à S ′ � çíà÷åíèå ñîîòâåòñòâóþùåé âåðõíåé îöåí-

êè.

Ëó÷øàÿ îöåíêà: êîëè÷åñòâî ðàç, êîãäà äàííàÿ îöåíêà ñîâïàäàëà ñ íàèìåíü-

øèì çíà÷åíèåì èç òðåõ îöåíîê.

Òî÷íàÿ îöåíêà: êîëè÷åñòâî ðàç, êîãäà îöåíêà â òî÷íîñòè ñîâïàäàëà ñ èñ-

òèííûì çíà÷åíèåì ñëîæíîñòè.

Òàáëèöà 4.1: Ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ îöåíîê

Îöåíêà (4.15) (4.35) (4.40)

Ñðåäíåå çíà÷åíèå 25739 859985.552 20257.82

Ìèí. îòêëîíåíèå 0.908 0 0

Ìàêñ. îòêëîíåíèå 1224.667 7578.711 761.619

Ëó÷øàÿ îöåíêà 64 72 931

Òî÷íàÿ îöåíêà 0 15 3

Âûïîëíåííîå ñðàâíåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî îöåíêà (4.40) ïðåâîñõîäèò îöåíêè

(4.15) è (4.35) ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ, ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè è â ïîäàâëÿþùåì

áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áûëà ëó÷øåé èç âñåõ îöåíîê. Â òî æå âðåìÿ, îöåíêà (4.35)

÷àùå, ÷åì âñå îñòàëüíûå áûëà òî÷íîé.

4.7 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû

Â äàííîì ðàçäåëå áûëè ðàññìîòðåíû âîïðîñû ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðà-

íèö ïðèìåíèòåëüíî ê ðàçëè÷íûì îïòèìèçàöèîííûì çàäà÷àì. Áûëè ïîëó÷åíû

ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê îöåíêå ñëîæíîñòè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, ñ

ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðè-

àíòîâ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷;
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2. ïîêàçàíî, ÷òî ïðè âûáîðå äðîáíîé ïåðåìåííîé â çàäà÷å ðåëàêñàöèè â êà÷å-

ñòâå ïåðåìåííîé äëÿ âåòâëåíèÿ, ìàêñèìàëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ ñëîæíîñòü

ìîæåò ïðåâîñõîäèòü ñëîæíîñòü ïðèìåðà Ôèíêåëüøòåéíà â ïîëòîðà ðàçà

áîëåå;

3. ïîëó÷åíû äâå âåðõíèå îöåíêè ìàêñèìàëüíîé ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è

ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î ðàíöå;

4. ïîëó÷åíà âåðõíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè äëÿ ìàæîðèòàðíîãî àëãîðèòìà çàäà÷è

î ðàíöå;

5. ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå òî÷íîñòè ðàçëè÷íûõ îöåíîê.
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Ãëàâà 5

Ïàðàëëåëüíàÿ âû÷èñëèòåëüíàÿ

ñëîæíîñòü ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

5.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ [162,163] ïîëó÷èëè øèðîêîå ðàñ-

ïðîñòðàíåíèå. Ïîýòîìó àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ âîïðîñ ýôôåêòèâíîãî ïîðòèðî-

âàíèÿ îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì íà ïàðàëëåëüíûå àðõèòåêòóðû. Â äàííîé

ãëàâå áóäåò ðàññìîòðåíà îäíà èç îñíîâíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñõåì îðãàíèçàöèè

ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé � ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö. Ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè

ÌÂÃ è ðîäñòâåííûõ ñõåì ïîñâÿùåíî ìíîãî ëèòåðàòóðû. Ñëåäóåò îòìåòèòü ðàáî-

òû Þ.Ã. Åâòóøåíêî [48], Ð.Ã. Ñòðîíãèíà, Â.Ï. Ãåðãåëÿ, ß.Ä. Ñåðãååâà [164�166],

Á.Î. Îíèùåíêî [167]. Òàêæå áîëüøîå ÷èñëî ðàáîò ïî äàííîé òåìàòèêå îïóá-

ëèêîâàíî çàðóáåæíûìè àâòîðàìè, îáçîð êîòîðûõ ìîæíî ïîñìîòðåòü â ðàáî-

òàõ [168�170].

Âîïðîñàì ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè òîæå óäåëÿëîñü âíèìàíèå â ðàçëè÷íûõ

ïóáëèêàöèÿõ. Óêàæåì ñòàòüþ À.Â. Ïëÿñóíîâà [85], â êîòîðîé ðàññìîòðåíû òåî-

ðåòè÷åñêèå îñíîâû ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè è èññëåäîâàíà ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæ-

íîñòü ðåøåíèÿ íåêîòîðûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ ýâðèñòè÷åñêèìè ìåòîäàìè.

Îòìåòèì òàêæå ðÿä ðàáîò çàðóáåæíûõ àâòîðîâ [171,172].

Â äàííîé ãëàâå èçó÷àåòñÿ îäíà èç âîçìîæíûõ ïàðàëëåëüíûõ ðåàëèçàöèé ìå-
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òîäà âåòâåé è ãðàíèö (ÌÂÃ), íàçûâàåìàÿ ôðîíòàëüíûì àëãîðèòìîì. Èç âñåãî

ìíîæåñòâà ïðîöåññîðîâ âûäåëÿåòñÿ óïðàâëÿþùèé ïðîöåññîð, êîòîðûé íà ïåð-

âîì ýòàïå âûïîëíÿåò íåêîòîðîå ÷èñëî øàãîâ ÌÂÃ. Íà âòîðîì ýòàïå ïîëó÷åí-

íûå ïîäçàäà÷è ðàññûëàþòñÿ ðàáî÷èì ïðîöåññîðàì � ïî îäíîé íà ïðîöåññîð.

Ïðîöåññîðû ðåøàþò ïîäçàäà÷è ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö ïîëíîñòüþ. Óïðàâëÿ-

þùèé ïðîöåññîð ïðèíèìàåò ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ è âûáèðàåò èç íèõ îïòèìóì.

Îïèñàííàÿ ñõåìà îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé èäåàëüíî ïîäõîäèò äëÿ âûñîêîïðî-

èçâîäèòåëüíûõ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè êîììóíèêàöèÿìè. Ê òàêîìó êëàññó îò-

íîñÿòñÿ ðàçëè÷íûå ãðèä-ñèñòåìû, ïîëó÷èâøèå øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå ñåãî-

äíÿ [173]. Îãðàíè÷åííûå âîçìîæíîñòè âçàèìîäåéñòâèÿ ïàðàëëåëüíûõ ïîòîêîâ

òàêæå èìåþò ìåñòî â ñïåöèàëèçèðîâàííûõ ãðàôè÷åñêèõ âû÷èñëèòåëÿõ îáùåãî

íàçíà÷åíèÿ (GP-GPU).

Âîçìîæåí òàêæå âàðèàíò, êîãäà íà÷àëüíûé ýòàï âûïîëíÿåòñÿ íå òîëüêî íà

óïðàâëÿþùåì, íî è ïîâòîðÿåòñÿ íà âñåõ ðàáî÷èõ ïðîöåññîðàõ. Äàëåå êàæäûé èç

ðàáî÷èõ ïðîöåññîðîâ âûáèðàåò íóæíóþ åìó ïîäçàäà÷ó â ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòî-

ðûì ïðàâèëîì. Ïðè òàêîì ïîäõîäå íå òðåáóåòñÿ íà÷àëüíîé ðàññûëêè ïîäçàäà÷

ðàáî÷èì ïðîöåññîðàì. Ýòîò âàðèàíò öåëåñîîáðàçíî ïðèìåíÿòü â ñèñòåìàõ, â

êîòîðûõ âñå ïðîöåññîðû àëëîêèðóþòñÿ îäíîâðåìåííî íà íåêîòîðûé èíòåðâàë

âðåìåíè. Â òàêèõ ñèñòåìàõ âî âðåìÿ ðàáîòû óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññîðà ðàáî÷èå

ïðîöåññîðû ïðîñòàèâàþò. Ïðèìåðîì ïîäîáíûõ ñèñòåì ÿâëÿþòñÿ ãðàôè÷åñêèå

âû÷èñëèòåëè, à òàêæå êëàñòåðû îáùåãî äîñòóïà, â êîòîðûõ ãðóïïà ïðîöåññî-

ðîâ àëëîêèðóåòñÿ íà íåêîòîðûé çàäàííûé ïîëüçîâàòåëåì ïðîìåæóòîê âðåìåíè.

5.2 Ôðîíòàëüíûé ïàðàëëåëüíûé âàðèàíò ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé

è ãðàíèö

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ ÌÂÃ äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñèñòåì, êî-

òîðóþ íàçîâåì ôðîíòàëüíûì ïàðàëëåëüíûì ÌÂÃ èëè ïðîñòî ôðîíòàëüíûì
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àëãîðèòìîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ïðî-

öåññîðîâ. Âûäåëèì îäèí ïðîöåññîð è íàçîâåì åãî óïðàâëÿþùèì. Îñòàëüíûå

ïðîöåññîðû áóäåì íàçûâàòü ðàáî÷èìè. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå óïðàâëÿþùèé ïðî-

öåññîð âûïîëíÿåò íåêîòîðîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ÌÂÃ. Ïóñòü ïîñëå çàâåðøå-

íèÿ íà÷àëüíîãî ýòàïà íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññîðå ïîëó÷åíî v âåðøèí, ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ çàäà÷àì-êàíäèäàòàì. Äàëåå v âåðøèí ðàññûëàåòñÿ ñ óïðàâëÿþùåãî

ïðîöåññîðà v ðàáî÷èì ïðîöåññîðàì (ïî îäíîé íà ïðîöåññîð). Êàæäûé ðàáî÷èé

ïðîöåññîð, ïîëó÷èâøèé ïîäçàäà÷ó, ïîëíîñòüþ ðåøàåò åå. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàñ-

÷åòîâ ðàáî÷èå ïðîöåññîðû ïåðåñûëàþò íàèëó÷øèå íàéäåííûå ðåøåíèÿ óïðàâ-

ëÿþùåìó ïðîöåññîðó, êîòîðûé, ñîïîñòàâëÿÿ ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû, âûáèðàåò

îïòèìàëüíûé.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî ïàðàëëåëüíîãî ÌÂÃ.

Ïóñòü óïðàâëÿþùèé ïðîöåññîð ïðîäåëàë u èòåðàöèé ÌÂÃ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç

w îáùåå ÷èñëî âåðøèí â ñîîòâåòñòâóþùåì äåðåâå âåòâëåíèÿ, à ÷åðåç v � ÷èñëî

ïîäçàäà÷, ïåðåäàííûõ äëÿ îáðàáîòêè ðàáî÷èì ïðîöåññîðàì. Òîãäà u = w − v.

Ïóñòü ìàêñèìàëüíàÿ èç ñëîæíîñòåé ïîäçàäà÷, ïåðåäàííûõ ðàáî÷èì ïðîöåññî-

ðàì, ðàâíà q. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ðàññìàòðèâàåìîé ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå

ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè ðàáîòû óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññîðà, ïðîïîðöèîíàëüíî-

ãî ÷èñëó èòåðàöèé u, âûïîëíåííûõ íà íåì, è ìàêñèìàëüíîãî âðåìåíè ðåøå-

íèÿ ðàçîñëàííûõ ïîäçàäà÷ íà ðàáî÷èõ ïðîöåññîðàõ. Äëÿ áîëåå òî÷íîé îöåíêè

íåîáõîäèìî òàêæå ó÷åñòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàññûëêè ïîäçàäà÷, è âðåìÿ,

êîòîðîå òðåáóåòñÿ íà ñáîð ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ. Ðàññìîòðèì èäåàëüíóþ ñèòó-

àöèþ, êîãäà ýòî âðåìÿ ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì t îäíîãî

øàãà ÌÂÃ. Òîãäà îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ðàññìîòðåííîé ïàðàëëåëüíîé

ñèñòåìå ñîñòàâèò L · t, ãäå L = u+q. Èñõîäÿ èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé, åñòå-

ñòâåííî ïîëîæèòü ïàðàëëåëüíóþ ñëîæíîñòü ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà ðàâíîé

ââåäåííîé âåëè÷èíå L.
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5.3 Ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî àëãî-

ðèòìà

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ ëåììà

Ëåììà 5.1 Ïóñòü äàíî äåðåâî ñ îáùèì ÷èñëîì âåðøèí, ðàâíûì l, èç êîòîðûõ

k âåðøèí � êîíöåâûå. Ïóñòü òàêæå D � ìàêñèìàëüíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû â

ýòîì äåðåâå, D ≥ 3. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

l ≥ k(D − 1)− 2

D − 2
. (5.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî ðåáåð äåðåâà ñ l âåðøèíàìè ñîñòàâ-

ëÿåò l − 1 è ÷òî ñóììà ñòåïåíåé âñåõ âåðøèí â ãðàôå âäâîå áîëüøå ÷èñëà åãî

ðåáåð. Îáîçíà÷èì ÷åðåç p(u) - ñòåïåíü âåðøèíû u. Ïóñòü V � ìíîæåñòâî âñåõ

âåðøèí ãðàôà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå
∑

u∈V p(u) = 2(l − 1). Òàê êàê

èç êîíöåâûõ âåðøèí âûõîäèò â òî÷íîñòè îäíî ðåáðî, à ñòåïåíü îñòàëüíûõ âåð-

øèí îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé D, òî
∑

u∈V p(u) ≤ k + (l − k)D. Ñëåäîâàòåëüíî,

2(l− 1) ≤ k+(l− k)D. Ïðåîáðàçóÿ äàííîå íåðàâåíñòâî, ïîëó÷àåì ñîîòíîøåíèå

l(D− 2) > (D− l)k− 2, èç êîòîðîãî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò ñïðàâåäëèâîñòü

äîêàçûâàåìîãî óòâåðæäåíèÿ. �.

Åñëè ïðîöåññ ðàçáèåíèÿ ïîäçàäà÷ óñòðîåí òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ðåçóëüòàòå

ðàçáèåíèÿ îáðàçóåòñÿ íå áîëåå d íîâûõ ïîäçàäà÷, òîãäà, ñîãëàñíî ëåììå , èìååò

ìåñòî íåðàâåíñòâî w ≥ (vd− 2)/(d− 1), îòêóäà ñëåäóåò:

v ≤ w(d− 1) + 2

d
. (5.2)

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îáùåå ÷èñëî S âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèÿ

íå èçìåíÿåòñÿ â ðåçóëüòàòå ïàðàëëåëüíîãî âûïîëíåíèÿ. Î÷åâèäíî, ÷òî îáùåå

÷èñëî âåðøèí, îáðàáîòàííûõ ðàáî÷èìè ïðîöåññîðàìè, ñîñòàâëÿåò S − (w − v).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ ñëîæíîñòü îäíîé èç v ïîäçàäà÷, ðàçîñëàííûõ ðà-

áî÷èì ïðîöåññîðàì, ñîñòàâëÿåò q, ïîëó÷èì qv ≥ S − w + v. Ñëåäîâàòåëüíî,
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ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå q ≥ (S − w + v)/v:

q ≥ (S − w + v)/v = S−w
v + 1 ≥ (S−w)d

w(d−1)+2 + 1 =

= (Sd− w + 2)/(w(d− 1) + 2).

(5.3)

Ñëåäîâàòåëüíî,

p = w − v + q ≥ w − w(d−1)+2
d + (Sd− w + 2)/(w(d− 1) + 2) =

= w−2
d + (Sd− w + 2)/(w(d− 1) + 2).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå z(w) = w−2
d + (Sd− w + 2)/(w(d− 1) + 2).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìóìà ôóíêöèè z(w) âû÷èñëèì ïðîèçâîäíóþ

dz(w)
dw = 1

d −
d(S(d−1)+2)
(w(d−1)+2)2 .

Óðàâíåíèå dz(w)
dw = 0 èìååò åäèíñòâåííûé ïîëîæèòåëüíûé êîðåíü w∗:

w∗ =

(
d
√
S(d− 1) + 2− 2

)
/(d− 1).

Ñëåäîâàòåëüíî, ìèíèìóì z∗ ôóíêöèè z(w) äîñòèãàåòñÿ â òî÷êå w∗. Äëÿ âû-

÷èñëåíèÿ ýòîãî ìèíèìóìà, ïðåäñòàâèì z(w) â âèäå ñóììû äâóõ ôóíêöèé z1(w) =

(w − 2)/d è z2(w) = (Sd − w + 2)/(w(d − 1) + 2). Âû÷èñëèì çíà÷åíèÿ îáîèõ

ñëàãàåìûõ â òî÷êå w∗:

z1(w∗) = (w∗ − 2)/d =
((

d
√
S(d− 1) + 2− 2

)
/(d− 1)− 2

)
/d =

=
(
d
√
S(d− 1) + 2− 2− 2d+ 2

)
/(d(d− 1)) =

=
(√

S(d− 1) + 2− 2
)
/(d− 1).

z2(w∗) =
Wd−w∗+2
w∗(d−1)+2 =

Sd−
(
d
√

S(d−1)+2−2
)
/(d−1)+2

d
√

S(d−1)+2
=

=
Sd(d−1)−d

√
S(d−1)+2+2+2d−2

d(d−1)
√

S(d−1)+2
=

S(d−1)−
√

S(d−1)+2+2

(d−1)
√

S(d−1)+2
.
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Ñóììèðóÿ ïîëó÷åííûå âûðàæåíèÿ, ïîëó÷èì:

z(w∗) =
1

d−1

(√
S(d− 1) + 2− 2 +

S(d−1)−
√

S(d−1)+2+2√
S(d−1)+2

)
=

=
2(S(d−1)+2)−3

√
S(d−1)+2

(d−1)
√

S(d−1)+2
=

2·
√

S(d−1)+2−3

d−1 .

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ñëîæíîñòè L ïàðàëëåëüíîãî ôðîíòàëüíîãî ÌÂÃ èìååò

ìåñòî ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà

L ≥ 2
√
S(d− 1) + 2− 3

d− 1
. (5.4)

Â ðàñïðîñòðàíåííîì ÷àñòíîì ñëó÷àå äèõîòîìè÷åñêîãî âåòâëåíèÿ d = 2 ñîîò-

íîøåíèå (5.4) ïðèîáðåòàåò áîëåå ïðîñòîé âèä:

L ≥ 2
√
S + 2− 3. (5.5)

Òàêèì îáðàçîì, â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ÷èñëî âåðøèí äåðåâà âåòâëåíèÿ íå ìå-

íÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïàðàëëåëüíîìó âàðèàíòó, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåð-

æäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 5.1 Ñëîæíîñòü ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà L îãðàíè÷åíà ñíèçó

âåëè÷èíîé 2
√
S + 2− 3, ãäå S � ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà, à

óñêîðåíèå Sp ïîä÷èíÿåòñÿ íåðàâåíñòâó Sp ≤ S
2
√
S+2−3

.

5.4 Îöåíêà ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè ÿðóñíîãî ôðîíòàëüíîãî àëãî-

ðèòìà äëÿ çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ

Â ðàçäåëå 4 ïîêàçàíî, ÷òî ñëîæíîñòü, îïðåäåëÿåìàÿ ÷èñëîì øàãîâ ÌÂÃ ñîâïà-

äàåò ñ îáùèì êîëè÷åñòâîì âåðøèí â äåðåâå âåòâëåíèé.

Ãëóáèíîé âåðøèíû â äåðåâå âåòâëåíèé áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî äóã â ïóòè,

ñîåäèíÿþùåì êîðåíü äåðåâà âåòâëåíèé ñ äàííîé âåðøèíîé. Êîðíåâàÿ âåðøè-

íà èìååò íóëåâóþ ãëóáèíó. Ãëóáèíîé äåðåâà áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíóþ èç

ãëóáèí åãî âåðøèí. Ìíîæåñòâî âåðøèí ñ îäèíàêîâîé ãëóáèíîé íàçîâåì ÿðóñîì
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äåðåâà. Äåðåâî, âñå êîíöåâûå âåðøèíû êîòîðîãî èìåþò îäèíàêîâóþ ãëóáèíó d,

íàçîâåì ôðîíòàëüíûì.

Ôðîíòàëüíûì äåðåâîì áóäåì íàçûâàòü äåðåâî âåòâëåíèé, â êîòîðîì âåðøèíà

îáîçíà÷åíà áåëûì öâåòîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà èìååò ãëóáèíó, ðàâíóþ

ãëóáèíå äåðåâà.

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ ðåàëèçàöèþ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ìíîãîïðî-

öåññîðíûõ ñèñòåì, êîòîðóþ íàçîâåì ÿðóñíûì ôðîíòàëüíûì àëãîðèòìîì. Ïðåä-

ïîëîæèì, ÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ïðîöåññîðîâ. Âûäåëèì

îäèí ïðîöåññîð è íàçîâåì åãî óïðàâëÿþùèì. Îñòàëüíûå ïðîöåññîðû áóäåì íà-

çûâàòü ðàáî÷èìè. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå óïðàâëÿþùèé ïðîöåññîð âûïîëíÿåò íåêî-

òîðîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ÌÂÃ, òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû òåêóùåå äåðåâî âåòâëå-

íèé ïîñëå ïîñëåäíåé èòåðàöèè áûëî ôðîíòàëüíûì äåðåâîì çàäàííîé ãëóáèíû

s > 0. Ïóñòü íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññîðå ïîëó÷åíî v âåðøèí, ñîîòâåòñòâóþ-

ùèõ çàäà÷àì-êàíäèäàòàì. Êàæäûé ðàáî÷èé ïðîöåññîð, ïîëó÷èâøèé ïîäçàäà÷ó,

ïîëíîñòüþ ðåøàåò åå. Ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàñ÷åòîâ ðàáî÷èå ïðîöåññîðû ïåðå-

ñûëàþò íàèëó÷øèå íàéäåííûå ðåøåíèÿ óïðàâëÿþùåìó ïðîöåññîðó, êîòîðûé,

ñîïîñòàâëÿÿ äàííûå ðåøåíèÿ, íàõîäèò îïòèìóì.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî ÿðóñíîãî àëãîðèòìà.

Îáîçíà÷èì ÷èñëî øàãîâ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, âûïîëíåííûõ íà óïðàâëÿþùåì

ïðîöåññîðå, ÷åðåç L1, à ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ëþáîé èç v ñãåíåðè-

ðîâàííûõ çàäà÷-êàíäèäàòîâ � ÷åðåç L2. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ðàññìàòðè-

âàåìîé ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè ðåøåíèÿ íà óïðàâëÿþ-

ùåì ïðîöåññîðå, ïðîïîðöèîíàëüíîãî L1, è ìàêñèìàëüíîãî èç âðåìåí ðåøåíèÿ v

ðàçîñëàííûõ ïîäçàäà÷ íà ðàáî÷èõ ïðîöåññîðàõ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî L2. Äëÿ áî-

ëåå òî÷íîé îöåíêè íåîáõîäèìî òàêæå ó÷åñòü âðåìÿ, íåîáõîäèìîå äëÿ ðàññûëêè

ïîäçàäà÷, è âðåìÿ, êîòîðîå òðåáóåòñÿ íà ñáîð ðåçóëüòàòîâ ðàñ÷åòîâ. Ðàññìîò-

ðèì èäåàëüíóþ ñèòóàöèÿ, êîãäà âðåìÿ êîììóíèêàöèé ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî
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ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì t îäíîãî øàãà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Òîãäà îáùåå

âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è íà ðàññìîòðåííîé ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå ñîñòàâèò L · t,

ãäå L = L1 + L2. Èñõîäÿ èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé åñòåñòâåííî ïîëîæèòü

ñëîæíîñòü ôðîíòàëüíîãî ÿðóñíîãî àëãîðèòìà ðàâíîé ââåäåííîé âåëè÷èíå L.

Ñëåäóÿ [174] áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü an ýêâèâàëåíòíà ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè bn ïðè n → ∞ è ïèñàòü an ∼ bn, åñëè íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòü cn, ÷òî limn→∞ cn = 1 è an = cnbn äëÿ âñåõ n ∈ N. Áóäåì ãîâîðèòü

òàêæå, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòè an è bn îäíîãî ïîðÿäêà è ïèñàòü an ≍ bn, åñëè

an = O(bn) è bn = O(an).

Â äàëüíåéøåì íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà áèíîìèàëüíûõ êîýôôè-

öèåíòîâ (ñì. íàïðèìåð [175]). Çäåñü è äàëåå ÷åðåç ⌊a⌋ îáîçíà÷àåòñÿ íàèáîëüøåå

öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå a.

Óòâåðæäåíèå 5.2 Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÷èñåë
{(

n
k

)}
, k = 0, 1, . . . , n óíèìî-

äàëüíà. Ïîëîæèì kn = ⌊n/2⌋. Ïðè ÷åòíîì n ìàêñèìóì äîñòèãàåòñÿ â îäíîé

òî÷êå kn = n/2, à ïðè íå÷åòíîì � â äâóõ òî÷êàõ kn = ⌊n/2⌋ è kn + 1.

Óòâåðæäåíèå 5.3
∑n

i=0

(
n
i

)
= 2n.

Èç óòâåðæäåíèé 5.2 è 5.3 è òîãî, ÷òî
(
n
k

)
=
(

n
n−k

)
ïðè k = 0, 1, . . . , n, ñëåäóåò

÷òî

2n−1 ≤
l∑

i=0

(
n

i

)
≤ 2n äëÿ ëþáîãî l, n/2 ≤ l ≤ n. (5.6)

Çàäà÷à î ñóììå ïîäìíîæåñòâ [157] ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è î áóëå-

âîì ðàíöå ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì è ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
f(x) =

∑n
i=1wixi → max;

ïðè óñëîâèÿõ∑n
i=1wixi ≤ C;

(5.7)

ãäå x = (x1, . . . , xn) � âåêòîð áóëåâûõ ïåðåìåííûõ.
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Â äàííîé ïîñòàíîâêå ÷åðåç wi îáîçíà÷åí âåñ i-ãî ïðåäìåòà, ïîìåùàåìîãî â

ðàíåö ãðóçîïîäúåìíîñòüþ C. Çàäà÷à ñîñòîèò â îïðåäåëåíèè íàáîðà ïðåäìåòîâ

ìàêñèìàëüíîãî ñóììàðíîãî âåñà, êîòîðûé ìîæíî ðàçìåñòèòü â ðàíöå. Ïðè ýòîì

îáû÷íî ïðåäïîëàãàþòñÿ ñïðàâåäëèâûìè íåðàâåíñòâà wi ≤ C,
∑n

i=1wi > C.

Ñòàíäàðòíûé ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î ðàíöå ïîäðîáíî îïèñàí

â [159]. Äåêîìïîçèöèÿ (âåòâëåíèå) ñîñòîèò â ðàçáèåíèè ïîäçàäà÷è íà äâå ïóòåì

ïðèñâàèâàíèÿ îäíîé èç ïåðåìåííûõ, íàçûâàåìîé ïåðåìåííîé âåòâëåíèÿ, çíà÷å-

íèé 0 è 1 ñîîòâåòñòâåííî. Çäåñü è äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì âàðèàíòà

ìåòîäà, ïðè êîòîðîì çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûì ïðèñâàèâàþòñÿ â ïîðÿäêå èõ íóìåðà-

öèè. Ïóñòü íåêîòîðàÿ ïîäçàäà÷à ïîëó÷åíà èç èñõîäíîé çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëü-

íûì ïðèñâîåíèåì ïåðåìåííûì x1, . . . , xr áóëåâûõ çíà÷åíèé θ1, . . . , θr. Âåêòîð

θ̃ = (θ1, . . . , θr) íàçîâåì âåêòîðîì ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ äëÿ äàííîé ïîä-

çàäà÷è. Äëÿ óäîáñòâà îïèñàíèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ââåäåì â ðàññìîòðåíèå

áîëåå îáùóþ ïîñòàíîâêó çàäà÷è (5.7) , â êîòîðîé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðâûå r

ïåðåìåííûõ ïðèíèìàþò ôèêñèðîâàííûå çíà÷åíèÿ:

n∑
i=1

wixi → max;

ïðè óñëîâèÿõ
n∑

i=1
wixi ≤ C;

xi = θi, 1 ≤ i ≤ r,

xi ∈ {0, 1}, r + 1 ≤ i ≤ n.

(5.8)

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ çàäà÷à (5.7)ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è (5.8) , êîãäà

r = 0.

Ïîìèìî âåòâëåíèÿ â ïðîöåññå ðàáîòû àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò îáíîâëåíèå ðå-

êîðäíîãî ðåøåíèÿ x̂. Ïåðâîíà÷àëüíî ïîëàãàþò x̂ = {0, . . . , 0}. Åñëè x � äî-

ïóñòèìàÿ (ò.å. óäîâëåòâîðÿþùàÿ îãðàíè÷åíèþ) òî÷êà çàäà÷è (5.7), òî ðåêîðä

îáíîâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó
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ïðàâèëî REC-UPDATE: åñëè f(x) > f(x̂), òî ïîëîæèòü x̂ := x.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç W =
n∑

i=1
wi � ñóììàðíûé âåñ âñåõ ïðåäìåòîâ, R = W − C.

Ñôîðìóëèðóåì ñëåäóþùèå ïðàâèëà èñêëþ÷åíèÿ âåðøèí èç äàëüíåéøåãî ïîèñ-

êà:

C1:
r∑

i=1
wiθi ≥ C;

C2:
r∑

i=1
wi(1− θi) ≥ R;

C3: r = n.

Ïåðâîå ïðàâèëî îçíà÷àåò, ÷òî ñóììàðíûé âåñ ïðåäìåòîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ

ôèêñèðîâàííûì ïåðåìåííûì, óæå ïðåâçîøåë ãðóçîïîäúåìíîñòü C, è ïîýòîìó

ðàññìàòðèâàåìàÿ ïîäçàäà÷à íå èìååò äîïóñòèìûõ òî÷åê, à ñëåäîâàòåëüíî è íå

ñîäåðæèò îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ. Ïðè ýòîì íàáîð x, ãäå

xi =


θi, 1 ≤ i ≤ r − 1,

0, r ≤ i ≤ n,

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé òî÷êîé èñõîäíîé çàäà÷è è ðåêîðä ìîæåò áûòü îáíîâëåí

ïî ïðàâèëó REC-UPDATE. Åñëè âûïîëíåíî ïðàâèëî C2, òî
r∑

i=1

wiθi +
n∑

i=r+1

wi = W −
r∑

i=1

wi(1− θi) ≤ W −R = C.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàáîð x, ãäå

xi =


θi, 1 ≤ i ≤ r − 1,

1, r ≤ i ≤ n,

áóäåò îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì ïîäçàäà÷è (5.8) è äîïóñòèìûì ðåøåíèåì èñõîä-

íîé çàäà÷è. Ïîýòîìó äàëüíåéøåå èññëåäîâàíèå äàííîé ïîäçàäà÷è íåöåëåñîîá-

ðàçíî è åãî ñëåäóåò ïðåêðàòèòü, îáíîâèâ ðåêîðä ïî ïðàâèëó REC-UPDATE.

Ïðàâèëî îòñåâà C3 îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïåðåìåííûå ôèêñèðîâàíû è äàëüíåé-

øåå âåòâëåíèå íåâîçìîæíî. Çàìåòèì, ÷òî ýòî ïðàâèëî ìîæåò áûòü èñêëþ÷åíî.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè íå âûïîëíåíû ïðàâèëà C1, C2, òî
r∑

i=1

wi < C +R = W.

Ñëåäîâàòåëüíî, r < n. Çíà÷èò, r = n òîëüêî åñëè âûïîëíåíî õîòÿ áû îäíî

èç ïðàâèë 1,2. Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëå çàâåðøåíèÿ ðàáîòû ÌÂÃ ñ îïè-

ñàííûìè âûøå îïåðàöèÿìè, íàéäåííîå ðåêîðäíîå ðåøåíèå x̂ áóäåò îïòèìóìîì

çàäà÷è (5.7). Îñîáåííîñòüþ çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî åñëè

çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè f(x̂) â ðåêîðäíîé òî÷êå x̂ ñòàëî ðàâíûì C, òî ïðî-

öåññ ðåøåíèÿ ìîæåò áûòü ïðåêðàùåí, òàê êàê x̂ î÷åâèäíî áóäåò îïòèìàëüíûì

ðåøåíèåì çàäà÷è (5.7).

Îöåíêó ñëîæíîñòè ïðîâåäåì äëÿ ñëåäóþùåé ñåðèè çàäà÷:

n∑
i=1

axi → max,

ïðè óñëîâèÿõ
n∑

i=1
axi ≤ ka+ 1,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n,

(5.9)

ãäå a � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1. Ýòà ñåðèÿ áûëà âûáðà-

íà äëÿ èññëåäîâàíèÿ â ñèëó åå îòíîñèòåëüíîé ïðîñòîòû è õîðîøåé èçó÷åííîñòè.

Ðàâåíñòâî êîýôôèöèåíòîâ ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü òî÷íûå ôîðìóëû äëÿ ñëîæíî-

ñòåé ðåøåíèÿ çàäà÷ èç ýòîé ñåðèè. Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.9) ñîñòàâëÿåò

2
(
n+1
k+1

)
− 1. Äëÿ çàäà÷è (5.9) ââåäåííûå âåëè÷èíû L1, L2 è L ïîëíîñòüþ îïðå-

äåëÿþòñÿ ãëóáèíîé s íà÷àëüíîãî äåðåâà âåòâëåíèé è ìîãóò áûòü ðàññìîòðåíû

êàê ôóíêöèè ýòîãî ïàðàìåòðà.

Äëÿ çàäà÷è (5.9) îïðåäåëèì âåëè÷èíû L∗ è s∗ êàê ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå

ôóíêöèè L(s) è àðãóìåíò, íà êîòîðîì ýòîò ìèíèìóì äîñòèãàåòñÿ:

L∗ = L(s∗) = min
s=1,...,n

L(s).
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Çàìåòèì, ÷òî s∗ ìîæåò îïðåäåëÿåòñÿ íåîäíîçíà÷íî. Äàëåå â ðàáîòå îöåíèâàåòñÿ

ïîðÿäîê ðîñòà ñ óâåëè÷åíèåì n âåëè÷èíû L∗ ïðè óñëîâèè n/3 ≤ k ≤ n/2.

Ïðàâèëà îòñåâà äëÿ äàííîé çàäà÷è çàïèñûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

C1: r1 ≥ k + 1,

C2: r0 ≥ n− k,

ãäå r � ÷èñëî ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ äàííîé çàäà÷è, r1 � êîëè÷åñòâî

åäèíèö â ôèêñèðîâàííîì íàáîðå çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ, r0 � êîëè÷åñòâî íóëåé,

r0 + r1 = r.

Òàê êàê ãëóáèíà äåðåâà âåòâëåíèé íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññîðå ñîñòàâëÿ-

åò s, òî ó âñåõ çàäà÷-êàíäèäàòîâ çàôèêñèðîâàíû çíà÷åíèÿ ïåðâûõ s ïåðåìåí-

íûõ. Çàäà÷è-êàíäèäàòû íà óðîâíå s èìåþò ïî n− s ïåðåìåííûõ, à îãðàíè÷åíèå

ïî âåñó âûðàæàåòñÿ ôîðìóëîé Cj = ja + 1, ãäå k − s ≤ j ≤ k. Ñëîæíîñòü

çàäà÷è ñ îãðàíè÷åíèåì Cj ñîñòàâëÿåò 2
(
n−s+1
j+1

)
− 1. Òàêèì îáðàçîì L2(s) =

maxk−s≤j≤k

(
2
(
n−s+1
j+1

)
− 1
)
.

Â äàëüíåéøåì áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäóþùàÿ ëåììà.

Ëåììà 5.2 Åñëè s ≤ min(k + 1, n/2), òî L1(s) = 2s − 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ âñåõ ïîäçàäà÷ íà ÿðóñàõ 0, . . . , s−1 ñïðàâåäëèâî r1 ≤

r ≤ s−1 ≤ k è r0 ≤ r ≤ s−1 ≤ n/2−1 < n/2 < n−k. Òàêèì îáðàçîì, ê ëþáîé

ïîäçàäà÷å íà ÿðóñå 0 ≤ s− 1 ≤ k ïðàâèëî îòñåâà íå ïðèìåíèìî, ñëåäîâàòåëüíî,

L1(s) = 2s − 1. �

Ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ: s ≤ n− 2k è s ≥ n− 2k.

Ñëó÷àé 1. Ïóñòü s ≤ n − 2k. Â ýòîì ñëó÷àå ïîñêîëüêó n/3 ≤ k ≤ n/2, òî

s ≤ n− 2k ≤ n− 2n/3 = n/3 ≤ k. Ïîýòîìó, ñîãëàñíî ëåììå 5.2, L1(s) = 2s − 1.

Ïîêàæåì, ÷òî L2(s) = 2
(
n−s+1
k+1

)
− 1. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ: s =
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n−2k è s ≤ n−2k−1. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.2, ïðè s = n−2k âûïîëíÿåòñÿ

L2(s) = max
k−s≤j≤k

(
2

(
n− s+ 1

j + 1

)
− 1

)
= max

k−s≤j≤k

(
2

(
2k + 1

j + 1

)
− 1

)

= 2

(
2k + 1

k + 1

)
− 1 = 2

(
n− s+ 1

k + 1

)
− 1.

Ïðè s ≤ n − 2k − 1 ñïðàâåäëèâî k + 1 ≤ (n − s + 1)/2. Èç óòâåðæäåíèÿ 5.2

ñëåäóåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå L2(s) = maxk−s≤j≤k

(
2
(
n−s+1
j+1

)
− 1
)
= 2

(
n−s+1
k+1

)
− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè s ≤ n− 2k âûïîëíÿåòñÿ L(s) = 2s + 2
(
n−s+1
k+1

)
− 2.

Ëåììà 5.3 Äëÿ ëþáîãî öåëîãî s, 1 ≤ s ≤ n − 2k âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L(s− 1) ≥ L(s) è s∗ ≥ n− 2k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì âåëè÷èíó ∆(s) = L(s)−L(s−1). Äëÿ íåå ñïðà-

âåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

∆(s) = 2s−1 + 2
((

n−s+1
k+1

)
−
(
n−s+2
k+1

))
= 2s−1 − 2

(
n−s+1

k

)
.

Çàìåòèì, ÷òî(
n− s+ 1

k

)
=

(n− s+ 1)!

k!(n− s+ 1− k)!
=

k∏
i=1

n− s+ 1− k + i

i
≥
(
n− s+ 1

k

)k

.

Òàê êàê s ≤ n − 2k, òî n − s + 1 ≥ 2k. Ïîñêîëüêó n/3 ≤ k ≤ n/2, òî

s ≤ n−2k ≤ n−2n/3 = n/3 ≤ k. Òàêèì îáðàçîì,
(
n−s+1

k

)k ≥ 2s. Ñëåäîâàòåëüíî,

∆(s) ≤ 0. �.

Ñîãëàñíî ëåììå 5.3 èìååò ìåñòî ìîíîòîííîå íå âîçðàñòàíèå ôóíêöèè L(s)

â èíòåðâàëå 1 ≤ s ≤ n − 2k è, ñëåäîâàòåëüíî, L(n − 2k) = min1≤s≤n−2k L(s).

Ïîýòîìó s∗ ≥ n− 2k.

Ñëó÷àé 2. Ïóñòü n − 2k ≤ s ≤ n/2. Òàê êàê s ≥ n − 2k + 1, òî k + 1 ≥

(n− s)/2 + 1 > (n− s+ 1)/2. Ñîãëàñíî óòâåðæäåíèþ 5.2 ïîëó÷èì

L2(s) = max
k−s≤j≤k

(
2

(
n− s+ 1

j + 1

)
− 1

)
= 2

(
n− s+ 1

⌊(n− s+ 1)/2⌋

)
.
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Ðàññìîòðèì äâà ïîäñëó÷àÿ: s ≤ k + 1 è k + 2 ≤ s ≤ n/2. Åñëè s ≤ k + 1,

òî, ñîãëàñíî ëåììå 1, L1(s) = 2s − 1. Ïóñòü s > k + 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç B

÷èñëî ÷åðíûõ âåðøèí â äåðåâå T1. Ïðè k + 2 ≤ s ≤ n/2 ÷åðíûå âåðøèíû ñî-

îòâåòñòâóþò ïîäçàäà÷àì, ó êîòîðûõ âåêòîð ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ èìååò

äëèíó, íå ïðåâîñõîäÿùóþ s − 1, ñîäåðæèò ðîâíî k + 1 åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò,

ïðè ýòîì ïîñëåäíÿÿ êîìïîíåíòà ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé (îòñåâ ïî ïðàâèëó C2 íå

ïðîèñõîäèò, òàê êàê j0 ≤ s− 1 < n/2 ≤ n− k). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ÷èñëî

òàêèõ âåêòîðîâ ðàâíî
(
s−1
k+1

)
. Ïîýòîìó B =

(
s−1
k+1

)
. ×èñëî W áåëûõ âåðøèí â T1

ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî ïî ôîðìóëå W = 2G′, ãäå G′ � ÷èñëî ñåðûõ âåðøèí íà

ÿðóñå s−1. Ñåðûå âåðøèíû íà óðîâíå s−1 ñîîòâåòñòâóþò ïîäçàäà÷àì, âåêòîðû

ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ êîòîðûõ èìåþò äëèíó s− 1 è ñîäåðæàò íå áîëåå k

åäèíè÷íûõ êîìïîíåíò. Ïîýòîìó

G′ =
k∑

i=0

(
s− 1

i

)
.

Îáùåå ÷èñëî G ñåðûõ (âíóòðåííèõ) âåðøèí â äåðåâå T1 îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëîé

G = W + B − 1. Òàêèì îáðàçîì L1(s) = G + B = W + 2B − 1. Ïîäñòàâëÿÿ â

ýòó ôîðìóëó íàéäåííûå âûðàæåíèÿ äëÿ W è B, ïîëó÷èì

L1(s) = 2
k+1∑
i=0

(
s− 1

i

)
− 1.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè n− 2k ≤ s ≤ n/2

L(s) =



2s + 2
(

n−s+1
⌊(n−s+1)/2⌋

)
− 2 ïðè s ≤ k + 1,

2
k+1∑
i=0

(
s−1
i

)
+ 2
(

n−s+1
⌊(n−s+1)/2⌋

)
− 2 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Òàê êàê k + 1 > n/3 > (s− 1)/2, òî ñîãëàñíî (5.6), èìååì

2s−2 ≤
k+1∑
i=0

(
s− 1

i

)
≤ 2s−1.

Òàêèì îáðàçîì L(s) = θ(s)2s + 2
(

n−s+1
⌊(n−s+1)/2⌋

)
− 2, ãäå 1

2 ≤ θ(s) ≤ 1.
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Ïî ôîðìóëå Âàëëèñà(
n− s+ 1

⌊(n− s+ 1)/2⌋

)
∼ 2n−s+1√

π(n− s+ 1)/2
∼ 2√

π/2
· 2n−s

√
n− s

.

Òàêèì îáðàçîì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n

L(s) = θ(s)2s + ϕ(s)
2n−s

√
n− s

,

ãäå 1
2 ≤ θ(s) ≤ 1, 3 ≤ ϕ(s) ≤ 4.

Ðàññìîòðèì ââåäåííûå ðàíåå âåëè÷èíû s∗ è L∗ êàê ôóíêöèè îò ÷èñëà ïåðå-

ìåííûõ n è ïîêàæåì, ÷òî

L∗(n) ≍
2n/2

4
√
n
, s∗(n) = n/2− 1

4
log2 n+O(1),

Ïîäñòàâèì âûðàæåíèå t1(n) = ⌊n/2− 1
4 log2 n⌋ â ôîðìóëó äëÿ L(s):

L(t1(n)) ≤ θ(t1(n))2
n/2− 1

4 log2 n + ϕ(t1(n))
2n/2+

1
4 log2 n+1√
n/2

=

= 2n/2
4
√
n

(
θ(t1(n)) + 2

√
2ϕ(t1(n))

)
≤ 132n/2

4
√
n
.

Äîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî s èç ìíîæåñòâà [1, t1(n)−3]∪ [t1(n)+6, n/2]

âûïîëíåíî L(s) > L(t1(n)). Ïóñòü s ≤ ⌊n/2− 1
4 log2 n⌋ − 3. Òîãäà

L(s) > ϕ(s)
2n−s

√
n

> 3
2

n
2+

1
4 log2 n+3

√
n

= 24
2n/2

4
√
n
.

Åñëè s ≥ ⌊n/2− 1
4 log2 n⌋+ 6, òî èìååì

L(s) > θ(s)2s >
1

2
2n/2−

1
4 log2 n+5 = 16

2n/2

4
√
n
.

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé s ≥ n/2, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî

L1(s) ≥ L1(⌊n2⌋) ≥ 2n/2−2. Ïîëó÷åííîå çíà÷åíèå ïî ïîðÿäêó ðîñòà ïðåâîñõîäèò

âåëè÷èíó 2n/2
4
√
n
. Òàêèì îáðàçîì âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 5.1 Ïðè n/3 ≤ k ≤ 2n/3 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

L∗(n) ≍
2n/2

4
√
n
,

s∗(n) = n/2− 1

4
log2 n+O(1).
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Ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è (5.9) íà îäíîì ïðîöåññîðå ñîñòàâëÿåò Z(n) =

2
(
n+1
k+1

)
− 1. Äëÿ îöåíêè àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ ïîëîæèì k = ⌊αn⌋, 1/3 ≤

α ≤ 1/2. Èç ôîðìóëû Ñòèðëèíãà [175] ïîëó÷èì:(
n

k

)
≍

√
n√

2πk(n− k)
· nn

kk(n− k)n−k
=

1√
2πα(1− α)n

· 1

(αα(1− α)1−α)n
.

Òàê êàê
(
n+1
k+1

)
= n+1

k+1 ·
(
n
k

)
≍ 1

α

(
n
k

)
, òî Z(n) ≍ βn

√
n
, ãäå β = 1/(αα(1− α)1−α).

Ïî ïîðÿäêó óñêîðåíèå îïòèìàëüíîãî ïàðàëëåëüíîãî âàðèàíòà ïî îòíîøåíèþ

ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîñòàâëÿåò

S(n) =
Z(n)

L∗(n)
≍
(

β√
2

)n

n− 1
4 .

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè α ∈ [1/3, 1/2] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 2 ≥

β >
√
2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì α óñêîðåíèå ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè

çàäà÷è. Ïðè ýòîì ìàêñèìóì β = 2 äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé òî÷êå α = 1/2.

Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ p(n), çàäåéñòâîâàííûõ â âû÷èñëåíèÿõ, ñîâïàäàåò ñ

÷èñëîì áåëûõ âåðøèí â ìîìåíò çàâåðøåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé ÷àñòè àëãîðèòìà:

p(n) = 2
k∑

i=0

(
s∗(n)− 1

i

)
.

Òàê êàê k ≥ n/3 > (s∗(n) − 1)/2, òî, ñîãëàñíî (5.6), èìååì p(n) ≍ 2s∗(n) ≍

2n/2 · n−1/4. Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ ïàðàëëåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè

E(n) =
S(n)
p(n)

= (β/2)n.

Ïðè β = 2 ïàðàëëåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìàêñèìàëüíàÿ è ïî ïîðÿäêó ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíñòàíòîé E(n) = O(1). Ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè α ïàðàëëåëüíàÿ

ýôôåêòèâíîñòü óáûâàåò ñ ðîñòîì n. Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâíîñòü èñïîëüçî-

âàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ðåñóðñà áóäåò ïàäàòü ïðè ðîñòå ðàçìåðíîñòè äëÿ ëþáûõ

α, îòëè÷íûõ îò 1/2.
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Ïîëó÷åííûå â äàííîé ðàáîòå àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïîêàçûâàþò, ÷òî

ñëîæíîñòü ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà ïî ïîðÿäêó îäèíàêîâà äëÿ ðàçíûõ çàäà÷

èç ñåðèè (5.9) ñ îäíèì è òåì æå ÷èñëîì ïåðåìåííûõ. Èç ýòèõ ôîðìóë òàêæå âû-

òåêàåò, ÷òî ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è ïðè ôèêñèðîâàííîì îòíîøåíèè âìå-

ñòèìîñòè ðàíöà ê ñóììå âåñîâ ýôôåêòèâíîñòü ñîõðàíÿåòñÿ ïîñòîÿííîé òîëüêî

òîãäà, êîãäà ýòî îòíîøåíèå ðàâíî 1/2, â äðóãèõ æå ñëó÷àÿõ îíà ïàäàåò.

Çàìåòèì, ÷òî ïðè k = ⌊n/2⌋ ñëîæíîñòü S(n) ïîñëåäîâàòåëüíîãî âàðèàíòà

èìååò àñèìïòîòèêó S(n) ≍ 2n√
n
, à ïàðàëëåëüíàÿ ñëîæíîñòü L∗(n) ≍ 2n/2

4
√
n
. Ñëåäî-

âàòåëüíî, L∗(n) ≍
√
S(n), ò.å. íèæíÿÿ îöåíêà èç òåîðåìû 5.1 íå ìîæåò áûòü

àñèìïòîòè÷åñêè óëó÷øåíà äëÿ äàííîé çàäà÷è.

5.5 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû

Â äàííîé ãëàâå èññëåäîâàí âîïðîñ ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè

îäíîãî èç ðàñïðîñòðàíåííûõ âàðèàíòîâ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåò-

âåé è ãðàíèö. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðåíà ãèïîòåòè÷åñêàÿ ñèñòåìà ñ íåîãðàíè÷åí-

íûì ïàðàëëåëèçìîì (÷èñëî ïðîöåññîðîâ íåîãðàíè÷åííî) è áåñêîíå÷íîé ñêîðî-

ñòüþ îáìåíà äàííûìè. Èññëåäîâàí ôðîíòàëüíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì è åãî

÷àñòíûé ñëó÷àé � ÿðóñíûé ïàðàëëåëüíûé àëãîðèòì. Ïîëó÷åíà íèæíÿÿ îöåíêà

ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ëþáîãî âàðèàíòà ìåòîäà

âåòâåé è ãðàíèö.

Ïîëó÷åíà àñèìïòîòèêà ìèíèìàëüíîé ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòè ÿðóñíîãî ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà, ïðèìåíåííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

î ñóììå ïîäìíîæåñòâ. Ðàññìîòðåíà ñåðèÿ çàäà÷ ñ ðàâíûìè êîýôôèöèåíòàìè

è ðàçëè÷íîé ïðàâîé ÷àñòüþ â îãðàíè÷åíèè. Ïîêàçàíî, ÷òî ìàñøòàáèðóåìîñòü

èìååò ìåñòî òîëüêî äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, êîãäà ïðàâàÿ ÷àñòü îãðàíè÷åíèÿ ðàâ-

íÿåòñÿ ïðèìåðíî ïîëîâèíå ñóììû êîýôôèöèåíòîâ. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ èìååò

ìåñòî äåãðàäàöèÿ ïàðàëëåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè ñ ðîñòîì ðàçìåðíîñòè çàäà÷è.
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Ãëàâà 6

Ïðîãðàììíûå êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

è ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ

ñèñòåìàõ

6.1 Ïîñòàíîâêà çàäà÷è è îáçîð ñóùåñòâóþùèõ ðåçóëüòàòîâ

Äàííàÿ ãëàâà ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà îäíîïðîöåññîðíûõ è ìíîãîïðîöåññîðíûõ

ÝÂÌ, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïðàêòè÷åñêîé àïðîáàöèè ïîäõîäîâ è ìå-

òîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå. Öåëüþ ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì-

íîãî êîìïëåêñà ÿâëÿëîñü ñîçäàíèå óíèâåðñàëüíîé ðàñøèðÿåìîé ïðîãðàììíîé

èíôðàñòðóêòóðû, îáëàäàþùåé ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëî-

áàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Òåìàòèêå ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíûõ êîìïëåêñîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëü-

íîé îïòèìèçàöèè óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå â íàñòîÿùåå âðåìÿ. Íåðåäêî îï-

òèìèçàöèîííûå ïðîãðàììû ðàçðàáàòûâàþòñÿ ñïåöèàëüíî äëÿ ðåøåíèÿ êîíêðåò-

íûõ ïðèêëàäíûõ [176�179] èëè ñïåöèàëüíûõ äîñòàòî÷íî óçêèõ êëàññîâ òèïîâûõ

ìîäåëüíûõ [48,180�182] çàäà÷. Òàêîé ïîäõîä îïðàâäàí, êîãäà öåëü èññëåäîâàíèÿ

îãðàíè÷èâàåòñÿ íåîáõîäèìîñòüþ ðåøåíèÿ îäíîé êîíêðåòíîé çàäà÷è èëè ïðîâå-

äåíèåì ðàñ÷åòîâ äëÿ çàäà÷ îïðåäåëåííîãî êëàññà, íàïðèìåð çàäà÷è î ðàíöå. Â
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ñëó÷àå, êîãäà òðåáóåòñÿ ðåøàòü ðàçëè÷íûå çàäà÷è, òî ðàçðàáàòûâàþòñÿ ìåòî-

äû áîëåå øèðîêîãî íàçíà÷åíèÿ, êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ â ðàìêàõ ïðîãðàììíûõ

êîìïëåêñîâ, ïîääåðæèâàþùèõ äîñòàòî÷íî øèðîêèé ñïåêòð ìåòîäîâ îïòèìèçà-

öèè. Â äàëüíåéøåì â îáçîðå óäåëèì îñíîâíîå âíèìàíèå äåòåðìèíèðîâàííûì

àëãîðèòìàì ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, â ÷àñòíîñòè, ïîäõîäàì,

îñíîâàííûì íà ìåòîäå âåòâåé è ãðàíèö.

Çíà÷èòåëüíàÿ ÷àñòü îïòèìèçàöèîííûõ ïàêåòîâ, èñïîëüçóþùèõ ïàðàäèãìó ìå-

òîäà âåòâåé è ãðàíèö, îðèåíòèðîâàíû íà ðåøåíèå öåëî÷èñëåííûõ èëè ÷àñòè÷íî-

öåëî÷èñëåííûõ çàäà÷ ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ïðîãðàììíàÿ ïëàòôîð-

ìà ABACUS [183] ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîìáèíàòîðíîé îïòèìè-

çàöèè ñ ïîìîùüþ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ âåòâåé è îòñå÷åíèé (branch-

and-cut, branch-cut-and-price). Èñïîëüçóÿ ìåõàíèçì íàñëåäîâàíèÿ, ñèñòåìà ïîç-

âîëÿåò ðàçðàáîò÷èêó íå òîëüêî çàäàâàòü èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è, íî è îïðå-

äåëÿòü ñâîè ìåòîäû äåêîìïîçèöèè ïîäçàäà÷, êîíòåéíåðû äëÿ õðàíåíèÿ ïîäçà-

äà÷ è îòñå÷åíèé, èñïîëüçîâàòü ðàçëè÷íûå ïðîãðàììíûå ïàêåòû äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè. Áûëà ðàçðàáîòàíà ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ ñèñòåìû

ABACUS [184], ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì ñ îáùåé ïàìÿòüþ.

Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàëàñü àñèíõðîííàÿ äåöåíòðàëèçîâàííàÿ ñòðàòåãèÿ áàëàí-

ñèðîâêè íàãðóçêè ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïîòîêàìè. Åñëè ñóäèòü ïî ïóáëèêà-

öèÿìè, äàííàÿ ðàçðàáîòêà íå ïîëó÷èëà äàëüíåéøåãî ðàçâèòèÿ è ñîâðåìåííàÿ

âåðñèÿ ïàêåòà ABACUS ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé. Áèáëèîòåêà MINTO [185]

ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé äðóãîé ïðîãðàììíûé ïàêåò äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íî-

öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ìåòîäàìè âåòâåé è ãðàíèö. Òàê-

æå êàê è ABACUS, áèáëèîòåêà MINTO äîïóñêàåò ðàñøèðåíèå ïîëüçîâàòåëü-

ñêèìè ïðîöåäóðàìè äåêîìïîçèöèè çàäà÷è íà ïîäçàäà÷è, ïîñòðîåíèÿ îòñå÷åíèé

è íåêîòîðûõ äðóãèõ òèïîâ äåéñòâèé. Îòìåòèì òàêæå èíñòðóìåíò CPLEX [186],

ïðåäîñòàâëÿþùèé âîçìîæíîñòè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî
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ëèíåéíîãî è êâàäðàòè÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Îáçîð äðóãèõ îïòèìèçàöèîí-

íûõ ïàêåòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ëèíåéíîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ ìîæíî íàéòè â ðàáîòå [187].

Òàêæå ðàçðàáàòûâàëèñü áèáëèîòåêè ïðîãðàìì, ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøå-

íèÿ áîëåå îáùåãî êëàññà çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ÄÈÑÎ

[188], ðàçðàáîòàííûé â Âû÷èñëèòåëüíîì öåíòðå Àêàäåìèè íàóê ÑÑÑÐ, áûë

îðèåíòèðîâàí íà ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè øèðîêîãî êëàññà.

Áèáëèîòåêà âêëþ÷àëà â ñåáÿ ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ áåçóñëîâíîé îïòèìèçàöèè,

íåëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [189] è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè [190].

Â íåì áûëè ðåàëèçîâàíû êàê ëîêàëüíûå, òàê è ãëîáàëüíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñ-

òðåìóìà. Â ñèñòåìå áûëè ïðåäóñìîòðåíû ïàêåòíûé è äèàëîãîâûé ðåæèìû ðà-

áîòû. Ïîñêîëüêó ÄÈÑÎ ïîÿâèëñÿ äî ýïîõè øèðîêîãî âíåäðåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåì, òî â íåì ïîääåðæèâàëñÿ òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíûé âà-

ðèàíò ïðîâåäåíèÿ ðàñ÷åòîâ.

Íà÷èíàÿ ñ 90-õ ãîäîâ ïðîøëîãî âåêà, ìíîãîïðîöåññîðíûå âû÷èñëèòåëüíûå

êîìïëåêñû ñòàëè àêòèâíî èñïîëüçîâàòüñÿ â íàó÷íûõ è òåõíè÷åñêèõ ðàñ÷åòàõ.

Ýðà ìíîãîÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ ñäåëàëà ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ ïîâñåìåñò-

íî ðàñïðîñòðàíåííûìè. Ïîýòîìó ìíîãèå ñîâðåìåííûå áèáëèîòåêè ìåòîäîâ îï-

òèìèçàöèè îðèåíòèðîâàíû êàê íà ïîñëåäîâàòåëüíûå, òàê è íà ïàðàëëåëüíûå

ñèñòåìû. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû òàêèõ ïàêåòîâ.

Áèáëèîòåêà DAKOTA [191] ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ èíæåíåðíîé îï-

òèìèçàöèè. Â áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ â çàäà÷àõ èíæåíåðíîé îïòèìèçàöèè öåëåâûå

ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèÿ íå çàäàíû àíàëèòè÷åñêè. Ïîýòîìó îñíîâíûå ìåòîäû â

ñîñòàâå ïàêåòà îòíîñÿòñÿ ê êëàññó �÷åðíîãî ÿùèêà�. Â ñîñòàâ ïàêåòà âõîäèò

áîëüøîé íàáîð ïðèáëèæåííûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Òàêæå áîëüøîå âíèìàíèå

óäåëåíî ïðîáëåìàì óñòîé÷èâîñòè íàéäåííîãî ðåøåíèÿ, îïòèìèçàöèè â óñëîâèÿõ

íåîïðåäåëåííîñòè. Â ïàêåòå DAKOTA ïðåäóñìîòðåíà âîçìîæíîñòü ïàðàëëåëü-
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íîãî âûïîëíåíèÿ. Ïîääåðæèâàåòñÿ êîíöåïöèÿ èåðàðõè÷åñêîãî ïàðàëëåëèçìà,

êîãäà íà âåðõíåì óðîâíå ðàñïàðàëëåëèâàþòñÿ èòåðàöèè ìåòîäà, à íà íèæíåì

ïðîöåäóðû âû÷èñëåíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè è îãðàíè÷åíèé [191].

Áèáëèîòåêà DAKOTA âõîäèò â ñîñòàâ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà Acro [192].

Äðóãîé óíèâåðñàëüíîé ðàñøèðÿåìîé îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîé áèáëèîòåêîé,

âõîäÿùåé â ñîñòàâ Acro, ÿâëÿåòñÿ PICO [193]. Â îñíîâå PICO ëåæèò ìåòîä âåò-

âåé è ãðàíèö. Ïîëüçîâàòåëü íàñëåäóåò êëàññû, îòâå÷àþùèå çà îïåðàöèè ìåòîäà

âåòâåé è ãðàíèö, ïðèìåíèòåëüíî ê êîíêðåòíîìó ìåòîäó. Îáùàÿ êàðêàñíàÿ ñõå-

ìà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö óæå ðåàëèçîâàíà â áèáëèîòåêå è êîíêðåòíûé ðåøà-

òåëü ïîëó÷àåòñÿ îáúåäèíåíèåì óíàñëåäîâàííûõ êëàññîâ è êàðêàñà. Ðàçðàáîòàíû

êàðêàñû äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé è äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèé. Ïàðàëëåëüíàÿ

ðåàëèçàöèÿ ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ âûïîëíåíèÿ íà ñèñòåìàõ ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿ-

òüþ è ïîääåðæèâàåò èåðàðõè÷åñêóþ áàëàíñèðîâêó íàãðóçêè, â êîòîðîé �ìàñòåð-

ïðîöåññ� óïðàâëÿåò �ïðîöåññàìè-õàáàìè�, êàæäûé èç êîòîðûõ â ñâîþ î÷åðåäü

óïðàâëÿåò íåêîòîðûì êîëè÷åñòâîì ïîä÷èíåííûõ ïðîöåññîâ. Åñòü âîçìîæíîñòü

íàñòðîéêè ïàðàìåòðîâ áàëàíñèðîâùèêà íàãðóçêè. Íà äàííûé ìîìåíò â ñîñòàâ

PICO âõîäÿò ðåøàòåëè äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå, êîììèâîÿæåðå, è ÷àñòè÷íî-

öåëî÷èñëåííîé çàäà÷è ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ñèñòåìà ALPS [194] ïîñòðîåíà âî ìíîãîì àíàëîãè÷íî PICO. Â íåé òàêæå

ïðåäóñìîòðåí èåðàðõè÷åñêèé äâóõóðîâíåâûé àëãîðèòì áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè.

Íà îñíîâå ALPS ïîñòðîåíî äâà äðóãèõ ïàêåòà îïòèìèçàöèè BiCePs è BLIS [195],

ïðåäíàçíà÷åííûå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ëèíåéíîãî è ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ëè-

íåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñîîòâåòñòâåííî.

Áèáëèîòåêà MALLBA [196] ïðåäîñòàâëÿåò ðàñøèðÿåìóþ ïðîãðàììíóþ èí-

ôðàñòðóêòóðó äëÿ øèðîêîãî êëàññà ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ïîääåð-

æèâàþòñÿ òî÷íûå ìåòîäû, ýâðèñòè÷åñêèå è ãèáðèäíûå ìåòîäû. Ðåàëèçàöèÿ îñ-

íîâàíà íà ïðèíöèïå êàðêàñîâ (ñêåëåòîíîâ), êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé øàá-
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ëîííûå ðåàëèçàöèè îñíîâíûõ òèïîâûõ ñõåì îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ. Â

÷àñòíîñòè, ïîääåðæèâàþòñÿ ñõåìû äëÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö è äèíàìè÷å-

ñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ðàçðàáîòàíû êàðêàñíûå ðåàëèçàöèè ýòèõ ñõåì äëÿ

ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé è îáùåé ïàìÿòüþ, à òàêæå äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñè-

ñòåì, îáúåäèíÿþùèõ íåñêîëüêî ãåîãðàôè÷åñêè óäàëåííûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ.

Ñ èñïîëüçîâàíèå MALLBA áûëè ðåàëèçîâàíû íåñêîëüêî ðåøàòåëåé äëÿ îïòè-

ìèçàöèîííûõ çàäà÷ ðàçëè÷íîãî òèïà, íà÷èíàÿ

Ìîæíî ïåðå÷èñëèòü åùå íåñêîëüêî ñèñòåì PEBBL [197], APPSPACK [198],

BOBPP [199], ïðåäíàçíà÷åííûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðî-

öåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíû ñèñòåìàõ ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.

Â ñâÿçè ñ ðîñòîì ïîïóëÿðíîñòè ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, îáúåäèíÿþùèõ íåñêîëü-

êî ñóïåðêîìïüþòåðîâ â åäèíûé âû÷èñëèòåëüíûé êîìïëåêñ. Â ðàáîòå [200] ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ èíñòðóìåíò FATCOP, íàïðàâëåííûé íà ðåøåíèå çàäà÷ ÷àñòè÷íî-

öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ âåòâåé è ãðàíèö íà ñåòè ðàáî÷èõ

ñòàíöèé. FATCOP ïîñòðîåí íà îñíîâå êîììóíèêàöèîííîé áèáëèîòåêè Condor-

PVM. Ýòà áèáëèîòåêà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñèñòåìû Condor [201], ïðåäíàçíà÷åííîé

äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé íà ñåòÿõ ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ è ðàáî-

÷èõ ñòàíöèé. Äâà íàèáîëåå ïðèìå÷àòåëüíûõ îñîáåííîñòåé Condor ÿâëÿþòñÿ ñïî-

ñîáíîñòü îáíàðóæèâàòü íåðàáîòàþùèå ðàáî÷èå ñòàíöèè è îáåñïå÷èòü ìèãðàöèþ

çàäà÷ ìåæäó õîñòàìè. FATCOP èñïîëüçóåò ñòðàòåãèþ óïðàâëÿþùèé-ðàáî÷èå è

ïðîñòîé öåíòðàëèçîâàííûé àëãîðèòì áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè. Äëÿ òîãî ÷òîáû

ñïðàâèòüñÿ ñ îòêàçàìè ðàáî÷èõ ïðîöåññîâ, îñíîâíîé ïðîöåññ ñîõðàíÿåò çàäàíèÿ

è â ñëó÷àå îòêàçà ïåðåíàçíà÷àåò çàäàíèå äðóãîìó ïðîöåññó.

Äðóãîé îïòèìèçàöèîííûé ïàêåò MW íà îñíîâå Condor, òàêæå èñïîëüçóþ-

ùèé ïàðàäèãìó óïðàâëÿþùèé-ðàáî÷èå, ïðåäëîæåí â [202]. Ýòà ñòðóêòóðà áûëà

óñïåøíî ïðèìåíåíà â ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷àõ [203]. Ïàêåò MW

èñïîëüçóåò ïàðàäèãìó óïðàâëÿþùèé-ðàáî÷èå.
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Ðåøåíèå äëÿ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ñîñòîÿùèõ èç íåñêîëüêèõ êëàñòåðîâ ,

ñîåäèíåííûõ ÷åðåç ãëîáàëüíûå ñåòè (WAN) ïðåäëàãàåòñÿ â ðàáîòå [204]. Ìåòîä

âåòâåé è ãðàíèö ðåàëèçîâàí ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðîìåæóòî÷íîãî ïðîãðàììíîãî

îáåñïå÷åíèÿ Ninf-G [205], îáåñïå÷èâàþùåãî íàäåæíîå ñîåäèíåíèå ÷åðåç ãëîáàëü-

íûå è ëîêàëüíûå ñåòè. Ñèñòåìà ýôôåêòèâíî èñïîëüçóåò èåðàðõè÷åñêóþ ïðèðîäó

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, ðàñïðåäåëåíèå ðàáîòû âûïîëíÿåòñÿ íà äâóõ óðîâíÿõ.

Íà âåðõíåì óðîâíå ðàáîòà ïðèñâàèâàåòñÿ ãëàâíûì ïðîöåññîì ìåæäó óïðàâëÿ-

þùèìè ïðîöåññàìè, êîòîðûå óæå ðàñïðåäåëÿþò ðàáîòó ìåæäó ðàáî÷èìè ïðî-

öåññàìè.

Áîëüøèíñòâî èç ðàññìîòðåííûõ ñèñòåì ñëåäóþò ïðèíöèïó ðàçäåëåíèÿ ïðîáëåìíî-

çàâèñèìîé è ïðîáëåìíî-íåçàâèñèìîé ôóíêöèîíàëüíîñòè. Ïðè òàêîì ïîäõîäå

ðåàëèçàöèÿ ñîëâåðà äëÿ íîâîãî êëàññà îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ çàêëþ÷àåòñÿ

â ðàçðàáîòêå ïðîáëåìíî-çàâèñèìûõ ìîäóëåé äëÿ äàííîé çàäà÷è, îáùàÿ ñõåìà

(ïîñëåäîâàòåëüíîñòü øàãîâ ìåòîäà) ðåàëèçîâàíà â áèáëèîòåêå. Òàêèì îáðàçîì

ïðîèñõîäèò ýêîíîìèÿ óñèëèé ðàçðàáîò÷èêîâ ïðè ðåàëèçàöèè íîâûõ çàäà÷ è ìå-

òîäîâ â ðàìêàõ îáùåé ñõåìû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, ïîääåðæèâàåìîé áèáëèî-

òåêîé.

Â ðàìêàõ ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé áûë ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ

BNB-Solver äëÿ ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö, íåêîòîðûõ êëàññîâ ýâðè-

ñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ è ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ. Â ðàìêàõ ïðîãðàììíîãî êîìïëåê-

ñà ïîääåðæèâàþòñÿ êàê ïëàòôîðìû ñ îáùåé, òàê è ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.

Îò ïåðå÷èñëåííûõ ïðîãðàììíûõ èíñòðóìåíòîâ BNB-Solver îòëè÷àåòñÿ â îñíîâ-

íîì äâóìÿ ÷åðòàìè. Âî-ïåðâûõ, ïîääåðæèâàåòñÿ î÷åíü øèðîêèé êëàññ çàäà÷

îïòèìèçàöèè îò áóëåâîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ äî çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-

òèìèçàöèè ñ íåëèíåéíûìè öåëåâûìè ôóíêöèÿìè è îãðàíè÷åíèÿìè. Âî-âòîðûõ,

óïðàâëåíèå ïðîöåññîì âû÷èñëåíèé â ïîñëåäîâàòåëüíîì è ïàðàëëåëüíîì âàðè-

àíòàõ âûäåëåíà â îòäåëüíûé ìîäóëü è äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåññà óïðàâëåíèÿ ðàç-
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ðàáîòàí ñïåöèàëüíûé ïðîòîêîë. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâûâàòü ðàçíûå

ñõåìû áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññàìè ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû, íå

ìåíÿÿ äðóãèå êëàññû áèáëèîòåêè, ÷òî î÷åíü óäîáíî, åñëè ïîëüçîâàòåëü çàõî÷åò

èçìåíèòü àëãîðèòì áàëàíñèðîâêè, íå çàòðàãèâàÿ èíôðàñòðóêòóðó áèáëèîòåêè.

6.2 Îáùèå ñâåäåíèÿ îá àðõèòåêòóðàõ ñîâðåìåííûõ ïàðàëëåëüíûõ è

ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì

6.2.1 Ïîñëåäîâàòåëüíûå àðõèòåêòóðû

Êëàññè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíàÿ àðõèòåêòóðà, ïðåäïîëàãàþùàÿ îäèí ïîòîê êî-

ìàíä è äàííûõ, â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå âñòðå÷àåòñÿ äàæå íà ïåðñîíàëüíûõ êîì-

ïüþòåðàõ. Ñîâðåìåííûå ìèêðîïðîöåññîðû, êàê ïðàâèëî, èìåþò íåñêîëüêî âû-

÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð. Ïðè ýòîì, êàæäîå ÿäðî ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âû÷èñ-

ëèòåëü ñ ïîñëåäîâàòåëüíîé àðõèòåêòóðîé. Ïðè ïëàíèðîâàíèè ïðîöåññîâ è ïî-

òîêîâ îïåðàöèîííàÿ ñèñòåìà ðàññìàòðèâàåò âû÷èñëèòåëüíûå ÿäðà êàê íåçàâè-

ñèìûå ïðîöåññîðû, íå äåëàÿ ïðèíöèïèàëüíûõ ðàçëè÷èé ìåæäó ìíîãîÿäåðíûìè

è êëàññè÷åñêèìè àðõèòåêòóðàìè ñ îáùåé ïàìÿòüþ. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ÷è-

ñòîì âèäå ïîñëåäîâàòåëüíûå àðõèòåêòóðû ìèêðîïðîöåññîðîâ ïðàêòè÷åñêè íå

âñòðå÷àþòñÿ, ñóùåñòâåííàÿ äîëÿ ïðèëîæåíèé èñïîëüçóåò èìåííî ìîäåëü ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî âûïîëíåíèÿ. Ïðè ýòîì îñíîâíûì ñðåäñòâîì ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì

äëÿ ðåøåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ òðàäèöèîííûå ÿçûêè ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ Ñ, Ñ++, FORTRAN.

6.2.2 Ìíîãîïðîöåññîðíûå ñèñòåìû ñ îáùåé ïàìÿòüþ

Â ñèñòåìàõ ñ îáùåé ïàìÿòüþ ïðåäïîëàãàåòñÿ íàëè÷èå íåñêîëüêèõ âû÷èñëè-

òåëüíûõ ÿäåð, êîòîðûå èìåþò äîñòóï ê åäèíîìó ïðîñòðàíñòâó ïàìÿòè. Îáìåí

äàííûìè ìåæäó ïðîöåññîðàìè ïðîèçâîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: îäèí ïðî-

öåññîð çàïèñûâàåò äàííûå ïî íåêîòîðîìó àäðåñó, à äðóãîé ñ÷èòûâàåò èõ. Ê

176



ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ ìíîãîïðîöåññîðíûå ðàáî÷èå ñòàíöèè è ñåðâåðà, ñóïåð-

êîìïüþòåðû ñ îáùåé ïàìÿòüþ (íàïðèìåð HP Superdome), à òàêæå, ïîëó÷èâøèå

øèðîêîå ðàñïðîñòðàíåíèå â ïîñëåäíåå âðåìÿ ìíîãîÿäåðíûå ïðîöåññîðû. Ïðè

äîñòóïå ê îáùåé ïàìÿòè íåîáõîäèìà ñèíõðîíèçàöèÿ äëÿ îáåñïå÷åíèÿ ýêñêëþ-

çèâíîãî äîñòóïà ê äàííûì, êîòîðàÿ ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ òàêèõ ìåõàíèçìîâ,

êàê ìüþòåêñû, ñåìàôîðû, óñëîâíûå ïåðåìåííûå. Îñíîâíûì èíñòðóìåíòàðèåì

ðàçðàáîò÷èêà ïðîãðàìì äëÿ àðõèòåêòóð ýòîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ áèáëèîòåêà äëÿ

îðãàíèçàöèè ìíîãîïîòî÷íûõ âû÷èñëåíèé POSIX Threads, ïàêåò OpenMP, íî-

âûå ðàñøèðåíèÿ Ñè++ äëÿ ìíîãîïîòî÷íîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ââåäåííûå â

ïîñëåäíåì ñòàíäàðòå.

6.2.3 Ìíîãîïðîöåññîðíûå ñèñòåìû ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ

Ñèñòåìû ñ îáùåé ïàìÿòüþ óäîáíû ñ òî÷êè çðåíèÿ ðàçðàáîòêè ïàðàëëåëüíûõ

ïðîãðàìì è îáåñïå÷èâàþò âûñîêóþ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü, íî ïðè áîëüøîì ÷èñëå

ïðîöåññîðîâ î÷åíü äîðîãè. Ìåíåå çàòðàòíîé àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿþòñÿ ñèñòåìû

ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Â òàêèõ ñèñòåìàõ êàæäûé ïðîöåññîð èìååò äîñòóï

òîëüêî ê ñâîåé ëîêàëüíîé ïàìÿòè, à ìåæäó ñîáîé ïðîöåññîðû âçàèìîäåéñòâóþò

ñ ïîìîùüþ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ïî ñåòè. Ê ýòîìó êëàññó îòíîñÿòñÿ âûñîêîïðî-

èçâîäèòåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå êëàñòåðû, à òàêæå, ëîêàëüíûå ñåòè. Íå ðåäêè

òàêæå ÝÂÌ ñ ãèáðèäíîé àðõèòåêòóðîé, â êîòîðîé óçëû ñ îáùåé ïàìÿòüþ ñîåäè-

íÿþòñÿ ïîñðåäñòâîì ñåòåâîãî îáîðóäîâàíèÿ. Îñíîâíîé ïàðàäèãìîé ïðîãðàììè-

ðîâàíèÿ äëÿ ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ ÿâëÿåòñÿ ïåðåäà÷à ñîîáùåíèé.

Íàèáîëåå ðàñïðîñòðàíåííûì ñðåäñòâîì ðàçðàáîòêè ïðèëîæåíèé â òàêèõ ñèñòå-

ìàõ ÿâëÿåòñÿ MPI (Message Passing Interface). Áèáëèîòåêà MPI ïðåäîñòàâëÿåò

íàáîð ôóíêöèé äëÿ ïåðåäà÷è ñîîáùåíèé ìåæäó ïðîöåññîðàìè.
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6.3 Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ñè-

ñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ

6.3.1 Îáùèå ïðèíöèïû ðåàëèçàöèè

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷. Îáùàÿ ñõå-

ìà ìåòîäà õîðîøî èçâåñòíà è ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ øàãîâ:

1. èíèöèàëèçèðîâàòü ñïèñîê ïîäçàäà÷ P = {P0}, çàïèñàâ òóäà èñõîäíóþ çàäà÷ó

P0;

2. âûáðàòü ïîäçàäà÷ó Q èç ñïèñêà P;

3. ïðîèçâåñòè äåéñòâèÿ, íàïðàâëåííûå íà âû÷èñëåíèå âåðõíèõ è íèæíèõ îöå-

íîê è äåêîìïîçèöèþ çàäà÷è Q íà ïîäçàäà÷è {Q1, . . . , Qk};

4. äîáàâèòü ïîëó÷åííûå ïîäçàäà÷è {Q1, . . . , Qk} ê ñïèñêó P;

5. ïðîâåðèòü óñëîâèå îñòàíîâêè è, åñëè îíî âûïîëíåíî, òî çàâðåøèòü àëãî-

ðèòì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéòè ê øàãó 2.

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé â îòíîøåíèè äàííîé ñõåìû. Äåéñòâèÿ, ïðîèç-

âîäèìûå íà øàãå 3, çàâèñÿò îò ðåøàåìîé çàäà÷è è ïðèìåíÿåìîãî âàðèàíòà ÌÂÃ.

Íåðåäêî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îöåíîê ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå àëãî-

ðèòìû, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáíîâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ðåêîðä� íàèëó÷øåå íàé-

äåííîå íà äàííûé ìîìåíò çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè. Ðåêîðä âûïîëíÿåò ðîëü

âåðíåé îöåíêè (â ñëó÷àå çàäà÷è íà ìèíèìóì). Ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ìíîãîêðèòå-

ðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ðåêîðäîì ÿâëÿåòñÿ íå îäíà òî÷êà, à ñîâîêóïíîñòü òî÷åê,

êîòîðàÿ ïî îêîí÷àíèè âûïîëíåíèÿ àëãîðèòìà ñòàíåò ìíîæåñòâîì ε-Ïàðåòî. Äî-

ïóñêàåòñÿ íàëè÷èå íåñêîëüêèõ àëãîðèòìîâ óëó÷øåíèÿ ðåêîðäà, êîòîðûå ìîæíî

ïåðåêëþ÷àòü äî íà÷àëà ëèáî ïî õîäó âû÷èñëåíèé. Àëãîðèòìû óëó÷øåíèÿ ðå-

êîðäà ìîãóò îòëè÷àòüñÿ êàê ïî òðóäîåìêîñòè, òàê è ïî ýôôåêòèâíîñòè íàõîæ-

äåíèÿ ðåêîðäà. Ïîýòîìó, êàê-ïðàâèëî, ïðèñóòñòâóåò àëüòåðíàòèâà � èñïîëüçî-
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âàòü áîëåå ñèëüíûé è òðóäîåìêèé àëãîðèòì èëè îáîéòèñü ïðîñòûì, íî ìåíåå

ýôôåêòèâíûì. Âû÷èñëåíèå íèæíèõ îöåíîê è ïðèìåíåíèå ïðàâèë îòñåâà òàê-

æå ìîæåò âûïîëíÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Òàêæå êàê è â ñëó÷àå âåðõíèõ

îöåíîê, âîçíèêàåò âûáîð ìåæäó ýôôåêòèâíîñòüþ è òðóäîåìêîñòüþ âû÷èñëåíèÿ

îöåíêè.

Òàêæå âàðüèðîâàòüñÿ ìîæåò ñïîñîá âûáîðà ïîäçàäà÷è äëÿ äåêîìïîçèöèè (ðàç-

áèåíèÿ, âåòâëåíèÿ). Âûäåëÿþò ñëåäóþùèå ñòàíäàðòíûå ñïîñîáû âûáîðà ïîäçà-

äà÷è:

1. âåòâëåíèå â ãëóáèíó � äëÿ ðàçáèåíèÿ âûáèðàåòñÿ îäíà èç ïîäçàäà÷, ìàê-

ñèìàëüíî óäàëåííàÿ îò êîðíÿ äåðåâà âåòâëåíèé;

2. âåòâëåíèå â øèðèíó � äëÿ ðàçáèåíèÿ âûáèðàåòñÿ îäíà èç ïîäçàäà÷, ìèíè-

ìàëüíî óäàëåííàÿ îò êîðíÿ äåðåâà âåòâëåíèé;

3. âåòâëåíèå ïî íàèëó÷øåé îöåíêå � äëÿ ðàçáèåíèÿ âûáèðàåòñÿ îäíà èç ïîä-

çàäà÷, èìåþùàÿ ìèíèìàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó (â ñëó÷àå çàäà÷ ñêàëÿðíîé

ìèíèìèçàöèè).

Âîçìîæíû òàêæå è äðóãèå âàðèàíòû âûáîðà ïîäçàäà÷è äëÿ âåòâëåíèÿ, ñïå-

öèôè÷íûå äëÿ êîíêðåòíîãî àëãîðèòìà è ðåøàåìîé çàäà÷è. Äåêîìïîçèöèÿ ïîä-

çàäà÷è òàêæå ìîæåò îñóùåñòâëÿòüñÿ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, ïðè

ðåøåíèè çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå äëÿ âåòâëåíèÿ ìîãóò âûáèðàòüñÿ ðàçëè÷íûå

ïåðåìåííûå, à â ìåòîäå íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàç-

ëè÷íûå âàðèàíòû äåêîìïîçèöèè ïàðàëëåëåïèïåäà.

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è îïòèìèçàöèè ìåòîäîì âåòâåé è

ãðàíèö óïðàâëÿåòñÿ íàáîðîì ïàðàìåòðîâ. Â 1990-ì ãîäó È.Õ. Ñèãàëîì áûëî

ïðåäëîæåíî [206] ïîíÿòèå ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ çàäà÷è êàê ñïîñîáà óïðàâëåíèÿ

ïåðå÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì ðåñóðñîâ

ÝÂÌ. È.Õ. Ñèãàëîì áûëè ïðåäëîæåíû ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè äëÿ çàäà÷ òèïà
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Ðèñ. 6.1: Ýëåìåíòû ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ çàäà÷è

êîììèâîÿæåðà è çàäà÷ ðàíöåâîãî òèïà.

Ðåàëèçàöèÿ íà ïàðàëëåëüíûõ àðõèòåêòóðàõ ïîäðàçóìåâàåò ðàñïðåäåëåíèå âû-

÷èñëåíèé ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè ÿäðàìè (ïðîöåññîðàìè). Â íàèáîëåå ïðî-

ñòîì âàðèàíòå ðàáîòà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ñòàòè÷åñêè äî íà÷àëà âû÷èñëåíèé. Ïðè

ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû äèíà-

ìè÷åñêîé áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè, ïðè êîòîðîé ïðîèñõîäèò ïåðåäà÷à ïîäçàäà÷

ìåæäó ïðîöåññàìè ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû â ïðîöåññå âû÷èñëåíèé ñ öåëüþ

âûðàâíèâàíèÿ çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ è ïðåäîòâðàùåíèÿ ïðîñòîÿ âû÷èñëèòåëü-

íûõ ìîùíîñòåé. Ñòðàòåãèÿ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è â ïàðàëëåëüíîì

ñëó÷àå çàêëþ÷àåòñÿ â óïðàâëåíèè íå òîëüêî ñòàíäàðòíûì íàáîðîì ïàðàìåòðîâ,

õàðàêòåðíûì äëÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, íî è áàëàíñèðîâêîé íàãðóçêè.

6.3.2 Ôîðìàëèçàöèÿ îïèñàíèÿ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì âû÷èñëåíèé

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è êîìáèíèðîâàííûì ìåòîäîì âåòâåé

è ãðàíèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âçàèìîäåéñòâèå ìîäóëÿ óïðàâëåíèÿ, ðåàëè-

çóþùåãî ñòðàòåãèþ ðåøåíèÿ, è âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäóëÿ, âûïîëíÿþùåãî øàãè

ìåòîäà. Äëÿ íàãëÿäíîãî è ñòðîãîãî îïèñàíèÿ ëîãèêè óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ðå-
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øåíèÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåííûé

ôîðìàëèçì êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ ñ äâóìÿ ëåíòàìè. Îñíîâíûå ýëåìåíòû, âõîäÿ-

ùèå â ôîðìàëüíîå îïèñàíèå òàêîãî àâòîìàòà, ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 6.1. Àâòîìàò

âûïîëíÿåò ïåðåõîäû ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ðåàãèðóÿ íà ñîáûòèÿ, ïðèõîäÿùèå îò

âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäóëÿ è ãåíåðèðóåò óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ (êîìàíäû),

êîòîðûå âîñïðèíèìàþòñÿ è âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì ìîäóëåì.

Ïåðåõîä àâòîìàòà, îáîçíà÷àåìûé ñòðåëêîé, èìååò äâà àòðèáóòà: óñëîâèå, ïî

êîòîðîìó îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä è ãåíåðèðóåìàÿ â ðåçóëüòàòå ïåðåõîäà êîìàí-

äà. Ëþáîé èç ýòèõ àòðèáóòîâ ìîæåò áûòü îïóùåí. Åñëè ïåðåõîäó íå ñîïîñòàâëå-

íî óñëîâèå, òî îíî ñ÷èòàåòñÿ òîæäåñòâåííî èñòèííûì è ïåðåõîä îñóùåñòâëÿåòñÿ

âñåãäà íåçàâèñèìî îò ñîáûòèé, ãåíåðèðóåìûõ ñèñòåìîé. Àíàëîãè÷íî, åñëè ïåðå-

õîäó íå ñîïîñòàâëåíà êîìàíäà, òî âûïîëíåíèå ïåðåõîäà íå ïðèâîäèò ê ãåíåðàöèè

êîìàíäû.

Óñëîâèå ïåðåõîäà ìîæåò áûòü äâóõ òèïîâ: ðåçóëüòàò îïåðàöèè ñðàâíåíèÿ èëè

ñîáûòèå, ïðèøåäøåå îò âû÷èñëèòåëüíîãî ìîäóëÿ. Â ïåðâîì ñëó÷àå ïåðåõîä ïî-

ìå÷àåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùåé áóêâîé (Y, N), êîòîðûå îáîçíà÷àþò ïîëîæèòåëüíûé

èëè îòðèöàòåëüíûé ðåçóëüòàò ñðàâíåíèÿ ñîîòâåòñòâåííî. Âî âòîðîì ñëó÷àå ïå-

ðåõîäó ïðèïèñûâàåòñÿ ìåòêà �? ÒÅÊÑÒ�, ãäå ÒÅÊÑÒ ñîäåðæèò íàçâàíèå ñî-

áûòèÿ, ïî ðåàêöèè íà êîòîðîå âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä. Ãåíåðèðóåìàÿ êîìàíäà

îáîçíà÷àåòñÿ êàê ïðèïèñàííàÿ ïåðåõîäó ìåòêà âèäà �! ÒÅÊÑÒ�, ãäå ÒÅÊÑÒ

îáîçíà÷àåò ãåíåðèðóåìóþ êîìàíäó.

Êîìàíäû êàê è ñîáûòèÿ ìîãóò èìåòü àðãóìåíòû, êîòîðûå óêàçûâàþòñÿ â

êðóãëûõ ñêîáêàõ ÷åðåç çàïÿòóþ. Â ñëó÷àå êîìàíä àðãóìåíòû ïðåäñòàâëÿþò ñî-

áîé êîíñòàíòû, ëèáî ïåðåìåííûå, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ ïåðåäàþòñÿ â êîìàíäó â

êà÷åñòâå àðãóìåíòà. Àðãóìåíòû ñîáûòèé àðãóìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ ïåðåìåííûå,

êîòîðûå çàïîëíÿþòñÿ ðåøàòåëåì.

Îñíîâíûå ñîáûòèÿ è èõ àðãóìåíòû ïåðå÷èñëåíû òàáëèöå 6.3.2. Ïåðå÷èñëåí-
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Òàáëèöà 6.1: Îñíîâíûå ñîáûòèÿ

Íàçâàíèå Àðãóìåíòû Îïèñàíèå

ERROR êîä îøèáêè âîçíèêíîâåíèå îøèáêè

START ñîáûòèå, ñîîòâåòñòâóþùåå íà÷àëó ðàñ÷åòîâ

DONE êîëè÷åñòâî âûïîëíåíî íåêîòîðîå ÷èñëî

âûïîëíåííûõ øàãîâ øàãîâ ìåòîäà

SENT ÷èñëî ýëåìåíòîâ çàïðîñ íà ïîñûëêó äàííûõ

ïåðåäàííûõ äàííûõ èëè êîìàíäû âûïîëíåí

DATA_ARRIVED ïðîöåññ, ïðèíÿòû äàííûå

ïðèñëàâøèé äàííûå

COMMAND_ARRIVED ïðîöåññ, ïðèñëàâøèé êîìàíäó, ïðèíÿòà óïðàâëÿþùàÿ êîìàíäà

êîìàíäà è åå àðãóìåíòû

SET_SUCCESS óñòàíîâêà çíà÷åíèÿ çàïðîøåííîãî

ïàðàìåòðà ïðîèçâåäåíà óñïåøíî

CUSTOM_EVENT ïðîèçâîëüíûå àðãóìåíòû äîïîëíèòåëüíîå ñîáûòèå

îïðåäåëÿåìûå ðàñøèðåíèåì äëÿ ñîçäàíèÿ ðàñøèðåíèé

íûå ñîáûòèÿ ÿâëÿþòñÿ óíèâåðñàëüíûìè è ïðèìåíèìû ê ëþáîìó âàðèàíòó ìå-

òîäà âåòâåé è ãðàíèö. Ñîáûòèÿ, ñïåöèôè÷íûå äëÿ êîíêðåòíîãî âàðèàíòà çàäà-

þòñÿ ñ ïîìîùüþ ñïåöèàëüíîãî ñîáûòèÿ CUSTOM_EVENT, äîïóñêàþùåãî ïðî-

èçâîëüíîå êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ, íå ïðåâîñõîäÿùåå çàäàííîé â ñèñòåìå êîí-

ñòàíòû 1.

Îñíîâíûå óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ (êîìàíäû) ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 6.3.2.

×àñòü êîìàíä ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ óñòàíîâêè ïàðàìåòðîâ ïîèñêà, ÷àñòü ïðåä-

íàçíà÷åíà äëÿ îðãàíèçàöèè îáìåíà äàííûìè ìåæäó ïðîöåññàìè ïàðàëëåëüíîé

ïðîãðàììû. Â ÷àñòíîñòè, êîìàíäà SEND_SUBS ïîëó÷àåò â êà÷åñòâå àðãóìåíòà

÷èñëî ïîäçàäà÷ äëÿ ïåðåäà÷è. Ïåðåäàåòñÿ çàäàííîå ÷èñëî ïîäçàäà÷ èëè ìåíü-

øåå. Ñïåöèàëüíàÿ êîìàíäà CUSTOM_COMMAND äàåò âîçìîæíîñòü ïåðåäà-

âàòü äîïîëíèòåëüíûå êîìàíäû, ñïåöèôè÷íûå äëÿ êîíêðåòíîé ðåàëèçàöèè.

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ïðèìåðîâ àâòîìàòîâ, îïèñûâàþùèõ ñòðàòåãèþ ðåøå-

íèÿ. Íà Ðèñ. 6.2 ïðèâåäåí ïðèìåð àâòîìàòà, îïèñûâàþùåãî ñòðàòåãèþ óïðàâ-

ëåíèÿ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö â ïîñëåäîâàòåëüíîì ñëó÷àå ñ ïåðåêëþ÷åíèåì

ìåæäó âåòâëåíèåì â øèðèíó è â ãëóáèíó. Íà÷àëüíîå ñîñòîÿíèå àâòîìàòà îáî-
1Íà äàííûì ìîìåíò ÷èñëî àðãóìåíòîâ ñîáûòèé è êîíñòàíò íå ìîæåò áûòü áîëåå 8
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Òàáëèöà 6.2: Îñíîâíûå êîìàíäû

Íàçâàíèå Àðãóìåíòû Îïèñàíèå

SOLVE ÷èñëî øàãîâ âûïîëíèòü îïðåäåëåííîå ÷èñëî

øàãîâ ìåòîäà

EXIT çàâåðøèòü âûïîëíåíèå àëãîðèòìà

SET_STRATEGY íîìåð ñòðàòåãèè óñòàíîâêà ñòðàòåãèè ïîèñêà

SET_HEURISTIC íîìåð ýâðèñòèêè óñòàíîâêà ýâðèñòèêè

äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåêîðäà

SET_BOUNDING_METHOD íîìåð ìåòîäà ïîëó÷åíèÿ îöåíêè óñòàíîâêà ìåòîäà

ïîëó÷åíèÿ îöåíêè

SET_CUSTOM_PARAMETER íîìåð ïàðàìåòðà óñòàíîâêà çíà÷åíèÿ

è åãî çíà÷åíèå íåêîòîðîãî ïàðàìåòðà

SEND_COMMAND ïðîöåññ-ïîëó÷àòåëü, ïîñûëêà óïðàâëÿþùåé êîìàíäû

íîìåð êîìàíäû è åå àðãóìåíòû äðóãîìó ïðîöåññó

SEND_RECORDS ïðîöåññ-ïîëó÷àòåëü ïåðåñëàòü íàéäåííûå

ðåêîðäíûå çíà÷åíèÿ

SEND_SUBS ïðîöåññ-ïîëó÷àòåëü, ïåðåñëàòü ïîäçàäà÷è

êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷ äëÿ ïåðåäà÷è

äðóãîìó ïðîöåññó

SEND_SUBS_AND_RECORDS ïðîöåññ-ïîëó÷àòåëü, ïåðåñëàòü ïîäçàäà÷è è

êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷ äëÿ ïåðåäà÷è ðåêîðäû äðóãîìó ïðîöåññó

RECV ïðîöåññ-îòïðàâèòåëü îæèäàíèå ïðèáûòèÿ äàííûõ èëè

èëè -1 (ïðèåì îò âñåõ) êîìàíäû îò äðóãîãî ïðîöåññà

CUSTOM_COMMAND ïðîèçâîëüíûå àðãóìåíòû äîïîëíèòåëüíàÿ êîìàíäà

îïðåäåëÿåìàÿ ðàñøèðåíèåì äëÿ ñîçäàíèÿ ðàñøèðåíèé
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Ðèñ. 6.2: Ïðèìåð àâòîìàòà, îïèñûâàþùåãî ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì îïòèìèçàöèè

çíà÷åíî áóêâîé I, à êîíå÷íîå � áóêâîé T. Ñïîñîá âûáîðà î÷åðåäíîãî ìíîæåñòâà

äëÿ âåòâëåíèÿ ñíà÷àëà ñîîòâåòñòâóåò âåòâëåíèþ â øèðèíó ñ ïîìîùüþ êîìàí-

äû SET_STRATEGY(WFS) è çàòåì ìåíÿåòñÿ â äèíàìèêå. Åñëè ÷èñëî ïîäçà-

äà÷ â ñïèñêå ïðåâîñõîäèò çàäàííóþ âåðõíþþ ãðàíèöó U, òî âûäàåòñÿ êîìàíäà

SET_STRATEGY(DFS), ïåðåêëþ÷àþùàÿ âû÷èñëèòåëüíûé ìîäóëü íà ñòðàòå-

ãèþ âåòâëåíèÿ â ãëóáèíó. Åñëè ÷èñëî ïîäçàäà÷ â ñïèñêå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå óñòà-

íîâëåííîé íèæíåé ãðàíèöû L, òî ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå íà ñòðàòåãèþ âåòâ-

ëåíèÿ â øèðèíó ñ ïîìîùüþ êîìàíäû SET_STRATEGY(WFS). Ïðîâåðêà ÷èñëà

ïîäçàäà÷ â ñïèñêå ïðîèçâîäèòñÿ êàæäûé K èòåðàöèé â ñîñòîÿíèè CHECKING.

Ïåðåéäåì ê ðàññìîòðåíèþ ôîðìàëèçàöèè îäíîãî èç áàçîâûõ âàðèàíòîâ ðå-

àëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Èç ìíîæåñòâà ïðîöåññîâ âûäåëÿåòñÿ îäèí

ïðîöåññ � óïðàâëÿþùèé. Âñå îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ ðàáî÷èìè. Óïðàâëÿþùèé

ïðîöåññ ðàñïðåäåëÿåò ïîäçàäà÷è ìåæäó ðàáî÷èìè ïðîöåññàìè. Ëîãèêà ðàáîòû

óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà çàäàåòñÿ êîíå÷íûì àâòîìàòîì, ïðåäñòàâëåííûì íà Ðèñ.

6.3.

Íà íà÷àëüíîì ýòàïå óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ óñòàíàâëèâàåò ñòðàòåãèþ âåòâ-

ëåíèÿ �â øèðèíó� è âûïîëíÿåò K èòåðàöèé ìåòîäà. Âûáîð ñòðàòåãèè âåòâëå-
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Ðèñ. 6.3: Àâòîìàò, îïðåäåëÿþùèé ëîãèêó ðàáîòû óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà

íèÿ �â øèðèíó� äàåò âîçìîæíîñòü ñãåíåðèðîâàòü áîëüøåå ÷èñëî ïîäçàäà÷, ñäå-

ëàâ çàäàííîå ÷èñëî øàãîâ, ÷åì ñòðàòåãèÿ �â ãëóáèíó�. Ïîýòîìó ýòà ñòðàòåãèÿ

èñïîëüçóåòñÿ íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññå. Çàòåì íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ ðàññûëêè

ñãåíåðèðîâàííûõ ïîäçàäà÷, ÷èñëî êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïåðåìåííîé NT, ðàáî÷èì

ïðîöåññàì. Åñëè íå âñå ïîäçàäà÷è ðàçîñëàíû (NT > 0), òî ïðîèçâîäèòñÿ èõ

ðàññûëêà ïî ñâîáîäíûì (íå çàíÿòûõ ðåøåíèåì çàäà÷) ðàáî÷èì ïðîöåññàì, êî-

ëè÷åñòâî êîòîðûõ çàäàåòñÿ ïåðåìåííîé NP (ëåâàÿ ïåòëÿ â ãðàôå àâòîìàòà).

Åñëè æå âñå ïîäçàäà÷è ðàçîñëàíû, òî îñâîáîäèâøèåñÿ ïðîöåññû îñòàíàâëèâà-

þòñÿ ñ ïîìîùüþ êîìàíäû STOP (ïðàâàÿ ïåòëÿ â ãðàôå àâòîìàòà), ïîñëå ÷åãî

óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ çàâåðøàåò ðàáîòó.

Ëîãèêà âûïîëíåíèÿ ðàáî÷åãî ïðîöåññà îïðåäåëÿåòñÿ àâòîìàòîì, ïðåäñòàâëåí-

íûì íà Ðèñ. 6.4. Ïîñëå óñòàíîâêè ñòðàòåãèè âåòâëåíèÿ �â ãëóáèíó� ðàáî÷èé ïðî-

öåññ, ïîëó÷èâ îäíó èëè íåñêîëüêî ïîäçàäà÷ îò óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà, ðåøàåò

èõ ïîëíîñòüþ. Çàòåì, âûïîëíÿåòñÿ ïåðåõîä ïî âèòêó öèêëà è îæèäàåòñÿ ñëå-

äóþùàÿ çàäà÷à èëè óïðàâëÿþùàÿ êîìàíäà. Â äàííîì êîíòåêñòå åäèíñòâåííàÿ

âîçìîæíàÿ óïðàâëÿþùàÿ êîìàíäà � ýòî STOP, ïî åå ïîëó÷åíèè âûïîëíÿåòñÿ
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Ðèñ. 6.4: Àâòîìàò, îïðåäåëÿþùèé ëîãèêó âûïîëíåíèÿ ðàáî÷åãî ïðîöåññà

çàâåðøåíèå ðàáî÷åãî ïðîöåññà.

6.3.3 Îñíîâíûå êîìïîíåíòû áèáëèîòåêè BNB-Solver è èõ âçàèìîñâÿçü

Áèáëèîòåêà BNB-Solver ðåàëèçîâàíà íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Ñ++. ßçûê

Ñ++ îáëàäàåò ìîùíûìè ñðåäñòâàìè ïîääåðæêè îáúåêòíî-îðèåíòèðîâàííîãî

ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îáåñïå÷èâàþùèì âûñîêèé óðîâåíü àáñòðàêöèè, ìîäóëüíî-

ñòè è ãèáêîñòè ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû Ñ++ óíàñëåäîâàë îò ÿçû-

êà Ñ íèçêîóðîâíåâûå ñðåäñòâà, äàþùèå âîçìîæíîñòü ýôôåêòèâíîãî èñïîëüçî-

âàíèÿ àïïàðàòíûõ ðåñóðñîâ. Íàðÿäó ñ Ôîðòðàíîì, Ñ++ ÿâëÿåòñÿ îñíîâíûì

ñðåäñòâîì ðàçðàáîòêè ïðîãðàìì äëÿ ïàðàëëåëüíûõ ñèñòåì.

BNB-Solver âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå ïîäñèñòåìû è ìîäóëè:

• ìîäóëè óïðàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåññîì;

• ïðîáëåìíî-çàâèñèìûå êîìïîíåíòû (ñîëâåðû);

• âñïîìîãàòåëüíûå ìîäóëè áàçîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ è êîììóíèêàöèîííûõ

ïðîöåäóð;

• ìîäóëè èíòåãðàöèè áàëàíñèðîâùèêîâ è ñîëâåðîâ äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíûõ è
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ïàðàëëåëüíûõ âàðèàíòîâ.

Ðàññìîòðèì ïîäðîáíåå ýòè êîìïîíåíòû ñèñòåìû. Êëàññû óïðàâëåíèÿ âû-

÷èñëèòåëüíûì ïðîöåññîì íàñëåäóþò áàçîâûé êëàññ BNBScheduler, ðåàëèçóÿ

ïðè ýòîì àáñòðàêòíûé ìåòîä ýòîãî êëàññà virtual void action(const Event&

event, const SolverInfo& info, Action& action). Ýòà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò

íà âõîä îïèñàíèå ñîáûòèå è èíôîðìàöèþ î ñîñòîÿíèè ïðîöåññà ðåøåíèÿ. Ðåçóëü-

òàòîì ðàáîòû ïðîãðàììû ÿâëÿåòñÿ êîìàíäà action. Òàêèì îáðàçîì ðåàëèçóåòñÿ

êîíå÷íûé àâòîìàò ñ äâóìÿ ëåíòàìè.

Ìîäóëè óïðàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûì ïðîöåññîì ïîääåðæèâàþò ïîñëåäîâà-

òåëüíûé ñöåíàðèé, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå è äâå ñõåìû óïðàâëå-

íèÿ ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè. Îäíà èç íèõ ðàññìàòðèâàëñÿ â ïðåäûäóùåì

ðàçäåëå. Ïðèâåäåì îïèñàíèå äðóãîé, áîëåå ñëîæíîé ñõåìû áàëàíñèðîâêè.

Ðàáî÷èé ïðîöåññ óïðàâëÿåòñÿ äâóìÿ ïàðàìåòðàìè � T è S, ïîñûëàåìûìè åìó

óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì. Ïîëó÷èâ ïîäìíîæåñòâî äëÿ îáðàáîòêè, ðàáî÷èé ïðî-

öåññ âûïîëíÿåò T ðàçáèåíèé, ïîñëå ÷åãî ïåðåñûëàåò S ñãåíåðèðîâàííûõ ïîäìíî-

æåñòâ íà óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ. Ïî îêîí÷àíèè ðàçáèåíèÿ ñâîåãî ïîäìíîæåñòâà

ïðîöåññ ðàáî÷èé ïðîöåññ ïîëó÷àåò îò óïðàâëÿþùåãî íîâîå ïîäìíîæåñòâî.

Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïåðåïîëíåíèÿ ïàìÿòè íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññå ââåäå-

íî äâà ïîðîãîâûõ ïàðàìåòðà m èM . Åñëè ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ íà óïðàâëÿþùåì

ïðîöåññå ñòàíîâèòñÿ áîëüøå M , òî óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ ðàññûëàåò âñåì ðà-

áî÷èì ïðîöåññà íîâîå çíà÷åíèÿ T , ðàâíîå -1, è ðàáî÷èå ïðîöåññû ïåðåñòàþò

ïåðåñûëàòü ïîäìíîæåñòâà óïðàâëÿþùåìó ïðîöåññó. Êîãäà ÷èñëî ïîäìíîæåñòâ

íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøèì m, îí ðàññûëàåò ðàáî÷èì ïðî-

öåññàì ïåðâîíà÷àëüíûå çíà÷åíèÿ T , S è ïåðåäà÷à ïîäìíîæåñòâ ñ ðàáî÷èõ ïðî-

öåññîâ óïðàâëÿþùåìó âîçîáíîâëÿåòñÿ. Ýòîò àëãîðèòì áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè

õîðîøî çàðåêîìåíäîâàë ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçà-

öèè ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè.
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Ïðîáëåìíî-çàâèñèìûå ìîäóëè ðåàëèçóþò êîíêðåòíûé âàðèàíò ìåòîäà âåòâåé

è ãðàíèö. Â áèáëèîòåêå ðåàëèçîâàíû âàðèàíòû ÌÂÃ äëÿ çàäà÷è î ñóììå ïîä-

ìíîæåñòâ, çàäà÷è î ðàíöå, ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðû-

òèé, îïèñàííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äëÿ çàäà÷ ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè

êðèòåðèÿìè. Êëàññû, ðåàëèçóþùèå ïðîáëåìíî-çàâèñèìûå ìîäóëè, íàñëåäóþò

èíòåðôåéñ BNBResolver, ïðåäñòàâëåííûé íà ñëåäóþùåì ëèñòèíãå (îñòàâëåíû

òîëüêî íàèáîëåå âàæíûå ìåòîäû):

class BNBResolver {

public:

/**

* Ñêîïèðîâàòü â ñåðèàëèçàòîð ïîäçàäà÷è â óêàçàííîì êîëè÷åñòâå

*/

virtual void getSubs(int& num, BinarySerializer& ser){

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::getSubs

method is not implemented");

}

/**

* Ñêîïèðîâàòü â ñåðèàëèçàòîð èíôîðìàöèþ î íàéäåííûõ ðåêîðäàõ

*/

virtual void getRecords(BinarySerializer& ser) {

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::getRecords

method is not implemented");

}

/**

* Ñêîïèðîâàòü èç ñåðèàëèçîâàòîðà ïîäçàäà÷è

*/
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virtual int putSubs(BinarySerializer& ser) {

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::putSubs

method is not implemented");

}

/**

* Ñêîïèðîâàòü ðåêîðäû èç ñåðèàëèçàòîðà

*/

virtual void putRecords(BinarySerializer& ser) {

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::putRecords

method is not implemented");

}

/**

* Óñòàíîâèòü ñòðàòåãèþ ïîèñêà ñ çàäàííûì íîìåðîì

*/

virtual void setSearchStrategy(int strategy) {

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::setSearchStrategy

method is not implemented");

}

/**

* Óñòàíîâèòü ýâðèñòèêó äëÿ óëó÷øåíèÿ ðåêîðäà

*/

virtual void setHeuristic(int heuristic) {

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::setHeuristic

method is not implemented");
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}

/**

* Óñòàíîâèòü ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñ çàäàííûì íîìåðîì

*/

virtual void setBoundingMethod(int method) {

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::setBoundingMethod

method is not implemented");

}

/**

* Âûïîëíèòü çàäàííîå êîëè÷åñòâî øàãîâ àëãîðèòìà. Ðåàëüíî

* âûïîëíåííîå ÷èñëî øàãîâ âîçâðàùàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð steps.

* Ýòî çíà÷åíèå ìîæåò áûòü ìåíüøå, ÷åì çàïðîøåííîå.

*/

virtual void solve(long long& steps) {

BNB_ERROR_REPORT("BNBResolver::solve

method is not implemented");

}

};

Ìåòîäû, getSubs, putSubs, getRecords, putRecords ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ

îáìåíà ïîäçàäà÷àìè ìåæäó ïðîöåññàìè ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììû. Îäíèì èç

àðãóìåíòîâ ýòèõ ìåòîäîâ ÿâëÿåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ñåðèàëèçàòîð, êîòîðûé âû-

ïîëíÿåò ðîëü êîíòåéíåðà äëÿ ïåðåñûëêè äàííûõ. Çàäà÷åé ñîëâåðà ÿâëÿåòñÿ

îáåñïå÷åíèå âîçìîæíîñòè ñîõðàíåíèå è èçâëå÷åíèå èíôîðìàöèè èç ýòîãî êîí-

òåéíåðà. Òàêèì îáðàçîì äîñòèãàåòñÿ ðàçäåëåíèå ìåæäó ïðîáëåìíî-çàâèñèìîé

÷àñòüþ áèáëèîòåêè è êîììóíèêàöèîííîé ÷àñòüþ.

190



Ìåòîäû setSearchStrategy, setHeuristic, setBoundingMethod ïîçâîëÿ-

þò óñòàíàâëèâàòü äî íà÷àëà èëè ïåðåêëþ÷àòü â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ ñòðàòåãèþ

âåòâëåíèÿ, ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì äëÿ óëó÷øåíèÿ ðåêîðäà è ñïîñîá âû÷èñëå-

íèÿ îöåíêè. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýòè àëãîðèòìû â ñîëâåðå ïðîíóìåðîâàíû â

ïîðÿäêå âîçðàñòàíèÿ ñëîæíîñòè è ýôôåêòèâíîñòè, ò.å. áîëüøèì íîìåðàì ñîîò-

âåòñòâóþò àëãîðèòìû ñ áîëåå âûñîêîé òðóäîåìêîñòüþ è áîëüøåé ýôôåêòèâíî-

ñòüþ. Ìåòîä solve âûïîëíÿåò çàäàííîå êîëè÷åñòâî øàãîâ (èòåðàöèé) ìåòîäà,

èñïîëüçóÿ óñòàíîâëåííûå ïàðàìåòðû. Åñëè çàäà÷à ðåøåíà çà ìåíüøåå ÷èñëî

øàãîâ, òî ýòî ÷èñëî âîçâðàùàåòñÿ ÷åðåç ïàðàìåòð steps.

Âñå ïåðå÷èñëåííûå ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ âèðòóàëüíûìè ìåòîäàìè êëàññà

BNBResolver. Íî ïðè ýòîì ðåàëèçàöèÿ ïî óìîë÷àíèþ âûäàåò äèàãíîñòè÷åñêîå

ñîîáùåíèå ñ ïîìîùüþ ìàêðîñà BNB_ERROR_REPORT. Åñëè ñîëâåð áóäåò èñïîëü-

çîâàòüñÿ òîëüêî â ïîñëåäîâàòåëüíîì êîíòåêñòå, òî íåò íåîáõîäèìîñòè ðåàëè-

çîâûâàòü ìåòîäû äëÿ ðàáîòîé ñ ñåðèàëèçàòîðîì. Ïðè ýòîì ïðîãðàììà áóäåò

êîððåêòíî ôóíêöèîíèðîâàòü, ò.ê. ýòè ìåòîäû íå âûçûâàþòñÿ. Ïðè ïîïûòêå èñ-

ïîëüçîâàòü êëàññ â ïàðàëëåëüíîé ïðîãðàììå âûïîëíåíèå áóäåò ïðåðâàíî ñ ñî-

îòâåòñòâóþùåé äèàãíîñòèêîé.

Âñïîìîãàòåëüíûå ìîäóëè áàçîâûõ âû÷èñëèòåëüíûõ àëãîðèòìîâ è êîììóíèêà-

öèîííûõ ïðîöåäóð ñîäåðæàò îñíîâíûå âû÷èñëèòåëüíûå àëãîðèòìû è êîììóíè-

êàöèîííûå ïðèìèòèâû. Ê áàçîâûì àëãîðèòìàì îòíîñÿòñÿ ðàçëè÷íûå ôóíêöèè

äëÿ ðàáîòû ñ âåêòîðàìè, ïðîöåäóðû îäíîìåðíîãî è ëîêàëüíîãî ïîèñêà ýêñòðå-

ìóìà ôóíêöèè. Îòäåëüíûé ìîäóëü ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âû÷èñëåíèÿ èíòåðâàëü-

íûõ îöåíîê îñíîâíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ôóíêöèé. Òàêæå ïðåäóñìîòðåíû ôóíêöèè

äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïîëèíîìîâ è èõ ïðîèçâîäíûõ ïî ñèìâîëüíîìó ïðåäñòàâëåíèþ.

Êîììóíèêàöèîííûå ïðîöåäóðû ðåàëèçóþòñÿ â êëàññå, êîòîðûé íàñëåäóåò êëàññ

Communicator, çàäàþùèé àáñòðàêòíûé èíòåðôåéñ äëÿ êîììóíèêàöèîííûõ îá-

ìåíîâ.
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class Communicator {

public:

/**

* Âîçâðàùàåò íîìåð ïðîöåññà, âûçûâàþùåãî ìåòîä

*/

virtual int rank() const = 0;

/**

* Âîçâðàùàåò ÷èñëî ïðîöåññîâ â êîììóíèêàòîðå

*/

virtual int size() const = 0;

/**

* Îñóùåñòâëÿåò ïåðåñûëêó áóôåðà ïðîöåññó ñ çàäàííûì íîìåðîì

*/

virtual int send(const Buffer& buf, int dest) = 0;

/**

* Âûïîëíÿåò ïðîâåðêó íàëè÷èÿ ïðèøåäøåãî ñîîáùåíèÿ îò ïðîöåññà ñ

* çàäàííûì íîìåðîì èëè îò ëþáîãî ïðîöåññà, åñëè óêàçàíî -1

*/

virtual bool probe(int source = -1) = 0;

/**

* Âûïîëíÿåò ïðèåì ñîîáùåíèÿ è ñîõðàíåíèå

* â áóôåð ïîëó÷åííûõ äàííûõ
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* îò ïðîöåññà ñ çàäàííûì íîìåðîì èëè îò ëþáîãî ïðîöåññà,

* åñëè óêàçàíî -1

*/

virtual int recv(Buffer& buf, int source = -1) = 0;

/**

* Ðàññûëàåò âñåì ïðîöåññàì ñîäåðæèìîå áóôåðà

*/

virtual int bcast(Buffer& buf) = 0;

/**

* Âîçâðàùàåò ÷èñëî ïîëó÷åííûõ áàéòîâ çà âñå âðåìÿ

* ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

*/

virtual long long int getRecvBytes() const = 0;

/**

* Âîçâðàùàåò ÷èñëî ïîñëàííûõ áàéòîâ çà âñå âðåìÿ

* ôóíêöèîíèðîâàíèÿ

*/

virtual long long int getSentBytes() const = 0;

};

Íàëè÷èå óíèâåðñàëüíîãî èíòåðôåéñà êîììóíèêàòîðà ïîçâîëÿåò ñêðûòü äåòà-

ëè ðåàëèçàöèè ïåðåäà÷è äàííûõ îò äðóãèõ ÷àñòåé ïðîãðàììû, èñïîëüçóþùèõ

êîììóíèêàöèîííûå ïðèìèòèâû. Íà äàííûé ìîìåíò â áèáëèîòåêå èìååòñÿ òîëü-

êî îäíà ðåàëèçàöèÿ äàííîãî èíòåðôåéñà � êëàññ MpiCommunicator, êîòîðûé
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ïðåäíàçíà÷åí äëÿ âûïîëíåíèÿ â ñðåäå MPI (Message Passing Interface).

Â áèáëèîòåêå ðåàëèçîâàíî äâà êëàññà äëÿ èíòåãðàöèè ñîëâåðîâ è ìîäóëåé

óïðàâëåíèÿ. Ïåðâûé BNBSeqSolver ïðåäíàçíà÷åí äëÿ îáúåäèíåíèÿ ìîäóëåé óïðàâ-

ëåíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîé ðåàëèçàöèåé è ñîëâåðîâ. Âòîðîé êëàññ BNBDmSolver

ìîæåò èíòåãðèðîâàòü òðè êîìïîíåíòà: ñîëâåð, êîììóíèêàòîð è ìîäóëü óïðàâëå-

íèÿ ïàðàëëåëüíûìè âû÷èñëåíèÿìè. Ìîäóëü óïðàâëåíèÿ ãåíåðèðóåò êîìàíäû,

êîòîðûå BNBDmSolver îáðàáàòûâàåò, âûçûâàÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ìåòîäû êîììó-

íèêàòîðà ëèáî ñîëâåðà. Òèïîâîé êîä ïðîãðàììû, âûïîëíÿþùåé ðåøåíèå çàäà÷è

ïàðàëëåëüíûì àëãîðèòìîì, âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

/**

* Ñîçäàíèå êîììóíêàòîðà

*/

MpiCommunicator com;

/**

* Ñîçäàíèå ýêçåìïëÿðà êëàññà ñîëâåðà

* (â äàííîì ñëó÷àå ðåøàåòñÿ çàäà÷à

* ìíîãîêðèòåðèàëüíîé

* îïòèìèçàöèè ìåòîäîì íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé)

*/

MultiResolver mr(&ms, &ml);

/**

* Ñîçäàíèå ýêçåìïëÿðà êëàññà, óïðàâëÿþùåãî ïàðàëëåëüíûì âûïîëíåíèåì

*/

SimpSched sched(size * 8);

/**

* Ñîçäàíèå ïàðàëëåëüíîãî ðåøàòåëÿ ñ

* ïîìîùüþ èíòåãðàöèè êîììóíèêàòîðà, ïëàíèðîâùèêà è ñîëâåðà
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*/

BNBDmSolver sol(&com, &sched, &mr);

6.4 Ñïîñîáû ïîâûøåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè

ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö íà ïðèìåðå çàäà÷è î ðàíöå

6.4.1 Èñïîëüçîâàíèå ñïåöèôèêè ðåøàåìîé çàäà÷è äëÿ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè

âåòâëåíèé

Ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ êîíêðåòíîé çàäà÷è ìîæåò ïðåäñòàâ-

ëÿòü îïðåäåëåííûå ñëîæíîñòè íà ïðàêòèêå, ò.ê. ýôôåêòèâíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìå-

òîäà ïëîõî ðàñïàðàëëåëèâàåòñÿ èç-çà íàëè÷èÿ çàâèñèìîñòè ïî äàííûì ìåæ-

äó èòåðàöèÿìè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà. Â äàííîì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ

âîïðîñ ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è îá îäíî-

ìåðíîì áóëåâîì ðàíöå. Ðàññìàòðèâàåòñÿ êîìáèíèðîâàíèå äâóõ ñïîñîáîâ âåòâ-

ëåíèÿ: ïî íàèáîëüøåé îöåíêå è îäíîñòîðîííåãî. Îäíîñòîðîííåå âåòâëåíèå áî-

ëåå ýôôåêòèâíî ñ òî÷êè çðåíèÿ ýêîíîìèè ïàìÿòè è îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé.

Â ÷àñòíîñòè, âàðèàíò îäíîñòîðîííåãî âåòâëåíèÿ, ïðåäëîæåííûé Ãîðîâèöåì è

Ñàõíè [158], äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì ïîçâîëÿåò îð-

ãàíèçîâàòü ïåðåáîð íà áàçå îäíîãî áèíàðíîãî âåêòîðà. Òàêîé ïîäõîä èñêëþ-

÷èòåëüíî ýôôåêòèâåí íà îäíîïðîöåññîðíîé ìàøèíå. Íà ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå

ïðè åãî ïðèìåíåíèè âîçíèêàþò ñëîæíîñòè, ñâÿçàííûå ñ íåîáõîäèìîñòüþ ïåðå-

ñûëêè ïîäçàäà÷ ìåæäó ïðîöåññîðàìè. Ïðåäëàãàåòñÿ ìîäèôèêàöèÿ ýòîãî àëãî-

ðèòìà äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå, äîñòèãàåìàÿ

êîìáèíèðîâàíèåì ñ îðãàíèçàöèåé ÌÂÃ íà áàçå ïóëà ïîäçàäà÷. Ïîä ïóëîì â äàí-

íîì êîíòåêñòå ïîíèìàåòñÿ ñòðóêòóðà äàííûõ, ïðåäíàçíà÷åííàÿ äëÿ õðàíåíèÿ

ìíîæåñòâà ïîäçàäà÷. Ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíåíèå

òàêîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðàñïàðàëëåëèòü ìåòîä Ãîðîâèöà-Ñàõíè,
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ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ïðèñóùóþ åìó âûñîêóþ ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé âåòâ-

ëåíèÿ.

Äàëüíåéøåå óñêîðåíèå ðåøåíèÿ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ìîæåò áûòü

ïîëó÷åíî ñ ïðèìåíåíèåì ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ïîä ýâðèñòè÷åñêèìè ïîíè-

ìàþòñÿ àëãîðèòìû, îñíîâàííûå íà ïðàâäîïîäîáíûõ, íî íå îáîñíîâàííûõ ñòðîãî

ïðåäïîëîæåíèÿõ î ñâîéñòâàõ îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ çàäà÷. Ïðåäëàãàåòñÿ ïîä-

õîä, îñíîâàííûé íà êîìáèíèðîâàíèè ïàðàëëåëüíîãî ÌÂÃ è ïàðàëëåëüíîãî ýâ-

ðèñòè÷åñêîãî ïîèñêà â îäíîì ïðèëîæåíèè. Â òàêîé ñõåìå ýâðèñòè÷åñêèå àëãî-

ðèòìû îáðàáàòûâàþò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ, ïîëó÷àåìûå ïî õîäó ðàáîòû ÌÂÃ,

à ÌÂÃ èñïîëüçóåò äëÿ îòñåâà ðåêîðäíûå çíà÷åíèÿ, ôîðìèðóåìûå ýâðèñòèêàìè.

Â ðàáîòå ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ, íà îñíîâàíèè êîòîðûõ àíàëè-

çèðóåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè êîìáèíèðîâàííûõ àëãîðèò-

ìîâ, è èññëåäóþòñÿ ïðàâèëà âûáîðà ïàðàìåòðîâ, óïðàâëÿþùèõ ðàáîòîé àëãî-

ðèòìîâ.

Íà êàæäîì øàãå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö çàäà÷à äåêîìïîçèðóåòñÿ íà äâå ïîä-

çàäà÷è ïóòåì ïðèäàíèÿ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé çíà÷åíèÿ 0 â îäíîé èç íèõ è 1 �

â äðóãîé. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ áèíàðíîå äåðåâî ïîäçàäà÷, â êîòîðîì

äóãè íàïðàâëåíû îò èñõîäíîé ê çàäà÷àì, ïîëó÷åííûì ïðè âåòâëåíèè (äåêîìïî-

çèöèè). Êîíöåâûå âåðøèíû ìîãóò áûòü èñêëþ÷åíû ïî ïðàâèëàì îòñåâà. Îäíà

èç êîíöåâûõ íåîòñåÿííûõ ïîäçàäà÷ ïîäâåðãàåòñÿ âåòâëåíèþ è çàìåíÿåòñÿ ïîäçà-

äà÷àìè, âîçíèêøèìè ïðè âåòâëåíèè. Ïðîöåññ çàâåðøàåòñÿ, êîãäà âñå êîíöåâûå

âåðøèíû îòñåÿíû, ò.å. äàëüíåéøåå âåòâëåíèå íåâîçìîæíî.

Èçâåñòíûé àëãîðèòì Ãîðîâèöà-Ñàõíè ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííî áîëåå ýôôåêòèâ-

íûì ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùåé ñõåìîé, ðàññìîòðåííîé â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå. Ýòîò

ìåòîä ðåàëèçóåò îäíîñòîðîííèé îáõîä äåðåâà ïîèñêà, ïðè÷åì ïåðâîé âñåãäà îá-

õîäèòñÿ âåðøèíà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ïðèñâàèâàíèþ çíà÷åíèÿ 1 ïåðåìåííîé äëÿ

âåòâëåíèÿ. Îñíîâíûì äîñòîèíñòâîì àëãîðèòìà Ãîðîâèöà-Ñàõíè ñëóæèò ýêîíîì-

196



Ðèñ. 6.5: Îäíîñòîðîííèé îáõîä â àëãîðèòìå Ãîðîâèöà-Ñàõíè, òåêóùèé âåêòîð (110)

íîå èñïîëüçîâàíèå ïàìÿòè è îòñóòñòâèå ëèøíèõ îïåðàöèé êîïèðîâàíèÿ. Ýòî äî-

ñòèãàåòñÿ çà ñ÷åò òîãî, ÷òî äëÿ õðàíåíèÿ äåðåâà èñïîëüçóåòñÿ áèíàðíûé ìàññèâ

äëèíû n. Íà ðèñ. 6.5 èçîáðàæåíà ñèòóàöèÿ ÷àñòè÷íîãî îáõîäà äåðåâà. Áåëûå

âåðøèíû åùå íå îáõîäèëèñü, ñâåòëî-ñåðûå óæå ïîäâåðãàëèñü äåêîìïîçèöèè, à

òåìíûå óæå ïðîéäåíû è íå ïîäëåæàò äàëüíåéøåìó âåòâëåíèþ. Òðåóãîëüíûé

ìàðêåð îáîçíà÷àåò òåêóùóþ âåðøèíó â äåðåâå. Òåêóùèé âåêòîð ñîñòàâëåí èç

íóëåé è åäèíèö, âûïèñàííûõ âäîëü ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà ê òåêóùåé âåðøèíå,

òàêèì îáðàçîì, îí îäíîçíà÷íî çàäàåò ïîëîæåíèå òåêóùåé âåðøèíû.

Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíî îáõîäèò äåðåâî âåòâëåíèÿ â îäíîñòîðîííåì ïî-

ðÿäêå, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî âåêòîð. Íà êàæäîì øàãå î÷åðåäíîé ýëåìåíò âåêòî-

ðà ïîëó÷àåò çíà÷åíèå 1, åñëè ïðè ýòîì íå íàðóøàåòñÿ ãðàíèöà ïî âåñó è 0 � â

ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Åñëè íåçàïîëíåííûå ýëåìåíòû âåêòîðà ïîëîæèòü ðàâíûìè

0, òî ïîëó÷èòñÿ íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå x. Ïðè óñëîâèè f(x) > f0, ãäå f0

� ðåêîðä, f(x) ñòàíîâèòñÿ íîâûì ðåêîðäîì, à x � íîâûì ðåêîðäíûì ðåøåíè-

åì. Ïîñëå êàæäîãî øàãà ïðîèçâîäèòñÿ âû÷èñëåíèå îöåíêè ñ ïîìîùüþ ðåøåíèÿ
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Ðèñ. 6.6: Êîäèðîâàíèå ñîáûòèÿ ïåðåäà÷è ïîääåðåâà äðóãîìó ïðîöåññó â òåêóùåì âåêòîðå: à � ñòàíäàðòíûé

îáõîä, á � ñèòóàöèÿ, êîãäà ïîäçàäà÷à ïåðåäàíà äëÿ îáðàáîòêè äðóãîìó ïðîöåññîðó.

çàäà÷è ëèíåéíîé ðåëàêñàöèè. Åñëè îöåíêà íå ïðåâîñõîäèò ðåêîðä, òî âûïîëíÿ-

åòñÿ îáðàòíûé õîä àëãîðèòìà. Íà ýòîì ýòàïå ïðîèñõîäèò âîçâðàò â îáðàòíîì

íàïðàâëåíèè ïî âåêòîðó äî ïåðâîé åäèíèöû, êîòîðàÿ çàìåíÿåòñÿ 0 è àëãîðèòì

ïðîäîëæàåòñÿ ñî ñëåäóþùåé ïîçèöèè. Â òàêîé ðåàëèçàöèè âåêòîð ïðèìåíÿåòñÿ

äëÿ õðàíåíèÿ èíôîðìàöèè îá îáõîäå äåðåâà è ñîäåðæèò ïóòü îò êîðíÿ äåðåâà

äî òåêóùåé âåðøèíû. Îñîáåííîñòüþ àëãîðèòìà Ãîðîâèöà-Ñàõíè ÿâëÿåòñÿ òî,

÷òî ïóë ïîäçàäà÷ â ÿâíîì âèäå íå ôîðìèðóåòñÿ, ÷òî ïîçâîëÿåò ìèíèìèçèðî-

âàòü òðåáóåìûé ðàçìåð ïàìÿòè è ñîêðàòèòü îáúåì âû÷èñëåíèé, âûïîëíÿåìûõ

ïðè îäíîé îïåðàöèè äåêîìïîçèöèè. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îòñóòñòâèå ïóëà ïîäçà-

äà÷ âûñòóïàåò ïðåïÿòñòâèåì äëÿ ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè. Äåéñòâèòåëüíî, â

ñòàíäàðòíîé ðåàëèçàöèè ïîäçàäà÷à äëÿ ïåðåäà÷è âûáèðàåòñÿ èç ïóëà. Â äàííîì

ñëó÷àå ýòî äåéñòâèå íåâîçìîæíî âûïîëíèòü íåïîñðåäñòâåííî â ñâÿçè ñ òåì, ÷òî

ïóë íå èñïîëüçóåòñÿ.

Ïðåäëàãàåìîå íàìè ðåøåíèå äàííîé ïðîáëåìû îñíîâàíî íà ìîäèôèêàöèè àë-

ãîðèòìà Ãîðîâèöà-Ñàõíè. Ñòàíäàðòíûé àëãîðèòì Ãîðîâèöà-Ñàõíè êîäèðóåò èí-

ôîðìàöèþ îá îáõîäå â âåêòîðå ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0 îçíà÷àåò, ÷òî â ñîîòâåò-

ñòâóþùåì ìåñòå â äåðåâå áûëî âûáðàíî ïðàâîå ðåáðî, à ïîääåðåâî, ñîïîñòàâ-

ëåííîå ëåâîìó ðåáðó, óæå ïðîéäåíî íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ àëãîðèòìà. Åñëè â
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Ðèñ. 6.7: Êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì íà îñíîâå ñõåìû Ãîðîâèöà-Ñàõíè

íåêîòîðîé ïîçèöèè çàïèñàíà 1, òî áûëî âûáðàíî ðåáðî, ïîìå÷åííîå 1, à ïîääåðå-

âî, ñîîòâåòñòâóþùåå íóëåâîìó ðåáðó, åùå íå áûëî ïðîéäåíî. Àëãîðèòì ðàáîòàåò

òàê, ÷òî îáõîäó íå ïîäâåðãàëèñü ïîääåðåâüÿ, ñîåäèíåííûå ñ òåêóùèì ïóòåì íó-

ëåâûìè ðåáðàìè. Èìåííî òàêèå ïîääåðåâüÿ ìîæíî ïåðåäàâàòü äëÿ äàëüíåéøåé

îáðàáîòêè äðóãèì ïðîöåññàì. Ïðè ïåðåäà÷å íåîáõîäèìî èçìåíèòü äàííûå àëãî-

ðèòìà, ñòðåìÿñü, ÷òîáû ïåðåäàííîå ïîääåðåâî íå îáõîäèëîñü ïðîöåññîì, îñóùå-

ñòâèâøèì ïåðåäà÷ó. Äëÿ ýòîãî â ñîîòâåòñòâóþùóþ ïîçèöèþ òåêóùåãî âåêòîðà

çàïèñûâàåòñÿ 2 (ðèñ. 6.6).

Ïðè òàêîé ðåàëèçàöèè çíà÷åíèå 2 â íåêîòîðîé ïîçèöèè óêàçûâàåò íà òî, ÷òî

ïðè îáõîäå áûëî âûáðàíî åäèíè÷íîå ðåáðî, à ïîääåðåâî, ñîîòâåòñòâóþùåå íó-

ëåâîìó ðåáðó, îáðàáàòûâàåòñÿ äðóãèì ïðîöåññîì. Áàçîâûé àëãîðèòì Ãîðîâèöà-

Ñàõíè ïðè ýòîì ïîäâåðãàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ìîäèôèêàöèè: ïðè îáðàòíîì õîäå

àëãîðèòìà çíà÷åíèå 2 îáðàáàòûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî 0.

Ðàññìîòðåííàÿ ìîäèôèêàöèÿ ìåòîäà Ãîðîâèöà-Ñàõíè ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü

ñëåäóþùèé êîìáèíèðîâàííûé àëãîðèòì (ðèñ. 6.7). Íà ïðîöåññå ïîääåðæèâàåòñÿ

ïóë ïîäçàäà÷. Íà î÷åðåäíîì øàãå èç íåãî âûáèðàåòñÿ ïîäçàäà÷à, êîòîðàÿ ðåøà-

åòñÿ ìåòîäîì Ãîðîâèöà-Ñàõíè. Ïðè ýòîì åñëè àëãîðèòì çàâåðøèë ñâîþ ðàáîòó
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Ðèñ. 6.8: Âçàèìîäåéñòâèå ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö è ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ.

çà ÷èñëî øàãîâ, ìåíüøåå çàäàííîãî ïàðàìåòðà T , òî èç ïóëà èçâëåêàåòñÿ íîâàÿ

ïîäçàäà÷à. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïîñëå T èòåðàöèé àëãîðèòì ïðåðûâàåòñÿ è èç

ñôîðìèðîâàííîãî äåðåâà âåòâëåíèÿ âûäåëÿåòñÿ íå áîëåå M ïîäçàäà÷, ïðè ýòîì

òåêóùèé âåêòîð ìîäèôèöèðóåòñÿ ñïîñîáîì, óêàçàííûì â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå.

Ýòè ïîäçàäà÷è äîáàâëÿþòñÿ â ïóë. Ïîäçàäà÷è, õðàíèìûå â ïóëå, ìîãóò áûòü

èñïîëüçîâàíû äëÿ ïåðåäà÷è äðóãèì ïðîöåññàì ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ.

Ïðàâèëüíûé âûáîð ïàðàìåòðîâ T èM ÿâëÿåòñÿ âàæíåéøèì óñëîâèåì îáåñïå-

÷åíèÿ âûñîêîé ïðîèçâîäèòåëüíîñòè ñèñòåìû. Íà îñíîâàíèè ýêñïåðèìåíòîâ áûëî

óñòàíîâëåíî, ÷òî íàèëó÷øèå ðåçóëüòàòû ïîëó÷àþòñÿ â ñèòóàöèè, êîãäà T ≥ n,

ãäå n � ðàçìåðíîñòü çàäà÷è, à çíà÷åíèå ïàðàìåòðà M èçìåíÿåòñÿ äèíàìè÷åñêè

òàê, ÷òîáû ÷èñëî ïîäçàäà÷ â ïóëå íå ïðåâîñõîäèëî çàäàííîé âåëè÷èíû Q. Äðó-

ãèìè ñëîâàìè, M ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì âåëè÷èíå Q − Q′ , ãäå Q′ � ÷èñëî çàäà÷

â ïóëå â äàííûé ìîìåíò âðåìåíè. Âåëè÷èíó Q ñëåäóåò âûáèðàòü òàê, ÷òîáû

îáåñïå÷èòü íåîáõîäèìóþ çàãðóçêó ïðîöåññîâ ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ.

6.4.2 Èñïîëüçîâàíèå ýâðèñòèê äëÿ óñêîðåíèÿ ïîèñêà ýêñòðåìóìà

Äðóãèì ïîëåçíûì âàðèàíòîì êîìáèíèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ÌÂÃ è

ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ýòà òåõíîëîãèÿ èçâåñòíà è ïðèìåíÿåòñÿ äàâíî ïðè

ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè [159]. Â îáùåì âèäå âçà-
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èìîäåéñòâèå ÌÂÃ è ýâðèñòè÷åñêîãî àëãîðèòìà ïðîèñõîäèò â ñîîòâåòñòâèè ñî

ñëåäóþùåé ñõåìîé (ðèñ. 6.8): â ïðîöåññå ðåøåíèÿ ÌÂÃ ïðåäîñòàâëÿåò ýâðèñòè-

÷åñêîìó àëãîðèòìó äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ. Ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì îáðàáàòû-

âàåò ïîëó÷åííûå ðåøåíèÿ è, åñëè â ðåçóëüòàòå óäàåòñÿ óëó÷øèòü ðåêîðä, îí

ïåðåäàåòñÿ äëÿ îáðàáîòêè ÌÂÃ.

Ïðèìåíåíèå ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ÌÂÃ â ïîñëå-

äîâàòåëüíîì âàðèàíòå òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ,

êîòîðûå ìîãóò ñâåñòè íà íåò äîñòèãíóòûé âûèãðûø â ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è

ïðèâåñòè ê çàìåäëåíèþ ðàáîòû àëãîðèòìà. Íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëè-

òåëüíîì êîìïëåêñå ýòîãî óäàåòñÿ èçáåæàòü, òàê êàê ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

ìîãóò ðàáîòàòü ïàðàëëåëüíî ñ ÌÂÃ. Êðîìå òîãî, ñàìà ïðîöåäóðà ïîèñêà ëîêàëü-

íîãî ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà áîëåå ýôôåêòèâíî ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäîâ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Ïðèìåíåíèå ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ äëÿ óñêîðåíèÿ ðàáîòû ÌÂÃ â ïîñëå-

äîâàòåëüíîì âàðèàíòå òðåáóåò çíà÷èòåëüíûõ çàòðàò âû÷èñëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ,

êîòîðûå ìîãóò ñâåñòè íà íåò äîñòèãíóòûé âûèãðûø â ïðîèçâîäèòåëüíîñòè è

ïðèâåñòè ê çàìåäëåíèþ ðàáîòû àëãîðèòìà. Íà ìíîãîïðîöåññîðíîì âû÷èñëè-

òåëüíîì êîìïëåêñå ýòîãî óäàåòñÿ èçáåæàòü, òàê êàê ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

ìîãóò ðàáîòàòü ïàðàëëåëüíî ñ ÌÂÃ. Êðîìå òîãî, ñàìà ïðîöåäóðà ïîèñêà ëîêàëü-

íîãî ýêñòðåìóìà ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà áîëåå ýôôåêòèâíî ñ èñïîëüçîâàíèåì

ìåòîäîâ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé.

Ñ ó÷åòîì ïåðå÷èñëåííûõ îñîáåííîñòåé ðàçðàáîòàíà ñëåäóþùàÿ ñõåìà îðãà-

íèçàöèè ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ, ñîâìåùàþùåãî ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû

è ÌÂÃ (ðèñ. 6.9). Íà ðèñóíêå ââåäåíû ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ:

• M � ïðîöåññ, óïðàâëÿþùèé ðàáîòîé âñåãî ïðèëîæåíèÿ;

• B1, B2, B3 � ïðîöåññû, êîòîðûå âûïîëíÿþò îïåðàöèè âåòâëåíèÿ â ÌÂÃ;
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Ðèñ. 6.9: Îáùàÿ ñõåìà ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè ñîâìåñòíîé ðàáîòû ÌÂÃ è ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ

• BM � ïðîöåññ, êîîðäèíèðóþùèé ðàáîòó ïðîöåññîâ B1, B2, B3;

• H1, H2 � ïðîöåññû, êîòîðûå âûïîëíÿþò ýâðèñòè÷åñêèé ïîèñê;

• HM � ïðîöåññ, êîîðäèíèðóþùèé ïðîöåññû, âûïîëíÿþùèå ýâðèñòè÷åñêèé

ïîèñê.

Â íà÷àëå ðàáîòû ïðîöåññ M ñ÷èòûâàåò èñõîäíûå äàííûå çàäà÷è èç ôàéëà è

ðàññûëàåò èõ îñòàëüíûì ïðîöåññàì. ÌÂÃ âûïîëíÿåòñÿ ãðóïïîé, ñîñòîÿùåé èç

óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà BM è ðàáî÷èõ ïðîöåññîâ Bi. Ïî õîäó ðåøåíèÿ î÷åðåä-

íîé çàäà÷è-êàíäèäàòà íà ëþáîì èç ïðîöåññîâ Bi ìîæåò áûòü îïðåäåëåíî äîïó-

ñòèìîå ðåøåíèå. Åñëè ïðèíèìàåìîå íà íåì çíà÷åíèå öåëåâîé ôóíêöèè óëó÷øàåò

ðåêîðä, òî ýòî ðåøåíèå ïåðåñûëàåòñÿ óïðàâëÿþùåìó ïðîöåññó ýâðèñòè÷åñêîãî

ïîèñêà HM . Ïðîöåññ HM ïîëó÷àåò äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ îò ïðîöåññîâ Hi è

Bi, îáíîâëÿåò çíà÷åíèå ðåêîðäà è ðàññûëàåò åãî ïî âñåì ïðîöåññàì Bi, ðåà-

ëèçóþùèì ÌÂÃ. Äàëåå ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîäâåðãàåòñÿ ïðîöåäóðå ëîêàëüíîé

îïòèìèçàöèè. Äëÿ ýòîãî ïðîöåññHM íàïðàâëÿåò äîïóñòèìîå ðåøåíèå âñåì ïðî-

öåññàì Hi, âûïîëíÿþùèì ýâðèñòè÷åñêèé ïîèñê. Ïðèíÿâ äîïóñòèìîå ðåøåíèå,
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Òàáëèöà 6.3: Õàðàêòåðèñòèêè îáîðóäîâàíèÿ

Íàçâàíèå Ïðîöåññîðû Ñåòåâîå îáîðóäîâàíèå

MVS-15000BM 1148 ïðîöåññîðîâ PowerPC 970 2.2 GHz Myrinet

MVS-100Ê 1980 ïðîöåññîðîâ Intel Xeon E5450 (4 ÿäðà) 3 GHz In�niband DDR

ïðîöåññ Hi ïðèìåíÿåò ê íåìó ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì. Åñëè óäàåòñÿ óëó÷øèòü

ðåêîðä, òî ñîîòâåòñòâóþùåå äîïóñòèìîå ðåøåíèå ïîñûëàåòñÿ ïðîöåññó HM .

Ïðåäëàãàåìàÿ ñõåìà ìîæåò ïðèìåíÿòüñÿ â äâóõ âàðèàíòàõ: êîãäà ðàçëè÷íûå

ïðîöåññû Hi âûïîëíÿþò ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå àëãîðèòìû, ëèáî êîãäà îíè

ñîâìåñòíî îáðàçóþò îäèí ïàðàëëåëüíûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì.

Ïðèâåäåì îïðåäåëåíèå îêðåñòíîñòè äëÿ çàäà÷è î ðàíöå, äàííîå â [159]. Ïóñòü

z = (z1, . . . , z2) � äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Çàôèêñèðóåì s, 1 ≤ s ≤ n. Îêðåñòíî-

ñòüþ z íàçîâåì ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ðåøåíèé G(z), îòëè÷àþùèõñÿ îò z íå

áîëåå ÷åì â s êîìïîíåíòàõ, ðàñïîëîæåííûõ ïîäðÿä.

Ïóñòü z = (z1, . . . , zn) � íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå. Ïðåäëàãàåìûé àë-

ãîðèòì íàõîäèò îïòèìóì â îêðåñòíîñòè G(z) äàííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ ýòîãî äëÿ

êàæäîãî i ∈ 1, . . . , n ðåøàåòñÿ çàäà÷à îïòèìèçàöèè
∑k

j=i pjxj → max,
∑k

j=i pjxj ≤

C ′, ãäå k =


i+ s, i+ s ≤ n,

i+ s mod n, i+ s > n,

C ′ = C−
∑k

j=iwj. Èç íàéäåííûõ ðåøå-

íèé âûáèðàåòñÿ ðåøåíèå ñ íàèáîëüøèì çíà÷åíèåì öåëåâîé ôóíêöèè. Åñëè äëÿ

ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè âûäåëåíû ïðîöåññû H1, , Hk. Ïðîöåññ Hi ïðîñìàòðèâà-

åò íàáîðû äëèíû s, íà÷èíàþùèåñÿ ñ ïîçèöèé i, i+k, i+2k, . . . . Òàêèì îáðàçîì,

âñå ïðîöåññîðû àíàëèçèðóþò ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ

è ðàáîòà ðàñïðåäåëÿåòñÿ ðàâíîìåðíî.

Ïåðâàÿ ñåðèÿ ïðîâåäåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ áûëà íàïðàâëåíà íà èçó÷åíèå ýô-

ôåêòèâíîñòè ïðèìåíåíèÿ êîìáèíèðîâàííîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà íà îñ-

íîâå ìåòîäà Ãîðîâèöà-Ñàõíè. Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé

â ñîîòâåòñòâèè ñ áàçîâûì àëãîðèòìîì Ãîðîâèöà-Ñàõíè ñóùåñòâåííî ýôôåêòèâ-

íåé ïîäõîäà, îñíîâàííîãî íà êîïèðîâàíèè ïîäçàäà÷. Äëÿ ñðàâíåíèÿ ðàññìîòðèì
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Òàáëèöà 6.4: Âðåìÿ ðàáîòû (ñåê.) ðàçëè÷íûõ ðåàëèçàöèé ÌÂÃ

×èñëî ïåðåìåííûõ Âðåìÿ ðåøåíèÿ ÌÂÃ íà Âðåìÿ ðåøåíèÿ

â ïðèìåðå îñíîâå ïóëà ïîäçàäà÷ àëãîðèòìîì Ãîðîâèöà-Ñàõíè

20 5.17 0.18

24 77.19 2.56

28 1184.02 37.1

Òàáëèöà 6.5: Âðåìÿ ðåøåíèÿ äâóõ çàäà÷ ðàçëè÷íûìè áèáëèîòåêàìè

×èñëî ÿäåð 1 2 4 8 16 32

1

ALPS 16.7 19.2 6.57 3.12 2.55 1.85

PEBBL 137.2 56.3 35.5 23.6 17.1 15.2

BNB-Solver 1.32 0.69 0.34 0.18 0.11 0.07

2

ALPS - - - - - -

PEBBL 743.3 369.5 183.1 99.9 50.2 35.1

BNB-Solver 2.92 1.86 0.92 0.52 0.50 0.42

âàðèàíò çàäà÷è î ðàíöå, ïðåäëîæåííûé Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì [24]:
n∑

i=1

2xi → max,
n∑

i=1

2xi ≤ 2⌊n
2
⌋+ 1, xi ∈ {0, 1}. (6.1)

Îñîáåííîñòüþ ýòîãî ïðèìåðà ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîñòü ÷èñëà âåòâëåíèé îò

ñòðàòåãèè âåòâëåíèÿ. Ïîýòîìó åãî óäîáíî èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå òåñòà äëÿ

ñðàâíåíèÿ ýôôåêòèâíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ðåàëèçàöèè ÌÂÃ. Ýêñïåðè-

ìåíò ïðîâîäèëñÿ íà îäíîì èç óçëîâ ìíîãîïðîöåññîðíîãî âû÷èñëèòåëüíîãî êîì-

ïëåêñà ÌÂÑ-15000 ÁÌ, óñòàíîâëåííîì â Ìåæâåäîìñòâåííîì ñóïåðêîìïüþòåð-

íîì öåíòðå ÐÀÍ [24]. Õàðàêòåðèñòèêè ñóïåðêîìïüþòåðà ïðèâåäåíû â òàáë. 6.3.

Â òàáë. 6.4 ñîäåðæàòñÿ ðåçóëüòàòû èçìåðåíèÿ âðåìåíè ðàáîòû äëÿ ðàçëè÷íî-

ãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå, ïîëó÷åííûå ïðè ðåøåíèè ñ

ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà ÌÂÃ íà îñíîâå ïóëà ïîäçàäà÷ è ïîñëå-

äîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà Ãîðîâèöà-Ñàõíè íà îäíîì ïðîöåññîðå. Òàêîé ðåçóëüòàò

ÿâëÿåòñÿ îæèäàåìûì, åñëè ó÷åñòü, ÷òî íà êàæäîì øàãå àëãîðèòìà íå ïðîèçâî-

äèòñÿ êîïèðîâàíèÿ ïîäçàäà÷.

Îöåíêó ýôôåêòèâíîñòè ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà íà îñíîâå ñõå-

ìû Ãîðîâèöà-Ñàõíè ïðîâåäåì íà äâóõ ïðèìåðàõ. Ïåðâûé � ýòî çàäà÷à 6.1 ïðè

n = 24. Âòîðîé ïðèìåð ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè, êî-
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Òàáëèöà 6.6: Õàðàêòåðèñòèêè òåñòîâûõ ïðèìåðîâ

Name Iters Time n α

RND-1 0.17 · 109 33.04 104 2.9

RND-2 0.48 · 109 91.23 104 2.52

RND-3 6.2 · 109 1178.9 103 857

RND-4 9.2 · 109 1758.5 103 920

RND-5 2.4 · 109 464.44 103 667

òîðàÿ âõîäèò â ñîñòàâ áèáëèîòåêè PEBBL [197]. Â òàáëèöå 6.5 ïðèâåäåíû âðåìå-

íà ðåøåíèÿ ýòèõ ïðèìåðîâ ñ ïîìîùüþ ïðåäëàãàåìîãî â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå

ïîäõîäà (BNB-Solver) è äâóõ äðóãèõ îïòèìèçàöèîííûõ ïàêåòîâ, ïðè ðàçëè÷íîì

÷èñëå ÿäåð. Ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü íà ñóïåðêîìïüþòåðå MVS-100K. Ñ ïî-

ìîùüþ áèáëèîòåêè ALPS íå óäàëîñü ðåøèòü çàäà÷ó 2 çà ðàçóìíîå âðåìÿ. Èç

ïðèâåäåííîé òàáëèöû ñòàíîâèòñÿ ÿñíî, ÷òî âñå òðè áèáëèîòåêè îáåñïå÷èâàþò

îòíîñèòåëüíî õîðîøóþ ìàñøòàáèðóåìîñòü. Îäíàêî BNB-Solver ïî êðàéíåé ìå-

ðå â 10 ðàç áûñòðåå. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ ïðèìåíÿåìîé â BNB-Solver ýôôåêòèâíîé

ñõåìîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö íà áàçå âåêòîðà, òîãäà êàê äðóãèå

áèáëèîòåêè èñïîëüçîâàëè ìåíåå ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ íà áàçå ïóëà ïîäçà-

äà÷.

Ðàññìîòðåííûå òåñòîâûå ïðèìåðû îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî ÷èñëî âåð-

øèí â äåðåâå âåòâëåíèé íå çàâèñèò îò âûáðàííîé ñòðàòåãèè âåòâëåíèÿ. Äëÿ

òàêèõ ïðèìåðîâ ïðèìåíåíèå ýâðèñòèê íåýôôåêòèâíî. ×èñëîâîé õàðàêòåðèñòè-

êîé, ïðèáëèæåííî îòðàæàþùåé âîçìîæíûé ýôôåêò îò ïðèìåíåíèÿ ýâðèñòèê,

ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå ÷èñëà èòåðàöèé àëãîðèòìà Ãîðîâèöà-Ñàõíè â ñèòóàöèè, êî-

ãäà îïòèìóì íåèçâåñòåí çàðàíåå, ê ÷èñëó èòåðàöèé ýòîãî æå àëãîðèòìà, êîãäà

ïåðåä ïåðâûì øàãîì çíà÷åíèå ðåêîðäà ïîëàãàåòñÿ ðàâíûì îïòèìóìó. Â ïîñëåä-

íåì ñëó÷àå ðàáîòà àëãîðèòìà ñâîäèòñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó îïòèìàëüíîñòè. Áóäåì

íàçûâàòü ýòó âåëè÷èíó êîýôôèöèåíòîì âîñïðèèì÷èâîñòè ê ýâðèñòèêàì. Êî-

ýôôèöèåíò âîñïðèèì÷èâîñòè íå ìîæåò áûòü ìåíüøå åäèíèöû. Çíà÷åíèÿ ýòîãî

êîýôôèöèåíòà, áëèçêèå ê åäèíèöå, óêàçûâàþò íà íåâûñîêóþ âåðîÿòíîñòü òîãî,
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÷òî ïðèìåíåíèå ýâðèñòèê ïîçâîëèò ñóùåñòâåííî óñêîðèòü ðåøåíèå çàäà÷è. Íà-

ïðîòèâ, çàäà÷è ñ âûñîêèì êîýôôèöèåíòîì âîñïðèèì÷èâîñòè ìîãóò çíà÷èòåëüíî

âûèãðàòü îò ïðèìåíåíèÿ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Î÷åâèäíî, ÷òî èñïîëüçî-

âàíèå êîìáèíèðîâàííîãî ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà, ñî÷åòàþùåãî ýâðèñòèêè è

òî÷íûå ìåòîäû, äàñò îæèäàåìûé ýôôåêò òîëüêî äëÿ çàäà÷ ñ äîñòàòî÷íî âû-

ñîêèì êîýôôèöèåíòîì âîñïðèèì÷èâîñòè. Â òàáëèöå 6.6 ïðèâåäåíû ñëåäóþùèå

õàðàêòåðèñòèêè ïÿòè òàêèõ çàäà÷:

Name � íàçâàíèå çàäà÷è;

Iters � ïðèáëèæåííîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé ïîñëåäîâàòåëüíîãî àëãîðèòìà

Ãîðîâèöà-Ñàõíè;

Time � âðåìÿ ðåøåíèÿ íà îäíîì ïðîöåññîðå ìåòîäîì Ãîðîâèöà-Ñàõíè;

n � ÷èñëî ïåðåìåííûõ çàäà÷è;

α � êîýôôèöèåíò âîñïðèèì÷èâîñòè ê ðåêîðäó.

Çàäà÷è RND-1, RND-2 áûëè ñãåíåðèðîâàíû ïî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó: n =

104, wi = 2(103+ξ), pi = 2(103+ζ), C = 107+1 à çàäà÷è RND-3, RND-4, RND-5 �

ñëåäóþùèì îáðàçîì: n = 103, wi = 2(104+ξ), pi = 2(104+ζ), C = 107+1, ãäå ξ è ζ

� ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû â äèàïàçîíå [−2000, 2000].

Äëÿ ýêñïåðèìåíòîâ áûëî âûäåëåíî 16 ïðîöåññîðîâ âû÷èñëèòåëüíîãî êîì-

ïëåêñà MVS-100K. ×èñëî ïðîöåññîðîâ, âûïîëíÿþùèõ ýâðèñòè÷åñêèé ïîèñê è

çàäåéñòâîâàííûõ â ÌÂÃ, âàðüèðóåòñÿ. Ðàññìîòðèì ïîäðîáíî ðåçóëüòàòû èçìå-

ðåíèé äëÿ çàäà÷è RND-1, ïðèâåäåííûå â òàáë. 6.7. Â òàáëèöå ïðèâåäåíû ðåçóëü-

òàòû èçìåðåíèé âðåìåíè ðàáîòû ïàðàëëåëüíîãî àëãîðèòìà è ñóììàðíîãî (ïî

âñåì ïðîöåññîðàì, âûïîëíÿþùèì ÌÂÃ) ÷èñëà èòåðàöèé. Ïðèâåäåííûå ðåçóëü-

òàòû ïîêàçûâàþò, ÷òî ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé óâåëè÷èâàåòñÿ ñ ðîñòîì

äîëè ïðîöåññîâ, âûïîëíÿþùèõ ÌÂÃ. Ýòî îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ïðèìåíåíèå ýâ-

ðèñòèê ïîçâîëÿåò óñêîðèòü ïðîöåññ íàõîæäåíèÿ îïòèìóìà, è çàäåðæêàìè â ïå-

ðåäà÷å ðåêîðäà. Ïðè ýòîì, åñëè âñå 16 ïðîöåññîðîâ çàäåéñòâîâàíû â âûïîëíåíèè
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Òàáëèöà 6.7: Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ

ÌÂÃ/Ýâðèñòèêè Âðåìÿ Èòåðàöèè ÌÂÃ

1/15 12.24 0.061 · 109

2/14 6.37 0.062 · 109

3/13 4.74 0.063 · 109

4/12 4.27 0.064 · 109

5/11 4.05 0.065 · 109

6/10 4.00 0.072 · 109

7/9 3.86 0.074 · 109

8/8 3.66 0.076 · 109

9/7 3.45 0.079 · 109

10/6 3.24 0.08 · 109

11/5 3.27 0.082 · 109

12/4 3.48 0.093 · 109

13/3 3.39 0.093 · 109

14/2 3.63 0.104 · 109

15/1 5.25 0.203 · 109

16/0 17.16 0.927 · 109

ÌÂÃ, òî ñóììàðíîå ÷èñëî èòåðàöèé ïðåâîñõîäèò ÷èñëî èòåðàöèé â ïîñëåäîâà-

òåëüíîì âàðèàíòå â 5.4 ðàçà.

Ìîæíî ñäåëàòü ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå: ïðè áîëüøîé äîëå ïðîöåññîðîâ, âû-

ïîëíÿþùèõ ýâðèñòè÷åñêèé ïîèñê, ðåêîðä íàõîäèòñÿ áûñòðî, ÷òî ïðèâîäèò ê

ñóùåñòâåííîìó ñîêðàùåíèþ îáùåãî ÷èñëà âåòâëåíèé. Ïðè ýòîì íå óäàåòñÿ äî-

ñòè÷ü çíà÷èòåëüíîãî óñêîðåíèÿ, òàê êàê íà ÌÂÃ íå âûäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íîãî

ïðîöåññîðíîãî ðåñóðñà. Íàïðîòèâ, êîãäà áîëüøàÿ ÷àñòü ïðîöåññîðîâ çàäåéñòâî-

âàíà â âûïîëíåíèè ÌÂÃ, íå õâàòàåò ïðîöåññîðîâ äëÿ ýôôåêòèâíîé ðàáîòû ýâðè-

ñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ, ÷òî ïðèâîäèò ê óâåëè÷åíèþ ÷èñëà âåòâëåíèé è ñíèæàåò

ýôôåêòèâíîñòü. Îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ÷èñëà ïðîöåññîðîâ, çàäåéñòâîâàí-

íûõ â âûïîëíåíèè ÌÂÃ è ýâðèñòè÷åñêîì ïîèñêå, ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàæíåéøèõ

ïàðàìåòðîâ àëãîðèòìà è îïðåäåëÿåòñÿ îñîáåííîñòÿìè êîíêðåòíîé çàäà÷è.

Â òàáë. 6.8 ïðèâåäåíû ìèíèìàëüíîå âðåìÿ ðàáîòû àëãîðèòìà è ðàñïðåäåëå-

íèå ïðîöåññîâ ìåæäó ýâðèñòèêàìè è ÌÂÃ, ïðè êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì

âðåìåíè ðàáîòû. Âû÷èñëåíèÿ âûïîëíÿëèñü íà 16 ïðîöåññîðàõ âû÷èñëèòåëüíîãî
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Òàáëèöà 6.8: Îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ýâðèñòèê è ÌÂÃ

Çàäà÷à Âðåìÿ ðàáîòû (ñ) Îïòèìàëüíîå ñîîòíîøåíèå ÌÂÃ/ýâðèñòèêè

RND-1 3.21 10/6

RND-2 8.85 12/4

RND-3 0.46 11/5

RND-4 1.13 8/8

RND-5 0.69 14/2

êîìïëåêñà MVS-100K.

6.5 Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè áîëü-

øîé ðàçìåðíîñòè â ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäå

6.5.1 Àðõèòåêòóðà ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

Â íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàñïîðÿæåíèè îòäåëüíûõ èññëåäîâàòåëåé è íàó÷íûõ êîë-

ëåêòèâîâ, êàê ïðàâèëî, èìåþòñÿ ðåñóðñû ñëåäóþùèõ òèïîâ: ðàáî÷èå ñòàíöèè,

íåáîëüøèå ìíîãîïðîöåññîðíûå êîìïëåêñû, äîñòóïíûå â ìîíîïîëüíîì ðåæèìå,

ñóïåðêîìïüþòåðû êîëëåêòèâíîãî äîñòóïà. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ BNB-Grid

ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ,

ñîñòîÿùèõ èç óçëîâ ïåðå÷èñëåííîãî òèïà. BNB-Grid çàïóñêàåò è îðãàíèçóåò âçà-

èìîäåéñòâèå ïàðàëëåëüíûõ ïðèëîæåíèé, ðåøàþùèõ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ áèáëèî-

òåêè BNB-Solver íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ. Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðó-

åòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà: íà âåðõíåì óðîâíå ÷àñòè ðàáîòû

ðàñïðåäåëÿþòñÿ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðèëîæåíèÿìè, à äàëåå îíè ðàñïðåäå-

ëÿþòñÿ ïî ïðîöåññîðàì ñðåäñòâàìè áèáëèîòåêè BNB-Solver.

ßäðî ñèñòåìû ðåàëèçîâàíî íà ÿçûêå ïðîãðàììèðîâàíèÿ Java ñ èñïîëüçîâàíè-

åì ïðîìåæóòî÷íîãî ïðîãðàììíîãî îáåñïå÷åíèÿ Internet Communication Engine

(ICE) [208] � àíàëîãà CORBA. Êàæäûé âû÷èñëèòåëüíûé óçåë ïðåäñòàâëåí â

ñèñòåìå ðàñïðåäåëåííûì ýêçåìïëÿðîì îáúåêòà òèïà CE-Manager � Computing

Element Manager (Ðèñ. 6.10). Ýòîò îáúåêò ïðåäîñòàâëÿåò èíòåðôåéñ äëÿ çàïóñêà

è îñòàíîâêè ïðèëîæåíèé íà âû÷èñëèòåëüíîì óçëå. Êîîðäèíàöèÿ ðàáîòû îáú-
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Ðèñ. 6.10: Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé â BNB-Grid

åêòîâ òèïà CE-Manager îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ äðóãîãî ðàñïðåäåëåííîãî

îáúåêòà òèïà CS-Manager � Computing Space Manager. Ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ

ïîëüçîâàòåëÿ òàêæå ðåàëèçîâàí êàê ICE-îáúåêò, îáîçíà÷åííûé íà ðèñóíêå GUI

Manager.

ICE-îáúåêòû ðàçìåùàþòñÿ ëèáî íà îäíîì, ëèáî íà íåñêîëüêèõ êîìïüþòå-

ðàõ â ïðèäåëàõ ëîêàëüíîé ñåòè. Äîñòóï ê óäàëåííîìó âû÷èñëèòåëüíîìó óçëó

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïî ñëåäóþùåé ñõåìå (Ðèñ. 6.11). Îáúåêò CE-Manager óñòàíàâ-

ëèâàåò SSH-ñîåäèíåíèå ñ âíåøíèì óïðàâëÿþùèì ìîäóëåì óçëà, çàïóñêàåò íà

íåì ïðîöåññ CE-Server è óñòàíàâëèâàåò ñ íèì TCP/IP ñîåäèíåíèå. Åñëè óäàëåí-

íûé óçåë çàùèùåí ñåòåâûìè ýêðàíàìè, òî ïðèìåíÿåòñÿ ìåõàíèçì òóííåëèðî-

âàíèÿ ñåòåâîãî ñîåäèíåíèÿ ÷åðåç SSH-êàíàë. Ïðîöåññ CE-Server èíôîðìèðóåò

CE-Manager î ñîñòîÿíèè âû÷èñëèòåëüíîãî óçëà. Ïðè îáðûâå ñîåäèíåíèÿ èëè

ïåðåçàãðóçêå óçëà CE-Server ïåðåçàïóñêàåòñÿ. Ïðè ïîëó÷åíèè çàïðîñà íà çà-

ïóñê ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ CE-Manager ñîçäàåò îáúåêò APP-Manager, CE-

Server ñîçäàåò ïðîöåññ APP-Proxy, êîòîðûé çàïóñêàåò ïàðàëëåëüíîå ïðèëîæå-

íèå BNB-Solver íà óçëå. Ïðè ýòîì CS-Manager âçàèìîäåéñòâóåò ñ APP-Manager
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Ðèñ. 6.11: Çàïóñê ïðèëîæåíèé íà óäàëåííîì âû÷èñëèòåëüíîì óçëå è óñòàíîâëåíèå ñîåäèíåíèÿ

ñðåäñòâàìè ICE, à APP-Manager, â ñâîþ î÷åðåäü, óñòàíàâëèâàåò TCP/IP ñîåäè-

íåíèå ñ BNB-Solver ÷åðåç APP-Proxy. Ïðîöåññ APP-Proxy íåîáõîäèì, òàê êàê íà

ñóïåðêîìïüþòåðàõ îáùåãî äîñòóïà íåïîñðåäñòâåííûé äîñòóï èç âíåøíåé ñåòè

ê âû÷èñëèòåëüíûì ìîäóëÿì, êàê ïðàâèëî, íåâîçìîæåí. Íà îäíîì âû÷èñëèòåëü-

íîì óçëå ìîæåò áûòü çàïóùåíî íåñêîëüêî ýêçåìïëÿðîâ ïðèëîæåíèÿ BNB-Solver.

Òàêîé ïîäõîä ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì äëÿ ñóïåðêîìïüþòåðîâ êîë-

ëåêòèâíîãî äîñòóïà, ðàáîòàþùèõ ïîä óïðàâëåíèåì ñèñòåì ïàêåòíîé îáðàáîòêè.

Íà òàêèõ ñèñòåìàõ ïðèëîæåíèå, çàïðîñèâøåå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî ïðîöåñ-

ñîðîâ ìîæåò áûòü íàäîëãî ïîìåùåíî â î÷åðåäü â îæèäàíèè ñîîòâåòñòâóþùåãî

«îêíà» â ðàñïèñàíèè çàäàíèé. Â òî æå âðåìÿ, ïðèëîæåíèå, çàïðîñèâøåå ñóùå-

ñòâåííî ìåíüøåå ÷èñëî ïðîöåññîðîâ, ìîæåò áûòü çàïóùåíî ðàíåå. Ýòîò ýôôåêò

îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî ñèñòåìå ïàêåòíîé îáðàáîòêè ïðîùå ýôôåêòèâíî ðàçìå-

ùàòü íåáîëüøèå çàäàíèÿ. Ïîýòîìó, â ïðîâîäèìûõ ýêñïåðèìåíòàõ íà ñóïåðêîì-
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Ðèñ. 6.12: Îáùèé ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ ïîëüçîâàòåëÿ ñèñòåìû BNB-Grid

ïüþòåðàõ êîëëåêòèâíîãî äîñòóïà çàïóñêàëîñü îò ïÿòè äî äâàäöàòè ïðèëîæåíèé.

Âûäåëåíèå ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà ïîëüçîâàòåëÿ â îòäåëüíûé ICE-îáúåêò

ïðåñëåäóåò äâå öåëè. Âî-ïåðâûõ, äëÿ ðàáîòû â ñèñòåìå BNB-Grid ïîëüçîâàòåëþ

äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü íà ñâîåì ïåðñîíàëüíîì êîìïüþòåðå òîëüêî ýòîò êîìïî-

íåíò. Âî-âòîðûõ, ïðè òàêîì ïîäõîäå ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ ñòàíîâèòñÿ ëåãêî

çàìåíÿåìûì êîìïîíåíòîì, êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ íåîòúåìëåìîé ÷àñòüþ ñèñòåìû.

Îáùèé ãðàôè÷åñêèé èíòåðôåéñ (Ðèñ. 6.12) ïðåäîñòàâëÿåò âîçìîæíîñòè äëÿ çà-

ãðóçêè èñõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è, óïðàâëåíèÿ âû÷èñëèòåëüíûì ïðîñòðàíñòâîì,

çàãðóçêè è ñîõðàíåíèÿ ñîñòîÿíèÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è.

Ïðèìåð ñïåöèàëèçèðîâàííîãî ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà, îðèåíòèðîâàííîãî

íà ðàññìàòðèâàåìóþ äàëåå çàäà÷ó ïîèñêà ýíåðãåòè÷åñêè îïòèìàëüíîé êîíôîð-

ìàöèè ìîëåêóëÿðíîãî êëàñòåðà, ïðåäñòàâëåí íà Ðèñ. 6.13. Îí ïîçâîëÿåò ïðî-

ñìàòðèâàòü è ìîäèôèöèðîâàòü èñõîäíûå è ïîëó÷åííûå â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ

ìîëåêóëÿðíûå êëàñòåðû. Òàêèå âîçìîæíîñòè íåîáõîäèìû äëÿ èññëåäîâàíèÿ ãåî-

ìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ ýíåðãåòè÷åñêè-îïòèìàëüíûõ êëàñòåðîâ. Âìåñòå ñ ñèñòåìîé

õðàíåíèÿ êîíôîðìàöèé ýòîò èíòåðôåéñ îáðàçóåò ðàçâèòóþ îáîëî÷êó äëÿ èññëå-
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Ðèñ. 6.13: Âåðñèÿ ãðàôè÷åñêîãî èíòåðôåéñà ïîëüçîâàòåëÿ ñèñòåìû BNB-Grid äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà

ýíåðãåòè÷åñêè-ìèíèìàëüíûõ êîíôîðìàöèé ìîëåêóëÿðíûõ êëàñòåðîâ

äîâàíèÿ äàííîé çàäà÷è. Áîëåå ïîäðîáíî ýòà ñèñòåìà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [209].

Óïðàâëÿþùèå ìîäóëè BNB-Grid è çàïóùåííûõ ýêçåìïëÿðîâ áèáëèîòåêè BNB-

Solver îáðàçóþò èåðàðõè÷åñêóþ ñèñòåìó óïðàâëåíèÿ ðàñïðåäåëåíèåì âû÷èñëè-

òåëüíîé íàãðóçêè (Ðèñ. 6.14). Íà âåðõíåì óðîâíå ÷àñòè ðàáîòû ðàñïðåäåëÿþòñÿ

ICE-îáúåêòîì CS-Manager ìåæäó ýêçåìïëÿðàìè ïðèëîæåíèé BNB-Solver, à íà

íèæíåì � óïðàâëÿþùèì ïðîöåññîì (Master Process) ïðèëîæåíèÿ BNB-Solver

ìåæäó åãî ðàáî÷èìè ïðîöåññàìè (Worker Process). Ïîíÿòèå ÷àñòè ðàáîòû çàâè-

ñèò îò ïðèìåíÿåìîãî àëãîðèòìà: äëÿ ìåòîäîâ âåòâåé è ãðàíèö ÷àñòÿìè áóäóò

ïîäìíîæåñòâà ïðîñòðàíñòâà äîïóñòèìûõ ðåøåíèé, äëÿ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèò-

ìîâ � äîïóñòèìûå ðåøåíèÿ.

Èç-çà ïðèíóäèòåëüíîãî çàâåðøåíèÿ ïðèëîæåíèÿ ñèñòåìîé ïàêåòíîé îáðàáîò-

êè, ñåòåâîãî èëè àïïàðàòíîãî ñáîÿ, ýêçåìïëÿð BNB-Solver ìîæåò íå çàâåðøèòü

îáðàáîòêó âûäåëåííîé åìó ÷àñòè ðàáîòû. Äëÿ ïðåäîòâðàùåíèÿ ïîòåðè äàííûõ

â òàêîé ñèòóàöèè, CS-Manager ñîõðàíÿåò ðåçåðâíûå êîïèè ïåðåäàâàåìûõ çàäà-

íèé äëÿ êàæäîãî èç ýêçåìïëÿðîâ çàïóùåííûõ ïðèëîæåíèé. Â ñëó÷àå àâàðèéíî-

ãî çàâåðøåíèÿ ëþáîãî èç íèõ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðåçåðâíàÿ êîïèÿ âîçâðàùàåòñÿ
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Ðèñ. 6.14: Óïðàâëåíèå ðàñïðåäåëåíèåì âû÷èñëèòåëüíîé ðàáîòû â BNB-Grid

â îáùèé ïóë.

6.5.2 Ïðèìåíåíèå ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà BNB-Grid äëÿ íàõîæäåíèÿ ìèíèìó-

ìà ýíåðãèè ìîëåêóëÿðíîãî êëàñòåðà

Êëàñòåðàìè ïðèíÿòî íàçûâàòü ãðóïïû áëèçêî ðàñïîëîæåííûõ, òåñíî ñâÿçàííûõ

äðóã ñ äðóãîì àòîìîâ, ìîëåêóë, èîíîâ. Èçó÷åíèå êëàñòåðîâ èìååò âàæíåéøåå

çíà÷åíèå äëÿ ïîíèìàíèÿ ïðîöåññîâ êîíäåíñàöèè, ðàñ÷åòà ýëåêòðîííûõ è äèíà-

ìè÷åñêèõ õàðàêòåðèñòèê íàíîìàòåðèàëîâ, ñîçäàíèÿ íîâûõ èñòî÷íèêîâ ñâåòà è

ìíîãèõ äðóãèõ îáëàñòåé [210]. Îäíîé èç ôóíäàìåíòàëüíûõ çàäà÷ äàííîãî íà-

ïðàâëåíèÿ ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðû, èëè, êàê èíîãäà

ãîâîðÿò, êîíôîðìàöèè êëàñòåðà, ñîîòâåòñòâóþùåé ìèíèìàëüíîé ýíåðãèè âçàè-

ìîäåéñòâèÿ âõîäÿùèõ â íåãî ÷àñòèö. Òàêèå êîíôîðìàöèè íàèáîëåå ÷àñòî íàáëþ-

äàþòñÿ â âåùåñòâå ïðè îïðåäåëåííûõ óñëîâèÿõ, íàïðèìåð âî âðåìÿ ïåðåõîäà îò

ìîëåêóëÿðíîãî ê êîíäåíñèðîâàííîìó ñîñòîÿíèþ.

Øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ ìîäåëü, ïðè ó÷èòûâàþòñÿ òîëüêî ïàðíîå âçàèìîäåé-

ñòâèÿ ÷àñòèö, âõîäÿùèõ â êëàñòåð. Ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ äâóõ ÷àñòèö çàäà-

åòñÿ ïàðíûì ïîòåíöèàëîì v(r): ôóíêöèåé îäíîãî àðãóìåíòà, êîòîðàÿ îïðåäåëÿ-

åò çàâèñèìîñòü ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ îò ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ÷àñòèöàìè. Ïðè
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ýòîì ýíåðãèÿ âçàèìîäåéñòâèÿ âñåõ ÷àñòèö êëàñòåðà îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà

ýíåðãèè ïàðíûõ âçàèìîäåéñòâèé âõîäÿùèõ â íåãî n ÷àñòèö:

E(x) =
n−1∑
i=1

n∑
j=i+1

v(rij) (6.2)

ãäå rij � ðàññòîÿíèå ìåæäó ÷àñòèöàìè i è j, à âåêòîð x ñîäåðæèò 3n äåêàð-

òîâûõ êîîðäèíàò ýòèõ ÷àñòèö. Òàê êàê ýòà ìîäåëü îáû÷íî ïðèìåíÿåòñÿ äëÿ

ìîäåëèðîâàíèÿ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç îäèíàêîâûõ àòîìîâ, òî ÷à-

ñòèöû êëàñòåðà áóäåì òàêæå íàçûâàòü àòîìàìè. Ïðè èññëåäîâàíèè ðàçëè÷íûõ

âåùåñòâ è ïðîöåññîâ ïðèìåíÿþòñÿ ðàçëè÷íûå ïîòåíöèàëû. Â äàííîé ðàáîòå

îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òðåõ ðàñïðîñòðàíåííûõ ïîòåíöèàëîâ: Ëåííàðäà-

Äæîíñà vLJ(r) = r−12 − 2r−6, Ìîðçå vM(r) = eρ(1−r)(eρ(1−r) − 2) è Äçóãóòîâà

vD(r) = A(r−m−B)ec/(r−a)Θ(a−r)+Bed/(b−r)Θ(b−r). Ýòè ïîòåíöèàëû ïðèìåíÿ-

þòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ñòðóêòóðû ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ âåùåñòâ. Êëàñòåðû

Ëåííàðäà-Äæîíñà âñòðå÷àþòñÿ â èíåðòíûõ ãàçàõ, Äçóãóòîâà � â ñòðóêòóðàõ

ìåòàëëîâ è ñòåêîë. Ïàðàìåòð ρ â ïîòåíöèàëå Ìîðçå ïîçâîëÿåò ìîäåëèðîâàòü

ðàçëè÷íûå âåùåñòâà. Îáû÷íî ðàññìàòðèâàþò âàðèàöèè ýòîãî ïàðàìåòðà â äèà-

ïàçîíå 3-14.

Íàõîæäåíèþ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ôóíêöèè (6.2) ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå

÷èñëî ðàáîò. Ñóùåñòâóåò áàçà äàííûõ [211], â êîòîðîé ïåðå÷èñëåíû íàèìåíü-

øèå íàéäåííûå çíà÷åíèÿ ýíåðãèè è ñîîòâåòñòâóþùèå êîíôîðìàöèè äëÿ ðàç-

ëè÷íîãî ÷èñëà àòîìîâ è ðàçíûõ ïîòåíöèàëîâ âçàèìîäåéñòâèÿ. Äëÿ íàõîæäåíèÿ

ìèíèìóìà ôóíêöèè ýíåðãèè ïðèìåíÿëèñü ðàçëè÷íûå ìåòîäû, êîòîðûå ìîæíî

óñëîâíî ðàçäåëèòü íà äâå êàòåãîðèè. Ê ïåðâîé îòíîñÿòñÿ ïîäõîäû, íå èñïîëü-

çóþùèå ñïåöèôè÷íûå äëÿ äàííîé çàäà÷è ñâîéñòâà öåëåâîé ôóíêöèè, ò.å. íåñïå-

öèàëèçèðîâàííûå ìåòîäû îïòèìèçàöèè. Âî âòîðóþ êàòåãîðèþ âõîäÿò ìåòîäû,

èñïîëüçóþùèå ñïåöèôèêó çàäà÷è. Íà÷íåì ñ ðàññìîòðåíèÿ âòîðîé êàòåãîðèè.

Ýòè ìåòîäû îñíîâàíû íà îáùèõ ãåîìåòðè÷åñêèõ çàêîíîìåðíîñòÿõ, íàáëþäàå-
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ìûõ äëÿ êîíôîðìàöèé ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé. Íàïðèìåð, áûëî çàìå÷åíî, ÷òî

ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî êëàñòåðîâ â ìîäåëè Ëåííàðäà-Äæîíñà èìåþò èêîñà-

ýäðàëüíóþ ñòðóêòóðó [212]. Èçó÷åíèå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñâîéñòâ êëàñòåðîâ Ìîðçå

ïîêàçàëè, ÷òî ìèíèìóìû ìîãóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçëè÷íûì òèïàì ðåøåòîê, íî,

ïðè ýòîì, òÿãîòåþò ê ñèììåòðè÷íîé ñôåðè÷åñêîé ôîðìå [213]. Ïîäîáíûå íàáëþ-

äåíèÿ ïðèâåëè ê ñîçäàíèþ ãåîìåòðè÷åñêè-îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ ìèíèìèçàöèè

ôóíêöèè (6.2), êîòîðûå íà äàííûé ìîìåíò ïðèçíàíû íàèáîëåå ýôôåêòèâíûìè

äëÿ äàííîé çàäà÷è.

Íåñìîòðÿ íà âûñîêóþ ýôôåêòèâíîñòü ãåîìåòðè÷åñêè-îáîñíîâàííûõ ìåòîäîâ,

îíè èìåþò ðÿä ñóùåñòâåííûõ íåäîñòàòêîâ. Âî-ïåðâûõ, äàííûå ìåòîäû îðèåí-

òèðîâàíû íà äîñòàòî÷íî óçêèé êëàññ çàäà÷, ïîýòîìó äëÿ êàæäîé ðàññìàòðèâàå-

ìîé ìîäåëè âçàèìîäåéñòâèÿ òðåáóåòñÿ ðàçðàáàòûâàòü ñâîé ìåòîä. Â ÷àñòíîñòè,

ìåòîäû, îñíîâàííûå íà èêîñàýäðàëüíûõ ðåøåòêàõ, ïîêàçàâøèå âûñîêóþ ýôôåê-

òèâíîñòü ïðè îòûñêàíèè ýíåðãåòè÷åñêè-îïòèìàëüíûõ êîíôîðìàöèé êëàñòåðîâ

Ëåííàðäà-Äæîíñà, íå ïîçâîëÿþò ñòîëü æå ýôôåêòèâíî íàõîäèòü ìèíèìóìû

äëÿ ïîòåíöèàëà Ìîðçå. Âî-âòîðûõ, àïðèîðíûå ïðåäïîëîæåíèÿ î ãåîìåòðè÷å-

ñêîé ïðèðîäå êëàñòåðà ìîãóò ñòàòü ïðè÷èíîé îøèáîê â íàõîæäåíèè ìèíèìó-

ìîâ, ÷òî áûëî ïðîäåìîíñòðèðîâàíî â ðàáîòå [214]. Ïîýòîìó, áîëüøîå âíèìàíèå

óäåëÿåòñÿ òàêæå ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è íåñïåöèàëèçèðîâàííûìè îïòèìèçà-

öèîííûìè ìåòîäàìè. Ñ÷èòàåòñÿ [215], ÷òî òàêèå ìåòîäû îáÿçàòåëüíî äîëæíû

ïðèìåíÿòüñÿ äëÿ âåðèôèêàöèè ðåçóëüòàòîâ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííîé îïòè-

ìèçàöèè, îñíîâàííîé íà ãåîìåòðè÷åñêèõ ñîîáðàæåíèÿõ.

Ê ñîæàëåíèþ, ïîïûòêè ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è ìåòîäàìè, ãàðàí-

òèðóþùèìè ãëîáàëüíóþ îïòèìàëüíîñòü, íå óâåí÷àëèñü óñïåõîì äëÿ êëàñòåðîâ

èç 8 è áîëåå àòîìîâ [216]. Ïîýòîìó â êà÷åñòâå íàèáîëåå ïåðñïåêòèâíûõ ïîäõî-

äîâ ê ðåøåíèþ äàííîé çàäà÷è ðàññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå ýâðèñòè÷åñêèå àë-

ãîðèòìû. Îäíèì èç íàèáîëåå èçâåñòíûõ àëãîðèòìîâ, õîðîøî çàðåêîìåíäîâàâ-

215



øèõ ñåáÿ ïðè ðåøåíèè çàäà÷è ïîèñêà êîíôîðìàöèè ñ ìèíèìàëüíîé ýíåðãèåé

âçàèìîäåéñòâèÿ, ÿâëÿåòñÿ ëîêàëüíî-ñòîõàñòè÷åñêèé ìåòîä Monotonic Sequence

Basin-Hoping (MSBH), ïðåäëîæåííûé â [214]. Ñóòü ïîäõîäà ñîñòîèò â êîìáèíà-

öèè íåçíà÷èòåëüíûõ ñäâèãîâ â ïðîñòðàíñòâå äîïóñòèìûõ ðåøåíèÿ è ëîêàëüíîãî

ïîèñêà. Áîëåå ïîäðîáíî ýòîò àëãîðèòì ðàññìàòðèâàåòñÿ äàëåå. MSBH ïîçâî-

ëèë íàéòè âñå èçâåñòíûå ýíåðãåòè÷åñêè-îïòèìàëüíûå êîíôîðìàöèè êëàñòåðîâ

Ëåííàðäà-Äæîíñà â äèàïàçîíå 3-150 àòîìîâ. Ïðè ýòîì óäàëîñü óëó÷øèòü íåêî-

òîðûå ðàíåå íàéäåííûå ìèíèìóìû [108]. Íåñîìíåííûì äîñòîèíñòâîì äàííîãî

àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ åãî ïðîñòîòà è ïðèìåíèìîñòü äëÿ øèðîêîãî êëàññà çàäà÷.

Îñíîâíûì íåäîñòàòêîì ÿâëÿåòñÿ âûñîêàÿ ðåñóðñîåìêîñòü. Â ÷àñòíîñòè, äî áëè-

æàéøåãî âðåìåíè íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ýòîãî àëãîðèòìà íå ïîçâîëÿëî

ïîëó÷èòü èçâåñòíûå ìèíèìóìû äëÿ êëàñòåðîâ Ìîðçå ïðè â äèàïàçîíå 40-80

àòîìîâ [109].

Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è áûë ïðèìåíåí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ BNB-

Grid, ðàññìîòðåííûé â ïðåäûäóùåì ïóíêòå. Â âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå

áûëè çàäåéñòâîâàíû ñóïåðêîìïüþòåðû ðàçëè÷íûõ îðãàíèçàöèé (ÌÑÖ ÐÀÍ, ÂÖ

ÐÀÍ, ÈÑÏ ÐÀÍ, ÒÃÓ). Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî îáúåäèíåíèå ðåñóð-

ñîâ ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñðåäû ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü

ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëåíèé è ðàñøèðèòü îáëàñòü ïðèìåíèìîñòè äàííîãî ìå-

òîäà. Â ÷àñòíîñòè, ñ èñïîëüçîâàíèåì ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

áûëè ïîëó÷åíû èçâåñòíûå ýíåðãåòè÷åñêè-îïòèìàëüíûå êîíôîðìàöèè êëàñòå-

ðîâ Ìîðçå äëÿ 70, 75, 80, 85, 90, 100 àòîìîâ, ÷òî íå óäàâàëîñü ñäåëàòü ðàíåå

íà îäíîïðîöåññîðíûõ ñèñòåìàõ ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííîãî ìåòîäà. Ïîëó÷åííûé

ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíñîëèäàöèÿ áîëüøîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè

íåñêîëüêèõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿåò óñïåøíî ðåøàòü çàäà÷è îïòèìèçàöèè

ñòðóêòóðû ìîëåêóëÿðíûõ êëàñòåðîâ äëÿ ðàçìåðíîñòåé è ïîòåíöèàëîâ, êîòîðûå

ðàíåå óäàâàëîñü ðåøèòü òîëüêî ñ ïðèìåíåíèåì ãåîìåòðè÷åñêè-îáîñíîâàííûõ
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ïîäõîäàõ. Ýòîò ôàêò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì, òàê êàê ïðèìåíåíèå íåñïåöèà-

ëèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ òðåáóåò ìåíüøå óñèëèé ïî ñîçäàíèþ íîâûõ àëãîðèòìîâ,

îñíîâàííûõ íà àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãåîìåòðè÷åñêîé ñòðóêòóðå õèìè-

÷åñêîãî ñîåäèíåíèÿ. Êðîìå òîãî, íåñïåöèàëèçèðîâàííûå ìåòîäû ìîãóò ðàññìàò-

ðèâàòüñÿ êàê ïðîâåðî÷íûå äëÿ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûì ïîäõîäîâ.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë ïðèìåíåí àëãîðèòì MSBH (Monotonic Sequence

Basin Hopping). Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíóþ âåðñèþ àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì MSBH

Ïàðàìåòðû:

x0 � íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå,

Nmax � ìàêñ. ÷èñëî ñäâèãîâ,

r � îêðåñòíîñòü ñäâèãà.

1. x := x0, I := 0

2. Ïîêà I < Nmax

• Ñãåíåðèðîâàòü x′ = x+ ζ, ∥ζ∥ ≤ r � ëîêàëüíûé ñëó÷àéíûé ñäâèã.

• Ïðèìåíèòü àëãîðèòì ëîêàëüíîé îïòèìèçàöèè x′′ = L(x).

• Åñëè f(x′′) < f(x), òî x := x′′, I := 0, èíà÷å I := I + 1.

3. Âåðíóòü x.

Íà ïðàêòèêå àëãîðèòì MSBH ÷àùå âñåãî ïðèìåíÿåòñÿ âìåñòå ñ êàêèì-ëèáî

àëãîðèòìîì, ãåíåðèðóþùèì íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ � íàïðèìåð, ìåòîäîìÌîíòå-

Êàðëî. Ìû ïðèìåíÿëè âàðèàíò, ïðåäëîæåííûé â ðàáîòå [214], â êîòîðîì íåêîòî-

ðîå êîëè÷åñòâî íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ãåíåðèðóåòñÿ ñëó÷àéíî â êóáå [−1, 1]3n.

Äàëåå ñãåíåðèðîâàííûå òî÷êè èñïîëüçóþòñÿ â êà÷åñòâå íà÷àëüíûõ äëÿ MSBH.

Òàêîé àëãîðèòì èäåàëüíî ïîäõîäèò äëÿ ðåàëèçàöèè â ñðåäå ïàðàëëåëüíûõ è

ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé, òàê êàê ðàçëè÷íûå íà÷àëüíûå ïðèáëèæåíèÿ ìî-
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Òàáëèöà 6.9: Âû÷èñëèòåëüíûå óçëû

Íàçâàíèå Àðõèòåêòóðà ×èñëî ÿäåð Ìåñòîïîëîæåíèå

1 MVS100K Intel Xeon 5365, 3 GHz 7856 ÌÑÖ ÐÀÍ(Ìîñêâà)

2 MVS6K Intel Itanium II, 2.2 GHz 256 ÂÖ ÐÀÍ (Ìîñêâà)

3 OMEGA Intel Xeon 5355, 2.66 GHz 88 ÈÑÏ ÐÀÍ (Ìîñêâà)

4 TSTU Pentium IV, 3.2 GHz 8 ÒÃÓ (Òàìáîâ)

5 DCS Pentium IV, 3.2GHz 1 ÈÑÀ ÐÀÍ (Ìîñêâà)

ãóò îáðàáàòûâàòüñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì. Ïàðàëëåëüíàÿ âåðñèÿ àëãîðèòìà ïî-

ñòðîåíà ïî ñõåìå "óïðàâëÿþùèé-ðàáî÷èå":

Óïðàâëÿþùèé ïðîöåññ:

1. Ïîêà I < Ms

• Ñãåíåðèðîâàòü x ∈ X � ñëó÷àéíàÿ òî÷êà.

• Ïðèíÿòü îò îñâîáîäèâøåãîñÿ ðàáî÷åãî ïðîöåññà x0, xr := min(xr, x0).

• Ïîñëàòü ñâîáîäíîìó ðàáî÷åìó ïðîöåññó òî÷êó x, I := I + 1.

2. Âåðíóòü xr.

Ðàáî÷èé ïðîöåññ:

1. Ïîêà íå ïîëó÷åíî óñëîâèå îñòàíîâà:

• Ïðèíÿòü îò óïðàâëÿþùåãî ïðîöåññà òî÷êó x.

• Ïðèìåíèòü MSBH ê x, ïîëó÷èòü x0.

• Ïîñëàòü x0 óïðàâëÿþùåìó ïðîöåññó.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïðîâîäèëèñü äëÿ ïîòåíöèàëîâ

Ëåííàðäà-Äæîíñà, Äçþãóòîâà è Ìîðçå. Â âû÷èñëåíèÿõ áûëè çàäåéñòâîâàíû

âû÷èñëèòåëüíûå óçëû, ïðèâåäåííûå â òàáëèöå 6.9.Íà íà÷àëüíîé ñòàäèè ýêñïå-

ðèìåíòîâ óçëû 4, 5 áûëè âîñòðåáîâàíû, òàê êàê èç-çà çàãðóæåííîñòè ñóïåðêîì-

ïüþòåðîâ êîëëåêòèâíîãî äîñòóïà 1,3 íå óäàâàëîñü îïåðàòèâíî ïîëó÷èòü áîëü-

øîå êîëè÷åñòâî âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð. Â äàëüíåéøåì, â ñâÿçè ñ ïîÿâëåíèåì
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Òàáëèöà 6.10: Íàèëó÷øèå çíà÷åíèÿ r

Ïîòåíöèàë çíà÷åíèå r

Ìîðçå ρ = 6 0.4

Ìîðçå ρ = 14 0.35

Ëåííàðä-Äæîíñ 0.4

Äçþãóòîâ 0.4

äîñòóïà íà êëàñòåð 3 è óâåëè÷åíèè ÷èñëà äîñòóïíûõ ÿäåð íà ÌÂÑ 100Ê, íåîá-

õîäèìîñòü èñïîëüçîâàòü â ðàñ÷åòàõ ìàëîìîùíûå óçëû 4 è 5 ïðàêòè÷åñêè îòïà-

ëà. Ïðèâîäèìûå íèæå ðåçóëüòàòû áûëè ïîëó÷åíû íà ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìå,

ñîñòîÿùåé èç óçëîâ 1-3. Ïðè ýòîì îáùåå ÷èñëî çàäåéñòâîâàííûõ ïðîöåññîðîâ

äîñòèãàëî 512. Ñðåäíåå ÷èñëî êîëåáàëîñü â èíòåðâàëå ïðèáëèçèòåëüíî 200-512

è çàâèñåëî îò òåêóùåé çàãðóæåííîñòè èñïîëüçóåìûõ êëàñòåðîâ.

Àëãîðèòì MSBH óïðàâëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè: êîëè÷åñòâîì íà-

÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ñäâèãîâNmax â àëãîðèòìå MSBH

äî ìîìåíòà óëó÷øåíèÿ, è ìàêñèìàëüíûì ðàäèóñîì âîçìóùåíèÿ r. Ñíà÷àëà äëÿ

êàæäîãî èç ðàññìàòðèâàåìûõ ïîòåíöèàëîâ ïðîâîäèëàñü íåáîëüøàÿ ñåðèÿ ïðåä-

âàðèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ óñòàíîâëåíèÿ íàèëó÷øåãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà

r. Êàê îòìå÷àåòñÿ â ðàáîòå [214], ýòî çíà÷åíèå ïðàêòè÷åñêè íå çàâèñèò îò ÷èñëà

àòîìîâ, à îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âèäîì ïîòåíöèàëà. Â òàáëèöå 6.10 ïðèâåäåíû

íàèëó÷øèå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà r äëÿ ðàçëè÷íûõ ïîòåíöèàëîâ.

Â ïåðâîì âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå îòûñêèâàëñÿ ìèíèìóì ýíåðãèè êëà-

ñòåðà Ëåííàðäà-Äæîíñà èç 98 àòîìîâ. Èçâåñòíî, ÷òî äàííàÿ êîíôîðìàöèÿ ÿâëÿ-

åòñÿ îäíîé èç íàèáîëåå ñëîæíûõ äëÿ îòûñêàíèÿ [108,109]. Îáíàðóæåíèå íîâîãî

ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà äëÿ 98 àòîìîâ ñòàëî çàìåòíûì ñîáûòèåì â ñâîå âðåìÿ,

ïîñëóæèâøèì îñíîâàíèåì äëÿ ïóáëèêàöèè [108]. Ðåçóëüòàò âû÷èñëèòåëüíîãî

ýêñïåðèìåíòà ïðèâåäåí â ñòðîêå 1 òàáëèöû 6.11. Ïàðàìåòð Nmax ïîëàãàëñÿ ðàâ-

íûì 8192. Äëÿ îáðàáîòêè 512 íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé ïîòðåáîâàëîñü 43 ìèíó-

òû, íà ïðîòÿæåíèè êîòîðûõ íàèìåíüøåå èçâåñòíîå íà íàñòîÿùåå âðåìÿ çíà÷åíèå

öåëåâîé ôóíêöèè áûëî íàéäåíî 8 ðàç. Íà îñíîâàíèè ýòîãî ìîæíî ñäåëàòü âû-
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Òàáëèöà 6.11: Ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Ïîòåíöèàë ×èñëî ×èñëî Nmax Îáùåå âðåìÿ Êîëè÷åñòâî Íàéäåííûé Íàèëó÷øèé

àòîìîâ íà÷. ðàñ÷åòîâ �ïîïàäàíèé� ìèíèìóì èçâåñòíûé

ïðèáë. (ìèí) ìèíèìóì

1 Ëåííàðä-Äæîíñ 98 512 8192 43 8 -543.665361 -543.665361

2 Ìîðçå ρ = 6 85 512 8192 63 3 -405.246158 -405.246158

3 Ìîðçå ρ = 6 90 512 8192 91 74 -433.355380 -433.355380

4 Ìîðçå ρ = 6 100 512 8192 96 98 -488.675685 -488.675685

5 Ìîðçå ρ = 14 70 1024 8192 174 9 -292.462856 -292.462856

6 Ìîðçå ρ = 14 75 1024 8192 205 2 -318.407330 -318.407330

7 Ìîðçå ρ = 14 80 1024 8192 244 3 -340.811371 -340.811371

8 Ìîðçå ρ = 14 85 1024 8192 188 5 -363.891261 -363.893075

9 Ìîðçå ρ = 14 85 512 32768 372 2 -363.893075 -363.893075

10 Ìîðçå ρ = 14 90 1024 8192 266 2 -388.401652 -388.401652

11 Ìîðçå ρ = 14 100 1024 8192 232 8 -439.070547 -439.070547

12 Äçþãóòîâ 50 1024 8192 175 2 -104.366189 -104.366189

13 Äçþãóòîâ 100 1024 8192 175 1 -218.678229 -219.523265

14 Äçþãóòîâ 100 1024 32768 371 1 -218.744395 -219.523265

âîä î òîì, ÷òî ïðèìåíÿåìûé ìåòîä ïîçâîëÿåò óâåðåííî íàõîäèòü îïòèìàëüíóþ

êîíôèãóðàöèþ.

Âòîðàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâîäèëàñü äëÿ ïîòåíöèàëà Ìîðçå ïðè ρ = 6.

Áûëî âûáðàíî òàêæå 512 íà÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèé, Nmax ïîëàãàëîñü ðàâíûì

8192. Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ äëÿ 85, 90 è 100 àòîìîâ ïðèâåäåíû â ñòðîêàõ 2-4

òàáëèöû 6.11. Óäàëîñü óëó÷øèòü ìèíèìóì äëÿ 85 àòîìîâ, ðàíåå íàéäåííûé ñ

ïðèìåíåíèåì ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé[17]. Èíòåðåñíî îòìåòèòü î÷åíü áîëü-

øîå ÷èñëî ïîïàäàíèé â òî÷êó ìèíèìóìà äëÿ N = 90, 100, è òî, ÷òî íàõîæäåíèå

ìèíèìóìà äëÿ N = 85 àòîìîâ îêàçàëîñü áîëåå ñëîæíîé çàäà÷åé ïî ñðàâíåíèþ

ñ N = 90 è N = 100.

Òðåòüÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâîäèëàñü äëÿ ïîòåíöèàëà Ìîðçå ïðè ρ = 14,

êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê íàèáîëåå ñëîæíûé ñ òî÷êè çðåíèÿ îòûñêàíèÿ ìè-

íèìóìà ïî ñðàâíåíèþ ñ äðóãèìè çíà÷åíèÿìè ïàðàìåòðà. Áûëè âçÿòû 1024 íà-

÷àëüíûõ ïðèáëèæåíèÿ, ïàðàìåòð Nmax áûë âûáðàí ðàâíûì 8192. Ðåçóëüòàòû

ýêñïåðèìåíòîâ äëÿ 70, 75, 80, 85, 90, 100 àòîìîâ ïðèâåäåíû â ñòðîêàõ 5-10 òàá-

ëèöû 6.11. Äëÿ 70, 75, 80, 90 è 100 àòîìîâ íàéäåííûå ìèíèìóìû ñîâïàëè ñ íàé-
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äåííûìè ñ ïîìîùüþ ãåîìåòðè÷åñêè-îáîñíîâàííîãî àëãîðèòìà Dynamic Lattice

Search [212]. Óäàëîñü óëó÷øèòü ìèíèìóìû äëÿ 85 è 90 àòîìîâ, ðàíåå íàéäåííûå

ñ ïðèìåíåíèåì ïàðàëëåëüíîé ðåàëèçàöèè MSBH [217].

Ñëåäóþùàÿ ñåðèÿ ýêñïåðèìåíòîâ ïðîâîäèëàñü äëÿ ïîòåíöèàëà Äçþãóòîâà

(òàáëèöà 3, ñòðîêè 11-13). Èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ìèíèìóìîâ áûëè ïîëó÷åíû ñ

èñïîëüçîâàíèåì àëãîðèòìà [215], ïðåäëîæåííîãî Äîéå, êîòîðûé îòëè÷àåòñÿ îò

MSBH òåì, ÷òî ìîäèôèêàöèÿ ðåøåíèé ïðîâîäèòñÿ íà îñíîâå ãåîìåòðè÷åñêèõ ñî-

îáðàæåíèé (ñäâèãàþòñÿ àòîìû), à òàêæå äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîíôèãóðàöèè èç N+1

àòîìà èñïîëüçóåòñÿ êîíôèãóðàöèÿ èç N àòîìîâ, ïîëó÷åííàÿ ïðè ïðåäûäóùèõ

ðàñ÷åòàõ. Áûëè ïðîâåäåíû ðàñ÷åòû äëÿ 50 è 100 àòîìîâ. Äëÿ 50 àòîìîâ òå æå

ïàðàìåòðû, ÷òî è äëÿ êëàñòåðîâ Ìîðçå äàëè õîðîøèå ðåçóëüòàòû � ìèíèìóì

áûë íàéäåí. Äëÿ 100 àòîìîâ ïðè ïåðâîíà÷àëüíîì ðàñ÷åòå ñ Nmax = 8192 áû-

ëî ïîëó÷åíî çíà÷åíèå, îòëè÷àþùååñÿ îò èçâåñòíîãî ìèíèìóìà. Ïðè ïåðåñ÷åòå

ñ Nmax = 32768 áûëî ïîëó÷åíî íåñêîëüêî ëó÷øåå çíà÷åíèå, íî âñå ðàâíî, ïðå-

âîñõîäÿùåå èçâåñòíûé ìèíèìóì. Ïðè ýòîì âðåìÿ ðàñ÷åòîâ ïðèáëèçèòåëüíî ñî-

ñòàâèëî 12 ÷àñîâ. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ïîçâîëÿþò ñäåëàòü âûâîä î òîì, ÷òî

êëàñòåðû Äçþãóòîâà ÿâëÿþòñÿ áîëåå òðóäíûìè äëÿ îáíàðóæåíèÿ ïî ñðàâíåíèþ

ñ êëàñòåðàìè Ìîðçå è Ëåííàðäà-Äæîíñà è äëÿ óñïåøíîãî îòûñêàíèÿ ìèíèìó-

ìîâ â äèàïàçîíå 50− 100 àòîìîâ òðåáóåòñÿ êîíñîëèäàöèÿ çíà÷èòåëüíûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ ðåñóðñîâ. Ðåçóëüòàòû ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçàëè, ÷òî ñóììàðíàÿ âû-

÷èñëèòåëüíàÿ ìîùíîñòü íåñêîëüêèõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî

ðàçäâèíóòü ãðàíèöû ïðèìåíèìîñòè ýòîãî ìåòîäà è ïîëó÷àòü îïòèìàëüíûå ëè-

áî áëèçêèå ê îïòèìàëüíûì êîíôîðìàöèè çà ïðèåìëåìîå âðåìÿ äëÿ ðàçëè÷íûõ

ïîòåíöèàëîâ ìåæàòîìíîãî âçàèìîäåéñòâèÿ. Áûëè ïîëó÷åíû ìèíèìàëüíûå çíà-

÷åíèÿ ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïðîñòðàíñòâåííûå êîí-

ôèãóðàöèè äëÿ ðàçìåðíîñòåé N > 70 äëÿ ïîòåíöèàëà Ìîðçå, ÷òî ðàíåå íå

óäàâàëîñü ñäåëàòü ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìåòîäà.
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Ïîëó÷åííûé ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ÷òî êîíñîëèäàöèÿ áîëüøîé âû÷èñëèòåëü-

íîé ìîùíîñòè íåñêîëüêèõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ïîçâîëÿåò óñïåøíî ðåøàòü çàäà÷è

îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû ìîëåêóëÿðíûõ êëàñòåðîâ äëÿ ðàçìåðíîñòåé è ïîòåíöè-

àëîâ, êîòîðûå ðàíåå óäàâàëîñü ðåøèòü òîëüêî ñ ïðèìåíåíèåì ãåîìåòðè÷åñêè-

îáîñíîâàííûõ ïîäõîäàõ. Ýòîò ôàêò ïðåäñòàâëÿåòñÿ âàæíûì, òàê êàê ïðèìå-

íåíèå íåñïåöèàëèçèðîâàííûõ ìåòîäîâ òðåáóåò ìåíüøå óñèëèé ïî ñîçäàíèþ íî-

âûõ àëãîðèòìîâ, îñíîâàííûõ íà àïðèîðíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ î ãåîìåòðè÷åñêîé

ñòðóêòóðå õèìè÷åñêîãî ñîåäèíåíèÿ. Êðîìå òîãî, íåñïåöèàëèçèðîâàííûå ìåòî-

äû ìîãóò ðàññìàòðèâàòüñÿ êàê ïðîâåðî÷íûå äëÿ ïðîáëåìíî-îðèåíòèðîâàííûì

ïîäõîäîâ.

6.6 Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ãëàâû

Â ãëàâå 6 ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ è ãèáðèäíûõ ìåòî-

äîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîì-

ïëåêñàõ, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé, êîììóíèêàöèîííîé è

óïðàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëüíîñòè â ïðîãðàììå. Ðàçðàáîòàí ÿçûê îïèñàíèÿ

óïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíûì ïðîöåññîì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà, îñ-

íîâàííûé íà ôîðìàëèçìå êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ýòîò ÿçûê ïîçâîëÿåò îïè-

ñûâàòü êàê óïðàâëåíèå ïðîöåññîì îïòèìèçàöèè, òàê è áàëàíñèðîâêó âû-

÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû. Òàêîé

ïîäõîä ïîçâîëÿåò íåçàâèñèìûì îáðàçîì ðåàëèçîâûâàòü è îòëàæèâàòü ñî-

îòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû, à òàêæå, îáëåã÷àòü ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ïðî-

ãðàììíîãî êîìïëåêñà çà ñ÷åò ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàíåå ðàçðàáîòàí-

íûõ êîìïîíåíò.

2. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ BNB-
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Solver äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ

è ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðîãðàììíî-

ãî êîìïëåêñà áûëè ðåàëèçîâàíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè, ïðîâå-

äåíû ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàò-

ôîðìàõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàíà è âûïîëíåíà ýôôåêòèâíàÿ ïàðàëëåëü-

íàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå ñ îäíèì

îãðàíè÷åíèåì, ïðåâîñõîäÿùàÿ ïî ñêîðîñòè ðàáîòû èçâåñòíûå àíàëîãè.

3. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ýôôåêòèâíîìó èñïîëüçîâàíèþ ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì

ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Â ñîñòàâ ðàñïðåäåëåííîé ñè-

ñòåìû ìîãóò âõîäèòü ñóïåðêîìïüþòåðû, âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå ñåðâåðû,

ñåãìåíòû ñåðâèñíûõ ãðèä-ñèñòåì. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ñîçäàí

ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ BNB-Grid, êîòîðûé ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü â ïðî-

öåññå ðåøåíèÿ ñðàçó íåñêîëüêî âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ.

4. Ðàçðàáîòàííûé ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ BNB-Grid áûë óñïåøíî ïðèìåíåí

àâòîðîì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ýíåðãåòè÷åñêè-ìèíèìàëüíûõ ìîëåêó-

ëÿðíûõ êëàñòåðîâ, à òàêæå ñîâìåñòíî ñ äðóãîé èññëåäîâàòåëüñêîé ãðóïïîé

äëÿ ðåøåíèÿ áóëåâûõ óðàâíåíèé áîëüøîé ðàçìåðíîñòè. Çàäà÷à ðåøåíèÿ áó-

ëåâûõ óðàâíåíèé ðàññìîòðåíà â ÏÐÈËÎÆÅÍÈÈ 1.
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Çàêëþ÷åíèå

Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå âñåñòîðîííå ðàññìîòðåíû ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëî-

áàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè. Ïðåäëîæåíû íîâûå

ìåòîäû ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷, ïîëó÷åíû îöåíêè âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàç-

ëè÷íûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ, ðàçðàáîòàíû ýôôåêòèâíûå ðåàëèçàöèè òàêèõ ìåòî-

äîâ íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðìàõ, â òîì ÷èñëå íà ïàðàëëåëü-

íûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïðåäëîæåíû íîâûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè çàäà÷ ñ îäíèì

êðèòåðèåì, îñíîâàííûå íà èäåå íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé. Â ÷àñòíîñòè, ïî-

ëó÷åíû íîâûå ìèíîðàíòû è íèæíèå îöåíêè äëÿ ìèíèìèçàöèè ñêàëÿðíûõ

ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíû íîâûå ìèíîðàíòû, îñíîâàííûå íà îöåíêå ñïåêòðà

ìàòðèöû Ãåññå, ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ òàêèõ îöåíîê. Äëÿ çàäà÷ îï-

òèìèçàöèè ñ ïàðàëëåëåïèïåäíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïðåäëîæåíû íîâûå ìè-

íîðàíòû, ó÷èòûâàþùèå íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè. Ïðåäëîæåíû

ñïîñîáû ñîêðàùåíèÿ îáëàñòè ïîèñêà, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè äîïîëíåíèÿ

ïîêðûâàþùåãî ìíîæåñòâà äî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîçâîëÿþùèå ñóùåñòâåííî

ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå ìåòîäà.

2. Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçà-

öèè îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò, äîêàçàíà êîíå÷íîñòü ÷èñëà

øàãîâ ìåòîäà ïðè îïðåäåëåííûõ îãðàíè÷åíèÿõ íà çàäà÷ó. Ïîëó÷åíû íîâûå
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òåîðåòè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé äëÿ çàäà÷ ñ ïàðàëëåëåïè-

ïåäíûìè îãðàíè÷åíèÿìè: äîêàçàíû íîâûå ñâîéñòâà ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà,

óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó ýòèì ìíîæåñòâîì, ãðàíèöåé Ïàðåòî è îáî-

ëî÷êîé Ýäæâîðòà-Ïàðåòî. Äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ

ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå ïðèáëèæåííîãî

ðåøåíèÿ � ìíîæåñòâî ε, δ-Ïàðåòî è ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ åãî ïîñòðîå-

íèÿ, äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

3. Ââåäåíî ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, îáîáùàþùåå ïîíÿòèå

îáîëî÷êè Ýäæâîðòà-Ïàðåòî äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷. Ïîêàçàíî, ÷òî

ýòà îáîëî÷êà ñîäåðæèòñÿ â åãî âûïóêëîé îáîëî÷êå. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ε-

ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû è ε-îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, ïðåäëîæåíû ìåòîäû èõ

÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ. Ðàçðàáîòàííûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû ïðèìåíåíû äëÿ

çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âíåøíåé ãðàíèöû ðàáî÷åé îáëàñòè ìíîãîñåêöèîííîãî

ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

4. Ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ

ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê îöåíêå ñëîæíîñòè ìåòîäà

íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè

ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çà-

äà÷. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î ñóì-

ìå ïîäìíîæåñòâ, çàâèñÿùèå îò êîýôôèöèåíòîâ çàäà÷è. Ïðîâåäåíî ýêñïåðè-

ìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå è ñîïîñòàâëåíèå èõ òî÷íîñòè. Èññëåäîâàí âîïðîñ

ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îäíîé èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé

ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Ïîëó÷åíà îáùàÿ îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæ-

íîñòè, íå çàâèñÿùàÿ îò êîíêðåòíîé çàäà÷è. Äëÿ çàäà÷è î ñóììå ïîäìíî-

æåñòâ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû äëÿ ìèíèìàëüíîé ïàðàëëåëü-

íîé ñëîæíîñòè, ìàêñèìàëüíîãî ïàðàëëåëüíîãî óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè.
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5. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ è ãèáðèäíûõ ìåòî-

äîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîì-

ïëåêñàõ, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé, êîììóíèêàöèîííîé è

óïðàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëüíîñòè â ïðîãðàììå. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî

ïîäõîäà ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé

îïòèìèçàöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ, ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòå-

ìàõ. Â ðàìêàõ ýòîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà áûëè ðåàëèçîâàíû ðàçëè÷-

íûå àëãîðèòìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì

è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè, ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà

ðàçëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðìàõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàíà è âû-

ïîëíåíà ýôôåêòèâíàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì, ïðåâîñõîäÿùàÿ ïî ñêî-

ðîñòè ðàáîòû èçâåñòíûå àíàëîãè.

Ïåðñïåêòèâû äàëüíåéøèõ ðàçðàáîòîê

Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ìîãóò áûòü ðàçâèòû ïî íåñêîëüêèì íàïðàâëåíèÿì. Âî-

ïåðâûõ, ýòî äàëüíåéøåå ñîâåðøåíñòâîâàíèå ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â ðàáîòå.

Ïåðñïåêòèâíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå òåõíèêè îòñå÷åíèé äëÿ óñêîðå-

íèÿ ñõîäèìîñòè ìåòîäîâ. Òàêæå ïðåäñòàâëÿþò èíòåðåñ êîìáèíèðîâàííûå íà-

ñòðàèâàåìûå àëãîðèòìû, â êîòîðûõ ñî÷åòàþòñÿ ãëîáàëüíûå è ëîêàëüíûå ìåòî-

äû. Òàêèå àëãîðèòìû óäîáíî ðåàëèçîâûâàòü â ðàìêàõ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà

BNB-Solver, â êîòîðîì ìîäóëü óïðàâëåíèÿ âû÷èñëåíèÿìè âûíåñåí â îòäåëüíóþ

÷àñòü.

Òàêæå áîëüøîé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ïåðåíîñ àëãîðèòìîâ ðåøåíèÿ çàäà÷,

ðàññìàòðèâàåìûõ â ðàáîòå íà ãèáðèäíûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû, ñî÷åòàþ-

ùèå ðàçëè÷íûå âèäû ïàðàëëåëèçìà. Â ÷àñòíîñòè, ãðàôè÷åñêèå ïðîöåññîðû è

îáû÷íûå âû÷èñëèòåëüíûå óçëû. Ïåðåíîñ àëãîðèòìîâ íà ïîäîáíûå ïëàòôîðìû
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ñòàâèò ðÿä íîâûõ èíòåðåñíûõ çàäà÷, ñâÿçàííûõ ñ ðàñïðåäåëåíèåì âû÷èñëåíèé

ïî óçëàì íåîäíîðîäíîé ñèñòåìû.

Áåçóñëîâíî â äàëüíåéøåì ðàçâèòèè íóæäàþòñÿ è îöåíêè ñëîæíîñòè, ïîëó-

÷åííûå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå. Â ÷àñòíîñòè, öåëåñîîáðàçíî ðàñøèðèòü êëàññ

ðàññìàòðèâàåìûõ àëãîðèòìîâ, âêëþ÷èâ â íåãî ìåòîäû äèíàìè÷åñêîãî ïðîãðàì-

ìèðîâàíèÿ, ìåòîäû îòñå÷åíèé. Òàêæå èíòåðåñíî äàëüíåéøåå ðàçâèòèå òåîðèè

ñëîæíîñòè äëÿ ïàðàëëåëüíûõ âàðèàíòîâ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Áëàãîäàðíîñòè

Â çàêëþ÷åíèè àâòîð õîòåë áû âûðàçèòü ãëóáîêóþ áëàãîäàðíîñòü ñâîåìó íà-

ó÷íîìó êîíñóëüòàíòó àêàäåìèêó ÐÀÍ Þ.Ã. Åâòóøåíêî, ïîñòàâèâøåìó ïåðåä

àâòîðîì ðÿä çàäà÷, ðåøåíèå êîòîðûõ ñîñòàâèëî íàèáîëåå âàæíóþ ÷àñòü äèññåð-

òàöèè è ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî àâòîð ðåøàë ýòè çàäà÷è. Òàêæå äèññåðòàíò

áëàãîäàðåí ïðîôåññîðó È.Õ. Ñèãàëó, îòêðûâøåìó äëÿ àâòîðà ìèð äèñêðåòíîé

îïòèìèçàöèè, ïîä ðóêîâîäñòâîì êîòîðîãî òàêæå áûëè ïîëó÷åíû ðÿä âàæíûõ

ðåçóëüòàòîâ, âîøåäøèõ â äèññåðòàöèþ. Íåîöåíèìóþ ïîìîùü â ðàáîòå íàä äèñ-

ñåðòàöèåé îêàçàë ïðîôåññîð À.Ï. Àôàíàñüåâ, êîòîðûé ïðåäëîæèë èñïîëüçîâàòü

ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòè-

ìèçàöèè è êóðèðîâàë ýòó ðàáîòó. Î÷åíü ïëîäîòâîðíûì áûëî ñîòðóäíè÷åñòâî ñ

ïðîôåññîð Ð.Ì. Êîëïàêîâûì, ðåçóëüòàòîì êîòîðîãî ñòàëè îöåíêè ñëîæíîñòè

ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î ðàíöå, âîøåäøèå â äàííóþ ðàáîòó. Òàê-

æå àâòîð áëàãîäàðåí ïðîôåññîðàì À.Â. Ëîòîâó, À.Ï. Êàðïåíêî, À.À. Ëàçàðåâó,

ß.Ä. Ñåðãååâó ñîòðóäíèêàì ÂÖ ÐÀÍ À.È. Ãîëèêîâó, Ê.Ê. Àáãàðÿí, ñîòðóäíè-

êàì ÈÄÑÒÓ ÐÀÍ Ñåìåíîâó À.À., Çàèêèíó Î.Ñ. è äðóãèì êîëëåãàì ïî ðàáîòå

çà ïîääåðæêó è ïîëåçíûå ñîâåòû â ïðîöåññå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé.
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ÏÐÈËÎÆÅÍÈÅ 1. Ïðèìåíåíèå ñèñòåìû

BNB-Grid äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

êðèïòîàíàëèçà ïîòî÷íûõ øèôðîâ

Çàäà÷à ïîèñêà íàáîðà, âûïîëíÿþùåãî ïðîèçâîëüíóþ êîíúþíêòèâíóþ íîðìàëü-

íóþ ôîðìó (ÊÍÔ), ëèáî êîíñòàòàöèÿ ôàêòà îòñóòñòâèÿ òàêîâîãî íàáîðà èç-

âåñòíà êàê SAT-çàäà÷à. Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî SAT-çàäà÷à â òàêîé îáùåé ïî-

ñòàíîâêå NP-òðóäíà, ìíîãî÷èñëåííûå åå ÷àñòíûå ñëó÷àè, âîçíèêàþùèå â ïðàê-

òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, äîïóñêàþò âåñüìà ýôôåêòèâíûå ïðîöåäóðû ðåøåíèÿ

ïîñðåäñòâîì ðàçíîîáðàçíûõ ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ. Ðàçðàáîòêà ñïåöèàëè-

çèðîâàííûõ ïðîãðàììíûõ ðåøàòåëåé SAT-çàäà÷ âûäåëèëàñü çà ïîñëåäíèå 10

ëåò â ñàìîñòîÿòåëüíîå àêòèâíî ðàçâèâàþùååñÿ íàïðàâëåíèå. Ñðåäè ñîçäàâàå-

ìûõ SAT-ðåøàòåëåé ðåãóëÿðíî ïðîâîäÿòñÿ êîíêóðñû â Internet. Îñíîâíóþ ìàñ-

ñó ïðîáëåì, â îòíîøåíèè êîòîðûõ îïðàâäàí SAT-ïîäõîä, ñîñòàâëÿþò çàäà÷è

âåðèôèêàöèè äèñêðåòíûõ àâòîìàòîâ è ìîäåëåé ïðîãðàìì (model checking).

Â äàííîì ïðèëîæåíèå ðàññìàòðèâàåò èñïîëüçîâàíèå SAT-ïîäõîäà äëÿ ðå-

øåíèÿ çàäà÷ êðèïòîàíàëèçà íåêîòîðûõ ñèñòåì ïîòî÷íîãî øèôðîâàíèÿ â ðàñ-

ïðåäåëåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäàõ (ÐÂÑ). Ïðèìåíåíèå SAT-ïîäõîäà ê çàäà-

÷àì êðèïòîàíàëèçà èçâåñòíî êàê ëîãè÷åñêèé êðèïòîàíàëèç. Ïåðâîé ïóáëèêàöè-

åé ïî äàííîìó íàïðàâëåíèþ ñëåäóåò ñ÷èòàòü, ïî-âèäèìîìó, ðàáîòó (Massacci

F., Marraro L. Logical Cryptoanalysis as a SAT Problem: the Encoding of the

Data Encryption Standard. Preprint. Dipartimento di Imformatica e Sistemistica,
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Universita di Roma �La Sapienza�, 1999). Áàçîâûå êîíöåïöèè êðèïòîàíàëèçà

áûëè íåçàâèñèìûì îáðàçîì îáîñíîâàíû â ðàáîòå (Ñåìåíîâ À.À., Áóðàíîâ Å.Â.

Ïîãðóæåíèå çàäà÷è êðèïòîàíàëèçà ñèììåòðè÷íûõ øèôðîâ â ïðîïîçèöèîíàëü-

íóþ ëîãèêó // Âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè (ñîâìåñòíûé âûïóñê ñ æóðíàëîì

«Ðåãèîíàëüíûé âåñòíèê Âîñòîêà»), ò.8, 2003, Ñ. 118-126) Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è

êðèïòîàíàëèçà îäíîãî èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ ñ ïðàêòè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ ãå-

íåðàòîðîâ ïîòî÷íîãî øèôðîâàíèÿ è ãåíåðàòîðà À5/1 (Biryukov A., Shamir A.,

Wagner D. Real Time Cryptanalysis of A5/1 on a PC // Fast Software Encryption

Workshop. 2000. pp. 1-18) âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé îáû÷íûõ êëàñòåðîâ îêà-

çàëîñü íåäîñòàòî÷íî. Îñíîâíûì ðåçóëüòàòîì íàñòîÿùåé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîë-

íûé êðèïòîàíàëèç ãåíåðàòîðà êëþ÷åâîãî ïîòîêà À5/1, îñóùåñòâëåííûé â ðàñ-

ïðåäåëåííîé ñðåäå. Îñîáûé àêöåíò ìû äåëàåì íà òîì ôàêòå, ÷òî ïðè ðåøåíèè

äàííîé çàäà÷è, â îòëè÷èå îò íåêîòîðûõ íåäàâíî àíîíñèðîâàííûõ èññëåäîâàíèé,

íå èñïîëüçîâàëèñü ñïåöèàëüíûå âû÷èñëèòåëè íà ÏËÈÑ è äîïîëíèòåëüíûå íà-

êîïèòåëè äàííûõ. Òàêæå ïîä÷åðêíåì, ÷òî ãëàâíàÿ ìîòèâàöèÿ ïðåäïðèíÿòûõ

èññëåäîâàíèé ñîñòîÿëà íå ñòîëüêî â æåëàíèè îñóùåñòâèòü êðèïòîàíàëèç ðåàëü-

íî èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ, ñêîëüêî â æåëàíèè àðãóìåíòèðîâàòü

ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëàãàåìîé ìåòîäèêè ðåøåíèÿ SAT-çàäà÷ â ðàñïðåäåëåííûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäàõ.

Ïóñòü X = {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî, îáðàçîâàííîå áóëåâûìè ïåðåìåííûìè

è ïóñòü L(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôîðìóëà èñ÷èñëåíèÿ âûñêàçûâàíèé, ñî-

äåðæàùàÿ ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâàX. Ïîäñòàíîâêà â L(x1, . . . , xn) ïðîèçâîëü-

íîãî âåêòîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ (α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n, äàåò â

ðåçóëüòàòå ëèáî 0, ëèáî 1. Äàííûé ôàêò áóäåì çàïèñûâàòü êàê L(α1, . . . , αn) =

β, β ∈ {0, 1}. Âûðàæåíèÿ âèäà

L(x1, . . . , xn) = 0, L(x1, . . . , xn) = 1,

íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Ðåøåíèåì ëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

254



L(x1, . . . , xn) = β íàçûâàåòñÿ òàêîé âåêòîð (α1, . . . , αn), αi ∈ {0, 1}, i ∈ {1, . . . , n},

÷òî L(α1, . . . , αn) = β. íàçûâàþòñÿ ëîãè÷åñêèìè óðàâíåíèÿìè. Âàæíåéøèé êëàññ

ëîãè÷åñêèõ óðàâíåíèé îáðàçîâàí óðàâíåíèÿìè âèäà

C(x1, . . . , xn) = 1, (6.3)

ãäå C(x1, . . . , xn) � êîíúþíêòèâíàÿ íîðìàëüíàÿ ôîðìà (ÊÍÔ). Åñëè óðàâíåíèå

(6.3) èìååò ðåøåíèÿ, òî ÊÍÔ C(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ âûïîëíèìîé, à ðåøåíèÿ

(6.3) íàçûâàþòñÿ âûïîëíÿþùèìè äàííóþ ÊÍÔ íàáîðàìè. Â ïðîòèâíîì ñëó-

÷àå C(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ íåâûïîëíèìîé. Ê SAT-çàäà÷àì îòíîñÿòñÿ çàäà÷è

îïðåäåëåíèÿ âûïîëíèìîñòè ïðîèçâîëüíûõ ÊÍÔ è ïîèñêà íàáîðîâ, âûïîëíÿþ-

ùèõ âûïîëíèìûå ÊÍÔ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç f = {fn}, n ∈ N ñåìåéñòâî äèñêðåòíûõ ôóíêöèé âèäà

fn : {0, 1}n{0, 1}∗, îïðåäåëåííûõ âñþäó íà {0, 1}n è àëãîðèòìè÷åñêè âû÷èñ-

ëèìûõ çà ïîëèíîìèàëüíîå îò n âðåìÿ. Ïðîáëåìîé îáðàùåíèÿ ïðîèçâîëüíîé

ôóíêöèè fn èç òàêîãî ñåìåéñòâà íàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à: ïî ïðîèçâîëü-

íîìó y ∈ {0, 1}∗ è èçâåñòíîìó àëãîðèòìó âû÷èñëåíèÿ y ∈ rangefn (ïðîãðàììå

äëÿ âûáðàííîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîäåëè) òðåáóåòñÿ íàéòè òàêîé x ∈ {0, 1}n, ÷òî

fn(x) = y. Äàííóþ ïðîáëåìó áóäåì íàçûâàòü ïðîáëåìîé îáðàùåíèÿ ôóíêöèè

fn â òî÷êå y.

Ïåðåíîñÿ èçâåñòíóþ èäåþ Ñ.À. Êóêà î ïðîïîçèöèîíàëüíîì êîäèðîâàíèè àë-

ãîðèòìîâ íà ïðîáëåìó îáðàùåíèÿ ôóíêöèé èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà, ìîæíî

ïîêàçàòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùåãî ôàêòà.

Òåîðåìà 6.1 Äëÿ ëþáîãî ñåìåéñòâà f äèñêðåòíûõ ôóíêöèé èç îïðåäåëåííî-

ãî âûøå êëàññà ñóùåñòâóåò àëãîðèòì ñ ïîëèíîìèàëüíî îò n îãðàíè÷åííîé

ñëîæíîñòüþ, êîòîðûé, ïîëó÷àÿ íà âõîäå n è y ∈ rangefn, ïðåîáðàçóåò ïðîáëå-

ìó îáðàùåíèÿ fn â òî÷êå y â ïðîáëåìó ïîèñêà ðåøåíèé ëîãè÷åñêîãî óðàâíåíèÿ

âèäà C(x1, . . . , xq(n)) = 1, ãäå q(n) � íåêîòîðûé ïîëèíîì, à C(x1, . . . , xq(n)) = 1
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� âûïîëíèìàÿ ÊÍÔ íàä ìíîæåñòâîì áóëåâûõ ïåðåìåííûõ x1, . . . , xq(n).

Äåòàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî äàííîãî ôàêòà â êîíòåêñòå áèíàðíûõ ìàøèí ñ

íåîãðàíè÷åííûìè ðåãèñòðàìè (ÌÍÐ) ïðèâåäåíî â (Ñåìåíîâ À.À. Òðàíñëÿöèÿ

àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíûõ ôóíêöèé â âûðàæåíèÿ ïðîïîçèöèîíàëüíîé

ëîãèêè // Ïðèêëàäíûå àëãîðèòìû â äèñêðåòíîì àíàëèçå. Ñåðèÿ: Äèñêðåòíûé

àíàëèç è èíôîðìàòèêà, Âûï. 2. 2008. Èðêóòñê: Èçä-âî ÈÃÓ. Ñ. 70-98.). Òàì æå

ïîäðîáíî îïèñàíà êîíöåïöèÿ òðàíñëÿòîðà àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ äèñêðåòíûõ

ôóíêöèé èç ðàññìàòðèâàåìîãî êëàññà â SAT-çàäà÷è. Ïðîãðàììíàÿ ðåàëèçàöèÿ

äàííîãî òðàíñëÿòîðà äàëà âîçìîæíîñòü ðàññìàòðèâàòü çàäà÷è êðèïòîàíàëèçà

íåêîòîðûõ ñèñòåì øèôðîâàíèÿ â ôîðìå SAT-çàäà÷. Íàèáîëåå óñïåøíûì ýòîò

ïîäõîä îêàçàëñÿ â îòíîøåíèè ãåíåðàòîðîâ êëþ÷åâîãî ïîòîêà, èñïîëüçóåìûõ â

ïîòî÷íîì øèôðîâàíèè.

Ãåíåðàòîðîì êëþ÷åâîãî ïîòîêà (ãåíåðàòîðîì) íàçûâàåòñÿ òàêîå íàòóðàëü-

íîå ñåìåéñòâî ôóíêöèé âèäà fk,m : {0, 1}k → {0, 1}∗, m ∈ N, ÷òî äëÿ ïðî-

èçâîëüíîãî x ∈ {0, 1}k è ïðîèçâîëüíîãî m ∈ N ñóùåñòâóåò y ∈ {0, 1}m ∩

rangefk,m(x), è äàííîå çíà÷åíèå ìîæåò áûòü âû÷èñëåíî äåòåðìèíèðîâàííûì

àëãîðèòìîì A(fk,m) ñ ïîëèíîìèàëüíîé îò m òðóäîåìêîñòüþ. Ïðè ýòîì âåêòîð

x íàçûâàåòñÿ èíèöèàëèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äëèíû k, à âåêòîð y �

ôðàãìåíòîì êëþ÷åâîãî ïîòîêà äëèíû m. Çàäà÷à êðèïòîàíàëèçà ãåíåðàòîðà çà-

êëþ÷àåòñÿ â âîññòàíîâëåíèè ïî íåêîòîðîìó âåêòîðó y ∈ rangefk,m (ôðàãìåíòó

êëþ÷åâîãî ïîòîêà) è èçâåñòíîìó àëãîðèòìó A(fk,m) èíèöèàëèçèðóþùåé ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè x ∈ {0, 1}k : fk,m(x) = y. Îáðàòèì âíèìàíèå íà òîò ôàêò, ÷òî

ãåíåðàòîðû, ñòðîãî ãîâîðÿ, íå îòíîñÿòñÿ ê êëàññó äèñêðåòíûõ ôóíêöèé, îïðå-

äåëåííîìó âûøå: ïàðàìåòð k � äëèíà èíèöèàëèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé. Îäíàêî èäåÿ òðàíñëÿöèè àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ ôóíê-

öèé â ÊÍÔ ê ãåíåðàòîðàì ïîëíîñòüþ ïðèìåíèìà.

Òåõíîëîãèÿ ëîãè÷åñêîãî êðèïòîàíàëèçà îñíîâàíà îíà íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì
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ôàêòå. Ïóñòü C(x1, . . . , xq(n)) � ÊÍÔ, êîäèðóþùàÿ (â ñìûñëå òåîðåìû 6.1)

çàäà÷ó îáðàùåíèÿ ôóíêöèè fn èç îïðåäåëåííîãî âûøå êëàññà â òî÷êå y ∈

rangefn. Ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà X = {x1, . . . , xn} íàçûâàåì ïåðåìåííûìè

âõîäà ôóíêöèè fn (åñëè ôóíêöèþ ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-

ìåíòîâ â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì áàçèñå, òî âõîäíûå ïîëþñà äàííîé ñõåìû áóäóò

ïîìå÷åíû ïåðåìåííûìè èç ìíîæåñòâà X). Âñå ïåðåìåííûå â x1, . . . , xq(n) \ X

ôóíêöèîíàëüíî çàâèñÿò îò ïåðåìåííûõ èç X, è ïîýòîìó ëþáàÿ ïîäñòàíîâêà

çíà÷åíèé âñåõ ïåðåìåííûõ èç X èíäóöèðóåò âûâîä îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ èç

C(x1, . . . , xq(n)) ïî ïðàâèëó åäèíè÷íîãî äèçúþíêòà. Äàííûé ôàêò ñòðîãî äîêà-

çàí â (Ñåìåíîâ À.À., Îòïóùåííèêîâ È.Â. Îá àëãîðèòìàõ îáðàùåíèÿ äèñêðåò-

íûõ ôóíêöèé èç îäíîãî êëàññà // Ïðèêëàäíûå àëãîðèòìû â äèñêðåòíîì àíàëè-

çå. Ñåðèÿ: Äèñêðåòíûé àíàëèç è èíôîðìàòèêà, Âûï. 2. Èðêóòñê: Èçä-âî ÈÃÓ.

2008.Ñ. 127-156)). Äàííûé ôàêò äàåò îñíîâó äëÿ ïîñòðîåíèÿ äåêîìïîçèöèè èñ-

õîäíîé SAT-çàäà÷è íà ñåìåéñòâî, ñîñòîÿùåå èç 2d, 1 ≤ d ≤ n SAT-çàäà÷ äëÿ

ÊÍÔ, ïîñòðîåííûõ ñëåäóþùèì îáðàçîì: ñðåäè ïåðåìåííûõ âõîäà âûáèðàþòñÿ

íåêîòîðûå d ïåðåìåííûõ xi1, . . . , xid , ïîñëå ÷åãî ðàññìàòðèâàåòñÿ ñåìåéñòâî,

îáðàçîâàííîå ÊÍÔ âèäà

C(x1, . . . , xq(n)) : xi1 = αi1, . . . , xid = αid,

ïðè÷åì âåêòîð (αi1, . . . , αid) ïðîáåãàåò âñå ìíîæåñòâî {0, 1}d. Ïîëó÷åííîå ñåìåé-

ñòâî ÊÍÔ îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç∆d è íàçûâàåòñÿ äåêîìïîçèöèîííûì ñåìåéñòâîì,

à ìíîæåñòâî xi1, . . . , xid � äåêîìïîçèöèîííûì ìíîæåñòâîì. Ïîñêîëüêó SAT-

çàäà÷è, ñîîòâåòñòâóþùèå äåêîìïîçèöèîííîìó ìíîæåñòâó ìîæíî ðåøàòü íåçà-

âèñèìî, äëÿ èõ ðåøåíèÿ ìîæíî èñïîëüçîâàòü ðàñïðåäåëåííóþ âû÷èñëèòåëüíóþ

ñèñòåìó (ÐÂÑ).

Âîïðîñ âûáîðà äåêîìïîçèöèîííîãî ìíîæåñòâà äàëåêî íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ òðè-

âèàëüíûì: åñëè âåëè÷èíà d áóäåò áîëüøîé, òî â äåêîìïîçèöèîííîì ñåìåéñòâå

îêàæóòñÿ ïðîñòûå ÊÍÔ, îäíàêî èõ êîëè÷åñòâî áóäåò ñëèøêîì âåëèêî. Ïðè ìà-
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ëûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà d ÊÍÔ â äåêîìïîçèöèîííîì ñåìåéñòâå, êàê ïðàâèëî,

ñëèøêîì ñëîæíû äëÿ îòäåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëîâ. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðîáëå-

ìû íàèëó÷øåãî (ñ òî÷êè çðåíèÿ îáùåé òðóäîåìêîñòè âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåñ-

ñà) âûáîðà çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ñïåöèàëüíûå

ïðîãíîçíûå ôóíêöèè. Ïðîãíîçíûå ôóíêöèè ïîçâîëÿþò äåëàòü îöåíî÷íûå ïðåä-

ïîëîæåíèÿ îòíîñèòåëüíî îáùåé òðóäîåìêîñòè ïðîöåññà ðåøåíèÿ SAT-çàäà÷ â

ÐÂÑ íà îñíîâå îáðàáîòêè ñëó÷àéíûõ âûáîðîê ÊÍÔ èç äåêîìïîçèöèîííûõ ñå-

ìåéñòâ, ïîñòðîåííûõ äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé ïàðàìåòðà d.

Ïðîãíîçíàÿ ôóíêöèÿ èìååò ñëåäóþùèé âèä:

T (Θd) =



2d

qd
τs(Θd), 2

d > R0, τs(Θd) < g(C);

τs(Θd), 2
d ≤ R0, τs(Θd) < g(C);

∞, τs(Θd) ≥ g(C).

Çäåñü ÷åðåç Θd îáîçíà÷åíà ñëó÷àéíàÿ âûáîðêà, ñîñòîÿùàÿ èç qd ÊÍÔ äå-

êîìïîçèöèîííîãî ñåìåéñòâà ∆d . ×åðåç τs(Θd) îáîçíà÷åíî ñóììàðíîå âðåìÿ ðà-

áîòû ôèêñèðîâàííîãî SAT-ðåøàòåëÿ s íà âñåõ ÊÍÔ âûáîðêè Θd . ×èñëî R0

� íåêîòîðàÿ êîíñòàíòà, ðàçäåëÿþùàÿ ñèòóàöèè: êîãäà òðåáóåòñÿ ôîðìèðîâàòü

ñëó÷àéíóþ âûáîðêó, à êîãäà íåò (äàííàÿ âåëè÷èíà îïðåäåëÿåòñÿ ÷èñëîì âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ óçëîâ ðàñïðåäåëåííîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìû). Ôóíêöèÿ g(C) �

íåêîòîðûé ïîëèíîì îò äëèíû êîäèðîâêè èñõîäíîé ÊÍÔ, îïðåäåëÿþùèé ãðàíè-

öû «ðàçóìíîãî âðåìåíè» ïðîâåäåíèÿ ïðîöåäóðû ïðîãíîçèðîâàíèÿ. Ãëîáàëüíûé

ìèíèìóì ôóíêöèè T (·) íà ìíîæåñòâå âûáîðîê, ïîëó÷àåìîì â ðåçóëüòàòå èçìå-

íåíèÿ ïàðàìåòðà d íà ìíîæåñòâå {1, . . . , n} , ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîãíîç

íàèëó÷øèõ (ñ ïîçèöèè òðóäîåìêîñòè ðåøåíèÿ) ïàðàìåòðîâ äåêîìïîçèöèè èñ-

õîäíîé SAT-çàäà÷è.

Ðàññìîòðèì ïðèâåäåííóþ ñõåìó íà ïðèìåðå SAT-çàäà÷è, êîäèðóþùåé êðèï-

òîàíàëèç ãåíåðàòîðà A5/1. Äàííûé ãåíåðàòîð èíòåðåñåí, ïðåæäå âñåãî, òåì, ÷òî
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îí èñïîëüçóåòñÿ â äåéñòâóþùåì ïðîòîêîëå øèôðîâàíèÿ òðàôèêà â ñåòÿõ ñîòî-

âîé òåëåôîíèè ñòàíäàðòà GSM. Â ëèòåðàòóðå îïèñàíî äîâîëüíî ìíîãî àòàê íà

äàííûé ãåíåðàòîð, îäíàêî íàì íå óäàëîñü îáíàðóæèòü óáåäèòåëüíûå ðåçóëüòà-

òû åãî êðèïòîàíàëèçà â ôîðìå ïðîãðàììíîé ðåàëèçàöèè è ñåðèé òåñòîâ. Îòíî-

ñèòåëüíî íåäàâíî áûë àíîíñèðîâàí êðèïòîàíàëèç A5/1 ñ èñïîëüçîâàíèåì ñïåöè-

àëüíûõ âû÷èñëèòåëåé íà ÏËÈÑ, îäíàêî è â ýòîì ñëó÷àå ïóáëèêàöèé, â êîòîðûõ

áûëè áû ïðèâåäåíû ðåçóëüòàòû óñïåøíûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ (â ôîðìå

ñåðèé òåñòîâ), íà òåêóùèé ìîìåíò íåò. Â îïèñàíèè ãåíåðàòîðà A5/1 ìû ñëåäóåì

ñòàòüå (Biryukov A., Shamir A., Wagner D. Real Time Cryptanalysis of A5/1 on a

PC // Fast Software Encryption Workshop. 2000. pp. 1-18).

Ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé äåêîìïîçèöèè äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è êðèï-

òîàíàëèçà A5/1 â ôîðìå SAT-çàäà÷è îêàçàëàñü íåòðèâèàëüíîé. Áûëè èññëåäî-

âàíû ðàçëè÷íûå ñòðàòåãèè ôîðìèðîâàíèÿ äåêîìïîçèöèîííûõ ìíîæåñòâ. Ïåð-

âûå ñõåìû îñíîâûâàëèñü íà èäåÿõ, ðàíåå óñïåøíî ïðèìåíåííûõ â ïàðàëëåëü-

íîì êðèïòîàíàëèçå ðÿäà ãåíåðàòîðîâ (ïîðîãîâûé, ñóììèðóþùèé, Ãèôôîðäà).

Ïðè ýòîì, èñõîäÿ èç íåêîòîðûõ «ðàçóìíûõ» ïðåäïîëîæåíèé, ñíà÷àëà ñòðîè-

ëîñü áàçîâîå äåêîìïîçèöèîííîå ìíîæåñòâî, à çàòåì ïðåäïðèíèìàëèñü ïîïûò-

êè åãî óñå÷åíèÿ íà îñíîâå çíà÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùèõ ïðîãíîçíûõ ôóíêöèé. Â

ñîîòâåòñòâèè ñ äàííîé ñõåìîé ïðåäëàãàåòñÿ âêëþ÷èòü â ïåðåìåííûå, êîäèðóþ-

ùèå íà÷àëüíûå ñîñòîÿíèÿ ÿ÷ååê ðåãèñòðîâ, íà÷èíàÿ ñ ïåðâûõ ÿ÷ååê, äî ÿ÷ååê,

ñîäåðæàùèõ ñåðåäèííûå áèòû. Äàííûé âûáîð ïðîäèêòîâàí ñëåäóþùèìè åñòå-

ñòâåííûìè ñîîáðàæåíèÿìè. Ïðîèçâîëüíàÿ ôèêñàöèÿ áèòîâ èç ïîñòðîåííîãî òà-

êèì îáðàçîì ìíîæåñòâà èíäóöèðóåò òî÷íûå çíà÷åíèÿ ñåðåäèííûõ áèòîâ äëÿ

çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà ïîñëåäóþùèõ ñîñòîÿíèé âñåõ òðåõ ðåãèñòðîâ. Íî ñåðåäèí-

íûå áèòû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èíôîðìàòèâíûìè áèòàìè, ïîñêîëüêó èìåííî îíè

îïðåäåëÿþò, êàêàÿ âåòâü ñîîòâåòñòâóþùåãî óñëîâèÿ (çíà÷åíèå ôóíêöèè áîëü-

øèíñòâà) èìååò ìåñòî.
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Äîâîëüíî íåîæèäàííûì îêàçàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì

ìíîæåñòâî íå óäàëîñü óìåíüøèòü çà ñ÷åò òåõíîëîãèè ïðîãíîçíûõ ôóíêöèé. Â

ïðîâîäèìûõ ñòàòèñòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ äëÿ êàæäîãî âàðèàíòà äåêîìïîçè-

öèîííîãî ìíîæåñòâà è íà÷àëüíîãî ôðàãìåíòà êëþ÷åâîãî ïîòîêà íåêîòîðîé ôèê-

ñèðîâàííîé äëèíû (îò 128 äî 256 áèò) ñòðîèëèñü ñëó÷àéíûå âûáîðêè îáúåìîì

1000 ÊÍÔ. Äëÿ êàæäîé òàêîé âûáîðêè ñ÷èòàëîñü çíà÷åíèå ïðîãíîçíîé ôóíê-

öèè � ñðåäíåå çíà÷åíèå âðåìåíè ðåøåíèÿ SAT-çàäà÷ ïî âûáîðêå, óìíîæåííîå

íà ìîùíîñòü ïðîñòðàíñòâà ïåðåáîðà. Ïðîãíîçû ïî ñõåìàì ôîðìèðîâàíèÿ, îò-

ëè÷íûì îò ñõåìû (2), îêàçàëèñü õóæå. Âî âñåõ ýêñïåðèìåíòàõ èñïîëüçîâàëñÿ

SAT-ðåøàòåëü dminisat, ïðåäñòàâëÿþùèé ñîáîé ìîäèôèêàöèþ èçâåñòíîãî ðå-

øàòåëÿ minisat. Ïîäðîáíîå îïèñàíèå dminisat ïðèâåäåíî íèæå.

Íà îñíîâàíèè áîëüøîãî ÷èñëà ýêñïåðèìåíòîâ ïî ïðîãíîçèðîâàíèþ ïàðàìåò-

ðîâ íàèëó÷øåé â ñìûñëå îáùåé òðóäîåìêîñòè äåêîìïîçèöèè áûëî ïðèíÿòî ðå-

øåíèå îñòàíîâèòüñÿ íà äåêîìïîçèöèè, îïðåäåëÿåìîé åñòåñòâåííûì äåêîìïîçè-

öîííûì ìíîæåñòâîì. Òåì ñàìûì âîçíèêëà ïðîáëåìà îðãàíèçàöèè â ÐÂÑ âû-

÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäóðû, â õîäå êîòîðîé òðåáóåòñÿ ðåøèòü (â õóäøåì ñëó÷àå)

231 SAT-çàäà÷.

Âî âñåõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòàõ ïî ëîãè÷åñêîìó êðèïòîàíàëèçó â

ÐÂÑ ãåíåðàòîðà A5/1 èñïîëüçîâàëñÿ ðåøàòåëü dminisat. Äàííûé ðåøàòåëü ÿâ-

ëÿåòñÿ ìîäèôèêàöèåé SAT-ðåøàòåëÿ minisat (http://minisat.se/MiniSat.html) è

îðèåíòèðîâàí íà ðåøåíèå SAT-çàäà÷ èç äåêîìïîçèöèîííîãî ñåìåéñòâà, ïîëó-

÷åííîãî â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ ê ÊÍÔ, êîäèðóþùåé ðàáîòó A5/1, îïèñàííîé

ðàíåå äåêîìïîçèöèè.

Ìîäèôèöèðîâàëàñü âåðñèÿ minisat-Cv1.14.1. Îñíîâíîé ýòàï ìîäèôèêàöèè çà-

êëþ÷àëñÿ â íåçíà÷èòåëüíîì èçìåíåíèè ïðîöåäóðû âûáîðà óðîâíåé ðåøåíèÿ,

ðåàëèçîâàííîé â minisat. À èìåííî, áûëà äîáàâëåíà ïðîöåäóðà ïðèñâîåíèÿ íà-

÷àëüíîé àêòèâíîñòè (îòëè÷íîé îò íóëåâîé) äëÿ 64 ïåðåìåííûõ, êîäèðóþùèõ èñ-
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õîäíîå çàïîëíåíèå ðåãèñòðîâ ãåíåðàòîðà. Äàííûé ôàêò ïîçâîëèë íà íà÷àëüíîé

ñòàäèè ïðîöåññà ðåøåíèÿ âûäåëèòü 64 ïåðåìåííûå, ñîîòâåòñòâóþùèå èíèöèàëè-

çèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, â êà÷åñòâå ïðèîðèòåòíûõ ïðè âûáîðå î÷åðåäíîé

ïåðåìåííîé óðîâíÿ ðåøåíèÿ. Ýòî ïðîñòîå èçìåíåíèå ïðèâåëî ê çíà÷èòåëüíîìó

ðîñòó ïðîèçâîäèòåëüíîñòè SAT-ðåøàòåëÿ íà ðàññìàòðèâàåìûõ ÊÍÔ.

Êðîìå òîãî, áûëè èçìåíåíû íåêîòîðûå áàçîâûå êîíñòàíòû ðåøàòåëÿ. Ïî-

äîáíî áîëüøèíñòâó èçâåñòíûõ SAT-ðåøàòåëåé, minisat ïåðèîäè÷åñêè ïîíèæàåò

àêòèâíîñòü âñåõ ïåðåìåííûõ è äèçúþíêòîâ ñ öåëüþ óâåëè÷åíèÿ ïðèîðèòåòà â

óãàäûâàíèè äëÿ ïåðåìåííûõ, ïîâûøàþùèõ ñâîþ àêòèâíîñòü íà áîëåå ïîçäíèõ

øàãàõ ïîèñêà. Êðîìå ýòîãî, â 2% ñëó÷àåâ minisat ïðèñâàèâàåò çíà÷åíèå ïåðå-

ìåííîé, âûáðàííîé ñëó÷àéíûì îáðàçîì, à íå ïåðåìåííîé, îáëàäàþùåé ìàêñè-

ìàëüíîé àêòèâíîñòüþ. Ýòè ýâðèñòèêè â ñðåäíåì ïîêàçûâàþò õîðîøèå ðåçóëü-

òàòû íà øèðîêîì íàáîðå òåñòîâûõ ïðèìåðîâ, èñïîëüçóåìûõ â êîíêóðñàõ SAT-

ðåøàòåëåé. Îäíàêî äëÿ ÊÍÔ, êîäèðóþùèõ øèôð À5/1, îíè îêàçûâàþòñÿ íåýô-

ôåêòèâíûìè. Çàïðåùåíèå ïåðèîäè÷åñêîãî ïîíèæåíèÿ àêòèâíîñòè è ñëó÷àéíîãî

âûáîðà ïåðåìåííûõ äàåò óâåëè÷åíèå ñêîðîñòè ðàáîòû ìîäèôèöèðîâàííîãî â

îïèñàííîì âûøå ñìûñëå ðåøàòåëÿ åùå íà 20-30%.

Åùå îäèí àñïåêò ìîäèôèêàöèè SAT-ðåøàòåëÿ îáóñëîâëåí íåîáõîäèìîñòüþ

ðåøåíèÿ â ÐÂÑ áîëüøîãî ÷èñëà îäíîòèïíûõ çàäà÷ (SAT-çàäà÷ èç äåêîìïîçè-

öèîííîãî ñåìåéñòâà). Ïåðåäà÷à ïî ñåòè îòäåëüíûõ SAT-çàäà÷ èç äåêîìïîçèöè-

îííîãî ñåìåéñòâà ñíèæàåò îáùóþ ýôôåêòèâíîñòü âû÷èñëèòåëüíîãî ïðîöåññà â

ÐÂÑ. Äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé ïðîáëåìû áûëà îðãàíèçîâàíà ïåðåäà÷à íà âû÷èñëè-

òåëüíûå óçëû ÐÂÑ «ïàêåòîâ çàäàíèé». Åñëè äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëîæèòü, ÷òî

ÐÂÑ ñîñòîèò èç 2k óçëîâ (k < 31), òî íà êàæäîì óçëå ìîæíî îðãàíèçîâàòü ðå-

øåíèå 231−k SAT-çàäà÷ äëÿ ÊÍÔ èç äåêîìïîçèöèîííîãî ñåìåéñòâà. Òåì ñàìûì

ïàêåò çàäàíèé äëÿ êàæäîãî óçëà ìîæåò áûòü «îïèñàí» äâîè÷íûì âåêòîðîì

äëèíû (âñåãî èìååì ðàçëè÷íûõ ïàêåòîâ çàäàíèé). Ïîëó÷àÿ êîíêðåòíûé äâîè÷-
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Òàáëèöà 6.12: Ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè ïðîöåññîðîâ Intel E8400 è Intel E5472

Íàçâàíèå ïðîöåññîðà Intel E8400 Intel E5472

×èñëî ÿäåð 2 4

Òàêòîâàÿ ÷àñòîòà 3.0 ÃÃö 3.0 ÃÃö

×àñòîòà øèíû 1333 ÌÃö 1600 ÌÃö

Êýø L2 6 Ìá 12 Ìá

íûé âåêòîð äëèíû , ðåøàòåëü íà ïðîèçâîëüíîì óçëå ñàìîñòîÿòåëüíî ïîðîæäàåò

âåêòîðîâ äëèíû 31. Ïåðâûå êîìïîíåíò ýòèõ âåêòîðîâ îáðàçóþò âåêòîð , îñòàâ-

øèåñÿ êîìïîíåíòû èçìåíÿþòñÿ ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì. Îïèñàííàÿ ïðîöåäóðà

ãåíåðàöèè ïàêåòîâ çàäàíèé íà ðàáî÷èõ óçëàõ ÐÂÑ áûëà âñòðîåíà â dminisat.

Äàëåå ìû ïðèâîäèì ïðîãíîç âðåìåíè ðåøåíèÿ çàäà÷è êðèïòîàíàëèçà ãåíåðà-

òîðà A5/1 â ðàìêàõ îïèñàííîé òåõíîëîãèè (ñ èñïîëüçîâàíèåì ðåøàòåëÿ dminisat)

íà âû÷èñëèòåëüíîì êëàñòåðå ÑÊÈÔ-ÌÃÓ «×åáûøåâ» (http://parallel.ru/cluster/).

Äàííûé êëàñòåð ñîñòîèò èç 1250 ÷åòûðåõÿäåðíûõ ïðîöåññîðîâ E5472. Âñå ÷èñ-

ëåííûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïðîãíîçèðîâàíèþ ïðîâîäèëèñü íà ïðîöåññîðå Intel

E8400. Â Òàáë. 6.6 ïðèâåäåíû ñðàâíèòåëüíûå õàðàêòåðèñòèêè äàííîãî ïðîöåñ-

ñîðà è ïðîöåññîðà Intel E5472.

Èç òàáëèöû âèäíî, ÷òî ìîùíîñòü îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà Intel E8400 ñîïîñòà-

âèìà ñ ìîùíîñòüþ îäíîãî ÿäðà ïðîöåññîðà Intel E5472 (íåçíà÷èòåëüíîå îòëè÷èå

ëèøü â ÷àñòîòå øèíû). Èñõîäÿ èç ýòîãî ôàêòà, ìû ñî÷ëè âîçìîæíûì íàïðÿìóþ

ýêñòðàïîëèðîâàòü ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ ÷èñëåííûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïðèìåíè-

òåëüíî ê ïðîöåññó ðåøåíèÿ çàäà÷è ëîãè÷åñêîãî êðèïòîàíàëèçà ãåíåðàòîðà À5/1

íà êëàñòåðå ÑÊÈÔ-ÌÃÓ �×åáûøåâ�. Èòîãîâûé ïðîãíîç âðåìåíè ëîãè÷åñêîãî

êðèïòîàíàëèçà A5/1 íà äàííîì êëàñòåðå ñîñòàâèë 19-21 ÷àñ.

Ïðîãíîç âðåìåíè ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è íà ñóïåðêîìïüþòåðå ÑÊÈÔ-ÌÃÓ

ïîêàçûâàåò, ÷òî äàæå ïðè ïîëíîé çàãðóçêå ýòîãî êëàñòåðà, ðåøåíèå çàäà÷è

êðèïòîàíàëèçà òðåáóåò çíà÷èòåëüíîãî âðåìåíè. Ìîíîïîëüíîå èñïîëüçîâàíèå ìíî-

ãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ, íàõîäÿùèõñÿ â êîëëåêòèâíîì äî-

ñòóïå, íåâîçìîæíî. Âìåñòå ñ òåì, â ðàñïîðÿæåíèè èññëåäîâàòåëåé çà÷àñòóþ èìå-
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þòñÿ ðåñóðñû ðàçëè÷íûõ êëàñòåðîâ, ãðèä-ñèñòåì, âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûõ ñåð-

âåðîâ. Ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ BNB-Grid ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî çàäåéñòâîâàòü

ïîäîáíûå ðàçíîðîäíûå ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû äëÿ ðåøåíèÿ

ñëîæíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷.

Ñòðóêòóðà ïðèâåäåííîãî âûøå âû÷èñëèòåëüíîãî àëãîðèòìà äëÿ ðåøåíèÿ çà-

äà÷è êðèïòîàíàëèçà øèôðà À5/1 äîïóñêàåò ýôôåêòèâíóþ ðåàëèçàöèþ äëÿ ïà-

ðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåì, òàê êàê ïîäçàäà÷è èç äåêîìïîçèöèîííî-

ãî ñåìåéñòâà ìîãóò îáðàáàòûâàòüñÿ íåçàâèñèìûì îáðàçîì. Ïîýòîìó, ó÷èòûâàÿ

âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ðàññìàòðèâàåìîé çàäà÷è, áûëî

ïðèíÿòî ðåøåíèå ïðèìåíèòü ñèñòåìó BNB-Grid äëÿ ðåøåíèÿ äàííîé çàäà÷è,

çàäåéñòâîâàâ âû÷èñëèòåëüíûå ðåñóðñû íåñêîëüêèõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñ-

ëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ.

Â áèáëèîòåêó BNB-Solver áûë äîáàâëåí ìîäóëü, ðåøàþùèé íàáîð ïîäçà-

äà÷ SAT íà ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòåìå ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ.

Ýòîò ìîäóëü ðàáîòàåò â ñîîòâåòñòâèè ñ èçâåñòíîé ïàðàäèãìîé «óïðàâëÿþùèé-

ðàáî÷èå»: îäèí èç ïðîöåññîâ (óïðàâëÿþùèé) ðàñïðåäåëÿåò ïîäçàäà÷è ïî ðàáî-

÷èì ïðîöåññàì. Ýòîò ìîäóëü èñïîëüçóåòñÿ íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëü-

íûõ óçëàõ, âõîäÿùèõ â ñîñòàâ ðàñïðåäåëåííîé ñèñòåìû.

Ñèñòåìà BNB-Grid çàãðóæàåò íà óïðàâëÿþùèé ìîäóëü îïèñàíèå çàäà÷è â

ôîðìàòå XML, â ñîñòàâ êîòîðîãî âõîäèò íàáîð ÊÍÔ èç äåêîìïîçèöèîííîãî

ñåìåéñòâà. Óïðàâëÿþùèé ìîäóëü â äàëüíåéøåì ðàñïðåäåëÿåò ýòè ÊÍÔ ïî ðàç-

ëè÷íûì âû÷èñëèòåëüíûì óçëàì. Ïàðàëëåëüíîìó ïðèëîæåíèþ ïåðåäàåòñÿ ïîð-

öèÿ çàäà÷, ñóùåñòâåííî ïðåâîñõîäÿùàÿ êîëè÷åñòâî ðàáî÷èõ ïðîöåññîâ, ýòî íóæ-

íî äëÿ îïòèìèçàöèè çàãðóçêè ïðîöåññîðîâ è ìàêñèìàëüíîãî ñíèæåíèÿ ïðîñòîÿ.

Ýôôåêòèâíîñòü ðàáîòû ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ òåì âûøå, ÷åì áîëüøå ÷èñ-

ëî ïåðåäàííûõ ïîäçàäà÷, òàê êàê â ýòîì ñëó÷àå íèâåëèðóþòñÿ íåãàòèâíûå ýô-

ôåêòû, ñâÿçàííûå ñ ðàçáàëàíñèðîâêîé íàãðóçêè. Îäíàêî, ïðè ñëèøêîì áîëüøîì
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Òàáëèöà 6.13: Õàðàêòåðèñòèêè ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñîâ, ó÷àñòâóþùèõ â âû÷èñëåíè-

ÿõ
Íàçâàíèå Âåäîìñòâåííàÿ ïðèíàäëåæíîñòü Àðõèòåêòóðà ïðîöåññîðà ×èñëî âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð

MVS-100k ÌÑÖ ÐÀÍ Xeon E5450 3 GHz 7920

ÑÊÈÔ-ÌÃÓ ÌÃÓ Xeon E5472 3 GHz 5000

Êëàñòåð ÐÍÖ ÐÍÖ «Êóð÷àòîâñêèé èíñòèòóò» Xeon 5345 2.333 GHz 3456

BlueGene/P ÌÃÓ Power PC 850 MHz 8192

÷èñëå ïîäçàäà÷ òðåáóåìîå âðåìÿ ðàáîòû ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ ñèëüíî óâå-

ëè÷èâàåòñÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ íåæåëàòåëüíûì èç-çà îãðàíè÷åíèé ñèñòåì ïàêåòíîé

îáðàáîòêè, óñòàíîâëåííûõ íà êëàñòåðàõ: ïàðàëëåëüíîå ïðèëîæåíèå, çàïðàøèâà-

åìîå âðåìÿ ðàáîòû êîòîðîãî âåëèêî, ìîæåò áûòü íå çàïóùåíî èëè áóäåò ïðîñòà-

èâàòü â î÷åðåäè î÷åíü äëèòåëüíîå âðåìÿ. Ýêñïåðèìåíòàëüíî áûëî îïðåäåëåíî

êîìïðîìèññíîå ÷èñëî ÊÍÔ â ïîðöèè çàäà÷, îáåñïå÷èâàþùåå ïðèåìëåìûå ïîêà-

çàòåëè ýôôåêòèâíîñòè è, âìåñòå ñ òåì, íå ïðèâîäÿùåå ê ÷ðåçìåðíî äëèòåëüíîìó

îæèäàíèþ â î÷åðåäè. Ýòî ÷èñëî ñîñòàâëÿåò 4p, ãäå p � ÷èñëî ïðîöåññîâ ïàðàë-

ëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ. Ðàñ÷åòû îñòàíàâëèâàþòñÿ, êîãäà õîòÿ áû íà îäíîì èç

âû÷èñëèòåëåé íàéäåí âûïîëíÿþùèé íàáîð. Ýòî íàáîð ïåðåäàåòñÿ íà óïðàâëÿ-

þùèé ìîäóëü BNB-Grid è ñîõðàíÿåòñÿ ïîëüçîâàòåëåì ñ ïîìîùüþ ãðàôè÷åñêîãî

èíòåðôåéñà.

Äëÿ ðàñ÷åòîâ áûëè âûáðàíû òðè òåñòîâûõ ïðèìåðà äëÿ ãåíåðàòîðà À5/1 ñ

äëèíîé èíèöèàëèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 64 áèòà. Äëÿ êàæäîé èç ïî-

ëó÷åííûõ SAT-çàäà÷ áûëî ñãåíåðèðîâàíî äåêîìïîçèöèîííîå ñåìåéñòâî, ñîäåð-

æàùåå 218 íàáîðîâ. Ðàñ÷åòû îñóùåñòâëÿëèñü íà ÷åòûðåõ ìíîãîïðîöåññîðíûõ

âû÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ, õàðàêòåðèñòèêè êîòîðûõ ïðåäñòàâëåíû â Òàáë.

6.13, âçÿòûõ èç 11-é ðåäàêöèè ñïèñêà ñàìûõ ìîùíûõ ñóïåðêîìïüþòåðîâ ñòðàí

ÑÍÃ.

Â ðåçóëüòàòå ðàñ÷åòîâ, íà ïðîâåäåíèå êîòîðûõ ïîòðåáîâàëîñü íåñêîëüêî äíåé,

áûëè ðåøåíû âñå òåñòîâûå çàäà÷è êðèïòîàíàëèçà A5/1. Íà êàæäîì êëàñòåðå íà

âûïîëíåíèå îòïðàâëÿëîñü ïî ÷åòûðå ïðèëîæåíèÿ BNB-Solver. Ïðè ýòîì èç-çà
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çàãðóæåííîñòè êëàñòåðîâ îäíîâðåìåííî âûïîëíÿëàñü òîëüêî ÷àñòü ïðèëîæå-

íèé. Êîëè÷åñòâî îäíîâðåìåííî ðàáîòàþùèõ âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð èçìåíÿëîñü

â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ îò 0 äî 5568, ñîñòàâëÿÿ â ñðåäíåì ïðèáëèçèòåëüíî 2-3 òûñÿ-

÷è. Âûïîëíÿþùèé íàáîð (èíèöèàëèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ãåíåðàòîðà)

äëÿ ïåðâîãî òåñòà áûë íàéäåí çà 56 ÷àñîâ, äëÿ âòîðîãî � çà 25 ÷àñîâ, äëÿ òðå-

òüåãî òåñòà ïîòðåáîâàëîñü 122 ÷àñà íåïðåðûâíûõ ðàñ÷åòîâ. Âðåìÿ íàõîæäåíèÿ

âûïîëíÿþùåãî íàáîðà â îñíîâíîì îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ôàêòîðàìè: â êà-

êîì ñåãìåíòå äåêîìïîçèöèîííîãî ìíîæåñòâà îí ðàñïîëîæåí è çàãðóæåííîñòüþ

âû÷èñëèòåëåé.

Ðåçóëüòàòû ïðîâåäåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïåðèìåíòîâ ïîêàçûâàþò, ÷òî

ïðè óñëîâèè âîâëå÷åíèÿ äîñòàòî÷íîé âû÷èñëèòåëüíîé ìîùíîñòè, óäàåòñÿ âû-

ïîëíèòü êðèïòîàíàëèç ãåíåðàòîðà À5/1 â òå÷åíèå íåñêîëüêèõ äíåé. Äàííûé

ðåçóëüòàò ïîêàçûâàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, ïîòåíöèàëüíóþ ïðèìåíèìîñòü ïðåäëî-

æåííîãî ïîäõîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êðèïòîàíàëèçà, ñ äðóãîé, àðãóìåíòèðó-

åò èñïîëüçîâàíèå ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ òåõíîëîãèé â ðåøåíèè SAT-

çàäà÷, âîçíèêàþùèõ â ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ. Âûñîêàÿ ñòåïåíü ïàðàëëå-

ëèçìà èñïîëüçîâàííîãî àëãîðèòìà ïîçâîëÿåò íàäåÿòüñÿ íà ñóùåñòâåííîå ñíè-

æåíèå âðåìåíè åãî ðàáîòû ñ óâåëè÷åíèåì ÷èñëà âû÷èñëèòåëüíûõ ÿäåð.
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