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ÎÁÙÀß ÕÀÐÀÊÒÅÐÈÑÒÈÊÀ ÐÀÁÎÒÛ
Àêòóàëüíîñòü òåìû
Çàäà÷è ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ÷àñòî âîçíèêàþò â ðàçëè÷íûõ îá-

ëàñòÿõ ñîâðåìåííîé íàóêè è òåõíèêè. Â áèîëîãèè è õèìèè àêòóàëüíû
ïðîáëåìû ïîèñêà êîíôèãóðàöèé ðàçëè÷íûõ õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé, ñî-
îòâåòñòâóþùèõ ìèíèìóìó ýíåðãèè âçàèìîäåéñòâèÿ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèå
çàäà÷è âîçíèêàþò ïðè ðàçðàáîòêå íîâûõ ëåêàðñòâåííûõ ïðåïàðàòîâ. Â
ìèêðîýëåêòðîíèêå íåîáõîäèìî îïòèìèçèðîâàòü ðàçìåùåíèå êîìïîíåí-
òîâ áîëüøèõ èíòåãðàëüíûõ ìèêðîñõåì. Îïòèìèçàöèÿ ÷àñòî ïðèìåíÿåòñÿ
â ïðîìûøëåííîì äèçàéíå äëÿ óëó÷øåíèÿ ïàðàìåòðîâ ðàçëè÷íûõ êîí-
ñòðóêöèé è èçäåëèé. Òàêæå ê îïòèìèçàöèîííûì îòíîñÿòñÿ ðàçëè÷íûå ëî-
ãèñòè÷åñêèå çàäà÷è, óïðàâëåíèå òðàíñïîðòíûìè ïîòîêàìè, ðàçìåùåíèå
ïðåäïðèÿòèé, ïëàíèðîâàíèå ïðîèçâîäñòâà. Áîëüøîå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷å-
íèå èìåþò çàäà÷è äèñêðåòíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîèñêîì
îïòèìàëüíîãî ðàçìåùåíèÿ ðàçëè÷íûõ îáúåêòîâ (òåëåêîììóíèêàöèîííûõ
âûøåê, çàïðàâî÷íûõ ñòàíöèé è ò.ï.). Êëàññè÷åñêèì ñòàëî ïðèìåíåíèå ìå-
òîäîâ îïòèìèçàöèè äëÿ ðåøåíèÿ îáðàòíûõ çàäà÷ èäåíòèôèêàöèè ïàðà-
ìåòðîâ ìîäåëåé ïî äàííûì ýêñïåðèìåíòà. Ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è íåðåä-
êî âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ. Åñòü ìíîãî
è äðóãèõ îáëàñòåé, â êîòîðûõ îïòèìèçàöèÿ íàõîäèò ñâîå ïðèìåíåíèå.

Ìîæíî ñ óâåðåííîñòüþ óòâåðæäàòü, ÷òî çàäà÷è ïðèêëàäíîé îïòèìèçà-
öèè ÿâëÿþòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî âàæíûìè äëÿ ðàçâèòèÿ ðàçëè÷íûõ îòðàñëåé
íàóêè è òåõíîëîãèé. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ ìåòîäîâ ðåøå-
íèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ è èõ ðåàëèçàöèÿ â âèäå ïðèêëàäíûõ ïðî-
ãðàììíûõ êîìïëåêñîâ ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé íàó÷íîé è ïðàêòè÷å-
ñêîé ïðîáëåìîé.

Ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ìîæíî óñëîâíî ðàç-
äåëèòü íà äâà êëàññà: ýâðèñòè÷åñêèå è äåòåðìèíèðîâàííûå. Ýâðèñòè÷å-
ñêèå ìåòîäû îñíîâàíû íà ïðàâäîïîäîáíûõ, íî íå âñåãäà ñòðîãî îáîñíî-
âàííûõ, ïðåäïîëîæåíèÿõ î ïðèðîäå ðåøàåìîé çàäà÷è è ïîçâîëÿþò íàéòè
íåêîòîðîå äîïóñòèìîå ðåøåíèå, íå äàâàÿ ïðè ýòîì êàêèõ-ëèáî ãàðàíòè-
ðîâàííûõ îöåíîê íà âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ íàéäåííîãî ïðèáëèæåííîãî
ðåøåíèÿ îò îïòèìóìà. Òàêèå ìåòîäû ÷àñòî ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ îïòèìèçàöèè �÷åðíîãî ÿùèêà�, êîãäà àíàëèòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ
öåëåâîé ôóíêöèè íåèçâåñòíî. Áîëüøîé âêëàä â ñîçäàíèå, ðàçâèòèå è èñ-
ñëåäîâàíèå ýâðèñòè÷åñêèõ àëãîðèòìîâ áûë âíåñåí ïðåäñòàâèòåëÿìè ðîñ-
ñèéñêîé è çàðóáåæíûõ øêîë îïòèìèçàöèè Þ.È. Æóðàâëåâûì, Ê.Â. Ðó-
äàêîâûì, Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì, È.Õ. Ñèãàëîì, À.À. Êîðáóòîì, Þ.À.
Êî÷åòîâûì, Á.Ò. Ïîëÿêîì, À.Â. Ïëÿñóíîâûì, À.Ï. Êàðïåíêî, Â.Â. Êó-
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ðåé÷èêîì, F. Glover, G. Kochenberger, C. Cotta, R. Marti è ìíîãèìè äðó-
ãèìè. Äëÿ òàêèõ àëãîðèòìîâ èíîãäà óäàåòñÿ ïîëó÷èòü âåðîÿòíîñòíûå
îöåíêè òî÷íîñòè ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèÿ (ñì. ðàáîòû Á.Ò. Ïîëÿêà, ß.Ç.
Öèïêèíà).

Îñíîâíîå âíèìàíèå â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå óäåëåíî äåòåðìèíèðî-
âàííûì ìåòîäàì ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Â îòëè÷èå îò ýâðèñòè÷åñêèõ,
òàêèå ìåòîäû ïîçâîëÿþò íå òîëüêî íàéòè ðåøåíèå, íî è äàþò îöåíêó îò-
êëîíåíèÿ îò îïòèìóìà íàéäåííîãî çíà÷åíèÿ öåëåâîé ôóíêöèè. Ðàçëè÷-
íûå äåòåðìèíèðîâàííûå ìåòîäû ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ ñîçäàâàëèñü
è ðàçâèâàëèñü È.Õ. Ñèãàëîì, Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì, Â.Ï. ×åðåíèíûì,
Â.Ð. Õà÷àòóðîâûì, À.À. Ëàçàðåâûì, À. À. Êîëîêîëîâûì, G. Danzig, E.
Balas, D. Pisinger, S. Martello, P. Toth è äð. Äåòåðìèíèðîâàííûå ìåòîäû
ðåøåíèÿ íåïðåðûâíûõ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè áûëè ðàçðàáîòàíû
Þ.Ã. Åâòóøåíêî, C.À. Ïèÿâñêèì, Ð.Ã. Ñòðîíãèíûì, Â.Ï. Ãåðãåëåì, ß.Ä.
Ñåðãååâûì, À.Ñ. Ñòðåêàëîâñêèì, Å.Ñ. Ëåâèòèíûì, Â.Ï. Áóëàòîâûì, Î.Â.
Õàìèñîâûì, E. Hansen, R. Kearfott, J. Pinter, H. Tuy è äðóãèìè èññëå-
äîâàòåëÿìè. Äàííàÿ äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà âî-ìíîãîì ïîñâÿùåíà ðàç-
âèòèþ èäåé ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, êîòîðûé áûë ïðåäëîæåí
Þ.Ã. Åâòóøåíêî â 1971 ãîäó äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ïðîñòûìè
(ïàðàëëåëåïèïåäíûìè) îãðàíè÷åíèÿìè è â äàëüíåéøåì áûë îáîáùåí íà
áîëåå øèðîêèé êëàññ çàäà÷, âêëþ÷àÿ çàäà÷è ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàì-
ìèðîâàíèÿ è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Áîëüøîå âíèìàíèå â ñîâðåìåííûõ èññëåäîâàíèÿõ óäåëÿåòñÿ ìíîãîêðè-
òåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (ÌÊÎ). Çíà÷èòåëüíûé âêëàä â ðàçâèòèå òåîðèè
è ìåòîäîâ ðåøåíèÿ òàêèõ çàäà÷ âíåñëè À.Â. Ëîòîâ, Â.Â. Ïîäèíîâñêèé,
Â.À. Áóøåíêîâ, Â.Ä. Íîãèí, Ã.Ê. Êàìåíåâ, È.È. Åðåìèí, È.Ì. Ñîáîëü,
Ð.Á. Ñòàòíèêîâ, K. Deb, M. Ehrgott, E. Zitzler, H.P. Benson, A. Pascoletti,
P. Sera�ni, K. Miettinen è ìíîãèå äðóãèå. Ìíîãèå ïîäõîäû è ìåòîäû ðåøå-
íèÿ òàêèõ çàäà÷ âîñõîäÿò ê ðàííèì ðàáîòàìÞ.Á. Ãåðìåéåðà è åãî ó÷åíè-
êîâ, ïîñâÿùåííûì ïîèñêó �ìèíèìàêñà�. Þ.Á. Ãåðìåéåð òàêæå ïðåäëîæèë
èçâåñòíûé âàðèàíò ñâåðòêè êðèòåðèåâ, èñïîëüçóåìûé â ëîêàëüíûõ ìåòî-
äàõ. Ëîêàëüíûå ìåòîäû è óñëîâèÿ ýêñòðåìóìà òàêæå ðàññìàòðèâàëèñü â
ðàáîòàõ Â.Ã. Æàäàíà, J. Fliege è äð. Äåòåðìèíèðîâàííûå ìåòîäû ïîñòðî-
åíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çàäà÷ áûëè ïðåäëî-
æåíû Þ.Ã. Åâòóøåíêî è Ì.À. Ïîòàïîâûì. Äèñêðåòíûå ìíîãîêðèòåðè-
àëüíûå çàäà÷è ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ È.Õ. Ñèãàëà, È.È. Ìåëàìåäà,
Ä.È. Êîãàíà. Òåîðèÿ è ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-
òèìèçàöèè çàíèìàþò ñóùåñòâåííóþ ÷àñòü äèññåðòàöèè.

Âîïðîñû ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, êîòîðûì òàêæå â
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äèññåðòàöèè óäåëÿåòñÿ ñóùåñòâåííîå âíèìàíèå, ðàññìàòðèâàëèñü â ðà-
áîòàõ À.Â. Êåëüìàíîâà, À.Â. Ïÿòêèíà, Ì.Þ. Õà÷àÿ, À.Â. Ïëÿñóíîâà,
À.À. Êîëîêîëîâà Ë.À. Çàîçåðñêîé, À.Â. Åðåìååâà è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ïîìèìî òåîðåòè÷åñêèõ îñíîâ ðàçðàáàòûâàëèñü òàêæå ïðîãðàììíûå
êîìïëåêñû äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, îáúåäèíÿþùèå ðàçëè÷íûå
ìåòîäû ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè. Ñëåäóåò îòìåòèòü òàêèå
ðàçðàáîòêè, êàê ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ ÄÈÑÎ �Äèàëîãîâàÿ Ñèñòåìà
Îïòèìèçàöèè� (ÂÖ ÐÀÍ), ïàêåòû BARON, BONMIN, KNITRO, CBC è
äðóãèå. Îáúåäèíåíèå ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè â îäèí ïðîãðàìì-
íûé êîìïëåêñ ÿâëÿåòñÿ âïîëíå îïðàâäàííûì ïîäõîäîì, òàê êàê ìíîãèå
ìåòîäû ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ âçàèìîñâÿçàíû. Íàïðèìåð, ëî-
êàëüíûå ìåòîäû ïîèñêà ýêñòðåìóìà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ ðå-
êîðäîâ â ìåòîäàõ òèïà âåòâåé è ãðàíèö. Ìåòîäû ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðî-
âàíèÿ ïðèìåíÿþòñÿ äëÿ íàõîæäåíèÿ îöåíîê ïðè îðãàíèçàöèè âåòâëåíèé.

Íåñìîòðÿ íà ñóùåñòâåííûé ïðîãðåññ, äîñòèãíóòûé â îáëàñòè ãëîáàëü-
íîé îïòèìèçàöèè, âîçìîæíîñòåé ñóùåñòâóþùèõ ïîäõîäîâ íåðåäêî íå äî-
ñòàòî÷íî äëÿ ðåøåíèÿ ïðàêòè÷åñêèõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè çà ïðèåìëå-
ìîå âðåìÿ. Ïîýòîìó àêòóàëüíà çàäà÷à ýôôåêòèâíîé ðåàëèçàöèè ìåòîäîâ
ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðìàõ.
Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû â îáëàñòè ïðèìåíåíèÿ ïàðàëëåëüíûõ âû÷èñëåíèé
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ïîëó÷åíû Ð.Ã. Ñòðîíãè-
íûì, Â.Ï. Ãåðãåëåì, ß.Ä. Ñåðãååâûì, Ê.À. Áàéêàëîâûì, Þ.Ã. Åâòóøåí-
êî, À.À. Ñòàíåâè÷þñîì, Â.Ó. Ìàëêîâîé. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü ðàáîòû
À.À. Ëàçàðåâà â îáëàñòè ðàñïàðàëëåëèâàíèÿ âàðèàíòîâ ìåòîäà äèíàìè-
÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Âîïðîñû ýôôåêòèâíîé îðãàíèçàöèè áàëàí-
ñèðîâêè âû÷èñëèòåëüíîé íàãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè ïðè ðåàëèçàöèè
ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ðàññìàòðèâàëèñü â ðàáîòàõ G. Ananth, V. Kumar,
P. Pardalos, L. Casado, T. Crainic, M. Tolouse, T. Ralphs è äðóãèìè çà-
ðóáåæíûìè èññëåäîâàòåëÿìè. Ìåòîäû ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé ïðè-
ìåíÿëèñü À.Ï. Àôàíàñüåâûì, Â.Â. Âîëîøèíîâûì, Ñ.À. Ñìèðíîâûì äëÿ
ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ â ñåðâèñ-îðèåíòèðîâàííûõ
ñðåäàõ. Ãðèä-ñèñòåìû ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ èñïîëüçîâàëèñü À.À.
Ñåìåíîâûì è Î.Ñ. Çàèêèíûì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è âûïîëíèìîñòè (SAT).
Ïðèìåíåíèå ãðèä-ñèñòåì äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè òàêæå íàøëî
îòðàæåíèÿ â ðàáîòàõ çàðóáåæíûõ èññëåäîâàòåëåé E. Alba, F.Almeida, M.
Blesa, K. Aida, W. Natsume, Y. Futakata. Òåìàòèêå ýôôåêòèâíîé ðåà-
ëèçàöèè ìåòîäîâ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííûõ çàäà÷ íà ïàðàëëåëüíûõ è
ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ â äèññåðòàöèè óäåëÿåòñÿ áîëüøîå âíèìàíèå.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü è áîëüøîå êîëè÷åñòâî ðàáîò â îáëàñòè äèñ-
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ñåðòàöèîííîãî èññëåäîâàíèÿ ñâèäåòåëüñòâóþò î åãî âàæíîñòè è âûñîêîé
ñòåïåíè àêòóàëüíîñòè.
Öåëü ðàáîòû. Îñíîâíîé öåëüþ äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ

ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè, à òàêæå
âñåñòîðîííåå òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå èõ ýô-
ôåêòèâíîñòè. Äëÿ äîñòèæåíèÿ ýòîé öåëè áûëè ïîñòàâëåíû è ðåøåíû
ñëåäóþùèå çàäà÷è:

• ðàçðàáîòêà íîâûõ è ðàçâèòèå ñóùåñòâóþùèõ àëãîðèòìîâ ãëîáàëü-
íîé è äèñêðåòíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè,
îñíîâàííûõ íà èäåÿõ íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé;

• ðàçðàáîòêà è ðåàëèçàöèÿ äåòåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè;

• òåîðåòè÷åñêîå è ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå ýôôåêòèâíîñòè ìå-
òîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè, ïîëó÷åíèå îöåíîê
ñëîæíîñòè îïòèìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ;

• ñîçäàíèå ìóëüòèïëàòôîðìåííîãî ðàñøèðÿåìîãî ïðîãðàììíîãî êîì-
ïëåêñà, ïðåäíàçíà÷åííîãî äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ìíî-
ãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñèñòåìàõ.

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû:

1. Ïîëó÷åíû íîâûå ìèíîðàíòû è íèæíèå îöåíêè äëÿ ìèíèìèçàöèè
ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé. Ïðåäëîæåíû íîâûå ìèíîðàíòû, îñíîâàííûå íà
îöåíêå ñïåêòðà ìàòðèöû Ãåññå, ðàçðàáîòàí ìåòîä âû÷èñëåíèÿ òàêèõ
îöåíîê. Äëÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ ïàðàëëåëåïèïåäíûìè îãðàíè÷å-
íèÿìè ïðåäëîæåíû íîâûå ìèíîðàíòû, ó÷èòûâàþùèå íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ îïòèìàëüíîñòè.

2. Â ìåòîäå íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ñîêðàùå-
íèÿ îáëàñòè ïîèñêà, îñíîâàííûå íà ïîñòðîåíèè äîïîëíåíèÿ ïîêðû-
âàþùåãî ìíîæåñòâà äî ïàðàëëåëåïèïåäà, ïîçâîëÿþùèå ñóùåñòâåííî
ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå ìåòîäà.

3. Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ïåðåíåñåí íà çàäà÷è
÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîêàçàíà êîððåêòíîñòü
àëãîðèòìà.

4. Äëÿ çàäà÷è ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ ïàðàëëåëåïèïåäíû-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè äîêàçàíû íîâûå ñâîéñòâà ε-Ïàðåòî ìíîæåñòâà,
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óñòàíàâëèâàþùèå ñâÿçü ìåæäó ýòèì ìíîæåñòâîì, ãðàíèöåé Ïàðåòî
è îáîëî÷êîé Ýäæâîðòà-Ïàðåòî.

5. Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-
òèìèçàöèè îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò, äîêàçàíà
ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

6. Äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ ôóíêöèîíàëüíûìè
îãðàíè÷åíèÿìè ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå ïðèáëèæåííîãî ðåøåíèÿ �
ìíîæåñòâî ε, δ-Ïàðåòî è ïðåäëîæåí àëãîðèòì äëÿ åãî ïîñòðîåíèÿ,
äîêàçàíà ñõîäèìîñòü ìåòîäà.

7. Íà îñíîâå èäåé ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ââåäåíî ïîíÿòèå
ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, ïîêàçàíî, ÷òî ýòà îáîëî÷êà ñî-
äåðæèòñÿ â åãî âûïóêëîé îáîëî÷êå. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ε-ýôôåêòèâíîé
ãðàíèöû è ε-îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, ïðåäëîæåíû ìåòîäû èõ ÷èñëåí-
íîãî ïîñòðîåíèÿ. Ðàçðàáîòàííûå ïîíÿòèÿ è ìåòîäû ïðèìåíåíû äëÿ
çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ âíåøíåé ãðàíèöû ðàáî÷åé îáëàñòè ìíîãîñåêöè-
îííîãî ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ.

8. Ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê îöåíêå ñëîæíîñòè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïî-
êðûòèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè
ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷.

9. Ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î
áóëåâîì ðàíöå. Ïðîâåäåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå èññëåäîâàíèå è ñîïî-
ñòàâëåíèå èõ òî÷íîñòè.

10. Èññëåäîâàí âîïðîñ ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îäíîé
èç âîçìîæíûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Ïîëó÷åíà îáùàÿ
îöåíêà âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè, íå çàâèñÿùàÿ îò êîíêðåòíîé çà-
äà÷è. Äëÿ çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå
ôîðìóëû äëÿ ìèíèìàëüíîé ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè, ìàêñèìàëü-
íîãî ïàðàëëåëüíîãî óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè.

11. Ïðåäëîæåí ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ è ãèáðèäíûõ
ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû÷èñëè-
òåëüíûõ êîìïëåêñàõ, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé,
êîììóíèêàöèîííîé è óïðàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëüíîñòè â ïðîãðàì-
ìå. Ðàçðàáîòàí ÿçûê îïèñàíèÿ óïðàâëåíèÿ ïàðàëëåëüíûì ïðîöåñ-
ñîì ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà, îñíîâàííûé íà ôîðìàëèçìå êî-
íå÷íûõ àâòîìàòîâ. Ýòîò ÿçûê ïîçâîëÿåò îïèñûâàòü êàê óïðàâëåíèå
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ïðîöåññîì îïòèìèçàöèè, òàê è áàëàíñèðîâêó âû÷èñëèòåëüíîé íà-
ãðóçêè ìåæäó ïðîöåññîðàìè ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìû. Òàêîé ïîäõîä
ïîçâîëÿåò íåçàâèñèìûì îáðàçîì ðåàëèçîâûâàòü è îòëàæèâàòü ñîîò-
âåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû, à òàêæå, îáëåã÷àòü ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà çà ñ÷åò ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàíåå
ðàçðàáîòàííûõ êîìïîíåíò.

12. Íà îñíîâå ðàçðàáîòàííîãî ïîäõîäà ðåàëèçîâàí ïðîãðàììíûé êîì-
ïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ïîñëåäîâà-
òåëüíûõ, ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Â ðàìêàõ ýòîãî
ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà áûëè ðåàëèçîâàíû ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû
äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîíå÷íîìåðíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì è íåñêîëü-
êèìè êðèòåðèÿìè, ïðîâåäåíû ìíîãî÷èñëåííûå ýêñïåðèìåíòû íà ðàç-
ëè÷íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ïëàòôîðìàõ. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàíà è
âûïîëíåíà ýôôåêòèâíàÿ ïàðàëëåëüíàÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è
ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì, ïðåâîñ-
õîäÿùàÿ ïî ñêîðîñòè ðàáîòû èçâåñòíûå àíàëîãè.

Ìåòîäû èññëåäîâàíèé. Â ðàáîòå èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû ãëîáàëüíîé
îïòèìèçàöèè, ìåòîäû äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè è ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëè-
çà, ìåòîäû ïàðàëëåëüíûõ è ðàñïðåäåëåííûõ âû÷èñëåíèé.
Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âñå îñíîâíûå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèè ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè. Ðàçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè ñ
çàäàííîé òî÷íîñòüþ íà îñíîâå êîíöåïöèè íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé. Â
÷àñòíîñòè, â äèññåðòàöèè äàíû íîâûå ìèíîðàíòû äëÿ ñêàëÿðíûõ ôóíê-
öèé, îðèãèíàëüíûå ñïîñîáû ñîêðàùåíèÿ îáëàñòè ïîèñêà, îñíîâàííûå íà
ïîñòðîåíèè äîïîëíåíèÿ ïîêðûâàþùåãî ìíîæåñòâà äî ïàðàëëåëåïèïåäà.
Ïðåäëîæåííàÿ òåõíèêà ïîçâîëèëà ñóùåñòâåííî ïîâûñèòü áûñòðîäåéñòâèå
ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé.

Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îï-
òèìèçàöèè îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò è ïåðåíåñåí íà
çàäà÷è ñ ôóíêöèîíàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

Ââåäåíî íîâîå ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, îáîáùàþ-
ùåå ïîíÿòèå îáîëî÷êè Ýäæâîðòà-Ïàðåòî äëÿ ìíîãîêðèòåðèàëüíûõ çà-
äà÷. Ïîêàçàíî, ÷òî ýòà îáîëî÷êà ñîäåðæèòñÿ â åãî âûïóêëîé îáîëî÷-
êå. Ââåäåíû ïîíÿòèÿ ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû è ε-îáîëî÷êè ìíîæåñòâà,
ïðåäëîæåíû ìåòîäû èõ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ.

Ïîëó÷åíû íîâûå îöåíêè ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà íåðàâ-
íîìåðíûõ ïîêðûòèé. Òàêæå â äèññåðòàöèè ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê
îöåíêå âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö â çàäà÷å î
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ñóììå ïîäìíîæåñòâ, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíû îöåíêè äëÿ êîíêðåò-
íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà è ñåðèé çàäà÷.

Ïðåäëîæåí îðèãèíàëüíûé ïîäõîä ê ðåàëèçàöèè äåòåðìèíèðîâàííûõ è
ãèáðèäíûõ ìåòîäîâ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ìíîãîïðîöåññîðíûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ êîìïëåêñàõ, îñíîâàííûé íà ðàçäåëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé,
êîììóíèêàöèîííîé è óïðàâëÿþùåé ôóíêöèîíàëüíîñòè â ïðîãðàììå. Íà
áàçå ïðåäëîæåííîãî ïîäõîäà ñîçäàí ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ äëÿ ðåøåíèÿ
çàäà÷ îïòèìèçàöèè.
Òåîðåòè÷åñêàÿ è ïðàêòè÷åñêàÿ öåííîñòü. Ðàáîòà íîñèò òåîðå-

òè÷åñêèé è ïðèêëàäíîé õàðàêòåð. Ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû ìîãóò íàéòè
ïðèìåíåíèå â òåîðèè ãëîáàëüíîé, äèñêðåòíîé è íåïðåðûâíîé îïòèìèçà-
öèè ñ îäíèì è íåñêîëüêèìè êðèòåðèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, òåõíèêà ïîëó÷å-
íèÿ îöåíîê ÷èñëà øàãîâ ìåòîäîâ, èçëîæåííàÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå,
ìîæåò áûòü ïðèìåíåíà äëÿ òåîðåòè÷åñêîãî èññëåäîâàíèÿ ñëîæíîñòè äå-
òåðìèíèðîâàííûõ ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè. Ïîäõîä, ïðåäëî-
æåííûé â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå, ìîæåò èñïîëüçîâàòüñÿ ïðè ñîçäàíèè
îïòèìèçàöèîííûõ ïàêåòîâ, îðèåíòèðîâàííûõ íà ìíîãîïðîöåññîðíûå ñè-
ñòåìû. Ðàçðàáîòàííûé â ðåçóëüòàòå ðàáîòû íàä äèññåðòàöèåé êîìïëåêñ
ïðîãðàìì ïðèìåíèì ïðè ðåøåíèè ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ îïòè-
ìèçàöèè, âîçíèêàþùèõ â âû÷èñëèòåëüíîé õèìèè è áèîëîãèè, ïðè ïðî-
åêòèðîâàíèè ëåòàòåëüíûõ àïïàðàòîâ, ìàøèí è ìåõàíèçìîâ, â ýêîíîìèêå
è äðóãèõ îáëàñòÿõ. Ðàçðàáîòàííûå â äèññåðòàöèè ìåòîäû ðåøåíèÿ çà-
äà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè áûëè ïðèìåíåíû äëÿ ïðàêòè÷å-
ñêè âàæíîé çàäà÷è íàõîæäåíèÿ ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà.
Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäû-

âàëèñü íà ñëåäóþùèõ êîíôåðåíöèÿõ:

• XII ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïî-
çíàâàíèÿ îáðàçîâ�, Ìîñêâà, 2005 ã.;

• VII Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Äèñêðåòíûå ìîäåëè â òåîðèè óïðàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåì�, Ìîñêâà, 2006 ã.;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Òèõîíîâ è ñîâðåìåííàÿ ìàòåìàòèêà:
Âû÷èñëèòåëüíàÿ ìàòåìàòèêà è èíôîðìàòèêà�, Ìîñêâà, 2006 ã.;

• âòîðàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ
è Ãðèä-òåõíîëîãèè â íàóêå è îáðàçîâàíèè�, GRID'2006, Äóáíà, 2006
ã.;
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• III ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çà-
äà÷è óïðàâëåíèÿ� PACO'2006 ïàìÿòè È.Â. Ïðàíãèøâèëè, Ìîñêâà,
2006 ã.;

• II ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷.-ïðàêò. êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå èíôîð-
ìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ÈÒ-îáðàçîâàíèå�:, Ìîñêâà, 2006 ã.;

• V ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî èññëåäîâàíèþ îïåðà-
öèé ORM2007, Ìîñêâà, 2007 ã.;

• IX ìåæäóíàðîäíûé ñåìèíàð �Äèñêðåòíàÿ ìàòåìàòèêà è åå ïðèëîæå-
íèÿ�, Ìîñêâà, 2007 ã.;

• Parallel Computing Technologies 9th International Conference, PaCT
2007, Ïåðåñëàâëü-Çàëåññêèé, 2007 ã.;

• âòîðàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñèñòåìíûé àíàëèç è èíôîð-
ìàöèîííûå òåõíîëîãèè� ÑÀÈÒ-2007, Îáíèíñê, 2007 ã.;

• XV ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ïðîáëåìû òåîðåòè÷åñêîé êèáåð-
íåòèêèÌîñêâà, 2008 ã.;

• XXI International Symposium on Nuclear Electonics and Computing,
Âàðíà, 2007 ã.;

• Discrete and Global Optimization, International Conference in Honor
of 50-th Anniversary of Glushkov Institute of Cybernetics, ßëòà, 2008
ã.;

• Íàó÷íûé ñåðâèñ â ñåòè Èíòåðíåò'2008: ðåøåíèå áîëüøèõ çàäà÷, Àáðàó-
Äþðñî, 2008 ã.;

• ÷åòâåðòàÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëå-
íèÿ è çàäà÷è óïðàâëåíèÿ� PACO'2008, Ìîñêâà, 2008 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íî-ïðàêòè÷åñêàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðå-
ìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè è ÈÒ-îáðàçîâàíèå�, Ìîñêâà,
2008 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ
è Ãðèä-òåõíîëîãèè â íàóêå è îáðàçîâàíèè�, GRID'2008, Äóáíà, 2008
ã.;

• XVII ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð "Ñèíòåç è ñëîæíîñòü óïðàâ-
ëÿþùèõ ñèñòåì"èì. àêàäåìèêà Î.Á. Ëóïàíîâà, Ìîñêâà, 2008 ã.;
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• 4th EGEE User Forum, Catania, Sicily, Italy, 2009 ã.;

• Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëèòåëüíûå òåõíîëîãèè (ÏàÂÒ'2009), Íèæíèé
Íîâãîðîä, 2009 ã.;

• International Supercomputing Conference, Hamburg, Germany, 2009 ã.;

• Optimization and applications (OPTIMA-2009), Petrovac, Montenegro,
2009 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñèñòåìíûé àíàëèç è èíôîð-
ìàöèîííûå òåõíîëîãèè� ÑÀÈÒ - 2009, Çâåíèãîðîä, 2009 ã.;

• ÷åòâåðòàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå èíôîðìàöèîííûå òåõíîëîãèè
è ÈÒ-îáðàçîâàíèå�, Ìîñêâà, 2009 ã.;

• òðåòüÿ ìåæäóíàðîäíàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñóïåðêîìïüþòåðíûå
ñèñòåìû è èõ ïðèìåíåíèå� (SSA'2010), Ìèíñê, Áåëàðóñü, 2010 ã.;

• 8-ÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Èíòåëëåêòóàëüíàÿ îáðàáîòêà èí-
ôîðìàöèè�, Ïàôîñ, Êèïð, 2010 ã.;

• V Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ «Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è çà-
äà÷è óïðàâëåíèÿ» PACO-2010, Ìîñêâà, 2010 ã.;

• VI Ìîñêîâñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî èññëåäîâàíèþ îïå-
ðàöèé (ORM2010), Ìîñêâà, 2010 ã.;

• ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ ïî ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêå è èíôîð-
ìàòèêå, ïîñâÿùåííàÿ 100-ëåòèþ ñî äíÿ ðîæäåíèÿ àêàäåìèêà À.À.
Äîðîäíèöûíà, Ìîñêâà, 2010 ã.;

• 4-ÿ Ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ "Ðàñïðåäåëåííûå âû÷èñëåíèÿ è
ãðèä-òåõíîëîãèè â íàóêå è îáðàçîâàíèè Äóáíà, 2010 ã.;

• XV Áàéêàëüñêàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ øêîëà-ñåìèíàð �Ìåòîäû îïòèìè-
çàöèè è èõ ïðèëîæåíèÿ�, Ëèñòâÿíêà, 2011 ã.;

• Eleventh International Conference on Parallel Computing Technologies
(PaCT-2011), Êàçàíü, 2011 ã.;

• II International conference �Optimization and applications� (OPTIMA-
2011), Petrovac, Montenegro, 2011 ã.;
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• 3rd Int. Conf. on Optimization Methods and Software, Chania, Crete,
Greece, 2012 ã.;

• øåñòàÿ ìåæäóíàðîäíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ïàðàëëåëüíûå âû÷èñëåíèÿ è
çàäà÷è óïðàâëåíèÿ PACO'2012�, Ìîñêâà, 2012 ã.;

• ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ êîíôåðåíöèÿ-øêîëà �Ñîâðåìåííûå ïðî-
áëåìû ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè�, Äóáíà, 2012 ã.;

• 3rd International conference �Optimization and applications� (OPTIMA-
2012), Petrovac, Montenegro, 2012 ã.

• 4th International conference �Optimization and applications� (OPTIMA-
2013), Petrovac, Montenegro, 2013 ã.

• 20th Conference of the International Federation of Operational Research
Societies (IFORS), Barcelona, Spain, 2014 ã.

• V International Conference on Optimization Methods and Algorithms
(OPTIMA-2014), Petrovac, Montenegro, 2014

• Ìåæäóíàðîäíàÿ ìîëîäåæíàÿ êîíôåðåíöèÿ �Ñîâðåìåííûå ïðîáëåìû
ïðèêëàäíîé ìàòåìàòèêè è èíôîðìàòèêè�, Äóáíà, 2014

• VIII Âñåðîññèéñêàÿ íàó÷íàÿ êîíôåðåíöèÿ ñ ìåæäóíàðîäíûì ó÷à-
ñòèåì �Ìàòåìàòè÷åñêîå ìîäåëèðîâàíèå ðàçâèâàþùåéñÿ ýêîíîìèêè,
ýêîëîãèè è òåõíîëîãèé�, Ìîñêâà, 2014

Òàêæå ðåçóëüòàòû äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü íà íàó÷-
íûõ ñåìèíàðàõ ÂÖ ÐÀÍ, ÈÏÏÈ ÐÀÍ, ÈÑÀ ÐÀÍ, ÈÏÓ ÐÀÍ.
Ëè÷íûé âêëàä àâòîðà.
Ðåçóëüòàòû, èçëîæåííûå â äèññåðòàöèè, ïîëó÷åíû àâòîðîì ñàìîñòî-

ÿòåëüíî. Â êîëëåêòèâíûõ ïóáëèêàöèÿõ àâòîðó ïðèíàäëåæàò òå èõ ÷à-
ñòè, êîòîðûå ñîñòàâëÿþò îñíîâó äèññåðòàöèè. Â ðàáîòàõ [20, 22, 27, 28]
àâòîðîì ïîëó÷åíû íîâûå ìèíîðàíòû è íèæíèå îöåíêè äëÿ ìèíèìèçà-
öèè ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé, ïðåäëîæåíû ñïîñîáû ñîêðàùåíèÿ îáëàñòè ïî-
èñêà, ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ïåðåíåñåí íà çàäà÷è ÷àñòè÷íî-
öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, äîêàçàíà êîððåêòíîñòü àëãîðèòìà.

Â ðàáîòàõ [23, 25, 30] àâòîðîì äîêàçàíû íîâûå ñâîéñòâà ε-Ïàðåòî ìíî-
æåñòâà, ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé
îïòèìèçàöèè îáîáùåí íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò, äîêàçàíà ñõî-
äèìîñòü ìåòîäà, ââåäåíî ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, ïî-
êàçàíî, ÷òî ýòà îáîëî÷êà ñîäåðæèòñÿ â åãî âûïóêëîé îáîëî÷êå, ââåäåíû
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ïîíÿòèÿ ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû è ε-îáîëî÷êè ìíîæåñòâà, ïðåäëîæåíû
ìåòîäû èõ ÷èñëåííîãî ïîñòðîåíèÿ. Òàêæå â ïåðå÷èñëåííûõ ðàáîòàõ àâ-
òîðîì ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê îöåíêå ñëîæíîñòè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïî-
êðûòèé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîãî ïîëó÷åíû âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðàç-
ëè÷íûõ âàðèàíòîâ ýòîãî ìåòîäà äëÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ çàäà÷.

Â ðàáîòàõ [2, 7, 8, 15, 18, 19, 21] ñîèñêàòåëåì ïîëó÷åíû îöåíêè ñëîæ-
íîñòè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå, èññëåäîâàí
âîïðîñ ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè îäíîé èç âîçìîæíûõ
ðåàëèçàöèé ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, ïîëó÷åíû àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìó-
ëû äëÿ ìèíèìàëüíîé ïàðàëëåëüíîé ñëîæíîñòè, ìàêñèìàëüíîãî ïàðàë-
ëåëüíîãî óñêîðåíèÿ è ýôôåêòèâíîñòè äëÿ çàäà÷è î ñóììå ïîäìíîæåñòâ.

Â ðàáîòàõ [5, 6, 26, 29] àâòîðîì ðàçðàáîòàí ïîäõîä ê ñîçäàíèþ ïà-
êåòîâ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà ñîâðåìåííûõ ïëàòôîðìàõ, íà
áàçå êîòîðîãî âûïîëíåíà ðåàëèçàöèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà äëÿ ðåøå-
íèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè íà ïîñëåäîâàòåëüíûõ, ïàðàëëåëüíûõ
è ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ. Ïðèìåíåíèÿ ýòîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåê-
ñà äëÿ ðåøåíèÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [4, 12, 13, 14],
ãäå àâòîð àäàïòèðîâàë ýòè çàäà÷è äëÿ âûïîëíåíèÿ ðàñ÷åòîâ â ðàìêàõ
ðàçðàáîòàííîãî ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà.
Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû.
Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç ââåäåíèÿ, øåñòè ãëàâ, çàêëþ÷åíèÿ, ïðèëîæå-

íèÿ è ñïèñêà ëèòåðàòóðû, ñîäåðæàùåãî 217 íàèìåíîâàíèé. Îáùèé îáúåì
äèññåðòàöèè ñîñòàâëÿåò 265 ñòðàíèö.
ÑÎÄÅÐÆÀÍÈÅ ÐÀÁÎÒÛ
Âî ââåäåíèè îáîñíîâûâàåòñÿ àêòóàëüíîñòü òåìû, ïåðå÷èñëÿþòñÿ öå-

ëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, äàåòñÿ îöåíêà íàó÷íîé íîâèçíå, òåîðåòè÷å-
ñêîé è ïðàêòè÷åñêîé çíà÷èìîñòè ðàáîòû. Ïðîâîäèòñÿ îáçîð îñíîâíûõ
ðåçóëüòàòîâ ïî òåìàòèêå èññëåäîâàíèé. Òàêæå ïðèâîäèòñÿ ìåòîäîëîãèÿ
èññëåäîâàíèÿ è ïåðå÷èñëÿþòñÿ ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó.
Ãëàâà 1 ïîñâÿùåíà ðàçâèòèþ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ

ðåøåíèÿ çàäà÷ ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ îäíèì êðèòåðèåì. Â ðàçäåëå
1.1 ñòàâèòñÿ çàäà÷à ïîèñêà ãëîáàëüíîãî ýêñòðåìóìà è ïðîèçâîäèòñÿ îá-
çîð îñíîâíûõ ïîäõîäîâ ê åå ðåøåíèþ. Ðàññìàòðèâàåòñÿ çàäà÷à îòûñêàíèÿ
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íåïðåðûâíîé ôóíêöèè f : Rn → R íà êîìïàêò-
íîì äîïóñòèìîì ìíîæåñòâå X ⊆ Rn:

f∗ = globmin
x∈X

f(x) = f(x∗), (1)

ãäå x∗ � ëþáàÿ òî÷êà, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ãëîáàëüíûé ìèíèìóì, ðàâ-
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íûé f∗.
Â ðàçäåëå 1.2 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâîX

èìååò ïðîñòóþ ñòðóêòóðó, ò.å. õàðàêòåðèçóåòñÿ ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

1. ìèíèìóì ìèíîðàíòû íà ìíîæåñòâå ïðîñòîé ñòðóêòóðû ëåãêî îïðå-
äåëÿåòñÿ;

2. äåêîìïîçèöèÿ ìíîæåñòâà ïðîñòîé ñòðóêòóðû íà ïîäìíîæåñòâà ïðî-
ñòîé ñòðóêòóðû ëåãêî ðåàëèçóåòñÿ àëãîðèòìè÷åñêè;

3. íàõîæäåíèå äîïóñòèìîé òî÷êè âíóòðè ìíîæåñòâà ïðîñòîé ñòðóêòó-
ðû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòóþ çàäà÷ó.

Ïðèìåðîì ìíîæåñòâ ïðîñòîé ñòðóêòóðû ÿâëÿþòñÿ n-ìåðíûé ïàðàëëå-
ëåïèïåä èëè ìíîãîãðàííèê, çàäàâàåìûé ñèñòåìîé ëèíåéíûõ íåðàâåíñòâ.
Òåîðåòè÷åñêèå ïîëîæåíèÿ äèññåðòàöèè âåðíû äëÿ ëþáîãî ìíîæåñòâà ïðî-
ñòîé ñòðóêòóðû, íî àëãîðèòìû ïðèâåäåíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ n-ìåðíîãî
ïàðàëëåëåïèïåäà.

Äëÿ çàäà÷è (1) îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ãëîáàëüíûõ ðåøåíèé X∗ è ìíî-
æåñòâî ε-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé Xε:

X∗ = {x ∈ X : f(x) = f∗}, Xε = {x ∈ X : f(x) ≤ f∗ + ε}, ε > 0. (2)

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ìíîæåñòâî X∗ íå ïóñòî. Òðåáóåòñÿ íàéòè õîòÿ áû
îäíó òî÷êó èç ìíîæåñòâà Xε.

Äëÿ ìíîæåñòâà Z ⊆ Rn, ôóíêöèè f(x) : Rn → R è ÷èñëà λ ∈ R
îïðåäåëèì Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî L(f(·), Z, λ) = {x ∈ Z : f(x) ≥ λ} è
îòêðûòîå Ëåáåãîâñêîå ìíîæåñòâî L′(f(·), Z, λ) = {x ∈ Z : f(x) > λ}.

Èñïîëüçóÿ ââåäåííîå ïîíÿòèå, ìîæíî îïðåäåëèòü íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ãëîáàëüíîé îïòèìàëüíîñòè äëÿ ëþáîé òî÷êè x∗ ∈ X
ñëåäóþùèì îáðàçîì:

x∗ ∈ X∗ ⇔ L(f(·), X, f(x∗)) = X.

Àíàëîãè÷íî çàïèñûâàåòñÿ êðèòåðèé ãëîáàëüíîé ε-îïòèìàëüíîñòè. Ïóñòü
xε ∈ X, òîãäà

xε ∈ Xε ⇔ L(f(·), X, f(xε)− ε) = X.

Íåïîñðåäñòâåííîå ïðèìåíåíèå ïðèâåäåííûõ ñîîòíîøåíèé äëÿ îïðåäå-
ëåíèÿ ε-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé, êàê ïðàâèëî, ÿâëÿåòñÿ çàòðóäíèòåëüíûì.
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Â òàêèõ ñëó÷àÿõ ïðèáåãàþò ê äðîáëåíèþ ìíîæåñòâà X íà ïîäìíîæåñòâà
è ê ïîñòðîåíèþ íà íèõ ìèíîðàíò. Ðàññìîòðèì íàáîð ìíîæåñòâ {Xi},
Xi ⊆ X, i = 1, . . . , l. Íà êàæäîì ìíîæåñòâå Xi îïðåäåëèì ìèíîðàíòó
µi(x) òàêóþ, ÷òî f(x) ≥ µi(x) äëÿ âñåõ x ∈ Xi ∩X∗. Ïóñòü çàäàíû ñîâî-
êóïíîñòü äîïóñòèìûõ òî÷åê Nk = {x1, . . . , xk} è ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ
Mk = {L1, . . . ,Lk}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Li ⊆ L(µi(·), Xi, f(xi)− ε), i = 1, . . . , k. (3)

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ Mk ïîêðûâàåò ìíîæå-
ñòâî X∗, åñëè

X∗ ∩ ∪k
i=1Li ̸= ∅. (4)

Ìíîæåñòâà Li áóäåì íàçûâàòü ïîêðûâàþùèìè.
Òåîðåìà 1.1Åñëè äëÿ íàáîðîâ äîïóñòèìûõ òî÷åê Nk è ïîêðûâàþ-

ùèõ ìíîæåñòâMk âûïîëíåíî óñëîâèå (4), òî òî÷êà xr = argminx∈Nk
f(x)

ÿâëÿåòñÿ ε-îïòèìàëüíûì ðåøåíèåì çàäà÷è (1) è äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâà
îöåíêà:

f(xr) ≥ f∗ ≥ f(xr)− ε (5)

Â êîíöå ïóíêòà 1.2 ïðèâîäèòñÿ ôîðìàëüíîå îïèñàíèå àëãîðèòìà, ðå-
àëèçóþùåãî ìåòîä íàõîæäåíèÿ ε-îïòèìàëüíîãî ðåøåíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ
ïðîñòîé ñòðóêòóðû, êîððåêòíîñòü êîòîðîãî îáîñíîâûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ
òåîðåìû 1.1.

Â ïóíêòå 1.3 ðàññìàòðèâàåòñÿ ñëó÷àé, êîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî
çàäàíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé.

X = {x ∈ Rn : g(x) ≤ 0m}, (6)

ãäå g(x) : Rn → Rm � íåïðåðûâíàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ. Ïðåäïîëàãàåò-
ñÿ, ÷òî äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî X ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì îãðàíè÷åííîì
ìíîæåñòâå P èç Rn ïðîñòîé ñòðóêòóðû. Äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ îïðå-
äåëèì âñïîìîãàòåëüíóþ ôóíêöèþ ϕ(x) = max(g(1)(x), . . . , g(m)(x)).

Äëÿ δ ∈ R îïðåäåëèì δ-äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Xδ = {x ∈ Rn : ϕ(x) ≤ δ}. (7)

Ïîëîæèì δ = inf{δ : Xδ ̸= ∅}, δ = sup{δ : Xδ ⊆ P}.
Ïðè δ < δ < δ ïîëîæèì

f δ
∗ = min

x∈Xδ
f(x).
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Ðàññìîòðèì ε ∈ R+ è δ1 ∈ R, δ2 ∈ R, δ < δ1 ≤ δ2 < δ. Îïðåäåëèì
ìíîæåñòâî

Xδ1,δ2
ε = {x ∈ Xδ2 : f(x) ≤ f δ1

∗ + ε}.
Â ÷àñòíîì ñëó÷àå, δ1 = 0, δ2 = δ ýòî ìíîæåñòâî áóäåì íàçûâàòü ìíî-

æåñòâîì ε, δ-îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé è îáîçíà÷àòü ÷åðåç Xδ
ε :

Xδ
ε = {x ∈ Xδ : f(x) ≤ f∗ + ε}.

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâX1, . . . , Xk, ãäå âñåXi ⊆ P . Îïðå-
äåëèì ìèíîðàíòû µi(x) òàêèå, ÷òî f(x) ≥ µi(x) äëÿ âñåõ x èç Xi è ìè-
íîðàíòû νi(x) òàêèå, ÷òî ϕ(x) ≥ νi(x) äëÿ âñåõ x èç Xi. Ïóñòü çàäàíû
ñîâîêóïíîñòü òî÷åê Nk = {x1, . . . , xk} èç Xδ2 è ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ
Mk = {L1, . . . ,Lk}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

Li ⊆ L(µi(·), Xi, f(xi)− ε) ∪ L′(νi(·), Xi, δ1). (8)

Óñëîâèå ïîêðûòèÿ â äàííîì ñëó÷àå èìååò âèä:

P = ∪k
i=1Li. (9)

Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.
Òåîðåìà 1.2 Åñëè äëÿ íàáîðîâ òî÷åê Nk è ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ

Mk âûïîëíåíî óñëîâèå (9), òî òî÷êà xr = argminx∈Nk
f(x) ïðèíàäëå-

æèò ìíîæåñòâó Xδ1,δ2
ε è ñïðàâåäëèâà îöåíêà:

f δ1
∗ + ε ≥ f(xr) ≥ f δ2

∗ . (10)

Âûäåëèì äâà âàæíûõ ÷àñòíûõ ñëó÷àÿ òåîðåìû 1.2. Â ïåðâîì δ1 < 0,
δ2 = 0, ïðè ýòîì òî÷êà xr ÿâëÿåòñÿ ïðèáëèæåííûì äîïóñòèìûì ðåøå-
íèåì, äëÿ êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî: f δ1

∗ + ε ≥ f(xr) ≥ f∗. Èç-
çà îòñóòñòâèÿ íåïðåðûâíîñòè ñëåâà ôóíêöèè ÷óâñòâèòåëüíîñòè â ýòîì
ñëó÷àå ïðèáëèæåííîå è òî÷íîå ðåøåíèÿ ìîãóò ñêîëü óãîäíî îòëè÷àòüñÿ.
Êðîìå òîãî, äëÿ çàäà÷ ãäå δ = 0 äàííûé ïîäõîä íåïðèìåíèì, ò.ê. çäåñü
âíóòðåííîñòü ìíîæåñòâà X ïóñòà.

Âî âòîðîì ñëó÷àå δ1 = 0, δ2 > 0. Ïîëîæèì δ = δ2. Òî÷êà xr áóäåò ïðè-
áëèæåííûì, íî âîçìîæíî íåäîïóñòèìûì ðåøåíèåì, äëÿ êîòîðîãî ñïðà-
âåäëèâî íåðàâåíñòâî: f∗ + ε ≥ f(xr) ≥ f δ

∗ . Ïðè ñòðåìëåíèè ε è δ ê íóëþ
çíà÷åíèå f(xr) áóäåò ñòðåìèòüñÿ ê f∗.

Äàëåå ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîèñêà óñëîâíîãî ýêñòðåìóìà è
îáîñíîâàíèå åãî êîððåêòíîñòè ñ èñïîëüçîâàíèåì Òåîðåìû 1.2. Â àëãîðèò-
ìå ïîêðûâàþùèìè ìíîæåñòâàìè ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäû. Ìåòîä ðàñ-
øèðÿåòñÿ íà ñëó÷àé çàäà÷ ÷àñòè÷íî-öåëî÷èñëåííîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ
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çà ñ÷åò ââåäåíèÿ ïðîñòîãî ïðàâèëà ñîêðàùåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäà. Ýô-
ôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà ïðèìåðå äâóõ
òåñòîâûõ çàäà÷, â êîòîðûõ óäàëîñü óëó÷øèòü ðàíåå èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ
ýêñòðåìóìà.

Ïóíêò 1.4 ïîñâÿùåí âîïðîñàì ïîñòðîåíèÿ ìèíîðàíò íà ìíîæåñòâå Xi,
âîçíèêàþùåì â ïðîöåññå ðàáîòû ìåòîäà. Ïîêàçàíî, ÷òî åñëè ki è Ki �
òàêèå ÷èñëà, ÷òî ñïåêòð ìàòðèöû Ãåññå fxx(x) ïðè x ∈ Xi ïîëíîñòüþ
ëåæèò â ïðåäåëàõ îòðåçêà [ki, Ki], òî ìîæíî îïðåäåëèòü ìèíîðàíòó µi(x)
è ìàæîðàíòó Mi(x) äëÿ ôóíêöèè f(x):

µi(x) = f(ci) + ⟨fx(ci), x− ci⟩+
ki
2
∥x− ci∥2, (11)

Mi(x) = f(ci) + ⟨fx(ci), x− ci⟩+
Ki

2
∥x− ci∥2, (12)

ãäå ci ∈ Xi � íåêîòîðàÿ òî÷êà ìíîæåñòâà Xi. Ïðåäëîæåííàÿ ìèíîðàíòà
òî÷íåå, ÷åì îáû÷íî èñïîëüçóåìàÿ äëÿ ìèíîðèðîâàíèÿ Ëèïøèöåâà ìèíî-
ðàíòà âòîðîãî ïîðÿäêà, òàê êàê ñïåêòð ìàòðèöû Ãåññå ãàðàíòèðîâàííî
ëåæèò â ïðåäåëàõ îòðåçêà [−Li, Li], ãäå Li � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ
ãðàäèåíòà ìèíîðóðóåìîé ôóíêöèè.

Â òåîðåìå 1.1 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû íåðàâåíñòâî µi(x) > f(x) âûïîëíÿëîñü
òîëüêî äëÿ òî÷åê èç ïåðåñå÷åíèÿ Xi ∩X∗. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî Xi íå èìååò îáùèõ òî÷åê ñ ãðàíèöåé
ìíîæåñòâà X, òî ñëåäóþùàÿ ôóíêöèÿ áóäåò ìèíîðàíòîé f(x) íà ìíîæå-
ñòâå Xi ∩X∗:

µi(x) = f(xi)−Ki · ∥x− xi∥ (13)

Äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà äîïóñòèìîå ìíîæåñòâà è ìíîæåñòâà Xi, ïîëó÷àþùè-
åñÿ â ïðîöåññå åãî äåêîìïîçèöèè, ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëåïèïåäàìè, ôàêò
íàëè÷èÿ îáùåé ãðàíèöû Xi è X ëåãêî ïðîâåðÿåòñÿ è, êàê ïîêàçûâàþò
ýêñïåðèìåíòû, ïðèìåíåíèå ìèíîðàíòû (13) ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî ñî-
êðàòèòü ïåðåáîð ïî ñðàâíåíèþ ñ ìèíîðàíòîé 11 è òðàäèöèîííûìè Ëèï-
øèöåâûìè ìèíîðàíòàìè.

Ïðè ðåàëèçàöèè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé íà ïðàêòèêå òðåáó-
åòñÿ îïðåäåëÿòü ïîäìíîæåñòâà Ëåáåãîâñêèõ ìíîæåñòâ, òàê íàçûâàåìûå
ïîêðûâàþùèå ïîäìíîæåñòâà. Â îòëè÷èå îò Ëåáåãîâñêèõ ìíîæåñòâ, èìå-
þùèõ ñëîæíóþ ôîðìó, ïîêðûâàþùèå ïîäìíîæåñòâà ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëå-
ëåïèïåäàìè, ÷òî îáëåã÷àåò èõ èñïîëüçîâàíèå â àëãîðèòìå. Â äèññåðòàöèè
ïîêàçàíî, ÷òî äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ìèíîðàíò ñóùåñòâóþò òðè âàðèàíòà
ôîðìû Ëåáåãîâñêîãî ìíîæåñòâà:
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1. ïåðåñå÷åíèå ïîëóïðîñòðàíñòâà è ïàðàëëåëåïèïåäà Ω;

2. äîïîëíåíèå øàðà äî ïàðàëëåëåïèïåäà Ω;

3. ïåðåñå÷åíèå øàðà è ïàðàëëåëåïèïåäà Ω.

Äëÿ êàæäîãî èç ýòèõ ñëó÷àåâ òàêæå ïðèâåäåíû ñïîñîáû îïðåäåëåíèÿ
ïîêðûâàþùèõ ïîäìíîæåñòâ. Ñòàíäàðòíûé ïîäõîä, ïðèìåíÿåìûé â ìå-
òîäå íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, ñîñòîèò â òîì, ÷òî ïàðàëëåëåïèïåä ëèáî
ïîëíîñòüþ èñêëþ÷àåòñÿ èç äàëüíåéøåãî ðàññìîòðåíèÿ, ëèáî äåëèòñÿ íà
ìåíüøèå ïàðàëëåëåïèïåäû. Íîâûé ïîäõîä, ïðåäëîæåííûé â äèññåðòàöè-
îííîé ðàáîòå, ïîçâîëÿåò óìåíüøàòü ïàðàëëåëåïèïåä â ñëó÷àå, êîãäà íåò
âîçìîæíîñòè îòáðîñèòü åãî öåëèêîì.

Â çàâåðøåíèè ãëàâû ïðèâîäÿòñÿ ðåçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíûõ ýêñïå-
ðèìåíòîâ. Íà ñåðèè ïîëèíîìîâ ñî ñëó÷àéíûìè êîýôôèöèåíòàìè èññëå-
äóåòñÿ ýôôåêòèâíîñòü ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ñ ðàçëè÷íûìè
ñïîñîáàìè ïîñòðîåíèÿ ïîêðûâàþùåãî ìíîæåñòâà è ðàçëè÷íûìè ìèíî-
ðàíòàìè. Äàíî ñðàâíåíèå ñ ïàêåòàìè ãëîáàëüíîé îïòèìèçàöèè BARON
è LINDOGLOBAL.

Ðåçóëüòàòû ðàñ÷åòîâ ïîêàçàëè, ÷òî èç ðàññìîòðåííûõ âàðèàíòîâ íàè-
áîëåå ýôôåêòèâíûì ÿâëÿåòñÿ ïðèìåíåíèå ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðû-
òèé ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèíîðàíòû (13), óñèëåííîå ïðåäëîæåííîé â äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòå òåõíèêîé ñîêðàùåíèÿ ïàðàëëåëåïèïåäîâ. Ïðè ýòîì,
óñêîðåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñî ñòàíäàðòíûì âàðèàíòîì, â êîòîðîì èñïîëü-
çóåòñÿ ñòàíäàðòíàÿ ëèïøèöåâà ìèíîðàíòà âòîðîãî ïîðÿäêà, ñîñòàâèëî â
ñðåäíåì 10-20 ðàç. Òàêæå âñå çàäà÷è áûëè ðåøåíû ñóùåñòâåííî áûñò-
ðåå ÷åì ïàêåòàìè LINDOGLOBAL è BARON. Âûèãðûø ïî âðåìåíè ñî-
ñòàâèë 5-10 ðàç ïî îòíîøåíèþ ê BARON è 25-50 ðàç ïî îòíîøåíèþ ê
LINDOGLOBAL.
Ãëàâà 2 ïîñâÿùåíà çàäà÷àì ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè (ÌÊÎ).

Â ðàçäåëå 2.1 ïðèâîäèòñÿ îáùàÿ ïîñòàíîâêà çàäà÷è, ðàññìàòðèâàþòñÿ îñ-
íîâíûå ïîäõîäû ê åå ðåøåíèþ. Çàäà÷à ÌÊÎ ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

min
x∈X

F (x), (14)

ãäå X � äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïàðàìåòðîâ, à âåêòîð-ôóíêöèÿ F (·) :
Rn → Rm îïðåäåëÿåò âåêòîðíûé êðèòåðèé, êîìïîíåíòû êîòîðîãî
f (1)(·), . . . , f (m)(·) ñîñòàâëÿþò íàáîð èç m ñêàëÿðíûõ êðèòåðèåâ. Îáðàç
Y = F (X) äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà X ïðè îòîáðàæåíèè F íàçîâåì ìíî-
æåñòâîì äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ. Âñþäó äàëåå âåêòîð-
ôóíêöèÿ F (·) ïðåäïîëàãàåòñÿ íåïðåðûâíîé, à ìíîæåñòâî X � íåïóñòûì
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êîìïàêòîì. Ïðè ñäåëàííûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ ìíîæåñòâî Y òàêæå áóäåò
íåïóñòûì êîìïàêòîì. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé òî÷êè z ∈ Rm îïðåäåëèì þãî-
çàïàäíîå SW(z) è ñåâåðî-âîñòî÷íîå NE(z) ìíîæåñòâà ñëåäóþùèì îáðà-
çîì:

SW(z) = {y ∈ Rm : y ≤ z}, NE(z) = {y ∈ Rm : y ≥ z}.
Çäåñü è äàëåå âåêòîðíîå íåðàâåíñòâî ïîíèìàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
a ≤ b îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå íåðàâåíñòâ a(i) ≤ b(i) äëÿ âñåõ
i = 1, . . . ,m.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîæåñòâà Ω ⊆ Rm îïðåäåëèì åãî ìíîæåñòâî
Ïàðåòî P(Ω) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

P(Ω) = {ω ∈ Ω : Ω ∩ SW(ω) = ω}. (15)

Òî÷êè ìíîæåñòâî P(Ω) ÿâëÿþòñÿ ãðàíè÷íûìè äëÿ ìíîæåñòâà Ω. Åñëè â
êà÷åñòâå Ω âçÿòü ìíîæåñòâî äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ Y , òî
äàííîå îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñî ñòàíäàðòíûì îïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà
Ïàðåòî, ïðèíÿòûì â ðàáîòàõ ïî ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè.

Ðàñøèðèì îïðåäåëåíèÿ SW(z),NE(z) íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíîãî ìíî-
æåñòâà Ω ⊆ Rm:

SW(Ω) = ∪y∈ΩSW(y), NE(Ω) = ∪y∈ΩNE(y).

Ìíîæåñòâî NE(Ω) íàçûâàþò îáîëî÷êîé Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ìíîæå-
ñòâà Ω.

Ïóíêò 2.2 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è (14), â êîòîðîé ìíîæåñòâî X
ÿâëÿåòñÿ n-ìåðíûì ïàðàëëåëåïèïåäîì: X = {x ∈ Rn : a ≤ x ≤ b}.
Ìåòîä íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ òàêîé çàäà÷è áûë îáîáùåí Þ.Ã.
Åâòóøåíêî è Ì.À. Ïîòàïîâûì â 1985 ãîäó ñ èñïîëüçîâàíèåì Ëèïøèöå-
âûõ ìèíîðàíò. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ íîâûå ñâîéñòâà
ââåäåííîãî â ýòîé ñòàòüå ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî è ìåòîä ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ
íà ñëó÷àé ïðîèçâîëüíûõ ìèíîðàíò.

Äëÿ ε ≥ 0 íàáîð òî÷åê Yε ⊆ Y áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ε-
Ïàðåòî, åñëè:

1. äëÿ ëþáîé òî÷êè y∗ ∈ P(Y ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà yε ∈ Yϵ, ÷òî

yε − ε · 1m ≤ y∗, (16)

2.
P(Yε) = Yε. (17)
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Ðèñ. 1: Èëëþñòðàöèÿ òåîðåìû 2.1

Çäåñü ÷åðåç 1m îáîçíà÷åí âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà Rm, âñå êîìïîíåíòû
êîòîðîãî ðàâíû 1.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äîêàçûâàþòñÿ ðÿä íîâûõ ñâîéñòâ ìíîæå-
ñòâà ε-Ïàðåòî. Ïðèâåäåì íàèáîëåå çíà÷èìûå ñâîéñòâà.
Òåîðåìà 2.1 Ñïðàâåäëèâû ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå

îáîëî÷êè Ýäæâîðòà-Ïàðåòî ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî è ìíîæåñòâà äîñòèæè-
ìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ:

NE(Yε) ⊆ NE(P(Y )) = NE(Y ) ⊆ NE(Yε − ε · em), (18)
dH(NE(Yε),NE(Y )) ≤ dH(NE(Yε),NE(Yε − ε · 1m)) ≤ ε

√
m, (19)

dH(NE(Y ),NE(Yε − ε · 1m)) ≤ dH(NE(Yε),NE(Yε − ε · 1m)) ≤ ε
√
m, (20)

ãäå dH(·, ·) � ðàññòîÿíèå Õàóñäîðôà.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà äàåò îöåíêó áëèçîñòè ìíîæåñòâ Ïàðåòî è ε-Ïàðåòî.
Òåîðåìà 2.2 Äëÿ ëþáîãî δ > 0 íàéäåòñÿ òàêîå ε > 0, ÷òî ëþáîå

ìíîæåñòâî ε-Ïàðåòî Yε îáðàçóåò δ-ñåòü äëÿ ìíîæåñòâà P(Y ).
Äàëåå â ðàçäåëå ïðèâîäèòñÿ ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî.

Ïðåæäå âñåãî ïîíÿòèå Ëåáåãîâñêîãî ìíîæåñòâà îáîáùàåòñÿ íà ñëó÷àé
ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è. Äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ìíîæåñòâ Λ ⊆ Y , Ω ⊆
Rn è âåêòîð-ôóíêöèè F (·) : Rn → Rm îïðåäåëèì Ëåáåãîâñêîå ìíîæå-
ñòâî

L(F (·),Ω,Λ) = {x ∈ Ω : F (x) ∈ NE(Λ)}. (21)
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Â ñëó÷àåm = 1 ýòî îïðåäåëåíèå ñîâïàäàåò ñ îïðåäåëåíèåì, äàííûì ðàíåå
äëÿ ñêàëÿðíîé ôóíêöèè.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, àíàëî-
ãè÷íàÿ òåîðåìå 1.1. Ðàññìîòðèì íàáîð X1, . . . , Xk, Xi ⊆ X ïîäìíîæåñòâ
äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà è ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæå-
ñòâà äîñòèæèìûõ êðèòåðèàëüíûõ âåêòîðîâ Λ1, . . . ,Λk, Λi ⊆ Y . Ïóñòü
µi(·) � ìèíîðàíòà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (·) íà ìíîæåñòâå Xi ò.å. µi(x) ≤
F (x) äëÿ êàæäîãî x ∈ Xi. Ïóñòü çàäàíà ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ
L1, . . . ,Lk ìíîæåñòâà X, óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ çàäàííûõ Xi,Λi, µi(·) ñî-
îòíîøåíèÿì:

Li ⊆ L(µi(·), Xi,Λi − ε · em), i = 1, . . . , k, (22)

ãäå Λi − ε · em = {x : x = λ− ε · em äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ Λi}.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ {Li} ïîêðûâàåò ìíîæå-

ñòâî X, åñëè
X = ∪k

i=1Li. (23)

Òåîðåìà 2.3 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ (23), òî ìíîæåñòâî
Yk = P

(
∪k
i=1Λi

)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε-Ïàðåòî äëÿ çàäà÷è (14).

Óêàæåì ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ. Ïóñòü µi(·) �
ïðîèçâîëüíàÿ ìèíîðàíòà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (·) íà ìíîæåñòâå Xi.
Ïóñòü òàêæå äëÿ êàæäîãî j ∈ M èçâåñòåí ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ìèíè-

ìóìà α
(j)
i ôóíêöèé µ

(j)
i (·), íà ìíîæåñòâå Xi, αi = (α

(1)
i , . . . , α

(m)
i ).

Li =

{
Xi, åñëè íàéäåòñÿ òàêîå λ ∈ Λi ÷òî αi ≥ λ− ε · em,
∅ â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

(24)

Ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî, äëÿ
îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè êîòîðîãî ïðèìåíÿåòñÿ Òåîðåìà 2.3. Â êîíöå
ðàçäåëà ýôôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî àëãîðèòìà äåìîíñòðèðóåòñÿ íà
ðàçëè÷íûõ òåñòîâûõ çàäà÷àõ.

Ïóíêò 2.3 ïîñâÿùåí ðåøåíèþ çàäà÷è (14) â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî
X îïðåäåëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé:

X = {x ∈ B : G(x) ≤ 0k}, (25)

ãäå G(·) = (g(1)(·), . . . , g(k)(·)) � íàáîð ôóíêöèé îãðàíè÷åíèé, à B � n-
ìåðíûé ïàðàëëåëåïèïåä. Óñëîâèÿ (25) ìîæíî ïåðåïèñàòü â ýêâèâàëåíò-
íîì âèäå

X = {x ∈ B : ϕ(x) ≤ 0}, (26)
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ãäå ϕ(x) = maxi=1,...,k g
(i)(x).

Âñþäó äàëåå âåêòîð-ôóíêöèè F (·), G(·) ïðåäïîëàãàþòñÿ íåïðåðûâíû-
ìè.

Ïîíÿòèå ìíîæåñòâà ε-Ïàðåòî îáîáùàåòñÿ äëÿ ñëó÷àÿ ìíîãîêðèòåðè-
àëüíûõ çàäà÷ ñ îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ δ ∈ R îïðåäåëèì Xδ = {x ∈ Rk :
ϕ(x) ≤ δ}, ïîëîæèì Y δ = F (Xδ).

Ïóñòü äàíû äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà ε ≥ 0, δ ≥ 0. Ìíîæåñòâî Q ⊆ Y δ

áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì ε, δ-Ïàðåòî , åñëè âûïîëíåíû óñëîâèÿ:

1. äëÿ ëþáîé òî÷êè y∗ ∈ P(Y ) ñóùåñòâóåò òàêàÿ òî÷êà q ∈ Q, ÷òî

q − ε · 1m ≤ y∗, (27)

2.
P(Q) = Q. (28)

Ðàññìîòðèì íàáîð X1, . . . , Xk, Xi ⊆ X ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà B è
ñîâîêóïíîñòü êîíå÷íûõ ïîäìíîæåñòâ Λ1, . . . ,Λk, Λi ⊆ Y δ. Ïóñòü µi(·) �
ìèíîðàíòà äëÿ âåêòîð-ôóíêöèè F (·) íà ìíîæåñòâå Xi ò.å. µi(x) ≤ F (x)
äëÿ êàæäîãî x ∈ Xi, à νi(·) � ìèíîðàíòà äëÿ ϕ(·) íà ýòîì æå ìíîæå-
ñòâå. Ïóñòü çàäàíà ñîâîêóïíîñòü ïîäìíîæåñòâ L1, . . . ,Lk ìíîæåñòâà X,
óäîâëåòâîðÿþùèõ äëÿ çàäàííûõ Xi,Λi, µi(·) ñîîòíîøåíèÿì:

Li ⊆ L(µi(·), Xi,Λi − ε · em) ∪ L′(νi(·), Xi, 0), i = 1, . . . , k, (29)

ãäå Λi − ε · em = {x : x = λ− ε · em äëÿ íåêîòîðîãî λ ∈ Λi}.
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ñîâîêóïíîñòü ìíîæåñòâ {Li} ïîêðûâàåò ìíîæå-

ñòâî X, åñëè
X = ∪k

i=1Li. (30)

Òåîðåìà 2.4 Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå ïîêðûòèÿ (30), òî ìíîæåñòâî
Yk = P

(
∪k
i=1Λi

)
ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì ε, δ-Ïàðåòî äëÿ çàäà÷è (14).

Ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå àëãîðèòìà ïîñòðîåíèÿ ìíîæåñòâà ε, δ-Ïàðåòî,
äîêàçûâàåòñÿ åãî êîððåêòíîñòü è êîíå÷íîñòü ÷èñëà øàãîâ àëãîðèòìà.
Ïðèâîäèòñÿ îïèñàíèå ðåàëèçàöèè è ýêñïåðèìåíòîâ, ïîäòâåðæäàþùèõ ýô-
ôåêòèâíîñòü ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà. Ïðèìåð ìíîæåñòâà ε, δ-Ïàðåòî äëÿ
ñëåäóþùåé òåñòîâîé çàäà÷è

f (1)(x) = x(1), f (2)(x) = x(2),

−(x(1))2 − (x(2))2 + 1 + 0.1 cos(16 arctan x(1)

x(2) ) ≤ 0,

(x(1) − 0.5)2 + (x(2) − 0.5)2 − 0.5 ≤ 0,
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Ðèñ. 2: Ìíîæåñòâî 0.01, 0.01-Ïàðåòî

ïîñòðîåííîãî ïðåäëîæåííûì ìåòîäîì, ïðèâåäåí íà Ðèñ. 2.
Â òðåòüåé ãëàâå îïðåäåëÿåòñÿ ïîíÿòèå ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè ìíî-

æåñòâà è ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä åå àïïðîêñèìàöèè äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà ìíî-
æåñòâî ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì êîìïàêòà ïðè íåïðåðûâíîì îòîáðàæåíèè.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λm ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ ðàçìåðíîñòè m, êîì-
ïîíåíòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ 1 èëè −1. Äëÿ âåêòîðà λ ∈ Λm çàïèñü
y2 <λ y1 îçíà÷àåò îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå m óñëîâèé(

y
(i)
2 − y

(i)
1

)
λ(i) ≥ 0 äëÿ i = 1, . . . ,m. (31)

Åñëè íå âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ y1 <λ y2 è y2 <λ y1, òî âåêòîðû y1 è y2
íàçûâàþòñÿ íåñðàâíèìûìè äëÿ äàííîãî λ ∈ Λm.

Äëÿ òî÷êè y ∈ Rm è çàäàííîãî λ ∈ Λm îïðåäåëèì ìíîæåñòâà Dλ(y) =
{z ∈ Rm : z <λ y} è D∗

λ(y) = {z ∈ Rm : y <λ z}. Ââåäåííûå îáîçíà÷åíèÿ
îáîáùàþòñÿ íà ñëó÷àé ìíîæåñòâà Z ⊆ Rm:Dλ(Z) = ∪z∈ZDλ(z),D

∗
λ(Z) =

∪z∈ZD
∗
λ(z).

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Y ⊆ Rm òî÷êó y ∈ Y
íàçîâåì λ-òî÷êîé, åñëè â ìíîæåñòâå Y íåò òàêèõ òî÷åê z, ÷òî z <λ y è
z ̸= y. Îáúåäèíåíèå âñåõ λ-òî÷åê íàçîâåì λ-ãðàíèöåé ìíîæåñòâà Y è
îáîçíà÷èì ÷åðåç Pλ(Y ), ò.å.

Pλ(Y ) = {y ∈ Y : Y ∩Dλ(y) = y}. (32)
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Îáúåäèíåíèå λ-ãðàíèö Peff(Y ) = ∪λ∈Λm
Pλ(Y ) íàçîâåì ýôôåêòèâíîé

ãðàíèöåé ìíîæåñòâà Y . Ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
Óòâåðæäåíèå 3.1 Ýôôåêòèâíàÿ ãðàíèöà êîìïàêòíîãî ñòðîãî-âûïóêëîãî

ìíîæåñòâà ñîâïàäàåò ñ åãî ãðàíèöåé.
Íåñëîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî äàííîå óòâåðæäåíèå ïåðåñòàåò âûïîëíÿòüñÿ

äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âûïóêëîãî ìíîæåñòâà.
Ìíîæåñòâî H(Y ) = ∩λ∈Λm

D∗
λ (Pλ(Y )) áóäåì íàçûâàòü ýôôåêòèâíîé

îáîëî÷êîé ìíîæåñòâà Y . Òàê êàê äëÿ êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Y ⊆ Rm

ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Y ⊆ D∗
λ (Pλ(Y )) ïðè ëþáîì λ ∈ Λm, òî Y ⊆

H(Y ). Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñâÿçûâàåò âûïóêëóþ îáîëî÷êó Conv(Y ) ìíî-
æåñòâà Y (íàèìåíüøåå âûïóêëîå ìíîæåñòâî, ñîäåðæàùåå Y ) è åãî ýô-
ôåêòèâíóþ îáîëî÷êó.
Òåîðåìà 3.1 Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîìïàêòíîãî ìíîæåñòâà Y ñïðàâåä-

ëèâî âêëþ÷åíèå
Y ⊆ H(Y ) ⊆ Conv(Y ), (33)

è ðàâåíñòâî
Conv(Y ) = Conv(Peff(Y )). (34)

Íà ïðàêòèêå ïîñòðîèòü ýôôåêòèâíóþ îáîëî÷êó òî÷íî âîçìîæíî ëèøü
äëÿ ðÿäà ÷àñòíûõ ñëó÷àåâ. Â îáùåì ñëó÷àå íåîáõîäèìî ïîíÿòèå àïïðîê-
ñèìàöèè ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè. Äëÿ ε ≥ 0 è íåêîòîðîãî λ ∈ Λm ìíî-
æåñòâî òî÷åê Y λ

ε èç Rm íàçîâåì ε-àïïðîêñèìàöèåé λ-ãðàíèöû, åñëè äëÿ
êàæäîé òî÷êè y∗ ∈ Pλ(Y ) íàéäåòñÿ òàêàÿ òî÷êà yε â Y

λ
ε , ÷òî yε+ελ <λ y∗

è, êðîìå òîãî, ìíîæåñòâî Y λ
ε ñîñòîèò òîëüêî èç íåñðàâíèìûõ òî÷åê.

Ïóñòü èìååòñÿ íàáîð {Y ε
λ }, λ ∈ Λm. Òîãäà ∪λ∈Λm

Y ε
λ íàçîâåì ε-ýôôåêòèâíîé

ãðàíèöåé ìíîæåñòâà Y . Âíåøíåé ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöåé áóäåì íàçû-
âàòü ìíîæåñòâî ∪λ∈Λm

(Y ε
λ + ελ).

Òàê êàê Y � êîìïàêò, òî Y ⊆ D∗
λ (Pλ(Y )) è, ñëåäîâàòåëüíî, Y ⊆

D∗
λ (Y

ε
λ + ελ) äëÿ âñåõ λ ∈ Λm. Òàêèì îáðàçîì, Y ⊆ ∩λ∈Λm

D∗
λ (Y

ε
λ + λε).

Ìíîæåñòâî ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε) áóäåì íàçûâàòü ε-ýôôåêòèâíîé îáî-

ëî÷êîé ìíîæåñòâà Y. Î÷åâèäíî H(Y ) ⊆ ∩λ∈Λm
D∗

λ (Y
ε
λ + λε) äëÿ ëþáîãî

ε > 0.
Äàëåå â ðàçäåëå äîêàçûâàþòñÿ íåêîòîðûå ñâîéñòâà ε-ýôôåêòèâíîé

îáîëî÷êè è ïðèâîäèòñÿ àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ε-ýôôåêòèâíîé ãðàíèöû,
ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü åå çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Â çàêëþ÷èòåëüíîé ÷àñòè ãëàâû ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðèìåíåíèå ïîíÿòèÿ
ε-ýôôåêòèâíîé îáîëî÷êè äëÿ ïðàêòè÷åñêè çíà÷èìîé çàäà÷è ïîñòðîåíèÿ
ðàáî÷åé îáëàñòè ðîáîòà-ìàíèïóëÿòîðà.
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Ãëàâà 4 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ðàçëè÷íûõ
âàðèàíòîâ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Â ðàçäåëå 4.1 îïðåäåëÿþòñÿ îñíîâíûå
ïîíÿòèÿ ýòîãî ìåòîäà. Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëü-
íîé äåêîìïîçèöèè èñõîäíîãî äîïóñòèìîãî ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà, ñ
èñêëþ÷åíèåì ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå çàâåäîìî íå ñîäåðæàò îïòèìàëüíîãî
ðåøåíèÿ. Îáùàÿ ñõåìà ìåòîäà ñîñòîèò â ñëåäóþùåì:

1. Ïîìåñòèòü â ñïèñîê ïîäìíîæåñòâ èñõîäíîå ïîäìíîæåñòâî X.

2. Âûáðàòü ïîäìíîæåñòâî G èç ñïèñêà ïîäìíîæåñòâ.

3. Ïðîèçâåñòè äåéñòâèÿ, íàïðàâëåííûå íà âû÷èñëåíèå âåðõíèõ è íèæ-
íèõ îöåíîê öåëåâîé ôóíêöèè, ñîêðàùåíèå è äåêîìïîçèöèþ ìíîæå-
ñòâà G. Ïîëó÷åííûå íîâûå ïîäìíîæåñòâà (åñëè òàêîâûå ïîëó÷åíû)
äîáàâèòü â ñïèñîê ïîäìíîæåñòâ.

4. Åñëè ñïèñîê ïîäìíîæåñòâ ïóñò, òî çàâåðøèòü àëãîðèòì, â ïðîòèâíîì
ñëó÷àå ïåðåéòè ê øàãó 2.

Ïðîöåññ ðàáîòû ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ìîæíî ñõåìàòè÷íî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå äåðåâà âåòâëåíèé � ãðàôà, âåðøèíàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ
îáðàáàòûâàåìûå ïîäìíîæåñòâà, à äóãè ñîåäèíÿþò îäíî ïîäìíîæåñòâî ñ
äðóãèìè, ïîëó÷åííûìè èç íåãî â ðåçóëüòàòå äåêîìïîçèöèè.

Ñëîæíîñòüþ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö ïðè ðåøåíèè äàííîé çàäà÷è
áóäåì íàçûâàòü ÷èñëî èòåðàöèé öèêëà 2-4, êîòîðîå ïîòðåáîâàëèñü äëÿ
ðåøåíèÿ çàäà÷è. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòî ÷èñëî ñîâïàäàåò ñ êîëè÷åñòâîì âåð-
øèí â äåðåâå âåòâëåíèé íà ìîìåíò çàâåðøåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà.

Äàëåå ñëîæíîñòü îáîçíà÷àåòñÿ áóêâîé S. Òàêæå âìåñòî ìíîæåñòâà
âñåõ âåðøèí èíîãäà óäîáíåå ðàññìàòðèâàòüñÿ ìíîæåñòâî êîíöåâûõ âåð-
øèí V , êîòîðîå äëÿ áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñâÿçàíî ñ S ôîðìóëîé:

S = 2V − 1.

×èñëî V áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííîé ñëîæíîñòüþ.
Ðàçäåë 4.2 ïîñâÿùåí èññëåäîâàíèþ ñëîæíîñòè ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ

ïîêðûòèé. Îñíîâíîé ðåàëèçàöèåé ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé ÿâ-
ëÿåòñÿ àëãîðèòì áèñåêöèé, êîòîðûé óêëàäûâàåòñÿ â ñõåìó ìåòîäà âåò-
âåé è ãðàíèö. Ìåòîä áèñåêöèé ñîñòîèò â ïîñëåäîâàòåëüíîé äåêîìïîçèöèè
èñõîäíîãî n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà, ñîäåðæàùåãî äîïóñòèìîå ìíîæå-
ñòâî X, íà ïàðàëëåëåïèïåäû ìåíüøåãî äèàìåòðà. Íà øàãå 3 ïðîèçâîäèò-
ñÿ óìåíüøåíèå ðàññìàòðèâàåìîãî n-ìåðíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà è ðàçáèå-
íèå ïîëó÷åííîãî ïàðàëëåëåïèïåäà íà äâà ðàâíûõ ïàðàëëåëåïèïåäà âäîëü
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ìàêñèìàëüíîãî ðåáðà. Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþ-
ùàÿ òåîðåìà, äàþùàÿ âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè àëãîðèòìà áèñåêöèé.
Òåîðåìà 4.1 Ïóñòü ñóùåñòâóåò d∗ > 0 òàêîå, ÷òî ëþáîé ïàðàëëå-

ëåïèïåä ñ äèàìåòðîì, íå ïðåâîñõîäÿùèì d∗, âñåãäà ïîëíîñòüþ èñêëþ÷à-
åòñÿ èç ðàññìîòðåíèÿ íà øàãå 3 ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, d � äèàìåòð
èñõîäíîãî ïàðàëëåëåïèïåäà. Òîãäà ñëîæíîñòü ìåòîäà áèñåêöèé íå ïðå-
âîñõîäèò âåëè÷èíû

4

(
d∗
d

)θ(n)

− 1,

ãäå θ(n) = 2/ log2
(
1− 3

4n

)
.

Íåñëîæíî ïîêàçàòü, ÷òî äàííàÿ îöåíêà èìååò ýêñïîíåíöèàëüíóþ àñèìï-
òîòèêó ïðè óâåëè÷åíèè n.

Òåîðåìà 4.1 èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîëó÷åíèÿ îöåíîê ñëîæíîñòè êîíêðåò-
íûõ âàðèàíòîâ ìåòîäà íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé, ðàññìîòðåííûõ â ãëà-
âàõ 1,2 äèññåðòàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè äëÿ ïîëó÷åíèÿ
îöåíîê èñïîëüçóþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè-òî÷íûå ìèíîðàíòû, òî âñå ïðåäëî-
æåííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû çàâåðøàþòñÿ çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ðàçäåë 4.3 ïîñâÿùåí ôîðìóëèðîâêàì è îñíîâíûì ïîíÿòèÿì, ñâÿçàí-
íûì ñ âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è
î ðàíöå

n∑
i=1

pixi → max,
n∑

i=1

wixi ≤ C, xi ∈ {0, 1}. (35)

Ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö äëÿ äàííîé çàäà÷è îñíîâàí íà ðàçáèåíèè äîïó-
ñòèìîãî ìíîæåñòâà íà ïîäìíîæåñòâà ñ ïîìîùüþ ïðèäàíèÿ ïåðåìåííûì
çíà÷åíèé 0, 1. Â 1976 ãîäó Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì áûë ïîñòðîåí ïðè-
ìåð çàäà÷è, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðîé òðåáóåòñÿ 2

(
n+1

⌊n/2⌋+1

)
− 1 øàãîâ ìåòîäà

âåòâåé è ãðàíèö:

n∑
i=1

2xi → max,
n∑

i=1

2xi ≤ 2⌊n/2⌋+ 1. (36)

Â òîì æå ãîäó Â.Ï. Ãðèøóõèí ïîêàçàë, ÷òî åñëè äëÿ âåòâëåíèÿ âñåãäà
âûáèðàåòñÿ ýëåìåíò ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì, òî ýòî ÷èñëî áóäåò è âåðõ-
íåé îöåíêîé ÷èñëà øàãîâ ìåòîäà. Âàðèàíò ÌÂÃ, â êîòîðîì ïðè ðàçáèåíèè
ôèêñèðóåòñÿ çíà÷åíèå ïåðåìåííîé ñ ìàêñèìàëüíûì âåñîì èç ÷èñëà íåçà-
ôèêñèðîâàííûõ, áóäåì íàçûâàòü ìàæîðèòàðíûì. Òàêèì îáðàçîì äëÿ
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ñëîæíîñòè S ìàæîðèòàðíîãî àëãîðèòìà èìååò ìåñòî ñëåäóþùàÿ âåðõ-
íÿÿ îöåíêà:

S ≤ 2

(
n+ 1

⌊n/2⌋+ 1

)
− 1. (37)

Âîçíèêàåò âîïðîñ, ÿâëÿåòñÿ ëè äàííîå íåðàâåíñòâî âåðõíåé îöåíêîé
ñëîæíîñòè äëÿ ëþáîãî âàðèàíòà ÌÂÃ. Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ � îòðèöà-
òåëüíûé. Â ðàçäåëå 4.4 äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ïîêàçàíî, ÷òî â ñëó÷àå
âåòâëåíèÿ ïî äðîáíîé ïåðåìåííîé ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è î ðàíöå ìî-
æåò áûòü àñèìïòîòè÷åñêè â 1.5 − ϵ ðàçà âûøå, ÷åì ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ
ïðèìåðà, ïðåäëîæåííîãî Þ.Þ. Ôèíêåëüøòåéíîì. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîåíî
ñåìåéñòâî çàäà÷ P (T,m, k) î ñóììå ïîäìíîæåñòâ, ãäå k � öåëîå ÷èñëî,
m � öåëîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, à T = {t1, . . . , tn} ∈ Nn � óïîðÿ-
äî÷åííûé íàáîð íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äëèíû n. Çàäà÷à P (T,m, k) èìååò
ñëåäóþùèé âèä:

m+n∑
i=1

wixi → max;

m+n∑
i=1

wixi ≤ ka+ 1,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n,

ãäå a ∈ N, a ≥ 2, wi =

{
a, åñëè 1 ≤ i ≤ m;

tn+m+1−i · a, åñëè m < i ≤ m+ n.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è P (T,m, k) íå çàâèñèò îò ïàðà-
ìåòðà a. Ó÷èòûâàÿ ýòîò ôàêò, ìû îáîçíà÷àåì ïðèâåäåííóþ ñëîæíîñòü
ðåøåíèÿ òàêîé çàäà÷è ÷åðåç V (T,m, k). Â ðàáîòå ïîëó÷åíà ðåêóððåíò-
íàÿ ôîðìóëà äëÿ V (T,m, k), ñ ïîìîùüþ êîòîðîé óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ
ëþáîãî T = {t1, . . . , tn} ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

lim
m→∞

maxk∈Z V (T,m, k)(
m+n
⌊m

2 ⌋
) = 2 +

n∑
i=1

(
1

2i
− 1

2i+ti−1

)
.

Èç äàííîãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ðàññìîòðåííîãî âàðèàíòà ìå-
òîäà âåòâåé è ãðàíèö ñóùåñòâóþò çàäà÷è P (T,m, k), ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ
êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò àñèìïòîòè÷åñêè â 3

2 − ϵ ðàçà ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ
çàäà÷è (36) ñ òåì æå ÷èñëîì ïåðåìåííûõ.

27



Òðóäîåìêîñòü ðåøåíèÿ çàäà÷è ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö ñóùåñòâåííî
çàâèñèò îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Ïîýòîìó âàæíûì ïðåäñòàâëÿåòñÿ ïî-
ëó÷åíèå îöåíîê ñëîæíîñòè, çàâèñÿùèõ îò âõîäíûõ äàííûõ çàäà÷è. Òàêèå
îöåíêè ïîçâîëÿþò ñäåëàòü îïðåäåëåííûå âûâîäû î òðóäîåìêîñòè çàäà÷è,
íå ðåøàÿ åå.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå äîêàçûâàåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ
âåðõíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè.
Òåîðåìà 4.2 Ñëîæíîñòü S ðåøåíèÿ çàäà÷è (35) ìåòîäîì âåòâåé è

ãðàíèö ïðè ëþáîì ïîðÿäêå âûáîðà ïîäçàäà÷ äëÿ îáðàáîòêè è ïåðåìåííûõ
äëÿ âåòâëåíèÿ óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó íåðàâåíñòâó:

S ≤ 2

(
n+ 1− s+ t

t

)
− 1, (38)

ãäå âåëè÷èíû s è t îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè:

s = min

{
k ∈ N :

k∑
i=1

wi > C

}
. (39)

t = min

{
k ∈ N :

n∑
i=n−k+1

wi > C

}
. (40)

Âåëè÷èíû (39) è (40) îïðåäåëåíû â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî âåñà óïîðÿ-
äî÷åíû ïî óáûâàíèþ w1 ≥ · · · ≥ wn.

Áîëåå òî÷íûå îöåíêè óäàåòñÿ ïîëó÷èòü äëÿ ìàæîðèòàðíîãî ìåòîäà
âåòâåé è ãðàíèö.
Òåîðåìà 4.3 Ñëîæíîñòü S ðåøåíèÿ çàäà÷è (35) ìàæîðèòàðíûì ìå-

òîäîì âåòâåé è ãðàíèö óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùèì íåðàâåíñòâàì:

S ≤ 2
(
n+1
t

)
− 1, åñëè t ≤ ⌊n/2⌋+ 1,

S ≤ 2
((

n+1
⌊n/2⌋+1

)
−
(

t
⌊n/2⌋+1

))
+ 1, åñëè t > ⌊n/2⌋+ 1,

(41)

ãäå t çàäàåòñÿ ôîðìóëîé (40).
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ìàæîðèòàðíîãî àëãîðèòìà èìåþò ìåñòî òðè âåðõ-

íèõ îöåíêè (37), (38), (41). Íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî îöåíêà (41) âñåãäà
íå õóæå (37) è ïðè t ≤ ⌊n/2⌋ íå õóæå îöåíêè (38).

Òàêæå â ðàáîòå ïðåäñòàâëåíî ýêñïåðèìåíòàëüíîå ñðàâíåíèå ïîëó÷åí-
íûõ îöåíîê, ïîêàçûâàþùåå, ÷òî îöåíêà (41) ïðåâîñõîäèò îöåíêè (37) è
(38) ïî ñðåäíåìó çíà÷åíèþ, ìàêñèìàëüíîé òî÷íîñòè è â ïîäàâëÿþùåì
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áîëüøèíñòâå ñëó÷àåâ áûëà ëó÷øåé èç âñåõ îöåíîê. Â òî æå âðåìÿ, îöåí-
êà (38) ÷àùå, ÷åì âñå îñòàëüíûå áûëà òî÷íîé.
Ãëàâà 5 ïîñâÿùåíà âîïðîñàì âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ïàðàëëåëü-

íîãî âàðèàíòà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Ðàññìàòðèâàåòñÿ îäíà èç ðàñïðî-
ñòðàíåííûõ ïàðàëëåëüíûõ ðåàëèçàöèé ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, ïðèìå-
íÿåìàÿ äëÿ ñèñòåì ñ îãðàíè÷åííûìè âîçìîæíîñòÿìè ïî âçàèìîäåéñòâèþ
ìåæäó âû÷èñëèòåëüíûìè óçëàìè â ïðîöåññå ðàñ÷åòîâ (ãðèä-ñèñòåìû èç
ïåðñîíàëüíûõ êîìïüþòåðîâ, ãðàôè÷åñêèå ñî-ïðîöåññîðû). Ïðåäïîëîæèì,
÷òî èìååòñÿ áåñêîíå÷íîå ÷èñëî îäèíàêîâûõ ïðîöåññîðîâ. Âûäåëèì îäèí
ïðîöåññîð è íàçîâåì åãî óïðàâëÿþùèì. Îñòàëüíûå ïðîöåññîðû áóäåì íà-
çûâàòü ðàáî÷èìè. Íà íà÷àëüíîì ýòàïå óïðàâëÿþùèé ïðîöåññîð âûïîë-
íÿåò çàäàííîå ÷èñëî èòåðàöèé ÌÂÃ, â ðåçóëüòàòå ÷åãî îáðàçóåòñÿ íåêîòî-
ðîå êîëè÷åñòâî ïîäçàäà÷, ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíöåâûì âåðøèíàì äåðåâà
âåòâëåíèÿ. Çàòåì ïîëó÷åííûå ïîäçàäà÷è ðàññûëàþòñÿ ñ óïðàâëÿþùåãî
ïðîöåññîðà ðàáî÷èì ïðîöåññîðàì (ïî îäíîé íà ïðîöåññîð). Êàæäûé ðà-
áî÷èé ïðîöåññîð, ïîëó÷èâøèé ïîäçàäà÷ó, ïîëíîñòüþ ðåøàåò åå. Ïîñëå
çàâåðøåíèÿ ðàñ÷åòîâ ðàáî÷èå ïðîöåññîðû ïåðåñûëàþò íàèëó÷øèå íàé-
äåííûå ðåøåíèÿ óïðàâëÿþùåìó ïðîöåññîðó, êîòîðûé, ñîïîñòàâëÿÿ äàí-
íûå ðåøåíèÿ, íàõîäèò îïòèìóì. Â äàëüíåéøåì áóäåì èìåíîâàòü äàííûé
àëãîðèòì ôðîíòàëüíûì.

Îïðåäåëèì òåïåðü ïîíÿòèå ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà. Îáî-
çíà÷èì ÷èñëî øàãîâ ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, âûïîëíåííûõ íà óïðàâëÿ-
þùåì ïðîöåññîðå, ÷åðåç L1, à ìàêñèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ëþáîé
èç ñãåíåðèðîâàííûõ çàäà÷-êàíäèäàòîâ � ÷åðåç L2. Âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà-
÷è íà ðàññìàòðèâàåìîé ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå ñêëàäûâàåòñÿ èç âðåìåíè
ðåøåíèÿ íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññîðå, ïðîïîðöèîíàëüíîãî L1, è ìàêñè-
ìàëüíîãî èç âðåìåí ðåøåíèÿ ðàçîñëàííûõ ïîäçàäà÷ íà ðàáî÷èõ ïðîöåñ-
ñîðàõ, ïðîïîðöèîíàëüíîãî L2. Ðàññìîòðèì èäåàëüíóþ ñèòóàöèþ, êîãäà
âðåìÿ êîììóíèêàöèé ïðåíåáðåæèìî ìàëî ïî ñðàâíåíèþ ñî âðåìåíåì t
îäíîãî øàãà ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Òîãäà îáùåå âðåìÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è
íà ðàññìîòðåííîé ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå ñîñòàâèò L · t, ãäå L = L1 + L2.
Èñõîäÿ èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé, åñòåñòâåííî ïîëîæèòü ñëîæíîñòü
ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà ðàâíîé ââåäåííîé âåëè÷èíå L.

Â äèññåðòàöèè äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äàþùåå íèæ-
íþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà ïðè óñëîâèè, ÷òî äåðåâî
âåòâëåíèÿ íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå ê ïàðàëëåëüíîìó âàðèàíòó.
Óòâåðæäåíèå 5.1 Ñëîæíîñòü ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà L îãðàíè-

÷åíà ñíèçó âåëè÷èíîé 2
√
S + 2−3, ãäå S � ñëîæíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî àëãîðèòìà, à óñêîðåíèå Sp ïîä÷èíÿåòñÿ íåðàâåíñòâó Sp ≤ S
2
√
S+2−3

.
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Ïîëó÷åííàÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ÿâëÿåòñÿ îáùåé è ãîäèòñÿ äëÿ ëþáî-
ãî âàðèàíòà ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà. Ôàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå ñëîæíîñòè
ìîæåò êîëåáàòüñÿ â øèðîêèõ ïðåäåëàõ â çàâèñèìîñòè îò èñõîäíûõ äàí-
íûõ çàäà÷è. Ïîýòîìó áîëåå òî÷íàÿ îöåíêà âîçìîæíà äëÿ êîíêðåòíûõ
çàäà÷ è âàðèàíòîâ ìåòîäà.

Â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå òàêèå îöåíêè ïîëó÷åíû äëÿ çàäà÷è î ñóì-
ìå ïîäìíîæåñòâ. Ïðè óñëîâèè íåâûðîæäåííîñòè (íå ñóùåñòâóåò íàáîðà
ïðåäìåòîâ, ñóììà âåñîâ êîòîðûõ ñîâïàäàåò ñî çíà÷åíèåì âìåñòèìîñòè C)
äåðåâî âåòâëåíèé äëÿ ýòîé çàäà÷è íå çàâèñèò îò ïîðÿäêà âûáîðà ïîäçàäà÷
äëÿ îáðàáîòêè è, ñîîòâåòñòâåííî, íå èçìåíÿåòñÿ ïðè ðàñïàðàëëåëèâàíèè.
Ðàññìàòðèâàåòñÿ ÿðóñíûé ôðîíòàëüíûé àëãîðèòì, ïðè êîòîðîì óïðàâ-
ëÿþùèé ïðîöåññîð âûïîëíÿåò âåòâëåíèå â øèðèíó: íà î÷åðåäíîì øàãå
äëÿ äåêîìïîçèöèè âûáèðàåòñÿ ëþáàÿ èç âåðøèí äåðåâà âåòâëåíèé, íàõî-
äÿùàÿñÿ íà ìèíèìàëüíîì ðàññòîÿíèè îò êîðíÿ äåðåâà. Ïðîöåññ âåòâëå-
íèÿ íà óïðàâëÿþùåì ïðîöåññîðå çàêàí÷èâàåòñÿ, êîãäà âñå íå îòñåÿííûå
ïîäçàäà÷è èìåþò çàäàííóþ ãëóáèíó s.

Âîïðîñ ìèíèìàëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî àëãî-
ðèòìà èññëåäóåòñÿ äëÿ çàäà÷ ñëåäóþùåãî âèäà:

n∑
i=1

axi → max,

ïðè óñëîâèÿõ
n∑

i=1
axi ≤ ka+ 1,

xi ∈ {0, 1}, i = 1, . . . , n,

(42)

ãäå a � ïðîèçâîëüíîå äåéñòâèòåëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå 1.
Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îïðåäåëÿåò àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ìèíèìàëü-

íîé ñëîæíîñòè ôðîíòàëüíîãî àëãîðèòìà L∗(n) è çíà÷åíèÿ s∗(n) ïðè êî-
òîðîì äîñòèãàåòñÿ ìèíèìóì.
Òåîðåìà 5.1 Ïðè n/3 ≤ k ≤ 2n/3 ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ:

L∗(n) ≍
2n/2

4
√
n
,

s∗(n) = n/2− 1

4
log2 n+O(1).

Ïîëîæèì α = n/k, 1/3 ≤ α ≤ 1/2. Â äèññåðòàöèè ïîêàçàíî, ÷òî ïî
ïîðÿäêó óñêîðåíèå îïòèìàëüíîãî ïàðàëëåëüíîãî âàðèàíòà ïî îòíîøåíèþ
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ê ïîñëåäîâàòåëüíîìó ñîñòàâëÿåò

S(n) =
Z(n)

L∗(n)
≍
(

β√
2

)n

n−1
4 .

ãäå β = 1/(αα(1 − α)1−α). Ïðè α ∈ [1/3, 1/2] âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî
2 ≥ β >

√
2. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè ëþáîì α óñêîðåíèå ðàñòåò ñ ðîñòîì ðàç-

ìåðíîñòè çàäà÷è. Ïðè ýòîì ìàêñèìóì β = 2 äîñòèãàåòñÿ â åäèíñòâåííîé
òî÷êå α = 1/2.

Êîëè÷åñòâî ïðîöåññîðîâ p(n), çàäåéñòâîâàííûõ â âû÷èñëåíèÿõ, èìååò
ñëåäóþùóþ àñèìïòîòèêó p(n) ≍ 2s∗(n) ≍ 2n/2 · n−1/4.

Ðàññìîòðèì âûðàæåíèå äëÿ ïàðàëëåëüíîé ýôôåêòèâíîñòè

E(n) =
S(n)
p(n)

= (β/2)n.

Ïðè β = 2 ïàðàëëåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü ìàêñèìàëüíàÿ è ïî ïîðÿäêó
ÿâëÿåòñÿ êîíñòàíòîé E(n) = O(1). Ïðè ëþáîì äðóãîì çíà÷åíèè α ïàðàë-
ëåëüíàÿ ýôôåêòèâíîñòü óáûâàåò ñ ðîñòîì n. Òàêèì îáðàçîì, ýôôåêòèâ-
íîñòü èñïîëüçîâàíèÿ âû÷èñëèòåëüíîãî ðåñóðñà áóäåò ïàäàòü ïðè ðîñòå
ðàçìåðíîñòè äëÿ ëþáûõ α, îòëè÷íûõ îò 1/2.
Ãëàâà 6 ïîñâÿùåíà ðàçðàáîòêå è ðåàëèçàöèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåê-

ñà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè íà îäíîïðîöåññîðíûõ è ìíîãîïðîöåñ-
ñîðíûõ ÝÂÌ, êîòîðûé áûë èñïîëüçîâàí äëÿ ïðàêòè÷åñêîé àïðîáàöèè
ïîäõîäîâ è ìåòîäîâ, ïðåäëîæåííûõ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå. Öåëüþ
ðàçðàáîòêè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ÿâëÿëîñü ñîçäàíèå óíèâåðñàëüíîé
ðàñøèðÿåìîé ïðîãðàììíîé èíôðàñòðóêòóðû, îáëàäàþùåé ñëåäóþùèìè
ñâîéñòâàìè:

1. ãèáêàÿ ïîääåðæêà øèðîêîãî ñïåêòðà âàðèàíòîâ ìåòîäà âåòâåé è ãðà-
íèö;

2. âûñîêàÿ ïðîèçâîäèòåëüíîñòü íà çàäà÷àõ îïòèìèçàöèè áîëüøîé ðàç-
ìåðíîñòè;

3. ìîäóëüíîñòü è ðàñøèðÿåìîñòü, ïîçâîëÿþùàÿ ìèíèìèçèðîâàòü óñè-
ëèÿ ðàçðàáîò÷èêà ïðè äîáàâëåíèè íîâîé ôóíêöèîíàëüíîñòè;

4. ïåðåíîñèìîñòü íà óðîâíå èñõîäíîãî êîäà ìåæäó ðàçëè÷íûìè ïîñëå-
äîâàòåëüíûìè è ïàðàëëåëüíûìè ïëàòôîðìàìè.
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Ðèñ. 3: Ýëåìåíòû ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ çàäà÷è

Äëÿ äîñòèæåíèÿ ïîñòàâëåííûõ öåëåé ïðåäëîæåí ïîäõîä, îñíîâàííûé
íà ðàçäåëåíèè âû÷èñëèòåëüíîé, êîììóíèêàöèîííîé è óïðàâëÿþùåé ôóíê-
öèîíàëüíîñòè â ïðîãðàììå. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò íåçàâèñèìûì îáðà-
çîì ðåàëèçîâûâàòü è îòëàæèâàòü ñîîòâåòñòâóþùèå êîìïîíåíòû, à òàêæå,
îáëåã÷àòü ïðîöåññ ðàñøèðåíèÿ ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà çà ñ÷åò ïîâòîð-
íîãî èñïîëüçîâàíèÿ ðàíåå ðàçðàáîòàííûõ êîìïîíåíò.

Â ðàçäåëå 6.2 îïèñûâàþòñÿ ñîâðåìåííûå âûñîêîïðîèçâîäèòåëüíûå âû-
÷èñëèòåëüíûå ñèñòåìû. Ðàññìàòðèâàþòñÿ êëàññè÷åñêèå ïàðàëëåëüíûå àð-
õèòåêòóðû ñ îáùåé è ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Òàêæå ðàññìàòðèâàåòñÿ
êëàñòåðíàÿ àðõèòåêòóðà, â êîòîðîé ýòè âèäû ïàðàëëåëèçìà ñî÷åòàþòñÿ.

Ðàçäåë 6.3 ïîñâÿùåí ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö äëÿ ñèñòåì
ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ. Âûäåëåíû îñíîâíûå ýëåìåíòû ìåòîäà: âû-
áîð ìíîæåñòâà äëÿ âåòâëåíèÿ, âûáîð ñïîñîáà âåòâëåíèÿ, âûáîð ïðàâèëà
îòñåâà (èñêëþ÷åíèÿ èç ðàññìîòðåíèÿ) ïîäçàäà÷è, âûáîð àëãîðèòìà ôîð-
ìèðîâàíèÿ ïðèáëèæåííûõ ðåøåíèé.

Âûáîð ïàðàìåòðîâ îêàçûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå íà ïðîèçâîäè-
òåëüíîñòü ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Â 1990-ì ãîäó È.Õ. Ñèãàëîì áûëî
ïðåäëîæåíî ïîíÿòèå ñòðàòåãèè ðåøåíèÿ çàäà÷è êàê ñïîñîáà óïðàâëå-
íèÿ ïåðå÷èñëåííûìè ïàðàìåòðàìè â ïðîöåññå ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ ó÷åòîì
ðåñóðñîâ ÝÂÌ.

Ïðîöåññ ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è êîìáèíèðîâàííûì ìåòî-
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Ðèñ. 4: Ïðèìåð àâòîìàòà, îïèñûâàþùåãî ñòðàòåãèþ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì îïòèìè-

çàöèè

äîì âåòâåé è ãðàíèö ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê âçàèìîäåéñòâèå ìîäóëÿ
óïðàâëåíèÿ, ðåàëèçóþùåãî ñòðàòåãèþ ðåøåíèÿ, è âû÷èñëèòåëüíîãî ìî-
äóëÿ, âûïîëíÿþùåãî øàãè ìåòîäà. Äëÿ íàãëÿäíîãî è ñòðîãîãî îïèñàíèÿ
ëîãèêè óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ðåøåíèÿ â äèññåðòàöèîííîé ðàáîòå áûëî
ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ðàñøèðåííûé ôîðìàëèçì êîíå÷íûõ àâòîìàòîâ
ñ äâóìÿ ëåíòàìè. Îñíîâíûå ýëåìåíòû, âõîäÿùèå â ôîðìàëüíîå îïèñà-
íèå òàêîãî àâòîìàòà, ïðèâåäåíû íà Ðèñ. 3. Àâòîìàò âûïîëíÿåò ïåðåõîäû
ìåæäó ñîñòîÿíèÿìè, ðåàãèðóÿ íà ñîáûòèÿ, ïðèõîäÿùèå îò âû÷èñëèòåëü-
íîãî ìîäóëÿ è ãåíåðèðóåò óïðàâëÿþùèå âîçäåéñòâèÿ (êîìàíäû), êîòîðûå
âîñïðèíèìàþòñÿ è âûïîëíÿþòñÿ âû÷èñëèòåëüíûì ìîäóëåì.

Íà Ðèñ. 4 ïðèâåäåí ïðèìåð àâòîìàòà, îïèñûâàþùåãî ñòðàòåãèþ óïðàâ-
ëåíèÿ ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö. Ñïîñîá âûáîðà î÷åðåäíîãî ìíîæåñòâà
äëÿ âåòâëåíèÿ ìåíÿåòñÿ â äèíàìèêå. Åñëè ÷èñëî ïîäçàäà÷ â ñïèñêå ïðå-
âîñõîäèò çàäàííóþ âåðõíþþ ãðàíèöó U, òî âûäàåòñÿ êîìàíäà SET_DFS,
ïåðåêëþ÷àþùàÿ âû÷èñëèòåëüíûé ìîäóëü íà ñòðàòåãèþ âåòâëåíèÿ â ãëó-
áèíó. Åñëè ÷èñëî ïîäçàäà÷ â ñïèñêå ñòàíîâèòñÿ ìåíüøå óñòàíîâëåííîé
íèæíåé ãðàíèöû L, òî ïðîèñõîäèò ïåðåêëþ÷åíèå íà ñòðàòåãèþ âåòâëå-
íèÿ â øèðèíó ñ ïîìîùüþ êîìàíäû SET_WFS.

Â ñëó÷àå ðåàëèçàöèè äëÿ ìíîãîïðîöåññîðíûõ ÝÂÌ ê äåéñòâèÿì, âû-
ïîëíÿåìûì â ïîñëåäîâàòåëüíîì ñëó÷àå, äîáàâëÿþòñÿ îáìåíû äàííûìè
ìåæäó ïðîöåññàìè ïàðàëëåëüíîãî ïðèëîæåíèÿ. Ê ñîáûòèÿì, ïîäàþùèì-
ñÿ íà âõîä àâòîìàòà, äîáàâëÿþòñÿ ñîáûòèÿ, ñâÿçàííûå ñ ïîëó÷åíèåì
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ïðîöåññîì ðåêîðäà, ïîäçàäà÷ èëè íåêîòîðîé óïðàâëÿþùåé èíôîðìàöèè.
Ìíîæåñòâî âûäàâàåìûõ àâòîìàòîì êîìàíä ðàñøèðÿåòñÿ êîìàíäàìè ïî-
ñûëêè ïåðå÷èñëåííûõ äàííûõ. Òàêèì îáðàçîì îïèñûâàåòñÿ ïðîöåññ óïðàâ-
ëåíèÿ íå òîëüêî ðåøåíèåì çàäà÷è, íî è áàëàíñèðîâêîé çàãðóçêè ìíîãî-
ïðîöåññîðíîé ñèñòåìû.

Îòìåòèì, ÷òî ïîìèìî óëó÷øåíèÿ ñòðóêòóðû ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà
âûäåëåíèå óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì âû÷èñëåíèé â îòäåëüíûé ìîäóëü îò-
êðûâàåò äîïîëíèòåëüíûå âîçìîæíîñòè äëÿ èññëåäîâàíèÿ ýôôåêòèâíî-
ñòè ìåòîäîâ áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè íà ýìóëÿòîðàõ ïàðàëëåëüíîé ñèñòå-
ìû. Íàëè÷èå ôîðìàëüíîãî îïèñàíèÿ ïîçâîëÿåò ïðîâîäèòü âåðèôèêàöèþ
àëãîðèòìîâ óïðàâëåíèÿ ïðîöåññîì ðåøåíèÿ îïòèìèçàöèîííîé çàäà÷è íà
ïàðàëëåëüíîé ñèñòåìå, âûÿñíÿÿ ïîòåíöèàëüíûå ïðîáëåìû ñ êîððåêòíî-
ñòüþ ðàáîòû àëãîðèòìîâ áàëàíñèðîâêè íàãðóçêè.

Äàëåå â ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ BNB-Solver,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïëàòôîðìîé äëÿ ðåàëèçàöèè ïðåäëîæåííûõ â äèñ-
ñåðòàöèîííîé ðàáîòå ìåòîäîâ è ïîäõîäîâ. Ýòîò ïðîãðàììíûé êîìïëåêñ
ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðàñøèðÿåìóþ áèáëèîòåêó êëàññîâ Ñè++. Îñíîâíàÿ
èäåÿ îðãàíèçàöèè ïðîãðàììíîãî êîìïëåêñà ñîñòîèò â âûäåëåíèè óíèâåð-
ñàëüíûõ êîìïîíåíòîâ, êîòîðûå ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû ñ ðàçëè÷íû-
ìè âàðèàíòàìè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö. Ïðàêòè÷åñêè ëþáàÿ ïðîãðàì-
ìà, ðåàëèçóþùàÿ ìåòîä âåòâåé è ãðàíèö èìååò òèïîâóþ ñõåìó, ïðåäñòàâ-
ëåííóþ íà Ðèñ. 5. Èíòåãðèðóþùèé ìîäóëü îáåñïå÷èâàåò âçàèìîäåéñòâèå
óïðàâëÿþùåãî ìîäóëÿ, ðåàëèçóþùåãî ñòðàòåãèþ ðåøåíèÿ çàäà÷è ñ âû-
÷èñëèòåëüíûì ìîäóëåì, âûïîëíÿþùèì øàãè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö, è
êîììóíèêàöèîííîãî ìîäóëÿ, îòâåòñòâåííîãî çà îáìåí äàííûìè ñ äðóãèì
ïðîöåññîì. Â ïîñëåäîâàòåëüíîì âàðèàíòå êîììóíèêàöèîííûé ìîäóëü íå
òðåáóåòñÿ, òàê êàê íåò âçàèìîäåéñòâèÿ ïðîöåññîâ.

Êàæäûé èç ìîäóëåé, ïðåäñòàâëåííûõ íà Ðèñ. 5, èìååò ôèêñèðîâàí-
íûé äîêóìåíòèðîâàííûé èíòåðôåéñ, êîòîðûé äîïóñêàåò ðàçëè÷íûå ðå-
àëèçàöèè. Â áèáëèîòåêå èìåþòñÿ ðàçëè÷íûå ðåàëèçàöèè ýòèõ ìîäóëåé.
Ïðèëîæåíèå, ðåøàþùåå çàäà÷ó ìåòîäîì âåòâåé è ãðàíèö, ïîëó÷àåòñÿ ñ
ïîìîùüþ îáúåäèíåíèÿ íóæíûõ ðåàëèçàöèé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ñî-
êðàòèòü óñèëèÿ, íåîáõîäèìûå äëÿ ðåàëèçàöèè íîâîé çàäà÷è èëè íîâîãî
ìîäóëÿ óïðàâëåíèÿ, çà ñ÷åò ïîâòîðíîãî èñïîëüçîâàíèå ðàíåå ðåàëèçîâàí-
íûõ êîìïîíåíòîâ.

Íà äàííûé ìîìåíò ðåàëèçîâàíû âû÷èñëèòåëüíûå ìîäóëè äëÿ ìåòî-
äîâ âåòâåé è ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå ñ îäíèì è íåñêîëüêè-
ìè îãðàíè÷åíèÿìè, çàäà÷è êîììèâîÿæåðà, ðàçëè÷íûå âàðèàíòû ìåòîäà
íåðàâíîìåðíûõ ïîêðûòèé äëÿ çàäà÷ ìàòåìàòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâà-

34



Ðèñ. 5: Êîìïîíåíòíàÿ ñõåìà òèïîâîé ðåàëèçàöèè ìåòîäà âåòâåé è ãðàíèö

íèÿ è çàäà÷ ìíîãîêðèòåðèàëüíîé îïòèìèçàöèè ñ ïðîñòûìè è ôóíêöèî-
íàëüíûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Ðåàëèçîâàí êîììóíèêàöèîííûé ìîäóëü äëÿ
ñèñòåì ñ ðàñïðåäåëåííîé ïàìÿòüþ íà îñíîâå áèáëèîòåêè MPI.

Â ïóíêòå 6.4 ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ ìåòîäà âåòâåé è
ãðàíèö äëÿ çàäà÷è î áóëåâîì ðàíöå ñ îäíèì îãðàíè÷åíèåì. Ïðèìåíÿåòñÿ
êîìáèíèðîâàíèå äâóõ ñïîñîáîâ âåòâëåíèÿ: ïî íàèáîëüøåé îöåíêå è îäíî-
ñòîðîííåãî. Îäíîñòîðîííåå âåòâëåíèå áîëåå ýôôåêòèâíî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ýêîíîìèè ïàìÿòè è îðãàíèçàöèè âû÷èñëåíèé. Â äèññåðòàöèè ïðåäëàãà-
åòñÿ ìîäèôèêàöèÿ îäíîñòîðîííåãî àëãîðèòìà Ãîðîâèöà-Ñàõíè íà áàçå
áóëåâà âåêòîðà äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà ïàðàëëåëüíîé âû÷èñëèòåëüíîé ñèñòå-
ìå, äîñòèãàåìàÿ êîìáèíèðîâàíèåì ñ âåòâëåíèåì ïî íàèëó÷øåé îöåíêå,
îðãàíèçîâàííîì íà áàçå ñïèñêà ïîäçàäà÷. Ñ ïîìîùüþ ýêñïåðèìåíòîâ ïî-
êàçûâàåòñÿ, ÷òî ïðèìåíåíèå òàêîãî ïîäõîäà ïîçâîëÿåò ýôôåêòèâíî ðàñ-
ïàðàëëåëèòü àëãîðèòì Ãîðîâèöà-Ñàõíè, ñîõðàíèâ ïðè ýòîì ïðèñóùóþ
åìó âûñîêóþ ñêîðîñòü âûïîëíåíèÿ îïåðàöèé âåòâëåíèÿ.

Ïóíêò 6.5 ïîñâÿùåí ïðîãðàììíîìó êîìïëåêñó BNB-Grid, îðèåíòè-
ðîâàííîìó íà ðåøåíèå çàäà÷ îïòèìèçàöèè â ðàñïðåäåëåííîé ñðåäå. Â
íàñòîÿùåå âðåìÿ â ðàñïîðÿæåíèè îòäåëüíûõ èññëåäîâàòåëåé è íàó÷íûõ
êîëëåêòèâîâ, êàê ïðàâèëî, èìåþòñÿ ðåñóðñû ñëåäóþùèõ òèïîâ: ðàáî÷èå
ñòàíöèè, íåáîëüøèå ìíîãîïðîöåññîðíûå êîìïëåêñû, äîñòóïíûå â ìîíî-
ïîëüíîì ðåæèìå, ñóïåðêîìïüþòåðû êîëëåêòèâíîãî äîñòóïà. Ïðîãðàìì-
íûé êîìïëåêñ BNB-Grid ïðåäíàçíà÷åí äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ îïòèìèçàöèè
íà ðàñïðåäåëåííûõ ñèñòåìàõ, ñîñòîÿùèõ èç óçëîâ ïåðå÷èñëåííîãî òèïà.
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Ðèñ. 6: Îðãàíèçàöèÿ âû÷èñëåíèé â BNB-Grid

BNB-Grid çàïóñêàåò è îðãàíèçóåò âçàèìîäåéñòâèå ïàðàëëåëüíûõ ïðèëî-
æåíèé, ðåøàþùèõ çàäà÷ó ñ ïîìîùüþ áèáëèîòåêè BNB-Solver íà ðàçëè÷-
íûõ âû÷èñëèòåëüíûõ óçëàõ. Â ðåçóëüòàòå ôîðìèðóåòñÿ èåðàðõè÷åñêàÿ
ðàñïðåäåëåííàÿ ñèñòåìà: íà âåðõíåì óðîâíå ÷àñòè ðàáîòû ðàñïðåäåëÿ-
þòñÿ ìåæäó ïàðàëëåëüíûìè ïðèëîæåíèÿìè, à äàëåå îíè ðàñïðåäåëÿþòñÿ
ïî ïðîöåññîðàì ñðåäñòâàìè áèáëèîòåêè BNB-Solver.

Â äèññåðòàöèè ïðèâîäèòñÿ äåòàëüíîå îïèñàíèå àðõèòåêòóðû ïðîãðàìì-
íîãî êîìïëåêñà è ðàññìàòðèâàåòñÿ åãî ïðèìåíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ïî-
èñêà ýíåðãåòè÷åñêè-îïòèìàëüíûõ êîíôîðìàöèé õèìè÷åñêèõ ñîåäèíåíèé,
à òàêæå, êðèïòîàíàëèçà ïîòîêîâûõ øèôðîâ.

Â Çàêëþ÷åíèè äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû ñôîðìóëèðîâàíû îñíîâíûå
ðåçóëüòàòû è âûâîäû.

ÏÓÁËÈÊÀÖÈÈ ÏÎ ÒÅÌÅ ÄÈÑÑÅÐÒÀÖÈÈ
Ïî òåìå äèññåðòàöèè ñîèñêàòåëåì îïóáëèêîâàíî áîëåå 90 ïå÷àòíûõ

ðàáîò, âêëþ÷àÿ ñòàòüè â æóðíàëàõ, ñáîðíèêàõ òðóäîâ è òåçèñîâ äîêëàäîâ
êîíôåðåíöèé. Èç íèõ 25 â æóðíàëàõ èç ñïèñêà ÂÀÊ.
Ïóáëèêàöèè â èçäàíèÿõ èç ïåðå÷íÿ ÂÀÊ ÐÔ ðîññèéñêèõ ðå-
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