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Ââåäåíèå

Äàííàÿ ðàáîòà íàïðàâëåíà íà ðåøåíèå ïðîáëåìû àâòîìàòè÷å-

ñêîãî ïîñòðîåíèÿ è âåðè�èêàöèè êîëè÷åñòâåííûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé. Ìîäåëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ îïèñàíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðå-

íèé è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ, ñîñòàâëÿþùèõ íåîòúåìëå-

ìóþ ÷àñòü åñòåñòâåííîíàó÷íûõ èññëåäîâàíèé [2℄.

Â ðàáîòå èññëåäóåòñÿ �óíäàìåíòàëüíàÿ ïðîáëåìà àâòîìàòè÷å-

ñêîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ àíàëèçà äàííûõ.

Ïîðîæäàåìûå ìîäåëè ïðåäíàçíà÷åíû äëÿ àïïðîêñèìàöèè, àíàëèçà

è ïðîãíîçèðîâàíèÿ ðåçóëüòàòîâ èçìåðåíèé. Ïðè ïîðîæäåíèè ó÷è-

òûâàþòñÿ òðåáîâàíèÿ, ïðåäúÿâëÿåìûå ýêñïåðòàìè-ñïåöèàëèñòàìè â

ïðåäìåòíîé îáëàñòè ê ïîðîæäàåìûì ìîäåëÿì. Ýòî äàåò âîçìîæ-

íîñòü ïîëó÷åíèÿ ýêñïåðòíî-èíòåðïðåòèðóåìûõ ìîäåëåé, àäåêâàòíî

îïèñûâàþùèõ ðåçóëüòàò èçìåðåíèÿ.

Äëÿ ñîçäàíèÿ àäåêâàòíîé ìîäåëè èçìåðÿåìûõ äàííûõ èñïîëüçó-

þòñÿ ýêñïåðòíî-çàäàííûå ïîðîæäàþùèå �óíêöèè è íàáîð ïðàâèë

ïîðîæäåíèÿ. Ìîäåëü çàäàåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîðîæäàþùèõ

�óíêöèé. Ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ îïðåäåëÿþò äîïóñòèìîñòü ñóïåðïî-

çèöèè è èñêëþ÷àþò ïîðîæäåíèå èçîìîð�íûõ ìîäåëåé.

Â ðàáîòå ïðåäëàãàåòñÿ ðàçâèòü ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû àâòîìà-

òè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîðîæäåíèè ìî-

äåëåé ïðåäëàãàåòñÿ ó÷èòûâàòü ýêñïåðòíûå òðåáîâàíèÿ ê âèäó ìî-

äåëåé, ðàíæèðóÿ ìîäåëè â ñîîòâåòñòâèè ñ ýêñïåðòíûìè ïðåäïî÷òå-

íèÿìè. Èññëåäóþòñÿ ìåòîäû è àëãîðèòìû ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé, èõ

ñâîéñòâà, ñëîæíîñòü è óñòîé÷èâîñòü. Àíàëèçèðóåòñÿ ïðîáëåìà âîç-

íèêíîâåíèÿ ðàçëè÷íûõ òîïîëîãè÷åñêè, íî ïðè ýòîì ðàâíûõ �óíêöè-

îíàëüíî ìîäåëåé. Ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ìåòîäû ïîèñêà èçîìîð�íûõ
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ñóïåðïîçèöèé, îñíîâàííûå íà ïîèñêå èçîìîð�íûõ ïîäãðà�îâ è ïîä-

ñòàíîâêå ïîäãðà�îâ ïî ïðàâèëàì.

Èñïîëüçîâàíèå íåëèíåéíîé ðåãðåññèè äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ

çàäà÷ îïèñûâàåòñÿ â ðàáîòàõ Äæ. Ñåáåðà [48, 49℄. Â íèõ îïèñûâàåòñÿ

ïîñòðîåíèå è îöåíêà ïàðàìåòðîâ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé. Äëÿ îöåíêè

ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàäòà [33℄. Êðèòå-

ðèåì êà÷åñòâà ïðè ýòîì, êàê è â ñëó÷àå îáû÷íîé ëèíåéíîé ðåãðåññèè,

îñòàåòñÿ ñðåäíåêâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà. Äàííûé êðèòåðèé êà÷åñòâà

áóäåò îñíîâíûì è â äàííîé ðàáîòå.

Â ïðèêëàäíûõ çàäà÷àõ ìîäåëèðîâàíèÿ çà÷àñòóþ îêàçûâàåòñÿ,

÷òî ñâåäåíèÿ î ñòðóêòóðå ìîäåëè, â òîì ÷èñëå ýêñïåðòíûå ñóæäåíèÿ

î âèäå èñêîìûõ çàâèñèìîñòåé ÿâëÿþòñÿ íåäîñòàòî÷íûìè äëÿ ïðèìå-

íåíèÿ ìåòîäîâ, ñïîñîáíûõ îáåñïå÷èòü äîñòàòî÷íîå êà÷åñòâî ðàáîòû.

Íåäîñòàòîê ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ìàòåìà-

òè÷åñêèõ ìîäåëåé äåëàåò ÷ðåçâû÷àéíî ïåðñïåêòèâíûì äëÿ ðåøåíèÿ

òàêîãî ðîäà çàäà÷ ïðèìåíåíèå ìåòîäîâ ïîðîæäåíèÿ ïðèçíàêîâ è ìî-

äåëåé.

Èäåÿ ìåòîäà ïîðîæäåíèÿ ïðèçíàêîâ çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè

äîïîëíèòåëüíûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ îáðàçàìè

èñõîäíûõ ïåðåìåííûõ îòíîñèòåëüíî ïîñëåäîâàòåëüíî ïðèìåíåííûõ

íàáîðîâ îòîáðàæåíèé. Òàêèå îòîáðàæåíèÿ â ðàìêàõ ðàáîòû áóäóò

íàçûâàòüñÿ ïîðîæäàþùèìè �óíêöèÿìè.

�àíåå ðàáîòû, âûïîëíåííûå â ðàìêàõ äàííîãî ïîäõîäà, ÿâëÿ-

ëèñü â îñíîâíîì ïðèêëàäíûìè. Äëÿ ðàçëè÷íûõ çàäà÷ ýêîíîìèêè è

ïðîìûøëåííîñòè íà îñíîâå ýêñïåðòíîãî ïîíèìàíèÿ ïðîáëåìû âû-

áèðàëèñü ïðèìèòèâû è ïîðîæäàëèñü íàáîðû íîâûõ ïðèçíàêîâ äëÿ

ïîñòðîåíèÿ ìîäåëè. Ïðè ýòîì èññëåäîâàòåëÿìè íå ñòàâèëñÿ âîïðîñ

ñóùåñòâîâàíèÿ íàáîðà, ïîëíîòû èëè êîððåêòíîñòè ñóùåñòâóþùåãî
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àëãîðèòìà.

Â äàííîé ðàáîòå ðàçâèâàåòñÿ òåîðåòè÷åñêîå îáîñíîâàíèå êîð-

ðåêòíîñòè è ý��åêòèâíîñòè èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäîâ ïîðîæäåíèÿ ñó-

ïåðïîçèöèé äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. �àññìàòðèâàþòñÿ àë-

ãîðèòìû ïîðîæäåíèÿ ñóïåðïîçèöèé, èõ ñõîäèìîñòü, ðàçëè÷íûå ìå-

òîäû îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðû ìîäåëåé. Â ðàáîòàõ À.�. Èâàõíåí-

êî [8, 36℄ èíäóêòèâíîå ïîðîæäåíèå ìîäåëåé ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ

ìåòîäà ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåíòîâ. Â ëèíåéíîé ìîäåëè ïðåäëà-

ãàåòñÿ ïîðîæäàòü íîâûå ïðèçíàêè ñ ïîìîùüþ îïåðàöèè ïðîèçâåäå-

íèÿ. Ñ ïîìîùüþ ïîëèíîìîâ Êîëìîãîðîâà-�àáîðà [3℄ àëãîðèòì öåëå-

íàïðàâëåííî ïîðîæäàåò è ïåðåáèðàåò ìîäåëè-ïðåòåíäåíòû ðàçëè÷-

íîé ñëîæíîñòè ñîãëàñíî ðÿäó êðèòåðèåâ. Â ðåçóëüòàòå íàõîäèòñÿ ìî-

äåëü îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû â âèäå îäíîãî óðàâíåíèÿ èëè ñèñòåìû

óðàâíåíèé [36℄.

Äëÿ èíäóêòèâíîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé â ðàáîòàõ Äæ. Êî-

çû [32, 31℄, ñâÿçàííûõ ñ ãåíåòè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì [10, 38℄,

îñóùåñòâëÿåòñÿ ïåðåõîä îò ñòðîêîâîé çàïèñè ìîäåëåé ê ïðå�èêñíîé

çàïèñè, òàêèì îáðàçîì ââîäèòñÿ ïîñòðîåíèå ìîäåëè â âèäå ãðà�à-

äåðåâà. Äàííûå äåðåâüÿ ãåíåðèðóþòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì, íà÷èíàÿ

îò âåðøèíû. Äëÿ ïîèñêà îïòèìàëüíîé ìîäåëè Êîçà îðãàíèçóåò ïðî-

öåäóðó, ñõîæóþ ñ ýâîëþöèîííûì ïðîöåññîì. Ïîñëåäîâàòåëüíî âû-

ïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå øàãè.

1. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ ïàðû èñõîäíûõ ìîäåëåé. Íà

ïàðó íàêëàäûâàåòñÿ îïåðàöèÿ ãåíåòè÷åñêîãî ñêðåùèâàíèÿ, òà-

êèì îáðàçîì ïîðîæäàåòñÿ íîâàÿ ïàðà ïðîèçâîäíûõ ìîäåëåé.

2. Ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáèðàþòñÿ èñõîäíûå ìîäåëè è ýëåìåíòû

â íèõ. Ñ ýòèìè ýëåìåíòàìè ïðîâîäèòñÿ îïåðàöèÿ ãåíåòè÷åñêîé

ìóòàöèè, ÷òî ïðèâîäèò ê ïîðîæäåíèþ ïðîèçâîäíûõ ìîäåëåé.
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3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ êðèòåðèåì êà÷åñòâà ìîäåëè ñîðòèðóþòñÿ,

ëó÷øèå ìîäåëè îñòàâëÿþòñÿ äëÿ äàëüíåéøèõ èòåðàöèé.

Â ðàáîòàõ Äæ. Êîçû ïðîöåññ ïîâòîðÿåòñÿ çàäàííîå êîëè÷åñòâî

ðàç, èëè äî äîñòèæåíèÿ äîñòàòî÷íîãî êà÷åñòâà ìîäåëè. Äàííûé òåî-

ðåòè÷åñêèé ìåòîä ïîçâîëèë óñïåøíî ðåøèòü çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ îï-

òèìàëüíîé �îðìû ïðîâîäíîé àíòåííû [15℄.

�àáîòû È. Çåëèíêè [30℄, ïðîäîëæàþùèå ðàáîòû Äæ. Êîçû, ñâÿ-

çàíû ñ àíàëèòè÷åñêèì ïðîãðàììèðîâàíèåì � äàëüíåéøèì àëãåáðàè-

÷åñêèì ðàçâèòèåì ìåòîäîâ ãåíåòè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ. Àâòîð

èñïîëüçóåò ñòðîêîâîå ïðåäñòàâëåíèå è öåïî÷êè ëîãè÷åñêèõ ïðåäè-

êàòîâ â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ ìîäåëè. Òàêæå â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ

ìîäåëåé îòñåêàþòñÿ öèêëè÷åñêèå, à òàêæå èìåþùèå êîìïëåêñíûå

èëè áåñêîíå÷íûå çíà÷åíèÿ.

Â ðàáîòàõ Â.Â. Ñòðèæîâà [4, 6, 7℄ ïðîèñõîäèò îòõîä îò ïîëíîñòüþ

ñëó÷àéíîãî ãåíåòè÷åñêîãî ïîèñêà. Ýëåìåíòàì ìîäåëè â ñîîòâåòñòâèè

ñ òåîðèåé Áàéåñîâñêîãî âûâîäà ñòàâÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ãèïåðïàðà-

ìåòðû [35℄, è â ñîîòâåñòâèè ñ èõ çíà÷åíèÿìè îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿò-

íîñòü ìîäè�èêàöèè òîãî èëè èíîãî ýëåìåíòà íàáîðà.

Ïîñòðîåíèå ïðîãíîñòè÷åñêèé ìîäåëè â âèäå ñóïåðïîçèöèè çàäàí-

íûõ �óíêöèé, ïðåäëîæåííîå â ðàáîòå �.È. �óäîãî [1℄ ïîçâîëÿåò ïî-

ëó÷àòü èíòåðïðåòèðóåìûå ìîäåëè, à ïðåäëîæåííûé ìåòîä øòðà�î-

âàíèÿ ñóïåðïîçèöèé çà ñëîæíîñòü ïîðîæäàåò ìåíåå òî÷íûå, íî áîëåå

ïðîñòûå ñóïåðïîçèöèè, ÷òî ÿâëÿåòñÿ ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ýêñïåðòíûå

èíòåðïðåòàöèè. Ìåòîä ïðåîáðàçîâàíèÿ è óïðîùåíèÿ ñóïåðïîçèöèé

ïî ïðàâèëàì, ðàññìîòðåííûé â ðàáîòå [1℄, ïîçâîëÿåò ðàçäåëèòü ïî-

ñòðîåííûå ñóïåðïîçèöèè íà êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè è âûáðàòü èç

êàæäîãî êëàññà íàèáîëåå ïðîñòóþ (òî åñòü, èìåþùóþ íàèìåíüøåå

÷èñëî ñòðóêòóðíûõ ýëåìåíòîâ) ñóïåðïîçèöèþ, ÷òî òàêæå ïîçâîëÿ-
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åò îáîñíîâàòü âîçìîæíîñòü ýêñïåðòíîé èíòåðïðåòàöèè. Ìåòîäû ïî-

ñòðîåíèÿ êîìáèíàöèé ïðîãíîñòè÷åñêèõ ìîäåëåé îïèñàíû â ðàáîòûõ

[30, 31, 53℄

Ïðè ðàññìîòðåíèè ãåíåòè÷åñêîãî ïðîöåäóðû ïîðîæäåíèÿ äåðå-

âüåâ âàæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ îöåíêà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ìîäåëÿìè

äëÿ ïîíèìàíèÿ, íàñêîëüêî ðàçëè÷íûå ìîäåëè íàèâûñøåãî êà÷åñòâà

îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Íå ñóùåñòâóåò îáùåïðèíÿòîé ìåòðèêè,

èñïîëüçóåìîé â òàêèõ ñëó÷àÿõ. Â ðàìêàõ ðàáîòû áóäåò èñïîëüçî-

âàòüñÿ ìåòðèêà, îñíîâàííàÿ íà èäåÿõ, ðàññìîòðåííûõ â ðàáîòàõ Ìà-

êàðîâà [5℄.

Äëÿ íåäîïóùåíèÿ ý��åêòà ïåðåîáó÷åííîñòè ñòðóêòóðíàÿ ñëîæ-

íîñòü ìîäåëåé äîëæíà îãðàíè÷èâàòüñÿ. Ñëîæíîñòü ìîäåëåé â ðàì-

êàõ äàííîé ðàáîòû îöåíèâàåòñÿ ïî ìåòîäó, ïðåäëîæåííîìó Ê. Âëà-

äèñëàâëåâîé [52, 53℄. Äëÿ ìîäåëè, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå äåðåâà, å¼

ñëîæíîñòü ðàâíà êîëè÷åñòâó ýëåìåíòîâ âî âñåõ ïîääåðåâüÿõ äàííîãî

äåðåâà.

Â ðàáîòàõ Ò. Ñîóëà [50℄ ðàññìàòðèâàþòñÿ ìåòîäû, ìîäè�èöèðóþ-

ùèå ïðîöåäóðó ãåíåòè÷åñêîãî îòáîðà ñ öåëüþ ðåøåíèÿ ïðîáëåì, ñâÿ-

çàííûõ ñ ÷ðåçìåðíî áûñòðûì ðîñòîì ñëîæíîñòè ìîäåëåé. Äëÿ ýòîãî

ìîäè�èöèðóåòñÿ øàã ãåíåòè÷åñêîãî ñêðåùèâàíèÿ ñòðóêòóð ìîäåëåé

òàêèì îáðàçîì, ÷òî â ñëó÷àå, åñëè ïðîèçâîäíàÿ ìîäåëü íå ïðåâîñ-

õîäèò ïî êà÷åñòâó èñõîäíûå ìîäåëè, òî îíà âûáðàñûâàåòñÿ íà øàãå

îòáîðà ìîäåëåé.

Â ðàáîòå Ï. Íîðäèíà [41℄ ïðåäëàãàåòñÿ èçìåíåíèå âåðîÿòíîñòè ãå-

íåòè÷åñêîãî ñêðåùèâàíèÿ â çàâèñèìîñòè îò êà÷åñòâà ìîäåëåé. Òàêèì

îáðàçîì ïîâûøàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèÿ â áîëüøîì êîëè÷åñòâå

ìîäåëåé ïîääåðåâüåâ, êîòîðûå åñòü â ìîäåëÿõ íàèëó÷øåãî êà÷åñòâà.

Â ñåðåäèíå 70-õ ãîäîâ Äæ. Õîëëàíä [26℄ ñ�îðìóëèðîâàë è äîêà-
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çàë òåîðåìó ñõåì, ñâÿçàííóþ ñ ãåíåòè÷åñêèìè àëãîðèòìàìè, â êîòî-

ðûõ ãåíû ïðåäñòàâëÿþòñÿ â âèäå ñòðîê. Ñõåìîé íàçûâàåòñÿ ïîäìíî-

æåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ âîçìîæíûõ ïîäñòðîê, âîçìîæíûõ â äàííîì

íàáîðå ñòðîê, çàäàííîå â âèäå ïîäñòðîêè ñ �èêñèðîâàííûìè çíà÷å-

íèÿìè íåêîòîðûõ áèòîâ. Îñòàëüíûå áèòû ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå

çíà÷åíèÿ, îáðàçóÿ ïðèìåðû ñõåìû. Òàê, ïðèìåðàìè ñõåìû 00**1*

ÿâëÿþòñÿ ïîäñòðîêè 000010, 000011, 000110, 000111, 001010, 001011,

001110 è 001111. Êîëè÷åñòâî �èêñèðîâàííûõ ñèìâîëîâ íàçûâàåòñÿ

ïîðÿäêîì ñõåìû, à ðàññòîÿíèå ìåæäó êðàéíèìè �èêñèðîâàííûìè

ïîçèöèÿìè (ò.å. ðàçíîñòü èõ íîìåðîâ) � å¼ îïðåäåëÿþùåé äëèíîé.

Ïîðÿäîê âûøåïðèâåä¼ííîé ñõåìû ðàâåí 3, à îïðåäåëÿþùàÿ äëèíà

5−1 = 4. Ôóíêöèÿ ïðèãîäíîñòè ñõåìû � ýòî ñðåäíåå çíà÷åíèå �óíê-

öèè êà÷åñòâà âñåõ ñòðîê, å¼ ñîäåðæàùèõ. Òåîðåìà ñõåì ïîêàçûâàåò

ïðîèñõîäÿùåå ïðè ñìåíå ïîêîëåíèé ýêñïîíåíöèàëüíîå ðàñïðîñòðà-

íåíèå ñõåì âûñîêîé �óíêöèåé ïðèãîäíîñòè ñ ìàëûìè ïîðÿäêîì è

îïðåäåëÿþùåé äëèíîé.

Â ðàáîòàõ Ïîëè [43, 44℄ è Ëàíãäîíà [42℄ òåîðåìà ñõåì îáîáùàåòñÿ

äëÿ àëãîðèòìîâ, ñâÿçàííûõ ñ ïîñòðîåíèåì ñóïåðïîçèöèé â âèäå äå-

ðåâüåâ. �àññìàòðèâàþòñÿ ðàçëè÷íûå îïåðàöèè çàìåíû ïîääåðåâüåâ,

äëÿ íèõ îïðåäåëÿåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ ïîääåðåâà çàäàííîé

ñòðóêòóðû ñ îïðåäåëåííûìè ïîðîæäàþùèìè �óíêöèÿìè â âåðøè-

íàõ.

Äëÿ óïðîùåíèÿ ñòðóêòóðû ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ìåòîäû òåî-

ðèè òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòàõ Õ. Ýðèãà [21℄.

Äëÿ òðàíñ�îðìàöèè äåðåâüåâ âûäåëÿþòñÿ íåêîòîðûå ýëåìåíòàð-

íûå ãðà�û-øàáëîíû, äëÿ êîòîðûõ ñòðîÿòñÿ îáîëî÷êè èçîìîð�-

íûõ èì ãðà�îâ áîëåå ñëîæíîé ñòðóêòóðû. Äëÿ óïðîùåíèÿ ìîäåëè

ïðîèçâîäèòñÿ ðåêóðñèâíûé ïîèñê ïîäãðà�îâ, èçîìîð�íûõ ãðà�àì-
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øàáëîíàì, ñ èõ çàìåíîé íà áîëåå ïðîñòûå ïîäãðà�û.

Çàäà÷à óïðîùåíèÿ ìîäåëåé, ïðåäñòàâëåííûõ â âèäå ãðà�îâ, ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ â ðàáîòàõ Í. Ìîðè [39℄. Àâòîð ðàññìàòðèâàåò äâà ðàç-

ëè÷íûõ ìåòîäà óïðîùåíèÿ ìîäåëåé. Â ïåðâîì àíàëèçèðóåòñÿ ñòðóê-

òóðà ìîäåëåé è âûäåëÿþòñÿ ýëåìåíòû-ïîäãðà�û, êîòîðûå ïîäõîäÿò

ïîä øàáëîíû óïðîùåíèÿ (íàïðèìåð, äâîéíîå îòðèöàíèå). Àëüòåðíà-

òèâíûì ìåòîäîì ÿâëÿåòñÿ âû÷èñëåíèå çíà÷åíèé ýëåìåíòà ìîäåëè íà

èñõîäíîé âûáîðêå. Åñëè çíà÷åíèÿ �óíêöèè ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿ-

ìè áîëåå ïðîñòîãî øàáëîíà, îñóùåñòâëÿåòñÿ çàìåíà ýëåìåíòà ìîäåëè

øàáëîíîì.

Ñðåäè ìåòîäîâ óïðîùåíèÿ ìîäåëåé òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü ìå-

òîä îïòèìàëüíîãî ïðîðåæèâàíèÿ, èñïîëüçóåìûé â ðàáîòàõ ß. Ëå Êó-

íà [16℄ è Á. Õàññèáè [24℄. Äàííûé ìåòîä ïðåäïîëàãàë óäàëåíèå èç

íåéðîííûõ ñåòåé èçáûòî÷íûõ âåðøèí, âëèÿíèå êîòîðûõ íà êà÷åñòâî

ìîäåëè áûëî îòðèöàòåëüíûì. Ïîäîáíûé ïîäõîä òàêæå ðàñïîñòðàíÿ-

åòñÿ íà ìîäåëè â ãåíåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè.

Ïåðåõîä îò ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé çàäàííîé ñòðóêòóðû ê ìîäå-

ëÿì îáùåãî âèäà, ÿâëÿþùèìèñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè çàäàííûõ �óíê-

öèé, òàêæå ðåàëèçóåòñÿ â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäîëîãèè Deep

learning [40, 11℄. Äàííûé ìåòîä èñïîëüçóåòñÿ â çàäà÷àõ ðàñïîçíàâà-

íèÿ èçîáðàæåíèé, åãî èäåÿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî ñòðîèòñÿ ìíîãîñëîéíàÿ

ìîäåëü, êàæäûé óðîâåíü êîòîðîé èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ðàñïîçíàâàíèÿ

ðàçëè÷íûõ ñóùíîñòåé. Íàïðèìåð, íà îïðåäåëåííîì óðîâíå óñòàíàâ-

ëèâàåòñÿ íàëè÷èå ÷åëîâåêà, äðóãèå óðîâíè ìîäåëè óñòàíàâëèâàþò

ïàðàìåòðû, êîòîðûìè ìîæåò áûòü îïèñàíî ëèöî ÷åëîâåêà èëè åãî

îäåæäà.

Â îñíîâå ìåòîäà ëåæèò èäåÿ ñîçäàíèÿ ìíîãîñëîéíûõ íåéðîííûõ

ñåòåé, ïðè ýòîì âìåñòî �óíêöèé àêòèâàöèè íåéðîíîâ ñêðûòûõ ñëîåâ
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ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðàçëè÷íûå íåëèíåéíûå �óíêöèè.

Êàæäûé ñëîé ñåòè ãëóáîêîãî îáó÷åíèÿ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé îãðà-

íè÷åííóþ ìàøèíó Áîëüöìàíà [47℄ �� âèä ñòîõàñòè÷åñêîé ðåêóð-

ðåíòíîé íåéðîííîé ñåòè, èçîáðåòåííîé Äæ. Õèíòîíîì è Ò. Ñåé-

íîâñêè [25℄. Îãðàíè÷åííàÿ ìàøèíà Áîëüöàìàíà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ñëó÷àåì ìàøèíû Áîëüöìàíà ñ òåì îãðàíè÷åíèåì, ÷òî íåéðîíû ñåòè

äîëæíû ñîñòàâëÿòü äâóäîëüíûé ãðà� � êàæäûé íåéðîí ñêðûòî-

ãî ñëîÿ äîëæåí áûòü ñ êàæäûì âõîäîì íåéðîííîé ñåòè (â îòëè÷èå

îò îáû÷íîé Áîëüöìàíîâñêîé ìàøèíû, ãäå ðàçðåøåíû ñâÿçè ìåæ-

äó íåéðîíàìè ñêðûòîãî ñëîÿ, ÷òî äåëàåò ýòè ñåòè ðåêóððåíòíûìè).

Ýëåìåíòû äàííîé ñåòè ñòðîÿòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óñëîâíûìè âåðîÿò-

íîñòÿìè, ðàññ÷èòûâàåìûìè íà îñíîâå èñõîäíûõ äàííûõ. Ïðè ýòîì

ðàçðàáàòûâàåòñÿ ëîêàëüíî îïòèìàëüíûé àëãîðèòì íàñòðîéêè äàí-

íîé ñåòè ïî ñëîÿì.

Öåëüþ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ èññëåäîâàíèå ïðîáëåìû ïîñòðîåíèÿ

íåëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé êàê ñóïåðïîçèöèé çàäàííûõ ïà-

ðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé.

Îñíîâíûå ïîëîæåíèÿ, âûíîñèìûå íà çàùèòó:

1. �àçðàáîòàí àëãîðèòì íàïðàâëåííîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé.

�àçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ñòðóêòóðíîé

ñëîæíîñòè ïîðîæäàåìûõ ñóïåðïîçèöèé è àëãîðèòìû âû÷èñ-

ëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîðîæäàåìûìè ñóïåðïîçèöèÿìè.

2. �àçðàáîòàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàïðàâëåííîãî ïîðîæäå-

íèÿ ñóïåðïîçèöèé, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïîðîæäàåìûõ ñóïåð-

ïîçèöèé.

3. Ââåäåíî ïîíÿòèå èçîìîð�íûõ ñóïåðïîçèöèé, ðàçðàáîòàí ìå-

òîä èõ îáíàðóæåíèÿ. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ïîèñêà èçîìîð�-
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íûõ ïîäãðà�îâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðîæäåííûì ñóïåðïîçèöè-

ÿì.

4. �àçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîðîæäåíèÿ ýêñïåðòíî-

èíòåðïðåòèðóåìûõ ìîäåëåé. Ñîçäàíà áàçîâàÿ áèáëèîòåêà

ïðàâèë ïîðîæäåíèÿ ýêñïåðòíî-èíòåðïðåòèðóåìûõ ìîäåëåé.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà:

1. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì èíäóêòèâíîãî ïîðîæäåíèÿ ðåãðåññè-

îííûõ ìîäåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ýêñïåðòíî-

çàäàííûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé.

2. Ïðåäëîæåí ìåòîä òðàíñ�îðìàöèè ñóïåðïîçèöèé, ïðåäñòàâëåí-

íûõ â âèäå êàòåãîðèè íà ìíîæåñòâå íàïðàâëåííûõ àöèêëè÷å-

ñêèõ ãðà�îâ áåç ñàìîïåðåñå÷åíèé, ñîîòâåòñòâóþùèõ ñóïåðïî-

çèöèÿì.

3. Ïðåäëîæåí àëãîðèòì èíäóêòèíîãî ïîðîæäåíèÿ ðåãðåññèîííûõ

ìîäåëåé, ÿâëÿþùèõñÿ ñóïåðïîçèöèÿìè ýêñïåðòíî-çàäàííûõ

ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü

Ïðåäëàãàåìûå â ðàáîòå ìåòîäû ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé ïðåäíàçíà-

÷åíû íåïîñðåäñòâííî äëÿ ïðèìåíåíèÿ íà ïðàêòèêå. Àëãîðèòìû ïî-

ðîæäåíèÿ ñóïåðïîçèöèé ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷

îáó÷åíèÿ ïî ïðåöåäåíòàì â ðàçëè÷íûõ ïðèêëàäíûõ îáëàñòÿõ, âêëþ-

÷àÿ òåõíè÷åñêóþ äèàãíîñòèêó, ñîöèîëîãèþ, ýêîíîìè÷åñêèå çàäà÷è,

çàäà÷è �èíàíñîâîãî ðûíêà.

Ôèíàíñîâûé ðûíîê â öåëîì õàðàêòåðèçóåòñÿ áîëüøèì êîëè÷å-

ñòâîì ëîæíûõ ðåãðåññèé ìåæäó öåíàìè ðàçëè÷íûõ èíñòðóìåíòîâ.

Â ñâÿçè ñ ýòèì, â êà÷åñòâå âõîäíûõ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçîâàíèå êî-

òîðûõ â ìîäåëè öåíîîáðàçîâàíèÿ èíñòðóìåíòà �èíàíñîâîãî ðûíêà



13

îïðàâäàíî, ìîæåò âûñòóïàòü ëèøü íåáîëüøàÿ ãðóïïà îñíîâíûõ �àê-

òîðîâ ðûíêà [9℄. Â òî æå âðåìÿ öåíû è âîëàòèëüíîñòè ðàçëè÷íûõ

ïðîèçâîäíûõ èíñòðóìåíòîâ �èíàíñîâîãî ðûíêà èìåþò ÿðêî âûðà-

æåííóþ ñóùåñòâåííî-íåëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü îò íåçàâèñèìûõ ïå-

ðåìåííûõ. Â òàêèõ óñëîâèÿõ ïðèìåíåíèå àëãîðèòìîâ ïîðîæäåíèÿ

ñóïåðïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì èíñòðóìåíòîì ðåøåíèÿ ïðè-

êëàäíûõ çàäà÷, ñòîÿùèõ ïåðåä ýêñïåðòàìè �èíàíñîâîãî ðûíêà.

Äîñòîâåðíîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäåíà ìàòåìàòè÷åñêèìè

äîêàçàòåëüñòâàìè, ýêñïåðèìåíòàëüíîé ïðîâåðêîé ïîëó÷åííûõ àëãî-

ðèòìîâ íà ðåàëüíûõ çàäà÷àõ ðåãðåññèè; ïóáëèêàöèÿìè ðåçóëüòàòîâ

èññëåäîâàíèÿ â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ, â òîì ÷èñëå ðåêî-

ìåíäîâàííûõ ÂÀÊ �Ô. �åçóëüòàòû ðàáîòû äîêëàäûâàëèñü, îáñóæ-

äàëèñü è ïîëó÷èëè îäîáðåíèå ñïåöèàëèñòîâ íà ñëåäóþùèõ íàó÷íûõ

êîí�åðåíöèÿõ è ñåìèíàðàõ:

• Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ Îáðàáîòêè Èí�îðìàöèè ÈÎÈ-08 (Óêðà-

èíà, Àëóøòà, 2008);

• SIAM Conferen
e on Finan
ial Mathemati
s & Engineering 2008

(USA, New Bruinswi
k, 2008);

• Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå. 2009 (�îññèÿ, Ïóùèíî,

2009);

• EURO 2009 
onferen
e (Germany, Bonn, 2009);

• Ìàòåìàòè÷åñêèå Ìåòîäû �àñïîçíàâàíèÿ Îáðàçîâ ÌÌ�Î-14

(�îññèÿ, Ñóçäàëü, 2009);

• EURO 2010 
onferen
e (Portugal, Lisbon, 2010);

• EURO 2012 
onferen
e (Lithuania, Vilnus, 2012).

Ïóáëèêàöèè. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ïî òåìå äèññåðòàöèè èçëî-

æåíû â 6 ïå÷àòíûõ èçäàíèÿõ, 3 èç êîòîðûõ èçäàíû â æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ, 3 � â òåçèñàõ äîêëàäîâ.
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�ëàâà 1

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è

Ïóñòü çàäàíà âûáîðêà D = {(xn, yn)}Nn=1, x ∈ R
m
. Â çàâèñèìîñòè

îò çàäà÷è âûáîðêà ðàçáèâàåòñÿ íà îáó÷àþùóþ è òåñòîâóþ. Îáîçíà-

÷èì ℓ, C � ìíîæåñòâà èíäåêñîâ èç {1, . . . ,W} = I. Ýòè ìíîæåñòâà

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ðàçáèåíèÿ ℓ ∪ C = I, ℓ ∩ C = ∅. Ìàòðè-

öà Xℓ ñîñòîèò èç òåõ âåêòîðîâ-ñòðîê xn, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ n ∈ ℓ.

Âåêòîð yℓ ñîñòîèò èç òåõ ýëåìåíòîâ yn, äëÿ êîòîðûõ èíäåêñ n ∈ ℓ.

�àçáèåíèå âûáîðêè ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

XW =





Xℓ

XC



 , yW =





yℓ

yC



 , ãäå

yW ∈ R
N×1, XW ∈ R

N×m, |ℓ|+ |C| = |W |.

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü �óíêöèþ ðåãðåññèè ϕ(x,w) 7→ y. Èç ìíî-

æåñòâà �óíêöèé F òðåáóåòñÿ âûáðàòü ìîäåëü f � îòîáðàæåíèå èç

äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ìíîæåñòâà ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ x ∈ R
n
è

ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ w ∈ R
m
â R

1
. Ñóæåíèå ìîäåëè åñòü �óíêöèÿ

ðåãðåññèè ϕ ñ çàäàííûìè çíà÷åíèÿìè w = w0. Òðåáóåòñÿ îöåíèòü

íàáîð ïàðàìåòðîâ w0, äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì âíåøíåìó êðèòåðèþ

êà÷åñòâà [12℄ ìîäåëè � êâàäðàòè÷íîé îøèáêå

S(w|D, f) = ||f(x,w)− y||.

Âûðàæåíèå S(w|D, f) îçíà÷àåò çíà÷åíèå �óíêöèè îøèáêè S, êî-

òîðîå çàâèñèò îò íàáîðà ïàðàìåòðîâ w ïðè çàäàííîé âûáîðêå D è

ìîäåëè f . Òàêàÿ ìîäåëü íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíîé ïðè óñëîâèè, ÷òî

å¼ ñëîæíîñòü C(f) íå ïðåâûøàåò çàäàííîé. Ñëîæíîñòü îïðåäåëÿåò-

ñÿ êàê êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ âî âñåõ ïîääåðåâüÿõ, êîòîðûå ìîæíî

âûäåëèòü èç äåðåâà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ìîäåëü.
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Äëÿ âûáîðà ìîäåëè èñïîëüçóåòñÿ âíóòðåííèé êðèòåðèé êà÷å-

ñòâà S [14℄, ñâÿçàííûé ñ îöåíêîé óðîâíÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè â

ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî ïàðàìåòðû ìîäåëè è íåçàâèñèìûå âåëè÷èíû

ïðèíàäëåæàò êàêèì-ëèáî çàðàíåå èçâåñòíûì ðàñïðåäåëåíèÿì. �àñ-

ñìîòðèì íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå çàâèñèìîé ïåðåìåííîé y â êà-

÷åñòâå ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ ïðè âîññòàíîâëåíèè ëèíåéíîé

èëè ñóùåñòâåííî-íåëèíåéíîé ðåãðåññèè:

E(y|x) = f(w,x).

Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè èñ-

ïîëüçóåòñÿ ìåòîä íàèáîëüøåãî ïðàâäîïîäîáèÿ. Ïóñòü ìíîãîìåðíàÿ

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà y ∼ N (f,B) èìååò íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå

p(y) =
1

(2π)
2
m
det

1
2B−1

exp(−1
2
(y − f)TB(y− f)) (1.1)

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ: ýëå-

ìåíòû âåêòîðà y íå êîððåëèðóþò è èìåþò îäèíàêîâóþ äèñïåðñèþ,

òî åñòü îáðàòíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà B = βIm. Äèàãîíàëüíûå

ýëåìåíòû ýòîé ìàòðèöû βi îáðàòíû çíà÷åíèÿì äèñïåðñèè ýëåìåíòîâ

ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû y:

σ2
i =

1

βi
, βi > 0, i ∈ I.

Òàê êàê ïðàâàÿ ÷àñòü âûðàæåíèÿ 1.1 çàâèñèò îò âèäà ðåãðåññè-

îííîé ìîäåëè f , âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w, íåçàâèñèìîé ïåðåìåííîé x

è îò äèñïåðñèé β, ïåðåïèøåì äàííîå óðàâíåíèå â ñîêðàùåííîì âèäå

p(y|x,w, β, f) =
exp(−ED)

ZD(β)
,

ãäå ZD � íîðìèðóþùèé êîý��èöèåíò äëÿ ïëîòíîñòè íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ.
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Ôóíêöèÿ îøèáêè, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ìàòîæèäàíèþ ðåãðåññèîí-

íîé ìîäåëè ïðè äàííîé ãèïîòåçå, îïðåäåëåíà êàê

ED =
1

2

(

y − f)TB(y − f)
)

=
1

2
β
∑

i∈I
(yi − f(w, xi))

2 =
1

2
β‖y − f‖2.

�àññìîòðèì âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ìîäåëè f � ìíîãîìåðíóþ ñëó-

÷àéíóþ âåëè÷èíó. Ñîãëàñíî ïðèíÿòîé ãèïîòåçå ðàñïðåäåëåíèÿ 1.1

çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è òåîðåìå î �óíêöèÿõ ñâÿçè ðàñïðåäåëåíèé,

ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâw ∼ N (w
ML

,A−1) ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíûì

ñ ìàòîæèäàíèåì w
ML

, êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöåé A−1 è èìååò âèä

p(w|A, f) =
exp(−EW )

ZW (A)
.

Äàííîå âûðàæåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé. Äëÿ

ñóùåñòâåííî-íåëèíåéíûõ ìîäåëåé ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî äàííîå âû-

ðàæåíèå áóäåò ñïðàâåäëèâî â îêðåñòíîñòè δw íåêîòîðîé òî÷êè w0.

Íîðìèðóþùèé êîý��èöèåíò Zw(A) ðàâåí

ZW (A) = (2π)
n

2
det

1
2 (A−1), (1.2)

ãäå n � ÷èñëî ïàðàìåòðîâ ìîäåëè f . Ôóíêöèÿ-øòðà� çà áîëüøîå

çíà÷åíèå ïàðàìåòðîâ ìîäåëè äëÿ ïðèíÿòîãî ðàñïðåäåëåíèÿ îïðåäå-

ëåíà êàê

EW =
1

2
(w −w0)

TA(w−w0). (1.3)

�àññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé: äèñïåðñèè ýëåìåíòîâ wj âåêòîðà

ïàðàìåòðîâ w ðàâíû, îáðàòíàÿ êîâàðèàöèîííàÿ ìàòðèöà èìååò âèä

A = αIn. Â ýòîì ñëó÷àå âûðàæåíèÿ (1.2) è (1.3) áóäóò èìåòü âèä

ZW (A) = (
2π

α
)
n

2
è EW =

1

2
α‖ŵ −w‖2.

Îòðèöàòåëüíûé ëîãàðè�ì ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè ïðè íîðìàëü-

íûõ ðàñïðåäåëåíèÿõ âåêòîðîâ y è w :
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S(w) =
1

2
(w−wML)

TA(w−wML) +
1

2
(y − f(w,x)TB(y− f(w,x),

ãäå wML � íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíûå ïàðàìåòðû. Äëÿ âûáðàííûõ

âûøå îãðàíè÷åíèé çíà÷åíèå êðèòåðèÿ S çàïèñûâàåòñÿ êàê

S(w) =
1

2
β‖y − f‖2 + 1

2
α‖ŵ −w‖2.

Çàäàíî ìíîæåñòâî G ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé g(w,x). Äëÿ êàæ-

äîãî ýëåìåíòà äàííîãî ìíîæåñòâà gi îïðåäåëåíû îáëàñòè àðãóìåíòîâ

w ∈ R
m,x ∈ R

n
è çíà÷åíèé, ïðè ýòîì îáëàñòü çíà÷åíèé ïðèíàäëå-

æèò R
1
. Â ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé îáÿçàòåëüíî âõîäèò íå

èìåþùàÿ àðãóìåíòîâ �óíêöèÿ id(x), çíà÷åíèå êîòîðîé òîæäåñòâåí-

íî çíà÷åíèþ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, à òàêæå �óíêöèÿ êîíñòàíòû


onst.

Èñêîìóþ ìîäåëü f ìû áóäåì èñêàòü ñðåäè ìíîæåñòâà ñóïåðïî-

çèöèé �óíêöèé g ∈ G. Ïðè ýòîì íàêëàäûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ íà

ñòðóêòóðó ñóïåðïîçèöèè:

Îïðåäåëåíèå 1. Äîïóñòèìîé íàçûâàåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ, óäîâëåòâî-

ðÿþùàÿ ñëåäóþùèì òðåáîâàíèÿì:

1. Ýëåìåíòàìè ñóïåðïîçèöè f ìîãóò ÿâëÿòüñÿ òîëüêî ïîðîæäàþ-

ùèå �óíêöèè gj è ñâîáîäíûå ïåðìåííûå x.

2. Êîëè÷åñòâî àðãóìåíòîâ ýëåìåíòà ñóïåðïîçèöèè ðàâíî àðíîñòè

ñîîòâåòñòâóþùåé åìó �óíêöèè gj.

3. Ïîðÿäîê àðãóìåíòîâ ýëåìåíòà ñóïåðïîçèöèè ñîîòâåñòâóåò ïî-

ðÿäêó àðãóìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè gj.

4. Äëÿ ýëåìåíòà si, àðãóìåíòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò sj , îá-

ëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåòñòâóþùåé ïîðîæäàþùåé �óíêöèè
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gi ñîäåðæèò îáëàñòü çíà÷åíèé ïîðîæäàþùåé �óíêöèè àðãó-

ìåíòà gj: dom(gi) ⊇ 
od(gj);

Ïîðîæäàåòñÿ ìíîæåñòâî ìîäåëåé f ∈ F � äîïóñòèìûõ ñóïåðïî-

çèöèé, ñîñòîÿùèõ èç �óíêöèé gi ∈ G. Òðåáóåòñÿ âûáðàòü ìîäåëü,

äîñòàâëÿþùóþ ìèíèìóì S(f |w∗
ML

,D) ïðè óñëîâèè, íàêëàäûâàåìîì

íà ñëîæíîñòü C(f) < C∗. �àçëè÷íûå ìåòîäû îïðåäåëåíèÿ ñëîæíî-

ñòè ìîäåëè áóäóò ðàññìîòðåíû â ãëàâå 3.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî âûáîðêà âìåñòå ñ ñóïåðïîçèöèÿìè ñîñòàâ-

ëÿþò êàòåãîðèþ F, ò.ê. äëÿ äàííîé êîíñòðóêöèè âûïîëíÿþòñÿ âñå

àêñèîìû òåîðèè êàòåãîðèé:

1. F-îáúåêòàìè äàííîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà íåçàâèñè-

ìûõ ïåðìåííûõ x è çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ y.

2. F-ñòðåëêàìè â äàííîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ ñóïåðïîçèöèè fi.

3. Ôóíêöèè dom(f) è 
od(f) äëÿ ñóïåðïîçèöèè f îïðåäåëÿþòñÿ

åñòåñòâåííûì îáðàçîì êàê îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòü çíà-

÷åíèé ñîîòâåòñòâóþùåé ñóïåðïîçèöèè.

4. Åñëè äëÿ ïàðû ñóïåðïîçèöèé 〈f1, f2〉 âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå


od(f1) = dom(f2), òî ñóïåðïîçèöèÿ f2 èìååò îáëàñòü îïðå-

äåëåíèÿ dom(f2) ∈ R
1
. Ñóïåðïîçèöèÿ, â êîòîðîé âìåñòî íåçà-

âèñèìûõ ïåðåìåííûõ èç f2 áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ ñóïåðïîçèöèÿ

f1, áóäåò äîïóñòèìîé, ò.å. êîìïîçèöèÿ ñóùåñòâóåò è âõîäèò â

ìíîæåñòâî F-ñòðåëîê. Àññîöèàòèâíîñòü ñëåäóåò èç òîãî �àêòà,

÷òî çàìåíà â ñóïåðïîçèöèè îäíîãî àðãóìåíòà íà äðóãîé ÿâëÿåò-

ñÿ àññîöèàòèâíîé îïåðàöèåé. Âîîáùå âñå ìíîæåñòâî F-ñòðåëîê

ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ G è èõ êîìïîçèöèé.

5. Íàëè÷èå åäèíèöû îáåñïå÷èâàåòñÿ îáÿçàòåëüíûì ñóùåñòâîâà-

íèåì âG �óíêöèè id(x). Äëÿ ýòîé �óíêöèè âûïîëíÿåòñÿ çàêîí

òîæäåñòâà ïî îïðåäåëåíèþ.



20

1.1. Îïèñàíèå ñòðóêòóðû ìîäåëè

Óñëîâèìñÿ ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäîé ñóïåðïîçèöèè f ñîïîñòàâëåíî äå-

ðåâî Γf , ýêâèâàëåíòíîå ýòîé ñóïåðïîçèöèè è ñòðîÿùååñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

• Â âåðøèíàõ vi äåðåâà Γf íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðîæ-

äàþùèå �óíêöèè gj.

• ×èñëî äî÷åðíèõ âåðøèí ó íåêîòîðîé âåðøèíû vi ðàâíî àðíî-

ñòè ñîîòâåòñòâóþùåé åé �óíêöèè gj.

• Ïîðÿäîê äî÷åðíèõ âåðøèí âåðøèíû vi ñîîòâåñòâóåò ïîðÿäêó

àðãóìåíòîâ ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè gj.

• Ëèñòüÿìè äåðåâà Γf ÿâëÿþòñÿ ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå xi ëèáî

÷èñëîâûå ïàðàìåòðû wi.

Òàêèì îáðàçîì, âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ f â íåêîòîðîé

òî÷êå ñ äàííûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w = {w1, w2, . . . , wk} ýêâè-
âàëåíòíî ïîäñòàíîâêå ñîîòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïåðå-

ìåííûõ xi è ïàðàìåòðîâ wi â äåðåâî Γf , ãäå xi � ýëåìåíòû âåêòîðà

ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ x.

Çàìåòèì âàæíîå ñâîéñòâî òàêèõ äåðåâüåâ: êàæäîå ïîääåðåâî Γ′f

äåðåâà Γf , êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà vi, òàêæå ñîîòâåòñòâó-

åò íåêîòîðîé ñóïåðïîçèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ñîñòàâëÿþùåé èñõîäíîé ñó-

ïåðïîçèöèè f .

Àêòóàëüíîé çàäà÷åé, âñòàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè ñîïîñòàâëå-

íèÿ äåðåâüåâ ìîäåëÿì, ÿâëÿåòñÿ ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ äåðåâüåâ, çà-
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äàþùèõ ñóïåðïîçèöèè, íà ïëîñêîñòè:

A

B C

D E F G

H

(1.4)

�àññìîòðèì äåðåâî Γ0, èçîáðàæåííîå íà äèàãðàììå 1.4. Ïðîñòåéøèé

ìåòîä çàïèñè äåðåâüåâ � ïåðå÷èñëåíèå âåðøèí ïðè îáõîäå äåðåâà ¾â

ãëóáèíó¿, ïðè ýòîì ïîòîìêè âåðøèíû çàïèñûâàþòñÿ âíóòðè ñêîáîê,

ïîäîáíî àðãóìåíòàì �óíêöèè. Â òàêîé íîòàöèè äåðåâî Γ0 áóäåò ñî-

îòâåòñòâîâàòü çàïèñè (A(B(CD)E(FG(H)))).

Îäíèì èç ìåòîäîâ ââåäåíèÿ êîîðäèíàò äëÿ âåðøèí ÿâëÿåòñÿ ìå-

òîä ïóòè [18℄, â êîòîðîì ñèñòåìà êîîðäèíàò èìååò èçìåíÿåìóþ ðàç-

ìåðíîñòü. �àçìåòêà äåðåâà â ýòîé ñèñòåìå êîîðäèíàò èçîáðàæåíà íà

ñëåäóþùåé äèàãðàììå:

A
[]

B
[1]

C
[2]

D
[1 1]

E
[1 2]

F
[2 1]

G
[2 2]

H
[2 2 1]

(1.5)

Ê ïðèìåðó, âåðøèíå H äåðåâà Γ0 ñîîòâåòñòâóåò ñïèñîê êîîðäèíàò

[221], ÷òî çíà÷èò, ÷òî ýòà âåðøèíà ÿâëÿåòñÿ ïåðâûì ïîòîìêîì âòîðî-

ãî ïîòîìêà âòîðîãî ïîòîìêà êîðíÿ äåðåâà. Ïîäîáíàÿ ñèñòåìà çàïèñè

ïëîõî ïîäõîäèò äëÿ ðàáîòû ñ âåðøèíàìè äåðåâà â êîíòåêñòå äàí-
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íîé ðàáîòû, ïîòîìó ÷òî îáðàùåíèå ê îïðåäåëåííîé âåðøèíå äåðåâà

îêàçûâàåòñÿ çàòðóäåíåííûì � ðàçìåð êîîðäèíàòíîé ñòðîêè îêàçû-

âàåòñÿ ïîðÿäêà ln(|Γ0|).
Áîëåå ïîäõîäÿùåé àëüòåðíàòèâîé ÿâëÿåòñÿ ââåäåíèå êîîðäèíàò-

íîé ñèñòåìû, â êîòîðîé âåðøèíû äåðåâà áûëè áû îðãàíèçîâàíû â

ñëîè óâåëè÷èâàþùåéñÿ ãëóáèíû (â ïîðÿäêå, â êîòîðîì îáû÷íî äåðå-

âüÿ èçîáðàæàþòñÿ). Âåðøèíû óïîðÿäî÷åíû ñëåâà íàïðàâî, êàæäîé

âåðøèíå â ñëîå ïðèñâàèâàåòñÿ íîìåð. Òîãäà íîìåð ñëîÿ d è èíäåêñ

âåðøèíû â ñëîå i îïðåäåëÿþò ïðÿìîóãîëüíóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò.

Íàïðèìåð, âåðøèíà G äåðåâà Γ0 â òàêîé ñèñòåìå êîîðäèíàò áóäåò

èìåòü êîîðäèíàòû (3,4), ò.ê. ýòî òðåòüÿ âåðøèíà âî âòîðîì ñëîå äå-

ðåâà. Ïðîáëåìîé, âîçíèêàþùåé ïðè èñïîëüçîâàíèè äàííîé ñèñòåìû

êîîðäèíàò, ÿâëÿåòñÿ íåâîçìîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ ðîäèòåëüñêîé âåð-

øèíû ïî êîîðäèíàòàì ïîòîìêà. Ê ïðèìåðó, âåðøèíà H äåðåâà Γ0

èìååò êîîðäèíàòû (4,1) â íåçàâèñèìîñòè îò òîãî, êàêàÿ èç âåðøèí

òðåòüåãî ñëîÿ ÿâëÿåòñÿ å¼ ðîäèòåëüñêîé âåðøèíîé:

1 2 3 4 5 6 7 8 9 i

1 ©

2 © © ©

3 © © © © © © © © ©

d

(1.6)

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü ñõîæóþ ñèñòåìó êîîðäèíàò, äëÿ êîòîðîé

äàíàé ïðîáëåìà áóäåò ðåøåíà. Çàðàíåå çàäàåòñÿ ìàêñèìàëüíàÿ àð-

íîñòü âåðøèí amax. Ìàêñèìàëüíîå äåðåâî, êîòîðîå ìîæíî ïîñòðîèòü

ïðè òàêîì óñëîâèè, áóäåò èìåòü 1 âåðøèíó íà ïåðâîì ñëîå, amax íà

âòîðîì, a2max íà òðåòüåì è òàê äàëåå. Ïðèìåð êîîðäèíàòíîé ñåòêè
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äëÿ äåðåâüåâ ñ amax = 3 ïðåäñòàâëåí íà äèàãðàììå (1.6). Â äàííîé

ñèñòåìå êîîðäèíàò âåðøèíà G èìåëà áû êîîðäèíàòû (d, i) = (2, 4),

à âåðøèíà H � (3, 12). Ïî êîîðäèíàòàì âåðøèíû îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ ðîäèòåëüñêàÿ âåðøèíà, è ìîæíî ïðîñëåäèòü âñþ öåïî÷êó

âåðøèí äî êîðíÿ ïî êîîðäèíàòå âåðøèíû.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äàííàÿ ïëîñêàÿ ñèñòåìà êîîðäèíàò ìîæåò

áûòü ñâåäåíà ê ëèíåéíîé. Ôîðìóëà ïåðåõîäà ïðè ýòîì ñòðîèòñÿ åñòå-

ñòâåííûì îáðàçîì � âåðøèíû ñ÷èòàþòñÿ â ïîðÿäêå ñëåâà íàïðàâî

ñâåðõó âíèç. Òîãäà âåðøèíå ñ êîîðäèíàòàìè (d, i) áóäåò ñîîòâåòñòâî-

âàòü ÷èñëî

∑d−1
j=0 a

j
max + i. Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ íåìàêñèìàëüíûõ äå-

ðåâüåâ íå êàæäîìó èíäåêñó áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü âåðøèíà, îäíàêî

â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ òàêàÿ íîòàöèÿ òîæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ.

1.2. �àññòîÿíèå ìåæäó ìîäåëÿìè

Ïðè ïîñòðîåíèè ìîäåëåé â âèäå ñóïåðïîçèöèé çàäàííûõ �óíêöèé

îêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåáîëüøèå èçìåíåíèÿ â ñòðóêòóðå ìîäåëè ìîãóò

çíà÷èòåëüíî èçìåíèòü çàí÷åíèÿ �óíêöèé. Â äàëüíåéøåì ïðè èçìå-

íåíèè ìîäåëåé áóäåò ìîäè�èöèðîâàòüñÿ èìåííî ñòðóêòóðà, ïîýòîìó

ïîìèìî ðàññòîÿíèÿ êàê íîðìû ðàçíîñòè �óíêöèé ñëåäóåò êàêèì òî

îáðàçîì îïðåäåëèòü ñòðóêòóðíîå ðàññòîÿíèå, ïîçâîëÿþùåå îöåíèòü

ñòåïåíü ñõîæåñòè ìîäåëåé è êîëè÷åñòâî ìîäè�èêàöèé, íåîáõîäèìûõ

äëÿ ïðåâðàùåíèÿ îäíîé ìîäåëè â äðóãóþ. Â äàííîé ðàáîòå èñïîëü-

çóåòñÿ ÷àñòíûé ñëó÷àé ìåòðèêè, ââåäåííîé Ë.À. Ìàêàðîâûì [5℄.

Ïóñòü äàí ãðà�-äåðåâî Γ(V,X), ñîñòîÿùåãî èç ìíîæåñòâà âåð-

øèí V = {vi} è ìíîæåñòâà ðåáåð X = {xij}. Êàæäîé âåðøèíå ñî-

îòâåòñòâóåò åäèíñòâåííàÿ âåðøèíà-ðîäèòåëü, ò.å. ñóùåñòâóåò èíúåê-

òèâíàÿ �óíêöèÿ V → X, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèÿ ðåáðàì ãðà�à òå
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âåðøèíû-ïîòîìêè, èì ñîîòâåòñòâóþùèå. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ îáî-

çíà÷åíèÿ ãðà�à îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîæåñòâà åãî âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 2. Äåðåâî Γ′(V ′) íàçûâàåòñÿ ïîääåðåâîì äåðåâà

Γ(V ), åñëè åãî ìíîæåñòâî âåðøèí V ′ ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíî-

æåñòâà V .

Îïðåäåëåíèå 3. Äâà äåðåâà Γ1 è Γ2 íàçûâàþòñÿ èçîìîð�íûìè, åñ-

ëè ìåæäó èõ ìíîæåñòâàìè âåðøèí ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ìåòêè âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 4. Äåðåâî Γ0 íàçûâàåòñÿ îáùèì ïîääåðåâîì äåðåâüåâ

Γ1 è Γ2, åñëè â íèõ ñóùåñòâóþò ïîääåðåâüÿ Γ′1 è Γ′2, èçîìîð�íûå

äåðåâó Γ0.

Îïðåäåëåíèå 5. Îáùåå ïîääåðåâî äâóõ äåðåâüåâ íàçûâàåòñÿ íàè-

áîëüøèì, åñëè â íåì ñîäåðæèòñÿ íàèáîëüøåå ÷èñëî âåðøèí ñðåäè

äðóãèõ îáùèõ ïîääåðåâüåâ. Íàèáîëüøåå ïîääåðåâî äåðåâüåâ Γi(Vi)

è Γj(Vj) îáîçíà÷àåòñÿ êàê Γij(Vij). Ñèìâîëîì p áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ìíîæåñòâå V : |Vi| = pi, |Vj| = pj, |Vij| = pij.

�àññìîòðèì àáñîëþòíóþ �óíêöèþ ðàññòîÿíèÿ r ìåæäó Γi è Γj,

çàâèñÿùóþ îò èõ ðàçìåðîâ è íàèáîëüøåãî îáùåãî ïîäãðà�à,

rij = pi + pj − 2pij,

è íîðìèðîâàííîå ðàññòîÿíèå R ìåæäó ýòèìè ãðà�àìè:

Rij = rij/(pi + pj).

Äëÿ ïðàêòè÷åñêîãî èñïîëüçîâàíèÿ äàííûõ �óíêöèé ðàññòîÿíèé

íåîáõîäèìî, ÷òîáû ýòè �óíêöèè óäîâëåòâîðÿëè àêñèìîìàì ìåòðèêè.

Îïðåäåëåíèå 6. Ôóíêöèÿ r, îïðåäåëåííàÿ â ïðîñòðàíñòâå Γ è ïðè-

íèìàþùàÿ çíà÷åíèÿ â ìíîæåñòâå âåùåñòâåííûõ ÷èñåë íàçûâàåòñÿ

ìåòðèêîé, åñëè äëÿ òî÷åê Γ1,Γ2,Γ3 ∈ Γ
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1) d(Γ1,Γ2) = 0 ⇔ Γ1 = Γ2 (â äàííîì ñëó÷àå ðàâåíñòâî ñîîòâåò-

ñòâóåò èçîìîð�íîñòè äåðåâüåâ

2) d(Γ1,Γ2) = d(Γ2,Γ1)

3) d(Γ1,Γ3) ≥ d(Γ1, Γ2) + d(Γ2, Γ3)

Òåîðåìà 1. Óñëîâèÿ ìåòðèêè âûïîëíÿþòñÿ äëÿ �óíêöèè rij.

Ñâîéñòâà 1 è 2 äîêàçûâàþòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: äëÿ ðàâíûõ

äåðåâüåâ åñòü èõ îáùåå ïîääåðåâî, ðàâíîå èì æå, è òàê êàê ó íåãî

òàêîå æå ÷èñëî âåðøèí, ðàññòîÿíèå áóäåò íóëåâûì. Òàêæå è îáðàò-

íîå: åñëè ðàññòîÿíèå ðàâíî íóëþ, çíà÷èò ìîùíîñòü îáùåãî ïîääåðåâà

ðàâíà ìîùíîñòè îáîèõ äåðåâüåâ, è çíà÷èò äåðåâüÿ èçîìîð�íû.

Äîêàæåì òðåòüå óñëîâèå. Ïóñòü äàíû ãðà�û Γ1, Γ2 è Γ3. Íåîáõî-

äèìî äîêàçàòü íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà äëÿ ïîïàðíûõ ðàññòîÿíèé

ìåæäó íèìè:

r12 + r23 ≥ r13,

p1 + p2 − 2p12 + p2 + p3 − 2p23 ≥ p1 + p3 − 2p13,

p2 − p12 − p23 + p13 ≥ 0.

(1.7)

�àññìîòðèì ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî. Åñëè ãðà�û è èõ îáùèå ïîä-

äåðåâüÿ ðàññìîòðåòü â âèäå äèàãðàììû Ýéëåðà (ñì. ðèñ. 1.8), ëåãêî

çàìåòèòü ÷òî ïåðåêðûâàþùàÿñÿ ÷àñòü ïîääåðåâüåâ p12 è p23 íå ìî-

æåò áûòü áîëüøå, ÷åì p13. Òàêèì îáðàçîì, â ëåâîé ÷àñòè íåðàâåíñòâà

îáÿçàòåëüíî íàõîäèòñÿ íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî.�
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p23

p2 p3

p123

p12 p13

p1

(1.8)

�àññìîòðèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ðàññòîÿíèé ìåæäó äåðåâüÿìè â

êîíòåêñòå ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé.

Òåîðåìà 2. Ïðè çàìåíå â äåðåâå Γ0(V0) ïîääåðåâà Γ′0(V
′
0) ïîääå-

ðåâîì Γ′0(V
′
0) äåðåâà Γ1(V1) ïîëó÷àåòñÿ äåðåâî Γ2(V2). �àññòîÿíèÿ

ìåæäó äåðåâüÿìè r02 = r(Γ0(V0),Γ2(V2)) è r01 = r(Γ0(V0),Γ1(V1)):

r02 ≤ p′0 + p′1,

r12 ≤ p1 + p0 − p′0 − p′1.
(1.9)

�àçìåð äåðåâà Γ2 |V2| = p0−p′0+p′1. �àçìåðû îáùèõ ïîääåðåâüåâ

p02 è p12 ðàâíû p02 = p0 − p′0 è p12 = p′1. Îòñþäà

r12 ≤ p1 + p0 − p′0 + p′1 − 2 ∗ (p′1),

r02 ≤ 2p0 − p′0 + p′1 − 2 ∗ (p0 − p′0).
(1.10)

Ïðè ñîêðàùåíèè ïîëó÷àåì èñêîìûå �îðìóëû.

Òåîðåìà 3. �àññòîÿíèå ìåæäó èñõîäíûì äåðåâîì Γ0(V0) è ïîðîæ-

äåííûì äåðåâîì Γ1(V1), |V0| = |V1| = p0, ïîëó÷åííûì ñ ïîìîùüþ

îïåðàöèè çàìåíû îäíîé âåðøèíîé äåðåâà, íå áîëåå ÷åì 2(p0− p0−1
k+1 ),

ãäå k � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî àðãóìåíòîâ ñðåäè ïîðîæäàþùèõ �óíê-

öèé g, ñîñòàâëÿþùèõ äåðåâüÿ Γ0 è Γ1.



27

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì âåðøèíó äåðåâà, ïîäâåðãøóþñÿ

îïåðàöèè çàìåíû. Ìàêñèìàëüíîå êîëè÷åñòâî ðåáåð, ñîåäèíåííûõ ñ

ýòîé âåðøèíîé, ñîñòàâëÿåò k+1 - îäíî ðåáðî ïðèõîäèò â ýòó âåðøè-

íó èç ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû, îñòàëüíûå ñîîòâåòñòâóþò å¼ ïîòîìêàì.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè èçúÿòèè ýòîé âåðøèíû è âñåõ ðåáåð, ñîåäèíåí-

íûõ ñ íåé, èç ãðà�à, ïîëó÷èòñÿ íå áîëåå k + 1 íåñâÿçíûõ ãðà�îâ.

Ñîãëàñíî ïðèíöèïó Äèðèõëå, êîëè÷åñòâî âåðøèí â ìàêñèìàëüíîì

ïî ðàçìåðó èç ýòèõ ãðà�îâ íå ìåíåå, ÷åì

p0−1
k+1 . Òàêîé ãðà� áóäåò îá-

ùèì ïîäãðà�îì ãðà�îâ Γ0 è Γ1. Çíà÷èò, ðàññòîÿíèå ìåæäó ãðà�àìè

áóäåò íå áîëåå, ÷åì 2(p0 − p0−1
k+1 ).�

1.3. Ñëîæíîñòü ñóïåðïîçèöèé

Êà÷åñòâî ðåãðåññèîííîé ìîäåëè f îöåíèâàåòñÿ ïî å¼ âíåøíåìó

êðèòåðèþ êà÷åñòâà S. Â ñëó÷àå, êîãäà îòñóòñòâóåò ðàçáèåíèå âû-

áîðêè D íà òåñòîâóþ è êîíòðîëüíóþ, ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî óëó÷øå-

íèå çíà÷åíèÿ êðèòåðèÿ êà÷åñòâà S ìîäåëè f ìîæåò áûòü äîñòèãíóòî

ñ ïîìîùüþ ïîðîæäåíèÿ áîëåå ãëàäêèõ â ñìûñëå óñëîâèÿ Ëèïøèöà

(1.11) ñ ìåíüøèì ïîêàçàòåëåì �¼ëüäåðà α ìîäåëåé ñ íåáîëüøèì óâå-

ëè÷åíèåì çíà÷åíèÿ �óíêöèè îøèáêè S. Òàêæå áîëåå ãëàäêèå ìîäåëè

èìåþò òåíäåíöèþ ïîêàçûâàòü ëó÷øåå êà÷åñòâî ïðè èñïîëüçîâàíèè

âíóòðåííåãî êðèòåðèÿ.

Îïðåäåëåíèå 7. Ôóíêöèÿ f íàçûâàåòñÿ óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ

Ëèïøèöà ñ ïîêàçàòåëåì �¼ëüäåðà α, åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ êîíñòàí-

òà L, ÷òî:

|f(x)− f(y)| < L|x− y|α. (1.11)
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè ïîðîæäåíèè ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, ÿâ-

ëÿþùèõñÿ ìíîãî÷ëåíàìè îò íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ, ïîêàçàòåëü

�¼ëüäåðà ñîîòâåòñòâóåò ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíà.

Îïèñàíèå ñóïåðïîçèöèè, ïðåäñòàâëåííîé â âèäå äåðåâà, îïðåäå-

ëÿåòñÿ ñëåäóþùèìè ïàðàìåòðàìè.

1. ×èñëî âåðøèí vi â äåðåâå Γ.

2. Êîëè÷åñòâî ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé gi, íå ÿâëÿþùèõñÿ òåðìè-

íàëüíûìè âåðøèíàìè xj.

3. ×èñëî ýëåìåíòîâ âåêòîðà âåñîâ w.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëè÷àòü ñóïåðïîçèöèè ñ ðàçëè÷íûìè ïîêà-

çàòåëÿìè �åëüäåðà, ïðåäëàãàåòñÿ ïîñòðîèòü îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè

ñóïåðïîçèöèè, êîòîðîå áóäåò øòðà�îâàòü äëèííûå âëîæåííûå âû-

ðàæåíèÿ. Èíà÷å, â ñëó÷àå ïîðîæäåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ, ñõîæàÿ ñëîæ-

íîñòü áóäåò ó ñóììû íåñêîëüêèõ ñëàãàåìûõ è äëèííîãî âûðàæåíèÿ

âëîæåííûõ �óíêöèé, à ïîêàçàòåëè �åëüäåðà ó ýòèõ �óíêöèé ðàç-

íûå.

Ïðåäëîæèì îïðåäåëåíèå ñëîæíîñòè ñóïåðïîçèöèè, ïîçâîëÿþùåå

øòðà�îâàòü ñóïåðïîçèöèè ñ áîëüøèì ÷èñëîì âëîæåííûõ �óíêöèé.

Ââåäåì ïîíÿòèå ñëîæíîñòè âåðøèíû.

Îïðåäåëåíèå 8. Ñëîæíîñòü C ñóïåðïîçèöèè f ðàâíà ñëîæíîñòè

äåðåâà Γ, ñîîòâåòñòâóþùåãî åé, è îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóììà êîëè÷å-

ñòâà ýëåìåíòîâ âî âñåõ ïîääåðåâüÿõ äåðåâà Γ.

Òàêèì îáðàçîì øòðà�óåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ, ñîäåðæàùàÿ áîëü-

øîå ÷èñëî âëîæåííûõ �óíêöèé. Îïðåäåëåíèå ïîçâîëÿåò âû÷èñëÿòü

ñëîæíîñòü, ïðîèçâîäÿ îáõîä äåðåâà ñíèçó ââåðõ îáðàòíî îáõîäó äå-

ðåâà ¾â ãëóáèíó¿ � ñëîæíîñòü ðîäèòåëüñêîé âåðøèíû ðàâíà óäâî-

åííîé ñëîæíîñòè âåðøèí ïîòîìêîâ ïëþñ åäèíèöà. Ñëîæíîñòü êîðíÿ

è áóäåò ñëîæíîñòüþ âñåé ñóïåðïîçèöèè, C(1, 1) = C(f).
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A
29

B
5

C
9

D
1

E
1

F
11

G
3

H
1

(1.12)

Òåîðåìà 4. Äëÿ ÷àñòíîãî ñëó÷àÿ, â êîòîðîì åäèíñòâåííûìè �óíê-

öèÿìè ïîðîæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ �óíêöèè ñëîæåíèÿ, óìíîæåíèÿ è êîí-

ñòàíòû (ñ ïîìîùüþ äàííîãî ìíîæåñòâà ìîæíî ïîðîäèòü ëþáîé ìíî-

ãî÷ëåí), äåðåâî, ñîîòâóòñòâóþùåå ìíîãî÷ëåíó ñòåïåíè k áóäåò èìåòü

ìèíèìàëüíóþ ñëîæíîñòü ïîðÿäêà 2k.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ïî èíäóêöèè, ïîêàçà-

òåëåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà k. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî �óíêöèè ñ áîëüøèì ïîêàçàòåëåì �¼ëüäåðà, ïîëó÷àþò øòðà�

ê ñëîæíîñòè.

Âûâåäåì �îðìóëó ñëîæíîñòè äåðåâà, ÿâëÿþùåãîñÿ ðåçóëüòàòîì

ïðîöåäóðû îáìåíà ïîääåðåâüÿìè.

Òåîðåìà 5. Ñëîæíîñòü CΓ1
äåðåâà Γ1, ïîëó÷åííîãî çàìåíîé â äåðåâå

Γ0 ïîääåðåâà Γ
′
0 íà ïîääåðåâî Γ

′
1 ñ êîðíåì â âåðøèíå (d, i). Â ñëó÷àå

ïîäîáíîé çàìåíû ñëîæíîñòü CΓ1
äåðåâà Γ1 áóäåò ðàâíà

CΓ1
= CΓ0

+ d(CΓ′

1
− CΓ′

0
).

Ïðè ïîäñ÷åòå ñëîæíîñòè äåðåâà CΓ1
ðàçìåð âñåõ ïîääåðåâüåâ, ñîäåð-

æàâøèõ CΓ′

0
óâåëè÷èâàåòñÿ íà CΓ′

1
− CΓ′

0
. Ïðè ýòîì ïîääåðåâî CΓ′

0

âñòðå÷àåòñÿ â d äåðåâüÿõ, êàæäîå èç êîòîðûõ ñîîòâåòñòâóåò îäíîé èç
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âåðøèí íà ïóòè îò êîðíÿ äåðåâà äî âåðøèíû (d, i). Òàêèì îáðàçîì,

ïîëó÷àåòñÿ òðåáóåìàÿ �îðìóëà.�

1.4. Íåëèíåéíîñòü ìîäåëåé

Àëüòåðíàòèâíûì ñïîñîáîì îïðåäåëåíèÿ ñëîæíîñòè ìîäåëè ìî-

æåò áûòü çàäàíèå å¼ ñëîæíîñòè êàê ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ïîëè-

íîìà, äîñòàòî÷íûì îáðàçîì ïðèáëèæàþùåãî ìîäåëü. Äëÿ ïîèñêà

äàííîãî ïîëèíîìà íàèáîëåå óäîáíûì ñïîñîáîì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçî-

âàíèå ñèñòåìû îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ îð-

òîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ íàçûâàþò áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

äåéñòâèòåëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ pn(x), ãäå êàæäûé ìíîãî÷ëåí pi(x)

èìååò ñòåïåíü i, à òàêæå ëþáûå äâà ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíà ýòîé

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îðòîãîíàëüíû äðóã äðóãó â ñìûñëå íåêîòîðîãî

ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, çàäàííîãî â ïðîñòðàíñòâå L2
. Â äàííîé

ðàáîòå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ðÿä îðòîãîíàëüíûõ ïîëèíîìîâ ×åáû-

øåâà, èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå èìååò âèä

(f, g) =

∫ 1

−1

√

1− x2f(x)g(x)dx. (1.13)

Ýòà ñèñòåìà ïîëèíîìîâ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îðòîíîðìèðîâàííîé ïðè çà-

äàííîé îïåðàöèè ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (1.13). Ìíîãî÷ëåí ×å-

áûø¼âà Tn(x) õàðàêòåðèçóåòñÿ êàê ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n ñî ñòàðøèì

êîý��èöèåíòîì 2n−1, êîòîðûé ìåíüøå âñåãî îòêëîíÿåòñÿ îò íóëÿ íà

èíòåðâàëå [−1, 1]. Ìíîãî÷ëåíû ×åáûø¼âà Tn(x) ìîãóò áûòü îïðåäå-

ëåíû ñ ïîìîùüþ ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ:

T0(x) = 1,

T1(x) = x,

Tn+1(x) = 2xTn(x)− Tn−1(x).
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Äàííûå ïîëèíîìû îáëàäàþò íåñêîëüêèìè âàæíûìè ñâîéñòâàìè:

1. Ìíîãî÷ëåíû ÷¼òíûõ ñòåïåíåé ÿâëÿþòñÿ ÷¼òíûìè �óíêöèÿìè,

íå÷¼òíûõ � íå÷¼òíûìè �óíêöèÿìè.

2. Îðòîãîíàëüíîñòü ïî îòíîøåíèþ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ñêàëÿðíî-

ìó ïðîèçâåäåíèþ (ñ âåñîì

1√
1−x2

).

3. Ñðåäè âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà îòðåçêå [-1,1℄

íå ïðåâîñõîäÿò ïî ìîäóëþ 1, ìíîãî÷ëåí ×åáûø¼âà èìååò íàè-

áîëüøèé ñòàðøèé êîý��èöèåíò.

Ñëåäóåò çàäàòü ñïîñîá îïðåäåëåíèÿ ïîëèíîìà, íàèëó÷øèì îáðà-

çîì ïðèáëèæàþùåãî ìîäåëü.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîëèíîì P (x) ïðèáëèæàåò íåïðåðûâíóþ �óíê-

öèþ f(x) íà èíòåðâàëå [a, b] ñ òî÷íîñòüþ ε, åñëè

max x ∈ [a, b]|f(x)− P (x)| ≤ ε. (1.14)

Â êîíòåêñòå çàäà÷è äàííîå îïðåäåëåíèå ìåíÿåòñÿ â ñâÿçè ñ îãðà-

íè÷åííûì êîëè÷åñòâîì ýëåìåíòîâ x ∈ [a, b]. Ïîìèìî ýòîãî, äàííîå

îïðåäåëåíèå äîëæíî áûòü óñèëåíî òåì, ÷òî ïðèáëèæàþùèé ïîëèíîì

îáëàäàåò ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ ñðåäè âñåõ ïîëèíîìîâ, äëÿ êîòî-

ðûõ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1.14. Äàííîå ïîíÿòèå ïîçâîëÿåò íàì

èíäóêòèâíî îïðåäåëèòü ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 10. Ïóñòü ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé G ñó-

ïåðïîçèöèè f ñîñòîèò èç ýëåìåíòàðíûõ �óíêöèé, à òàêæå ïðîñòûõ

áèíàðíûõ îïåðàöèé è îïåðàöèè âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Äëÿ äàííîé

òî÷íîñòè ε è äàííîãî îòðåçêà [a, b], íà êîòîðîì áóäóò ðàññìàòðèâàòü-

ñÿ çíà÷åíèÿ âñåõ ïîðîæäàåìûõ ñóïåðïîçèöèé, íåëèíåéíîñòü ñóïåð-

ïîçèöèè f ñ äåðåâîì Γ, îïðåäåëÿåòñÿ ïîøàãîâî îò ëèñòüåâ äåðåâà ïî

ñëåäóþùèì ïðàâèëàì:
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1. Íåëèíåéíîñòü âåðøèíû, ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ êîòîðîé ÿâ-

ëÿåòñÿ êîíñòàíòîé, ðàâíà 0:

nl(
onst) = 0.

2. Íåëèíåéíîñòü âåðøèíû, ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ êîòîðîé ÿâ-

ëÿåòñÿ ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé, ðàâíà 1:

nl(xi) = 1.

3. Íåëèíåéíîñòü âíóòðåííåé âåðøèíû v1, ñîîòâåòñòâóþùåé óíàð-

íîé �óíêöèè gi ∈ G, ñîîòíîñèòñÿ ñî ñëîæíîñòüþ äî÷åðíåé âåð-

øèíû v2 ñîãëàñíî ñëåäóþùåìó ïðàâèëó:

nl(v1) = nl(v2) · ngi,

ãäå ngi ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ P ïîëèíîìà ×åáûøå-

âà, ïðèáëèæàþùåãî �óíêöèþ gi ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè ε.

Îòäåëüíî ðàññìàòðèâàåòñÿ íåëèíåéíîñòü âíóòðåííåé âåðøè-

íû, ñîîòâåòñòâóþùåé �óíêöèè gexp(x, w) = wx ≡ ex lnw. Äëÿ

òàêîé ïîðîæäàþùåé �óíêöèè ñëîæíîñòü âåðøèíû v1 îïðåäå-

ëåÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

nl(v1) = nl(ev2 lnw) = nl(v2) · ngexp,

ãäå ngexp ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ P ïîëèíîìà ×åáûøå-

âà, ïðèáëèæàþùåãî �óíêöèþ ex lnw ñ îøèáêîé àïïðîêñèìàöèè

ε.

4. Íåëèíåéíîñòü âíóòðåííåé âåðøèíû v1, ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-

ðîæäàþùåé �óíêöèè ñóììû g+ èëè ðàçíîñòè g−, îïðåäåëÿåòñÿ

êàê ìàêñèìóì íåëèíåéíîñòåé å¼ äî÷åðíèõ âåðøèí v2 è v3:

nl(v1) = nl(v2 + v3) = max(nl(v2), nl(v3)),

nl(v1) = nl(v2 − v3) = max(nl(v2), nl(v3)).
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5. Íåëèíåéíîñòü âíóòðåííåé âåðøèíû v1, ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-

ðîæäàþùåé �óíêöèè ïðîèçâåäåíèÿ g∗, îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñóì-

ìà íåëèíåéíîñòåé å¼ äî÷åðíèõ âåðøèí v2 è v3:

nl(v1) = nl(v2 ∗ v3) = nl(v2) + nl(v3)

6. Íåëèíåéíîñòü âíóòðåííåé âåðøèíû v1, ñîîòâåòñòâóþùåé ïî-

ðîæäàþùåé �óíêöèè äåëåíèÿ g÷, îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

nl(v1) = nl(v2 ∗ v3) = nl(v2) + nl(v3) ∗ n÷,

ãäå n÷ ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñòåïåíüþ ïîëèíîìà ×åáûøåâà,

ïðèáëèæàþùåãî �óíêöèþ 1/x ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ ε.

7. Íåëèíåéíîñòü êîðíåâîé âåðøèíû ñîîòâåòñòâóåò íåëèíåéíîñòè

ìîäåëè.

�àññìîòðèì ïðèìåðû ïîäñ÷åòà íåëèíåéíîñòè äëÿ ðàçëè÷íûõ ñó-

ïåðïîçèöèé

sin 18

∗
2

x1
1

x2
1

(1.15)

Ïðèìåð ïîäñ÷åòà íåëèíåéíîñòè ìîäåëè äâóõ ïåðåìåííûõ ðàñ-

ñìàòðèâàåòñÿ íà äèàãðàììå 1.15. �àññìàòðèâàåòñÿ èíòåðâàë [0,4℄.

Íåëèíåéíîñòü ëèñòüåâ ðàâíà 1. Íåëèíåéíîñòü ïðîèçâåäåíèÿ ñîãëàñ-

íî ïðàâèëó 5 � äâóì. Íåëèíåéíîñòü sin íà âûäåëåííîì èíòåðâàëå

ðàâíà 9 ïðè òî÷íîñòè ε = 10−6. Òàêèì îáðàçîì, íåëèíåéíîñòü êîð-

íåâîé âåðøèíû ðàâíà 18.



34

÷Γ1 ÷Γ2
1

Γ3

sq sq x x

x x

nl = 12 nl = 6 nl = 0

(1.16)

Â ïðèìåðå 1.16 ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî íåëèíåéíîñòü ìîäåëè ìîæåò

çàâèñèòü îò ñïîñîáà çàïèñè � íà èíòåðâàëå [1,2℄ òðè ìîäåëè Γ1,Γ2,Γ3

çàäàþò îäíó è òó æå ïîâåðõíîñòü, îäíàêî íåëèíåéíîñòü äàííûõ ìî-

äåëåé ðàçëè÷íà. Òàêèì îáðàçîì, îãðàíè÷åíèå íåëèíåéíîñòè ïîçâîëÿ-

åò íàì íàêëàäûâàòü øòðà�û íà èçëèøíå ñëîæíûå ìîäåëè, èìåþùèå

ìåíåå ñëîæíûå àíàëîãè.



35

�ëàâà 2

Ïîðîæäåíèå ñóïåðïîçèöèé

Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ íåäîñòà-

òî÷íî îïðåäåëèòü ñâîéñòâà ìîäåëåé, íåîáõîäèìî óêàçàòü êîíêðåò-

íûé àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Èíòóèòèâíûì

ñïîñîáîì âûáîðà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ ìåòîä ïåðåáîðà ìîäåëåé � äëÿ

çàäàííûõ îãðàíè÷åíèé ñòðîèòñÿ âñå ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ñóïåð-

ïîçèöèé, è èç íèõ ñîãëàñíî êðèòåðèþ êà÷åñòâà âûáèðàåòñÿ íàèëó÷-

øàÿ ìîäåëü. Äàëåå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî òàêîé ñïîñîá ðåàëèçóåì, îä-

íàêî èìååò áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü. Àëüòåðíàòèâíûì

ìåòîäîì ïîðîæäåíèÿ ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì íàïðàâëåííîãî ïî-

èñêà ìîäåëè. Äàííûé àëãîðèòì ÿâëÿåòñÿ ðàíäîìèçèðîâàííûì è íå

ãàðàíòèðóåò íàõîæäåíèå ëó÷øåé ìîäåëè â çàäàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ,

îäíàêî êà÷åñòâî åãî ðàáîòû îêàçûâàåòñÿ äîñòàòî÷íûì äëÿ ðåøåíèÿ

ïðèêëàäíûõ çàäà÷.

2.1. Ïîñòðîåíèå âñåõ âîçìîæíûõ ñóïåðïîçèöèé

Îïèøåì èòåðàòèâíûé àëãîðèòì F, ïîðîæäàþùèé ñóïåðïîçèöèè

îãðàíè÷åííîé ñëîæíîñòè, íå ñîäåðæàùèå ïàðàìåòðîâ [1, 51℄. Îïè-

ñàííûé àëãîðèòì ïîðîäèò ëþáóþ äîïóñòèìóþ ñóïåðïîçèöèþ îãðà-

íè÷åííîé ñëîæíîñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî ïðèìèòèâíûõ �óíêöèé

G = {g1, . . . , gl, id,Const}

è ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

X = {x1, . . . , xn}. (2.1)
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Àëãîðèòì F ïîðîæäåíèÿ ñóïåðïîçèöèé áóäåò èòåðàòèâíûì. Ïå-

ðåä ïåðâûì øàãîì ïîñòðîèì íà÷àëüíîå çíà÷åíèÿ ìíîæåñòâà ìîäå-

ëåé F0 (èíäåêñ ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâóåò øàãó, íà êîòîðîì ïîëó÷åíû

ñîîòâåòñòâóþùèå ìîäåëè):

F0 = {X,Const},

ãäå X ñîîòâåòñòâóåò âûáîðêå (2.1), à Const ñîîòâåñòâóåò ïîðîæäà-

þùåé �óíêöèè êîíñòàíòû. Äàëåå íà êàæäîì øàãå äëÿ ìíîæåñòâà

Fi ïîñòðîèì âñïîìîãàòåëüíîå ìíîæåñòâî Ui, ñîñòîÿùåå èç ñóïåðïî-

çèöèé, ïîëó÷åííûõ â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ �óíêöèé gi ∈ G ê ýëå-

ìåíòàì fj ∈ Fi−1:

Ui = {gi(fj1, . . . fjk), | gi ∈ Gu, f ∈ Fi−1}.

Òîãäà ìíîæåñòâî Fi

Fi = Fi−1 ∪ Ui.

Òåîðåìà 6. Àëãîðèòì F ïîðîäèò ëþáóþ äîïóñòèìóþ ñóïåðïîçèöèþ

îãðàíè÷åííîé ñëîæíîñòè çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ.

Äàííîå óòâåðæäåíèå ìîæíî äîêàçàòü ïî èíäóêöèè, ãäå ïîêàçà-

òåëåì ÿâëÿåòñÿ âûñîòà h äåðåâà Γ, ñîîòâåòñòâóþùåãî ñóïåðïîçèöèè

f . Áàçà èíäóêöèè: äåðåâüÿ âûñîòû 1 ïîðîæäàþòñÿ íà íóëåâîì øàãå

àëãîðèòìà. Ïóñòü àëãîðèòì F ïîðîæäàåò âñå ñóïåðïîçèöèè Fh, êî-

òîðûì ñîîòâåòñòâóþò äåðåâüÿ Γ âûñîòû h. Âîçüìåì ïðîèçâîëüíóþ

ñóïåðïîçèöèþ fh+1, äåðåâî Γh+1 êîòîðîé èìååò âûñîòó h + 1. Äëÿ

êàæäîãî ïîääåðåâà Γh, êîðíè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ïîòîìêàìè êîðíÿ

Γh+1, óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåðíî. Çíà÷èò ñóùåñòâóåò øàã àëãîðèò-

ìà ℓ, íà êîòîðîì âñå ýòè äåðåâüÿ óæå áûëè ïîðîæäåíû. Òîãäà íà

øàãå ℓ+1 àëãîðèòìà â ìíîæåñòâå Uℓ+1 áóäåò ýëåìåíò, â êîòîðîì ïî-

ðîæäàþùåé �óíêöèåé gj áóäåò ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ êîðíÿ Γh+1,
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à àðãóìåíòàìè � ñóïåðïîçèöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå äåðåâüÿì Γh. Ýòà

ñóïåðïîçèöèÿ è áóäåò èñêîìîé ñóïåðïîçèöèåé fh+1.

2.2. Êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ ñóïåðïîçèöèé

Îöåíèì êîëè÷åñòâî ñóïåðïîçèöèé, ïîëó÷àåìûõ ïîñëå êàæäîé

èòåðàöèè àëãîðèòìà. Ïóñòü äàíî n íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ: |X| =
n, à ìîùíîñòü ìíîæåñòâà G âûðàçèì ÷åðåç ìîùíîñòè åãî ïîäìíî-

æåñòâ �óíêöèé ñîîòâåòñòâóþùåé àðíîñòè:

|G1| = l1, |G2| = l2, . . . , |Gp| = lp.

Íà íóëåâîé èòåðàöèè èìååì P0 = n ñóïåðïîçèöèé.

Íà ïåðâîé èòåðàöèè äîïîëíèòåëüíî ïîðîæäàåòñÿ:

P1 = l1n+ l2n
2 + · · ·+ lnn

q =

p
∑

i=1

liP
i
0.

Ñóììàðíîå ÷èñëî ñóïåðïîçèöèé ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè:

P̂1 = P1 + P0 =

p
∑

i=1

liP
i
0 + P0.

Êàê áûëî çàìå÷åíî ðàíåå, ñóïåðïîçèöèè, ïîðîæäåííûå íà k-îé

èòåðàöèè, áóäóò òàêæå ïîðîæäåíû è íà ëþáîé ñëåäóþùåé ïîñëå k

èòåðàöèè, ïîýòîìó ñóììàðíîå ÷èñëî ñóïåðïîçèöèé ïîñëå âòîðîé èòå-

ðàöèè áóäåò ðàâíî:

P̂2 =

p
∑

i=1

liP̂
i
1.

Ïîñëå k-îé èòåðàöèè áóäåò ïîðîæäåíî

P̂k =

p
∑

j=1

liP̂
i
k−1.



38

Îöåíèì ïîðÿäîê êîëè÷åñòâà ñóïåðïîçèöèé, ïîðîæäåííûõ ïîñëå

k-îé èòåðàöèè. Ïóñòü â ìíîæåñòâå ïðèìèòèâíûõ �óíêöèé G ñîäåð-

æèòñÿ lp �óíêöèé ìàêñèìàëüíîé àðíîñòè p > 1, è èìååòñÿ n > 1

íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

Òåîðåìà 7. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ îöåíêà êîëè÷åñòâà ñóïåðïîçè-

öèé, ïîðîæäåííûõ àëãîðèòìîì F ïîñëå k-îé èòåðàöèè:

|Fk| = O(l(p
k−1)/(p−1)

p npk).

Îöåíèì ñíà÷àëà ïîðÿäîê ðîñòà äëÿ ñëó÷àÿ, êîãäà åñòü ëèøü îäíà

m-àðíàÿ �óíêöèÿ è n ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

Ïîñëå ïåðâîé èòåðàöèè àëãîðèòìà áóäåò ïîðîæäåíî nm + n ñó-

ïåðïîçèöèé. Ïîñëå âòîðîé � (nm+n)m+nm+n, ÷òî ìîæíî îöåíèòü

êàê (nm)m = nm2

. Òàêèì îáðàçîì, ïîñëå k-îé èòåðàöèè êîëè÷åñòâî

ñóïåðïîçèöèé ìîæíî îöåíèòü êàê nmk

.

Âèäíî, ÷òî äëÿ îöåíêè ñêîðîñòè ðîñòà êîëè÷åñòâà ïîðîæäåííûõ

ñóïåðïîçèöèé ñëåäóåò ó÷èòûâàòü òîëüêî �óíêöèè ñ íàèáîëüøåé àð-

íîñòüþ.

�àññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé, êîãäà èìååòñÿ íå îäíà �óíêöèÿ àðíî-

ñòè m, à lm òàêèõ �óíêöèé. Òîãäà íà ïåðâîé èòåðàöèè ïîðîæäàåòñÿ

lmn
m + n ñóïåðïîçèöèé, íà âòîðîé:

lm(lmn
m + n)m + lmn

m + n ≈ lm+1
m nm2

,

íà òðåòüåé, ñ ó÷åòîì ýòîãî ïðèáëèæåíèÿ:

lm(l
m+1
m nm2

)m = lml
m(m+1)
m nm3

= lm
2+m+1

m nm3

.

Êîëè÷åñòâî ïîðîæäåííûõ ñóïåðïîçèöèé ïîñëå k-îé èòåðàöèè ìîæíî

îöåíèòü êàê êàê:

|Fk| = O(l(m
k−1)/(m−1)

m nmk

).
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Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåì îöåíêó â îáùåì ñëó÷àå, êîãäà â ìíîæåñòâå

G ñîäåðæèòñÿ lp �óíêöèé ìàêñèìàëüíîé àðíîñòè p:

|Fk| = O(l(p
k−1)/(p−1)

p npk). (2.2)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ìîäåëåé ðàñòåò áîëåå ÷åì

ýêñïîíåíöèàëüíî.�

2.3. Àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé

Àëãîðèòì F ïîðîæäåíèÿ âñå ñóïåðïîçèöèé çàäàííîé ñëîæíîñòè

èìååò ñëèøêîì âûñîêóþ âû÷èñëèòåëüíóþ ñëîæíîñòü èç-çà áîëüøî-

ãî ÷èñëà ïîðîæäàåìûõ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé (2.2) äàæå ïðè íåâûñî-

êîé ñëîæíîñòè C ïîðîæäàåìûõ ìîäåëåé è ïîýòîìó íå ïîäõîäèò äëÿ

ðåøåíèÿ ïðèêëàäíûõ çàäà÷. Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëü-

çîâàòü àëãîðèòì G íàïðàâëåííîãî ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ìîäåëåé ñ

èñïîëüçîâàíèåì ñëó÷àéíûõ îïåðàöèé.

Âûáîð îïòèìàëüíîé ìîäåëè ïðîèñõîäèò íà ìíîæåñòâå ïîðîæäà-

åìûõ ìîäåëåé íà êàæäîé èòåðàöèè àëãîðèòìà G. Çàäàí íà÷àëüíûé

íàáîð êîíêóðèðóþùèõ ìîäåëåé F , â êîòîðîì êàæäàÿ ìîäåëü fi åñòü

ñóïåðïîçèöèÿ ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé gi ∈ G. Àëãîðèòì G ðàáîòàåò

èòåðàöèîííî, ïîêà íå áóäåò äîñòèãíóò íåîáõîäèìûé óðîâåíü çíà÷å-

íèÿ îøèáêè S èëè ÷åðåç îïðåäåëåííîå ÷èñëî èòåðàöèé.

1. Íåêîòîðûì ìåòîäîì îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ ìèíèìèçèðóþò-

ñÿ �óíêöèè îøèáêè Si(w) äëÿ êàæäîé ìîäåëè fi. Îòûñêèâà-

þòñÿ ïàðàìåòðû w è âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷åíèå �óíêöèè îøèáêè

S êàæäîé ìîäåëè.

2. Çàäàíû ñëåäóþùèå ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ïðîèçâîäíûõ ìîäåëåé

fj. Äëÿ ìîäåëè fj ñòðîèòñÿ òîæäåñòâåííàÿ åé ìîäåëü f ′j. Â äå-

ðåâå Γ′j, ñîîòâåòñòâóþùåì ìîäåëè f ′j, ïðîèçâîëüíî âûáèðàåòñÿ
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âåðøèíà vk. Âûáèðàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ìîäåëü fm èç ìíîæå-

ñòâà F è ïðîèçâîëüíàÿ âåðøèíà vl å¼ äåðåâà Γm. Ìîäåëü f ′j ìî-

äè�èöèðóåòñÿ ïóòåì çàìåùåíèÿ â äåðåâå Γ′j ïîääåðåâà, êîðíåì

êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ âåðøèíà �óíêöèè vk, íà ïîääåðåâî äåðåâà

Γm ñ êîðíåì â âåðøèíå vl. Èçìåíåííàÿ ìîäåëü f ′j äîáàâëÿåòñÿ

â ìíîæåñòâî F :

∗ ÷

+ lin ∗ sqrt

ar
tan lin t parab lin t

K K sin K

r K

(2.3)

3. Ñ çàäàííîé âåðîÿòíîñòüþ p0 êàæäàÿ ìîäåëü fj ∈ F ïîäâåðãà-

åòñÿ èçìåíåíèÿì. Â äåðåâå Γ′j , ñîîòâåòñòâóþùåì ìîäåëè f ′j, â

ñîîòâåòñòâèè ñ íåêîòîðîé çàäàííîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ

âûáèðàåòñÿ âåðøèíà vk. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé ïîðîæäàþùàÿ

�óíêöèÿ gk çàìåíÿåòñÿ ñëó÷àéíûì îáðàçîì âûáðàííîé �óíê-

öèåé gm òîé æå àðíîñòè èç ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé
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G:

÷ ÷

+ sqrt + sqrt

parab lin t arctan lin t

sin K sin K

K K

4. Ìîäåëè èç ìíîæåñòâà F ñîðòèðóþòñÿ â ñîîòâåòñòâèè ñî çíà÷å-

íèÿìè �óíêöèè îøèáêè Si. Çàäàííàÿ äîëÿ íàèëó÷øèõ ìîäåëåé

èñïîëüçóåòñÿ â äàëüíåéøèõ èòåðàöèÿõ.

2.4. Òåîðåìà ñõåì äëÿ äåðåâüåâ

Àëãîðèòì G ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ

ðàíäîìèçèðîâàííûì � òàêèì îáðàçîì, äîñòèæåíèå íåêîòîðîé îïòè-

ìàëüíîé ìîäåëè íå ìîæåò áûòü ãàðàíòèðîâàííî. Îäíàêî âîçìîæ-

íî äîêàçàòü ñõîäèìîñòü ïî âåðîÿòíîñòè â íåêîòîðîì ïðîñòðàíñòâå.

Äëÿ ìíîæåñòâà ìîäåëåé ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà ñòðóêòóðíàÿ ñõî-

äèìîñòü � íàëè÷èå íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ âî âñåì ìíîæåñòâå ðàñ-

ñìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé, èëè â ìîäåëÿõ íàèâûñøåãî êà÷åñòâà. Äàí-

íûé ïîäõîä âîçíèêàåò èíòóèòèâíî ïðè ïðåäñòàâëåíèè ìîäåëåé â âè-

äå ñòðîê � äëÿ íèõ ýëåìåíòàìè áóäóò ïîäñòðîêè ñ �èêñèðîâàííûìè

ýëåìåíòàìè íà âûáðàííûõ ïîçèöèÿõ. Òàêèå ïîäñòðîêè íàçûâàþòñÿ

ñõåìàìè [26℄. Äëÿ ñõåì �îðìóëèðóåòñÿ òåîðåìà îá ýêñïîíåíöèàëü-

íîì óâåëè÷åíèè êîëè÷åñòâà ìîäåëåé, èõ ñîäåðæàùèõ.

Ïðè ïðåäñòàâëåíèè ìîäåëåé â âèäå äåðåâüåâ äàííûé ïîäõîä íåîá-

õîäèìî èçìåíèòü, òàê êàê ïðè âûáîðå íåêîòîðîé ÷àñòè ìîäåëè ïî-
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ìèìî ýëåìåíòîâ, â íåé ñîäåðæàùèõñÿ, îêàçûâàåòñÿ òàêæå âàæíà èõ

òîïîëîãèÿ, ñâÿçàííàÿ ñ âçàèìíûì ðàñïîëîæåíèåì âåðøèí â äåðåâå.

Ïðåäëàãàåòñÿ îïèñàòü ñîâîêóïíîñòü âåðøèí è èõ ðàñïîëîæåíèÿ êàê

åäèíûé îáúåêò è âû÷èñëèòü âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ äàííîãî îáú-

åêòà ïðè ïðîâåäåíèè îïåðàöèé íà äåðåâüÿõ ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé

ñõåì íà ñòðîêàõ.

Â ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìå êîîðäèíàò íà ãðà�àõ îïðåäåëèì �óíê-

öèè íà íèõ. Ïðîñòåéøèìè ïîäîáíûìè �óíêöèÿìè ìîæåò áûòü �óíê-

öèÿ èìåíè, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ, ñî-

îòâåòñòâóþùàÿ âåðøèíå, êîîðäèíàòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àðãóìåíòà-

ìè �óíêöèè. Äðóãîé ïîëåçíîé �óíêöèè ÿâëÿåòñÿ �óíêöèÿ ðàçìåðà

ïîääåðåâà, çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êîëè÷åñòâî âåðøèí â ïîääå-

ðåâå ñ êîðíåì â âåðøèíå, êîîðäèíàòû êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ àðãóìåíòà-

ìè �óíêöèè.

Äðóãèå èñïîëüçóåìûå â ðàáîòå �óíêöèè:

• Àðíîñòü âåðøèíû A(d, i,Γ), çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êî-

ëè÷åñòâî ïîòîìêîâ âåðøèíû ñ êîîðäèíàòàìè (d, i) äåðåâà Γ â

êîîðäèíàòíîé ñåòêå (1.6).

• Òèï âåðøèíû T (d, i,Γ), çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ òèï âåð-

øèíû (äîïîëíèòåëüíàÿ êëàññè�èêàöèÿ ïîðîæäàþùèõ �óíê-

öèé íà �óíêöèè èç G è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå).

• �àçìåð ïîääåðåâà S(d, i,Γ), çíà÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ êî-

ëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîääåðåâå äåðåâà Γ ñ êîðíåì â âåðøèíå

(d, i).

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ââåäåíû �óíêöèè íà íåñêîëü-

êèõ äåðåâüÿõ. Ïðèìåðîì ïîäîáíîé �óíêöèè ìîæåò áûòü �óíêöèÿ

ðàçìåðà äåðåâà ïîñëå çàìåíû ïîääåðåâüåâ S0(d1, i1, d2, i2, h1, h2), çíà-

÷åíèåì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðàçìåð äåðåâà, ïîëó÷åííîãî ïîñëå çàìåíû
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ïîääåðåâà ñ êîîðäèíàòàìè êîðíÿ (d1, i1) â äåðåâå h1 íà ïîääåðåâî ñ

êîðíåì â (d2, i2) äåðåâà h2. Äàííàÿ �óíêöèÿ ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ:

S0(d1, i1, d2, i2, h1, h2) = S(0, 0, h1)− S(d1, i1, h1) + S(d2, i2, h2).

Îäíîé èç èñïîëüçóåìûõ îïåðàöèé â àëãîðèòìå G ïîñëåäîâàòåëüíîãî

ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ çàìåíû ïîääåðåâà. Âåðøè-

íà, ÿâëÿþùàÿñÿ êîðíåì çàìåíÿåìîãî ïîääåðåâà, âûáèðàåòñÿ â ñî-

îòâåòñòâèè ñ êàêèì ëèáî ðàñïðåäåëåíèåì ñ ïëîòíîñòüþ p(Γ). Ïðè

èñïîëüçîâàíèè ïðÿìîóãîëüíîé ñèñòåìû êîîðäèíàò ïëîòíîñòü âåðî-

ÿòíîñòè p(d, i|Γ) òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ìîæíî âûðàçèòü �óíêöèåé:

p(d, i|Γ) = Pr {Âåðøèíà â ñëîå d

ñ ïîðÿäêîâûì íîìåðîì i âûáðàíà â äåðåâå Γ },
(2.4)

ïðè ýòîì ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî p(d, i|Γ) ðàâíà íóëþ äëÿ âñåõ êîîðäè-

íàò (d, i), íå ïðèñóòñòâóþùèõ â äåðåâå Γ.

Ñ ïîìîùüþ îáîçíà÷åíèÿ (2.4) ìîæíî óäîáíî ïðåäñòàâèòü, íàïðè-

ìåð, âåðîÿòíîñòü âûáîðà âåðøèíû óðîâíÿ d. Äëÿ ýòîãî íàäî ïðîñóì-

ìèðîâàòü âåðîÿòíîñòè (2.4) ïî âòîðîé êîîðäèíàòå:

p(d|Γ) =
∑

i∈N
p(d, i|Γ).

×åðåç âåðîÿòíîñòü (2.4) îöåíèâàåòñÿ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå íî-

ìåðà ñëîÿ, èç êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ âåðøèíà

E(d|Γ) =
∑

d∈N
dp(d|Γ).

Òàêæå ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè p(d, i|Γ) èñïîëüçóåòñÿ äëÿ îöåíêè ìà-
òåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ çíà÷åíèÿ �óíêöèé íà âåðøèíàõ, ê ïðèìåðó

ñðåäíèé ðàçìåð ïîääåðåâà ïðè âûáîðå âåðøèíû â äåðåâå Γ:

E(S(d, i,Γ)|Γ) =
∑

d∈N

∑

i∈N
S(d, i,Γ)p(d, i|Γ).
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×åðåç ýòó âåëè÷èíó óäîáíî îöåíèòü ñëîæíîñòü ñóïåðïîçèöèè, ñîîò-

âåòñòâóþùåé äåðåâó, êàê ïðîèçâåäåíèå ñðåäíåãî ðàçìåðà ïîääåðåâà

íà îáùåå êîëè÷åñòâî âåðøèí â äåðåâå.

Äëÿ èññëåäîâàíèÿ ïðîöåäóðû çàìåíû ïîääåðåâüåâ ñëåäóåò ââåñòè

íåêîòîðûå ïîíÿòèÿ.

Îïðåäåëåíèå 11. Ñõåìîé íàçûâàåòñÿ äåðåâî, ñîäåðæàùåå �óíê-

öèè èç ìíîæåñòâà G
⋃{=} è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà

T
⋃{=}, ãäå G è T � ìíîæåñòâà ïîðîæäàþùèéõ �óíêöèé è ñâîáîä-

íûõ ïåðåìåííûõ ñîîòâåòñòâåííî. Ïîðîæäþùàÿ �óíêöèÿ {=} îçíà-
÷àåò ïðîèçâîëüíûé ñèìâîë, êîòîðûé ìîæåò áûòü ëþáîé �óíêöèåé

èëè ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé. Ïîðÿäêîì ñõåìû O(H) íàçûâàåòñÿ êî-

ëè÷åñòâî âåðøèí â íåé, íå ÿâëÿþùèõñÿ {=}.
Îïðåäåëåíèå 12. �èïåðñõåìîé íàçûâàåòñÿ äåðåâî, ñîäåðæàùåå

�óíêöèè èç ìíîæåñòâà G
⋃{=} è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå èç ìíî-

æåñòâà T
⋃{=,#}. Ïîðîæäþùàÿ �óíêöèÿ {=} îïðåäåëÿåòñÿ òàê-

æå, êàê è äëÿ ñõåìû, à ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ {#} îçíà÷àåò ëþáîå
äîïóñòèìîå äåðåâî.

�àññìîòðèì îïåðàöèþ çàìåíû ïîääåðåâà ñî ñëåäóþùèì îãðàíè-

÷åíèåì: òîïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäèòåëüñêèõ âåðøèí çàìåíÿå-

ìîãî è çàìåíÿþùåãî ïîääåðåâà ðàâíû, òî åñòü ðàâíû àðíîñòè ñîîò-

âåòñòâóþùèõ âåðøèí.

Îïðåäåëåíèå 13. Îïåðàöèÿ çàìåíû ïîääåðåâà r, äëÿ êîòîðîé òî-

ïîëîãè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ðîäèòåëüñêèõ âåðøèí çàìåíÿåìîãî è çàìå-

íÿþùåãî ïîääåðåâà ðàâíû, áóäåò íàçûâàòüñÿ îïåðàöèåé çàìåíû ïîä-

äåðåâà ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû. Ââîäèòñÿ �óíêöèÿ C(d, i,Γ1,Γ2),

çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî 1 åñëè óñëîâèå àðíîñòè âåðøèí âûïîëíÿåò-

ñÿ, è 0 åñëè íåò. Îáîçíà÷èì äàííóþ îïåðàöèþ rc.
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Òàêèì îáðàçîì, C(d, i,Γ1,Γ2) = 1, åñëè (d, i) = (1, 1) èëè

A(parent(d, i),Γ1) = A(parent(d, i),Γ2) 6= 0,

A(d, i,Γ1) ≥ 0, A(d, i,Γ2) ≥ 0,

C(parent(d, i),Γ1,Γ2) = 1.

(2.5)

Ïðîâåðÿåòñÿ àðíîñòü A âñåõ âåðøèí íà ïóòè îò êàæäîãî ëèñòà äî

êîðíÿ ïîääåðåâà.

Äëÿ îïåðàöèè rc çàìåíû ïîääåðåâà ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû îöå-

íèâàåòñÿ âåðîÿòíîñòü ñîõðàíåíèÿ ñõåìû H:

α(H, t) = (1− px0)p(H, t) + px0αx0(H, t)

ãäå

αx0(H, t) =
∑

h1

∑

h2

p(h1, t)p(h2, t)

NC(h1, h2)

∑

i∈C(h1,h2)

δ(h1 ∈ U(H, i))δ(h2 ∈ L(H, i))

ïðè ýòîì:

px0 � âåðîÿòíîñòü ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèè çàìåíû ïîääåðåâà,

p(H, t) � âåðîÿòíîñòü âûáîðà âåðøèíû èç ñõåìû H

ñóììû ïðîõîäÿò ïî âñåì äåðåâüÿì èç íàáîðà,

NC(h1, h2) � êîëè÷åñòâî âåðøèí ñ ðàâíîé ñòðóêòóðîé ðîäè-

òåëüñêèõ âåðøèí,

L(H, i) � ãèïåðñõåìà, ïîëó÷àåìàÿ èç H çàìåíîé âñåõ âåðøèí

îò êîðíÿ äî âåðøèíû i âåðøèíàìè òèïà =, à âñåõ ïîääåðåâüåâ,

âûõîäÿùèõ èç ýòèõ âåðøèí � #,

U(H, i) � ãèïåðñõåìà, ïîëó÷àåìàÿ èç H çàìåíîé ïîääåðåâüåâ

íèæå òî÷êè i âåðøèíàìè òèïà #.

Åñëè çàìåíÿåìàÿ âåðøèíà i íàõîäèòñÿ â îáëàñòè ðàâíîé ñòðóêòó-

ðû äâóõ äåðåâüåâ íî íå âõîäèò â ñõåìó H, ãèïåðñõåìû L(H, i) è

U(H, i) � ïóñòû.
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Äàííîå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ �îðìóëèðîâêîé òåîðåìû ñõåì äëÿ

ñëó÷àÿ çàìåíû ïîääåðåâüåâ ñ ñîõðàíåíèåì ñòðóêòóðû. Ôîðìóëèðîâ-

êè äëÿ òåîðåì, ïîñâÿùåííûõ ñëó÷àÿì ïðîèçâîëüíîé çàìåíû ïîääå-

ðåâüåâ, ñëåäóåò ñìîòðåòü â [42℄.
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�ëàâà 3

Òðàíñ�îðìàöèÿ ìîäåëåé

Ïðè ïîðîæäåíèè ìîäåëåé â îáùåì ñëó÷àå îäíîìó è òîìó æå îòîá-

ðàæåíèþ ñîîòâåòñòâóþò ñóïåðïîçèöèè ðàçëè÷íîé ñëîæíîñòè, íàïðè-

ìåð îäíî è òî æå îòîáðàæåíèå ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëÿì x è
3
√
x3
. Òàê-

æå âîçìîæíû ñëó÷àè ïîðîæäåíèÿ äåðåâüåâ, íåêîòîðûå âåòâè êîòî-

ðûõ íå îêàçûâàþò âëèÿíèÿ íà çíà÷åíèå �óíêöèè (íàïðèìåð, óìíî-

æàþòñÿ íà 0). Äàííàÿ ïðîáëåìà îêàçûâàåòñÿ âàæíîé äëÿ ìíîãèõ

êëàññîâ çàäà÷, íàïðèìåð, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëîãè÷åñêèõ �óíêöèé èëè

äëÿ çàäà÷è óãàäûâàíèÿ �óíêöèè [18℄. Äëÿ ïîíèìàíèÿ, êàê óïðî-

ùàòü ïîäîáíûå ñóïåðïîçèöèè, ñëåäóåò ââåñòè ïîíÿòèå ýêâèâàëåíò-

íîñòè ìîäåëåé.

Îïðåäåëåíèå 14. Ìîäåëü f2 ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w2 íàçûâàåòñÿ

îáîáùàþùåé äëÿ ìîäåëè f1 ñ âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w1, åñëè äëÿ

ëþáîãî âåêòîðà w1 íàéäåòñÿ òàêîé âåêòîð w2, ÷òî äëÿ ëþáîãî x ∈ D

çíà÷åíèÿ �óíêöèé f1(w1,x) è f2(w2,x) ðàâíû:

x ∈ D ⇒ f1(w1,x) = f2(w2,x).

Îïðåäåëåíèå 15. Ìîäåëè f1 è f2 ñ âåêòîðàìè ïàðàìåòðîâ w1 è w2

íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè êàæäàÿ èç íèõ ÿâëÿåòñÿ îáîáùà-

þùåé äëÿ äðóãîé.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîé ìîäåëè f îãðàíè÷åííîé ñëîæíîñòè

C(f) < C0 íåîáõîäèìî íàéòè ñïîñîá òðàíñ�îðìàöèè ìîäåëè f áîëü-

øåé ñòðóêòóðíîé ñëîæíîñòè â ìîäåëü ìåíüøåé ñëîæíîñòè f ′ ñ ïîìî-

ùüþ ñïåöèàëüíîãî àëãîðèòìà óïðîùåíèÿ. Àëãîðèòì óïðîùåíèÿ ìî-

äåëè f(w,x) ìèíèìèçèðóåò ñëîæíîñòü ñóïåðïîçèöèè, ñîîòâåòñòâó-

þùåé å¼ äåðåâó, ïðè óñëîâèè, ÷òî ðåçóëüòèðóþùàÿ ìîäåëü f ′(w′,x)
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ÿâëÿåòñÿ îáîáùàþùåé ìîäåëüþ äëÿ èñõîäíîé ìîäåëè f(w,x). Ïðè

ïðîâåäåíèè äàííîé îïåðàöèè êàêèå-ëèáî âåðøèíû è ðåáðà èç äåðå-

âà, ñîîòâåòñòâóþùåãî òðàíñ�îðìèðóåìîé ìîäåëè f áóäóò óäàëåíû,

è áóäóò ïîñòðîåíû äðóãèå âåðøèíû è ðåáðà âìåñòî íèõ. Îáîáùèì

àëãîðèòì óïðîùåíèÿ íà îðãðà�û ëþáîãî âèäà, à íå òîëüêî íà äåðå-

âüÿ. Äàëåå äëÿ êàæäîãî ãðà�à ïîäðàçóìåâàåòñÿ, ÷òî ýòî îðãðà�.

Îïðåäåëåíèå 16. Ïîäãðà� L, óäàëÿåìûé èç ãðà�à G â àëãîðèòìå

óïðîùåíèÿ, áóäåò íàçûâàòüñÿ çàìåíÿåìûì ïîäãðà�îì.

Îïðåäåëåíèå 17. Ñîçäàâàåìûé ïîäãðà� R, ïîìåùàåìûé â ãðà� G

â àëãîðèòìå óïðîùåíèÿ, íàçûâàåòñÿ çàìåùàþùèì ïîäãðà�îì.

Ñóùåñòâóþò, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâà øèðîêî èñïîëüçóåìûõ ìåòî-

äà óïðîùåíèÿ ìîäåëåé: ¾àëãåáðàè÷åñêîå óïðîùåíèå¿, ÿâëÿþùååñÿ

÷àñòíûì ñëó÷àåì àëãåáðàè÷åñêîé òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ è ¾óïðî-

ùåíèå ýêâèâàëåíòíûì ðåøåíèåì¿ [39℄.

3.1. Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ

Îïðåäåëåíèå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�à êàê çàìåíû îäíîãî ïîäãðà�à

íà äðóãîé ÿâëÿåòñÿ èíòóèòèâíî ïîíÿòíûì, îäíàêî íåñòðîãèì. Äëÿ

èñïîëüçîâàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî àïïàðàòà òåîðèè êàòåãîðèÿ ñëåäóåò

ñòðîãî îïðåäåëèòü òðàíñ�îðìàöèþ ãðà�à.

Îïðåäåëåíèå 18. Òðàíñ�îðìàöèåé f íà ìíîæåñòâå ãðà�îâ Γ ÿâëÿ-

åòñÿ ïàðà ãèïåðñõåì H1 è H2, �óíêöèÿ ïîèñêà m, ñòàâÿùàÿ â ñîîò-

âåòñòâèå ãèïåðñõåìåH1 ïîäãðà� Γ, ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ãèïåðñõå-

ìå, è âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f , ñòàâÿùåå â ñîîòâåòñòâèå

êîðíþ è ëèñòüÿì H1 êîðåíü è ëèñòüÿ H2. Ïðè ýòîì ïîðîæäàþùèå

�óíêöèè, ñîîòâåòñòâóþùèå ýòèì âåðøèíàì, äîëæíû ñîâïàäàòü.

Êàæäîé òðàíñ�îðìàöèè, òàêèì îáðàçîì, ìîæåò áûòü ïîñòàâëåíà

â ñîîòâåòñòâèå îáðàòíàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ f−1.
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Â ðàìêàõ àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ ñëå-

äóåò ââåñòè êàòåãîðèþ òðàíñ�îðìàöèé ãðà�îâ G, îáúåêòàìè êîòî-

ðîé ÿâëÿþòñÿ ãðà�û Γ, à ñòðåëêàìè - òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ f. �àñ-

ñìîòðèì àêñèîìû êàòåãîðèè:

1. G-îáúåêòàìè â äàííîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà ãðà�îâ

Γ.

2. G-ñòðåëêàìè â äàííîé êàòåãîðèè ÿâëÿþòñÿ òðàíñ�îðìàöèè

ãðà�îâ fi.

3. Ôóíêöèè dom(f) è 
od(f) äëÿ òðàíñ�îðìàöèé ãðà�îâ îïðåäå-

ëÿþòñÿ ñ ïîìîùüþ �óíêöèè ïîèñêà m. 
od(f) ìîæåò áûòü íàé-

äåí êàê dom(f−1).

4. Àññîöèàòèâíîñòü ñëåäóåò èç íàëè÷èÿ îáðàòíîé �óíêöèè.

5. Åäèíèöåé ÿâëÿåòñÿ òðèâèâàëüíàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ ñ ãèïåðñõå-

ìàìè H1 = H2 = #.

Àëãåáðàè÷åñêèé ïîäõîä ê òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ îñíîâûâàåòñÿ

íà êîíñòðóêöèè êîäåêàðòîâà êâàäðàòà ìîð�èçìîâ.

Îïðåäåëåíèå 19. Êîäåêàðòîâ êâàäðàò ìîð�èçìîâ f : Z → Y è

g : Z → X � ýòî îáúåêò P è äâà ìîð�èçìà i : X → P è j : Y → P ,

äëÿ êîòîðûõ ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà êîììóòàòèâíà:

P X
i

Y

j

Z
f

g

(3.1)

Êîäåêàðòîâ êâàäðàò (P, i, j) ÿâëÿåòñÿ óíèâåðñàëüíûì ñðåäè îáúåê-

òîâ, äëÿ êîòîðûõ äèàãðàììà (3.1) êîììóòàòèâíà. Òî åñòü, äëÿ ëþ-

áîé (Q, i′, j′), òàêîãî ÷òî ïðåäûäóùàÿ äèàãðàììà êîììóòèðóåò, ñó-

ùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ìîð�èçì u : P → Q, äåëàþùèé ñëåäóþùóþ
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äèàãðàììó êîììóòàòèâíîé:

Q

P
u

X
i

i′

Y

j
j′

Z
f

g

(3.2)

Êàê è ëþáîé óíèâåðñàëüíûé îïåðàòîð, êîäåêàðòîâ êâàäðàò îïðåäå-

ëåí ñ òî÷íîñòüþ äî èçîìîð�èçìà.

Îïðåäåëåíèå 20. Êîäåêàðòîâ êâàäðàò ìîð�èçìîâ f : Z → X è

g : Z → Y � ýòî êîïðåäåë äèàãðàììû X ← Z → Y .

Â êîíòåêñòå êàòåãîðèè ãðà�îâ, èñïîëüçóåìîé â äàííîé ðàáîòå,

êîäåêàðòîâ êâàäðàò ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòèâíîé ñóììîé ìíîæåñòâ ãðà-

�îâ X è Y , ïðè ýòîì ýëåìåíòû ñ îáùèì ïðîîáðàçîì ìíîæåñòâå â

Z ñêëåèâàþòñÿ, òî åñòü äëÿ êàæäîãî ãðà�à �ýëåìåíòà ìíîæåñòâà

Z, îáðàçû åãî âåðøèí è ðåáåð îòíîñèòåëüíî ïðåîáðàçîâàíèé i · g
è j · f áóäóò ñîâïàäàòü. Â ðàìêàõ äàííîé ðàáîòû âìåñòî òåðìèíà

¾êîäåêàðòîâ êâàäðàò¿ òàêæå áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òåðìèí-ñèíîíèì

¾ñêëåéêà¿. Òðàíñ�îðìàöèÿ ãðà�à ìîæåò ñòðîèòñÿ ñðàçó êàê äâà êî-

äåêàðòîâûõ êâàäðàòà. Äàííûé ïîäõîä íàçûâàåòñÿ äâîéíîé ñêëåéêîé

â ïðîòèâîïîëîæíîñòü ê îäíîêðàòíîé ñêëåéêå. Îáà ïîäõîäà îïèñàíû

íèæå. Â ïðîöåññå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ êàæäûé ãðà� Γ1 � ýëå-

ìåíò ìíîæåñòâàX ÿâëÿåòñÿ çàìåíÿåìûì è çàìåíÿþùèì ïîäãðà�îì,

êàæäûé ãðà� Γ2 � ýëåìåíò ìíîæåñòâà Y � íåèçìåííîé ÷àñòüþ ýòîãî

ãðà�à, à ýëåìåíòû Z � îáùåé ÷àñòüþ çàìåíÿåìîãî è çàìåíÿþùåãî

ïîäãðà�îâ. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ââîäèòñÿ îïåðàöèÿ ñîåäèíåíèÿ

ãðà�îâ Γ1 è Γ2, ðåçóëüòàòîì êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèå ìíî-

æåñòâ, ïðè ýòîì ñîîòâåòñòâóþùèå âåðøèíû è ðåáðà íàêëàäûâàþòñÿ

äðóã íà äðóãà.
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3.1.1. Òðàíñ�îðìàöèÿ äâîéíîé ñêëåéêîé

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ íåîáõîäèìî ââåñòè ïî-

íÿòèå ïðàâèëà, ïîñòðîåííîãî â âèäå êîäåêàðòîâîì êâàäðàòå ìîð�èç-

ìîâ. Ìíîæåñòâà ãðà�îâ Λ è Φ ÿâëÿþòñÿ â ñõåìå êîäåêàðòîâà êâàäðà-

òà ìíîæåñòâîì X, ìíîæåñòâî ãðà� Ψ - ìíîæåñòâîì Z, à ìíîæåñòâó

Y ñîîòâåòñòâóåò∆. Ìíîæåñòâó P äëÿ äâóõ êâàäðàòîâ ñîîòâåòñòâóþò

íà÷àëüíûé è êîíå÷íûé ãðà�û Γ è Ω.

Îïðåäåëåíèå 21. Ïðàâèëî � ýòî òðîéêà p = (Λ,Ψ,Φ), ãäå Λ è

Φ ÿâëÿþòñÿ çàìåíÿåìûì è çàìåùàþùèì ïîäãðà�àìè è ãðà� Ψ ÿâ-

ëÿåòñÿ îáùåé ÷àñòüþ ïîäãðà�îâ Λ è Φ, òî åñòü èõ ïåðåñå÷åíèåì.

Çàìåíÿåìûé, èëè íà÷àëüíûé ïîäãðà� Λ íàçûâàåòñÿ óñëîâèåì ïðè-

ìåíåíèÿ ïðàâèëà, çàìåùàþùèé, èëè êîíå÷íûé ïîäãðà� Φ � èòîãîì

åãî ïðèìåíåíèÿ. Ïîäãðà� Ψ îïèñûâàåò ÷àñòü ãðà�à, íåîáõîäèìóþ

äëÿ ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà, íî íåèçìåííóþ â ïðîöåññå ïðèìåíåíèÿ.

Ìíîæåñòâî Λ \Ψ ÿâëÿåòñÿ óäàëÿåìîé ÷àñòüþ ãðà�à, âìåñòî íå¼ ñî-

çäàåòñÿ ìíîæåñòâî Φ \Ψ.
Îïðåäåëåíèå 22. Ïðîöåäóðà ïîèñêà m � îòîáðàæåíèå èç Λ â Γ,

ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå çàìåíÿåìîìó ãðà�ó ýêâèâàëåíòíûé åìó

ïîäãðà�. Ïðè ýòîì ïðîöåäóðà m ñîõðàíÿåò ñòðóêòóðó ãðà�à Γ.

Îïðåäåëåíèå 23. Òðàíñ�îðìàöèÿ ãðà�à � ýòî ïàðà, ýëåìåíòà-

ìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ ïðàâèëî p è ïðîöåäóðà ïîèñêà m. Ïðîöåäóðà

òðàíñ�îðìàöèè ãðà�à Γ â ãðà� Ω ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà p è ïðîöåäó-

ðû ïîèñêà m áóäåò òàêæå îáîçíà÷àòüñÿ êàê Γ
p,m→ Ω.

Ïðîöåäóðà òðàíñ�îðìàöèè ãðà�à ïðàâèëîì p è ïðîöåäóðîé ïî-

èñêà m ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ. Íà ïåðâîì øàãå âñå ðåáðà è âåðøèíû,

ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâó Λ \ Ψ óäàëÿåòñÿ èç ãðà�à Γ. Óäàëÿ-

åìàÿ ÷àñòü ìîæåò íå ÿâëÿòüñÿ ãðà�îì, íî îñòàâøàÿñÿ ñòðóêòóðà
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∆ = {Γ \ m(Λ)}⋃m(Ψ) äîëæíà îñòàâàòüñÿ ãðà�îì, ò.å. â íåé íå

äîëæíî áûòü ïîäâåøåííûõ ðåáåð. Òàêèì îáðàçîì, ïðîöåäóðà ïîèñ-

êà m äîëæíà óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ ñîåäèíåíèÿ ãðà�îâ, òî åñòü ðå-

çóëüòàòîì ñîåäèíåíèÿ Λ\Ψ è∆ ÿâëÿåòñÿ ãðà� Γ (ñì. äèàãðàììó 3.3).

Íà âòîðîì øàãå òðàíñ�îðìàöèè ãðà� ∆ ñîåäèíÿåòñÿ ñ ãðà�îì Φ\Ψ
äëÿ îáðàçîâàíèÿ ïðîèçâîäíîãî ãðà�à Ω (ñì. äèàãðàììó 3.3). Òàê

êàê ïîäãðà�û Λ è Φ ìîãóò èìåòü ïåðåñå÷åíèå Ψ, ïîäãðà� Ψ ñó-

ùåñòâóåò è â íà÷àëüíîì ãðà�å Γ è íå óäàëÿåòñÿ íà ïåðâîì øàãå,

ò.å. ñóùåñòâóåò è â ïðîìåæóòî÷íîì ãðà�å ∆. Äëÿ ïðèñîåäèíåíèÿ

íîâûõ ðåáåð è âåðøèí ê ãðà�ó ∆ èñïîëüçóåòñÿ ãðà� Ψ. Òàêèì îá-

ðàçîì îïðåäåëÿþòñÿ ïðèñîåäèíåííûå âåðøèíû ñ ïîìîùüþ êîòîðûõ

ãðà� Φ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê ãðà�ó∆. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ ãðà�à îïòèìàëü-

íîé ñòðóêòóðû ïðîöåäóðà îäèíî÷íîé òðàíñ�îðìàöèè ãðà�à ìîæåò

áûòü âûïîëíåíà íåñêîëüêî ðàç.

Ôîðìàëüíî òðàíñ�îðìàöèÿ ãðà�à çàäàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü äàíî ïðàâèëî:

p = (Λ← Ψ→ Φ)

è ïðîìåæóòî÷íûé ãðà� ∆, êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ Ψ, òîãäà èñ-

õîäíûé ãðà� Γ òðàíñ�îðìàöèè Γ → Ω ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà p ýòî

ñîåäèíåíèå Λ è ∆ ñ ïîìîùüþ Ψ:

Γ = Λ+Ψ ∆,

à ðåçóëüòèðóþùèé ãðà� Ω îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñîåäèíåíèå Φ è ∆ ñ

ïîìîùüþ Ψ:

Ω = Φ+Ψ ∆.

Áîëåå òî÷íî, èñïîëüçóþòñÿ ìîð�èçìû

r : Ψ→ Λ, l : Ψ→ Φ, k : Ψ→ ∆
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äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, êàêèì îáðàçîì Ψ âõîäèò â Λ,Φ è ∆

ñîîòâåòñòâåííî. Äàííûé ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ íà÷àëüíîãî ãðà�à Γ è

êîíå÷íîãî ãðà�à Ω ïîçâîëÿåò îïðåäåëèòü êîíñòðóêöèè ñîåäèíåíèÿ

Γ = Λ +Ψ ∆ è Ω = Φ +Ψ ∆ êàê êîíñòðóêöèè ñêëåéêè (ñì. äèàãðàì-

ìó 3.3). Òàêèì îáðàçîì, äèàãðàììà 3.3 ÿâëÿåòñÿ äâîéíûì êîäåêàð-

òîâûì êâàäðàòîì. �åçóëüòèðóþùèé ìîð�èçì n : Φ → Ω íàçûâàåò-

ñÿ êî-ïîèñêîì òðàíñ�îðìàöèè Γ → Ω. Äàííàÿ �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèåé ïîèñêà â ãðà�å Ω ïîäãðà�à, èçîìîð�íîãî çàìåíÿþùåìó

ïîäãðà�ó Φ. Êîììóòàòèâíàÿ äèàãðàììà äëÿ òðàíñ�îìàöèè ãðà�à

ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

Λ

m

Ψr l

k

Φ

n(1) (2)

Γ ∆
g h Ω

(3.3)

Äëÿ ïðèìåíåíè ïðàâèëà p ñ ïðîöåäóðîé ïîèñêà m ïîäãðà�à Λ â

ãðà�å Γ, ïðè çàäàííîì ìîð�èçìåm : Λ→ Γ, êàê ïîêàçàíî íà êîììó-

òàòèâíîé äèàãðàììå (3.3), â ïåðâóþ î÷åðåäü íåîáõîäèìî ïîñòðîèòü

ïðîìåæóòî÷íûé ãðà� ∆, òàêîé ÷òî ñîåäèíåíèå Λ+Ψ∆ äàñò ðåçóëü-

òàòîì ãðà� Γ. Íà ñëåäóþùåì øàãå ìû ñòðîèì ñîåäèíåíèå Φ +Ψ ∆

ãðà�îâ Φ è ∆ ñ ïîìîùüþ ãðà�à Ψ, ïîëó÷àÿ ãðà� Ω è, òàêèì îá-

ðàçîì, ïîëó÷àåì ïðîöåäóðó äâîéíîé ñêëåéêè Γ → Ω ñ ïîìîùüþ

ïðàâèëà p è ïðîöåäóðû ïîèñêà m. Äëÿ ïåðâîãî øàãà íåîáõîäèìî âû-

ïîëíåíèå óñëîâèÿ ñîåäèíåíèÿ ãðà�îâ, ÷òî ïîçâîëÿåò íàì ïîñòðîèòü

∆ èç óñëîâèÿ Γ = Λ +Ψ ∆. Äëÿ ïðîöåäóðû m óñëîâèå ñîåäèíåíèÿ

îçíà÷àåò, ÷òî âñå ïîäâåøåííûå âåðøèíû Λ, òî åñòü âåðøèíû v ∈ Λ

òàêèå ÷òî m(v) ÿâëÿåòñÿ íà÷àëüíîé èëè êîíå÷íîé âåðøèíîé íåêîòî-

ðîãî ðåáðà e, ïðèíàäëåæàùåãî Γ \ Λ, äîëæíû áûòü â Ψ.
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�àññìîòðèì ïðèìåð äâîéíîé ñêëåéêè:

(4)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(5) (3)

Λ Ψ Φ

(PO1) (PO2)

Γ ∆ Ω

(4)

(1) (2) (1) (2) (1) (2)

(5) (3)

(6) (7) (6) (7) (6) (7)

(3.4)

Äàííàÿ äèàãðàììà ñîîòâåòñòâóåò îáùåé ñõåìå 3.3. Ñëåäóåò çà-

ìåòèòü, ÷òî â äèàãðàììå 3.3 ãðà� Γ ÿâëÿåòñÿ ñîåäèíåíèåì ãðà�îâ

Λ è ∆ ñ ïîìîùüþ Ψ, ïðè÷åì îáîçíà÷åíèÿ âåðøèí ïîêàçûâàþò êàê

âåðøèíû ðàçìå÷àþòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ìîð�èçìîâ.

�àññìîòðèì óñëîâèå êîððåêòíîñòè ïîñòðîåíèÿ ñòðóêòóðû ãðà�à

∆. �àçìåòêà ðåáåð ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì âûâåäåíà èç

ðàçìåòêè âåðøèí. Óñëîâèå ñîåäèíåíèÿ âåðøèí âûïîëíåíî íà äèà-

ãðàììå 3.4, ïîòîìó ÷òî ïîäâåøåííûå âåðøèíû (1) è (2), ïðèíàä-

ëåæàùèå Λ, òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîåäèíèòåëüíûìè âåðøèíàìè. Òàêèì

îáðàçîì, íå îñòàåòñÿ ïîäâåøåííûõ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç âåðøèí (1)

è (2). Ïðè ýòîì ãðà� Ω ÿâëÿåòñÿ ñîåäèíåíèåì ãðà�îâ Φ è ∆ âìåñòå

ñ Ψ, ÷òî ïðèâîäèò ê òðàíñ�îðìàöèè Γ → Ω ñ ïîìîùüþ ïðàâèëà

p. Ôàêòè÷åñêè, äèàãðàììû 3.3 è 3.4 ÿâëÿþòñÿ êîäåêàðòîâûìè êâàä-

ðàòàìè â êàòåãîðèè ãðà�îâ, ñîñòîÿùåé èç ãðà�îâ è ìîð�èçìîâ íà

íèõ.

Ñ�îðìóëèðóåì òî÷íîå óñëîâèå ñîåäèíåíèÿ ãðà�îâ ïðè òðàíñ-

�îðìàöèè ãðà�à. Äëÿ ýòîãî ââîäèì ñëåäóþùèå îïðåäåëíèÿ:
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Îïðåäåëåíèå 24. Òî÷êè ñîåäèíåíèÿ � âåðøèíû è ðåáðà â Λ, êî-

òîðûå íå óäàëÿþòñÿ ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà p.

Îïðåäåëåíèå 25. Òî÷êè îáíàðóæåíèÿ � âåðøèíû è ðåáðà â Λ,

îáðàçû êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî m èìåþò áîëåå îäíîãî ïðîîáðàçà.

Îïðåäåëåíèå 26. Ïîäâåøåííûå âåðøèíû � âåðøèíû â Λ, îáðàçû

êîòîðûõ îòíîñèòåëüíî m â Γ èìåþò âõîäÿùèå èëè âûõîäÿùèå ðåáðà,

íå ñîäåðæàùèåñÿ â Λ.

Â äàííûõ îïðåäåëåíèÿõ óñëîâèå ñîåäèíåíèÿ ãðà�à âûãëÿäèò ñëå-

äóþùèì îáðàçîì:

Òåîðåìà 8. Ïóñòü äàíî ïðàâèëî p = (Λ ← Ψ → Φ), ãðà� Γ è

ïðîöåäóðà ïîèñêàm : Λ→ Γ. Âåðøèíû ãðà�îâ îáîçíà÷àþòñÿ áóêâîé

V , ðåáðà � E. Òîãäà ïðàâèëî p ñ ïðîöåäóðîé ïîèñêàm óäîâëåòâîðÿåò

óñëîâèþ ñîåäèíåíèÿ, åñëè âñå òî÷êè îáíàðóæåíèÿ è ïîäâåøåííûå

âåðøèíû òàêæå ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñîåäèíåíèÿ.

Äîêàæåì äàííóþ òåîðåìó îò ïðîòèâíîãî. Ïóñòü ñóùåñòâóåò ïîä-

âåøåííàÿ âåðøèíà v0, íå ÿâëÿþùàÿñÿ òî÷êîé ñîåäèíåíèÿ. Äàííàÿ

âåðøèíà óäàëÿåòñÿ èç Γ ïðè ïðèìåíåíèè ïðàâèëà p. Îäíàêî â Γ

ñóùåñòâóþò ðåáðà, íå ñîäåðæàùèåñÿ â Λ, è ïðèñîåäèíåííûå ê v0.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷åííûé ãðà� áóäåò íåäîïóñòèìûì, ïîòîìó ÷òî

ó íåêîòîðûõ ðåáåð íå áóäåò íà÷àëà èëè êîíöà. Òî÷êè îáíàðóæåíèÿ

ÿâëÿþòñÿ òî÷êàìè ñîåäèíåíèÿ, òàê êàê èíà÷å ïðàâèëî áóäåò âíóò-

ðåííå ïðîòèâîðå÷èâûì.�

Îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå åñòåñòåííûì îáðàçîì íà òðàíñ-

�îðìàöèè äâîéíîé ñêëåéêîé, íå ïîçâîëÿþò óäîáíî ïðîèçâîäèòü ìíî-

ãèå îïåðàöèè ñ ãðà�àìè, èñïîëüçóåìûå íà ïðàêòèêå. Òàê, îïåðàöèÿ

çàìåíû âåðøèíû ïîääåðåâà vi íå ìîæåò áûòü îïèñàíà â âèäå çà-

ìåíÿåìîãî è çàìåùàþùåãî ãðà�îâ, ñîñòîÿùèõ èç îäíîé âåðøèíû,
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ò.ê. åñëè â çàìåíÿåìîì ãðà�å âñåãî îäíà âåðøèíà vi � ýòà âåðøè-

íà íå áóäåò ÿâëÿòüñÿ ïîäâåøåííîé, òîëüêî åñëè âåñü ãðà� ñîñòîèò

èç îäíîé âåðøèíû. Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïðèìåíåíèÿ òðàíñ�îðìàöèé

ïðåäëàãàåòñÿ ìåòîä, ñîïîñòàâëÿþùèé íåóäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèÿì

òðàíñ�îðìàöèè íàáîð äîïóñòèìûõ òðàíñ�îðìàöèé.

Òåîðåìà 9. Ëþáîé òðàíñ�îðìàöèè t = (Λt,Ψt,Φt) ãðà�à ñîîòâåò-

ñòâóåò íàáîð ïðàâèë pt = (Λpt,Ψpt,Φpt), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

ñîåäèíåíèÿ, òàêîé ÷òî ëþáîå ïðèìåíåíèå òðàíñ�îðìàöèè t àíàëî-

ãè÷íî ïðèìåíåíèþ îäíîãî èç ïðàâèë pt.

Äàííàÿ òåîðåìà äîêàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíî � ðàññìàòðèâàþò-

ñÿ âñå âîçìîæíûå íàáîðû êîëè÷åñòâ ðåáåð, êîòîðûå ìîãóò èìåòü

òî÷êè ñîåäèíåíèÿ vc, è äëÿ êàæäîãî íàáîðà ñîçäàþòñÿ çàìåíÿåìûé

è çàìåùàþùèé ïîäãðà�û, â êîòîðûé äîáàâëÿþòñÿ âåðøèíû òèïà #

íà êîíöàõ âñåõ ðåáåð, âûõîäÿùèõ èç vc è íå ñîäåðæàâøèõñÿ ðàíåå â

çàìåíÿåìîì ïîäãðà�å Λ.�

Ìîð�èçìû Ψ → Λ è Ψ → Φ â ïðîèçâåäåíèÿõ ìîãóò áûòü îãðà-

íè÷åíû êàê èíúåêòèâíûå ìîð�èçìû � êàæäîìó îáðàçó â Λ è Φ

ñîîòâåòñòâóåò òîëüêî îäèí ïðîîîáðàç èç Ψ. Òåì íå ìåíåå, âîçìîæíû

íåèíúåêòèâíûå âàðèàíòû ïðîöåäóð ïîèñêà m : Λ → Γ è êî-ïîèñêà

n : Φ → Ω. Ýòî ìîæåò áûòü îñîáåííî âàæíûì, êîãäà ðàññìàòðèâà-

åòñÿ ïàððàëåëüíîå ïðèìåíåíèå ïðàâèë:

p1
⊕

p2 : Λ1

⊕

Λ2 ← Ψ1

⊕

Ψ2 → Φ1

⊕

Φ2,

ãäå

⊕

îçíà÷àåò äèçúþíêòèâíîå îáúåäèíåíèå. Äàæå äëÿ èíúåêòèâ-

íûõ âàðèàíòîâ m1 : Λ1 → Γ 
 ïîìîùüþ p1 è m2 : Λ2 → Γ ñ ïîìîùüþ

p2, èòîãîâàÿ îïåðàöèÿ m : Λ1 + Λ2 → Γ íå ÿâëÿåòñÿ èíúåêòèâíîé,

åñëè îáðàçû ïðîöåäóð ïîèñêà m1(Λ1) è m2(Λ2) èìåþò íåïóñòîå ïå-

ðåñå÷åíèå â Γ.
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Òåîðåìà 10. Ñóùåñòâóåò íàáîð òðàíñ�îðìàöèé (p1,m1) è (p2,m2),

òàêîé ÷òî èõ ïàðàëëåëüíîå ïðèìåíåíèå èìååò íåèíúåêòèâíóþ �óíê-

öèþ ïîèñêà m = m1

⊕

m2.

Ïîñòðîèì ïðèìåð òàêèõ òðàíñ�îðìàöèé. Ïóñòü òðàíñ�îðìàöèÿ

ïðåîáðàçóåò äåðåâî Γ0, ñîîòâåòñòâóþùåå �óíêöèè

f0 = (x+ 1) ∗ (x− 1 + x2 − x+ 1),

è åñòü äâà ïðàâèëà

p1 = {(x+ 1)(x− 1), x2 − 1} è p2 = {(x+ 1)(x2 − x+ 1), x3 + 1}.

Â îáîèõ ýòèõ ïðàâèëàõ ïîäãðà� Ψ ÿâëÿåòñÿ ïóñòûì. Îáå ïðîöåäóðû

ïîèñêà m1 è m2 áóäóò íàõîäèòü ÷àñòü ñóïåðïîçèöèè (x+1). Èç ýòîãî

ñëåäóåò, ÷òî ïðè îáúåäèíåíèè Λ1 è Λ2 ó îäíîãî îáðàçà èç Γ áóäåò

áîëåå îäíîãî ïðîîáðàçà. Òî åñòü îáúåäèíåííîå ïðàâèëî p12 äâàæäû

íàéäåò â ãðà�å Γ0 ïîäãðà�, ñîîòâåñòâóþùèé ñóïåðïîçèöèè (x+1)·.�
Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñëó÷àåâ ïðèìåíåíèÿ íåñêîëüêèõ òðàíñ�îðìà-

öèé íåîáõîäèìî îïðåäåëèòü óñëîâèå, ïðè êîòîðîì òðàíñ�îðìàöèè

ìîãóò ïðèìåíÿòüñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî è ïàðàëëåëüíî. Ââåäåì ïîíÿ-

òèÿ ïàðàëëåëüíî è ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûõ òðàíñ�îðìàöèé.

Îïðåäåëåíèå 27. Äâå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ Γ
p1,m1→ Ω1 è Γ

p2,m2→
Ω2 ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî íåçàâèñèìûìè, åñëè âñå âåðøèíû è ðåáðà,

ïîïàäàþùèå â îáðàç îáîèõ ìîð�èçìîâ ïîèñêà, ÿâëÿþòñÿ ñîåäèíè-

òåëüíûìè:

m1(Λ1)
⋂

m2(Λ2) ⊆ m1(l1(Ψ1))
⋂

m2(l1(Ψ2))

Äâå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ Γ
p1,m1→ Ω1 è Ω1

p2,m2→ Ω2 ÿâëÿþòñÿ ïî-

ñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûìè, åñëè âñå âåðøèíû è ðåáðà, ïîïàäàþ-

ùèå â ïåðåñå÷åíèå ìîð�èçìîâ n1 è m2, ÿâëÿþòñÿ ñîåäèíèòåëüíûìè:

n1(Φ1)
⋂

m2(Λ2) ⊆ n1(r1(Ψ1))
⋂

m2(l2(Ψ2))
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Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî äëÿ ãðà�îâ-äåðåâüåâ âîçíèêàåò ïðîñòîé

äîñòàòî÷íûé êðèòåðèé ïàðåëëåëüíîé è ïîñëåäîâàòåëüíîé íåçàâèñè-

ìîñòè òðàíñ�îðìàöèé, åñëè èõ çàìåùàåìûå ãðà�û Λ ÿâëÿþòñÿ îä-

íîñâÿçíûìè.

Òåîðåìà 11. Äâå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ-äåðåâüåâ Γ
p1,m1→ Ω1 è

Γ
p2,m2→ Ω2 ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî è ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûìè,

åñëè îáðàçû êîðíåé v1 è v2 äåðåâüåâm1(Λ1) èm2(Λ1) íå ïðèíàäëåæàò

äðóã äðóãó:

v1 6∈ m2(Λ2) v2 6∈ m1(Λ1) (3.5)

Äàííàÿ òåîðåìà ïðîñòûì îáðàçîì äîêàçûâàåòñÿ îò ïðîòèâíîãî.

Ïóñòü óñëîâèå 3.5 âûïîëíÿåòñÿ è ñóùåñòâóåò âåðøèíà v0, ïðèíàäëå-

æàùàÿ ïåðåñå÷åíèþ ìíîæåñòâ m1(Λ1) è m2(Λ1). Òîãäà â ãðà�å áóäåò

öèêë, ïðîõîäÿùèé ÷åðåç âåðøèíû v1,v0,v2 è êîðåíü äåðåâà. Íî â äå-

ðåâå íå ìîæåò áûòü öèêëîâ.�

Îïðåäåëåíèå íåçàâèñèìîñòè îêàçûâàåòñÿ íåóäîáíûì äëÿ ïðèìå-

íåíèÿ, òàê êàê îíî ñëàáî �îðìàëèçîâàíî. Îïðåäåëèì íåîáõîäèìîå

è äîñòàòî÷íîå óñëîâèå, ïðè êîòîðîì ãðà�û ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî

èëè ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûìè ÷åðåç ñóùåñòâîâàíèå ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ìîð�èçìîâ.

Òåîðåìà 12. Äâå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ Γ
p1,m1→ Ω1 è Γ

p2,m2→ Ω2

ÿâëÿþòñÿ ïàðàëëåëüíî íåçàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ìîð�èçìû

i : Λ1 → ∆2 è j : Λ2 → ∆1, òàêèå ÷òî f2 ◦ i = m1 è f1 ◦ j = m2:

Φ1

n1

Ψ1
r1 l1

k1

Λ1

m1 i

Λ2

m2
j

Ψ2
l2 r2

k2

Φ2

n2

Ω1 ∆1
g1 f1 Γ ∆2

f2 g2 Ω2

(3.6)
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Òåîðåìà 13. Äâå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ Γ
p1,m1→ Ω è Ω

p2,m2→ Γ′ ÿâëÿ-

þòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûìè, åñëè ñóùåñòâóþò ìîð�èçìû

i : Φ1 → ∆2 è j : Λ2 → ∆1, òàêèå ÷òî f2 ◦ i = n1 è g1 ◦ j = m2:

Λ1

n1

Ψ1
l1 r1

k1

Φ1

n1 i

Λ2

m2j

Ψ2
l2 r2

k2

Φ2

n2

Γ ∆1
f1 g1 Ω ∆2

f2 g2 Γ′

(3.7)

Äîêàçàòåëüñòâî. �àññìîòðèì íåîáõîäèìîñòü è äîñòàòî÷íîñòü

êðèòåðèÿ äëÿ ïàðàëëåëüíîé íåçàâèñèìîñòè. Äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîé

íåçàâèñèìîñòè äîêàçàòåëüñòâî áóäåò ñòðîèòüñÿ àíàëîãè÷íûì îáðà-

çîì. Âåðøèíà v ∈ Λ1 èëè ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó m2(Λ2), èëè ëå-

æèò âíå åãî. �àññìîòðèì îáà ñëó÷àÿ:

1. Ìíîæåñòâî m1(v) 6∈ m2(Λ2). Âñå âåðøèíû ãðà�à Γ ÿâëÿþò-

ñÿ îáðàçàìè ïðè ïðèìåíåíèè îòîáðàæåíèé m2 èëè f2. Îòñþäà

m1(v) ∈ f2(∆2).

2. Ìíîæåñòâî m1(v) ∈ m2(Λ2). Òîãäà m1(v) ∈ m1(Λ1) ∩ m2(Λ2) ⊆
m1(l1(Ψ1))∩m2(l2(Ψ2)). Ïðè ýòîì èç êîììóòàòèâíîé äèàãðàì-

ìû ñëåäóåò, ÷òî m2(l2(Ψ2)) = f2(k2(Ψ2)). Îòñþäà m1(v) ∈
f2(∆2).

Â îáîèõ ñëó÷àÿõ îêàçûâàåòñÿ, ÷òî m1(x) ∈ f2(∆2), òàê ÷òî èíú-

åêòèâíîñòü f2 ïîçâîëÿåò íàì îïðåäåëèòü i(x) = f−12 ◦m1(x). Àíàëî-

ãè÷íî, j îïðåäåëÿåòñÿ èç óñëîâèÿ f1 ◦ j = m2.

Ïðè äàííûõ i, j ñ f2 ◦ i = m1 è f1 ◦ j = m2, ïóñòü

y ∈ m1(Λ1)
⋂

m2(Λ2). Òîãäà y ∈ m1(L1)
⋂

f1(j(Λ2)). Èç óñëî-

âèÿ êîäåêàðòîâà êâàäðàòà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò z1 ∈ Ψ1, òà-

êîå ÷òî y = m1(l1(z1)) = f1(k1(z1)). Çíà÷èò y ∈ m1(l1(Ψ1)), àíà-

ëîãè÷íî y ∈ m2(l2(Ψ2)), îòêóäà ñëåäóåò óñëîâèå íåçàâèñèìîñòè

m1(Λ1)
⋂

m2(Λ2) ⊆ m1(l1(Ψ1))
⋂

m2(l1(Ψ2)).�
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Ñ èñïîëüçîâàíèåì äàííûõ êðèòåðèåâ ìîæíî îïðåäåëèòü, êàê ñâÿ-

çàíû äðóã ñ äðóãîì íåçàâèñèìûå ïàðàëëåëüíî è ïîñëåäîâàòåëüíî

òðàíñ�îðìàöèè. Äàííàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðå-

ìû ×¼ð÷à-�îññåðà

Òåîðåìà 14. Ïóñòü äàíû äâå ïàðàëëåëüíî íåçàâèñèìûõ òðàíñ�îð-

ìàöèè ãðà�îâ Γ
p1,m1→ Ω1 è Γ

p2,m2→ Ω2. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãðà� Γ′,

òàêîé ÷òî Ω1
p2,m2→ Γ′ è Ω2

p1,m1→ Γ′, à ïàðû òðàíñ�îðìàöèé Γ
p1,m1→ Ω1,

Ω1
p2,m2→ Γ′ è Γ

p2,m2→ Ω2,Ω2
p1,m1→ Γ′ ÿâëÿþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâè-

ñèìûìè.

Ïóñòü äàíû ïîñëåäîâàòåëüíî íåçàâèñèìûå òðàíñ�îðìàöèè

Γ
p1,m1→ Ω1 è Ω1

p2,m2→ Γ′. Òîãäà ñóùåñòâóåò ãðà� Ω2 òàêîé ÷òî Γ
p2,m2→ Ω2

è Ω2
p1,m1→ Γ′, à òðàíñ�îðìàöèè Γ

p1,m1→ Ω1 è Γ
p2,m2→ Ω2 ÿâëÿþòñÿ ïà-

ðàëëåëüíî íåçàâèñèìûìè.

G
p1,m1 p2,m2

H1

p2,m2

H2

p1,m1

G′

(3.8)

Äîêàçàòåëüñòâî äàííîé òåîðåìû ñëåäóåò ñìîòðåòü â [21℄.�

Äëÿ ðàññìîòðåíèÿ ñâîéñòâ òðàíñ�îðìàöèé ñëåäóåò ðàññìîòðåòü

îïåðàöèþ òðàíñ�îðìàöèè ãðà�à â àëãåáðàè÷åñêîì ïîäõîäå.

Òåîðåìà 15. Ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ òðàíñ�îðìàöèé (p,m) íà

ãðà�àõ Γ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ïðîèçâåäåíèÿ ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé

ãðóïïîé.

�àññìîòðèì âûïîëíåíèå àêñèîì ãðóïï äëÿ òðàíñ�îðìàöèé.

1. Àññîöèàòèâíîñòü è êîììóòàòèâíîñòü ïðèìåíåíèÿ ïðàâèë ñëå-

äóåò èç àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè äèçúþíèêòèâíîé ñóììû

⊕

.
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2. Íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ÿâëÿåòñÿ òðàíñ�îðìàöèÿ ñ ïóñòûìè

ìíîæåñòâàìè Λ è Φ. Òàêàÿ òðàíñ�îðìàöèÿ, î÷åâèäíî, íåçàâè-

ñèìà ñ ëþáîé äðóãîé.

3. Îáðàòíûì ýëåìåíòîì äëÿ òðàíñ�îðìàöèè (p = (Λ ← Ψ →
Φ),m) ñ êî-ïîèñêîì n áóäåò òðàíñ�îðìàöèÿ (p = (Φ ← Ψ →
Λ), n).�

Òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ òàêæå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îïåðà-

öèè ñ äâóìÿ áàçîâûìè ìíîæåñòâàìè V (âåðøèíû) è E (ðåáðà) è

äîïîëíèòåëüíûìè îïåðàöèÿìè s : E → V (èñòî÷íèê) è t : E → V

(öåëü). Ìîð�èçìû f :

f : Γ1 → Γ2

ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè ãîìîìîð�èçìîâ îáùåãî âèäà:

f = (fV : V1 → V2, fE : E1 → E2).

Ýòî çíà÷èò, ÷òî fV è fE äîëæíû áûòü ñîâìåñòèìû ñ îïåðàöèÿìè s

è t, ò.å.

fV ◦ s1 = s2 ◦ fE è fV ◦ t1 = t2 ◦ fE

Â âèäå êîììóòàòèâíîé äèàãðàììû äàííîå óñëîâèå âûãëÿäèò ñëåäó-

þùèì îáðàçîì:

G1

pv

pe

f

V1

f1

E1

f2

s1

t1

V2 E2s2

t2

G2

pv
pe

(3.9)

Ìîð�èçì f ìîæåò áûòü ðàçëîæåí êàê ïðîèçâåäåíèå îòîáðàæå-

íèé f1 è f2. Äàííûå îòîáðàæåíèÿ ðàáîòàþò ñ ìíîæåñòâàìè V1 è
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E1, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ïðîåêöèÿìè ìíîæåñòâà G:V1 = pv(G1), E1 =

pe(G1). Óñëîâèå íà îïåðàöèè s è t íàãëÿäíî íà êîììóòàòèâíîé äèà-

ãðàììå, ïî ñóòè îíî îáîçíà÷àåò ñëåäóþùåå: äëÿ ëþáîãî ðåáðà e îáðà-

çû åãî êîíöà fv(t(e)) è íà÷àëà fv(s(e) ñîâïàäàþò ñ êîíöîì è íà÷àëîì

îáðàçà ðåáðà � t(fe(e) è s(fe(e)).

Òàêèì îáðàçîì, â äèàãðàììå 3.3 âñå ñòðåëêè ìåæäó ïðÿìîóãîëü-

íèêàìè ÿâëÿþòñÿ ìîð�èçìàìè íà ãðà�àõ. Áîëåå òîãî, êîíñòðóêöèÿ

ñîåäèíåíèÿ ãðà�îâ ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà êàê àëãåáðà. Ýòîò àë-

ãåáðàè÷åñêèé âçãëÿä íà ãðà�û è òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ áîëåå ïî-

äðîáíî ðàññìîòðåí â [20, 23℄.

3.1.2. Òðàíñ�îðìàöèÿ îäèíî÷íîé ñêëåéêîé

Êàê áûëî îòìå÷åíî, êîíñòðóêöèè ñîåäèíåíèÿ â àëãåáðàè÷åñêîì

ïîäõîäå ÿâëÿþòñÿ êîäåêàðòîâûìè êâàäðàòàìè â ñìûñëå ìîð�èçìîâ

êàòåãîðèè ãðà�îâ. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðàâèëî p = (Λ ← Ψ → Φ)

íà ðèñóíêå ìîæåò áûòü òàêæå ðàññìîòðåíî êàê ÷àñòè÷íûé ìîð�èçì

ãðà�îâ p : Λ→ Φ, äîìåíîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî dom(p) =

Ψ. Áîëåå òîãî, äèàãðàììà (Γ ← ∆ → Ω) ìîæåò áûòü ðàññìîòðåíà

êàê ÷àñòè÷íûé ìîð�èçì ãðà�îâ s : Γ → Ω ñ äîìåíîì dom(s) = ∆.

Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àåòñÿ ñëåäóþùàÿ äèàãðàììà
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(4)

(1) (2) (1) (2)

(3) (5)

L R

G H

(4)

(1) (2)

e

(1) (2)

e(3) (5)

(6) (7) (6) (7)

p

s

(3.10)

Íà äàííîé äèàãðàììå ãîðèçîíòàëüíûå ìîð�èçìû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòè÷-

íûìè, à âåðòèêàëüíûå � ïîëíûìè ìîð�èçìàìè ãðà�îâ. Ïî ñóòè,

äèàãðàììà 3.11 ÿâëÿåòñÿ êîäåêàðòîâûì êâàäðàòîì â ðàñøèðåííîé

êàòåãîðèè ãðà�îâ, êîòîðàÿ ñîñòîèò èç ãðà�îâ è ÷àñòè÷íûõ ìîð�èç-

ìàõ íà ãðà�àõ è ïîêàçûâàåò, ÷òî òðàíñ�îðìàöèè ãðà�îâ ìîãóò áûòü

âûðàæåíû êàê îäèíî÷íûå êîäåêàðòîâû êâàäðàòû â ðàñøèðåííîåé

êàòåãîðèè ãðà�îâ. Äàííûé ïîäõîä ðàçâèâàëñÿ �àóëåì [45℄ è áûë

ïîëíîñòüþ ðàçðàáîòàí Ë¼âå [34℄, èòîãîì èõ ðàáîòû ÿâëÿåòñÿ ïîäõîä

îäíîêðàòíîãî âûòåñíåíèÿ.

Ñ òî÷êè çðåíèÿ ïðèêëàäíîãî èñïîëüçîâàíèÿ, ïîäõîä ñ îäèíî÷-

íûì âûòåñíåíèåì îòëè÷àåòñÿ îò ïîäõîäà ñ äâîéíûì âûòåñíåíèåì

â îäíîì ãëàâíîì îòíîøåíèè, êîòîðîå êàñàåòñÿ óäàëåíèÿ âñïîìîãà-

òåëüíûõ ýëåìåíòîâ ãðà�à â ïðîöåññå òðàíñ�îðìàöèè ãðà�à. Åñëè

ïðîöåäóðà ïîèñêà m : Λ→ Γ íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîåäèíåíèÿ

ïî îòíîøåíèþ ê ïðàâèëó p = (Λ ← Ψ → Φ). Äàííîå ïðàâèëî íå
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ïðèìåíèìî â ïîäõîäå ñ äâîéíûì âûòåñíåíèåì. Íî îíî ìîæåò áûòü

ïðèìåíèìî â ïîäõîäå ñ îäíîêðàòíûì âûòåñíåíèåì, êîòîðûå ïîçâîëÿ-

åò ïîÿâëÿòüñÿ ïîäâåøåííûì ðåáðàì ïîñëå óäàëåíèÿ ïîäãðà�à Λ \Ψ
èç Γ. Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïîäâåøåííûå ðåáðà èç Γ òàêæå óäàëÿ-

þòñÿ äëÿ ñîçäàíèÿ äîïóñòèìîãî ãðà�à Ω.

Åñëè íà äèàãðàììå 3.4 âåðøèíà (2) áûëà áû óäàëåíà èç Ψ, òî

êîíñòðóêöèÿ ñîåäèíåíèÿ íå óäîâëåòâîðÿëà áû ïîäõîäó ñ äâîéíûì

âûòåñíåíèåì. Â ïîäõîäå ñ îäíîêðàòíûì âûòåñíåíèåì ýòî çíà÷èëî

áû, ÷òî âåðøèíà (2) íå íàõîäèòñÿ â äîìåíå p, ÷òî âåäåò íàñ ê ïîä-

âåøåííîìó ðåáðó â Γ ïîñëå óäàëåíèÿ Λ \ dom(p) íà äèàãðàììå 3.11.

Â ðåçóëüòàòå ðåáðî e óäÿëåòñÿ èç Ω.

Áîëåå ïîäîáíîå îïèñàíèå è ñðàâíåíèå äàííûõ ïîäõîäîâ ðàçîáðà-

íî â [22℄.

3.1.3. Ïðèêëàäíàÿ çàäà÷à óïðîùåíèÿ ñóïåðïîçèöèé

+ + +

∗ sqr

x2 x2 x2 x2

Λ Ψ Φ

(PO1) (PO2)

Γ ∆ Ω

+ + +

∗ lin lin sqr lin

x2 x2 x3 x2 x3 x2 x3

(3.11)

Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîðîæäåíèè ìîäåëåé çà÷àñòóþ îêàçûâà-

åòñÿ òàê, ÷òî íåêîòîðûå ÷àñòè ìîäåëè ñòàíîâÿòñÿ ðóäèìåíòàðíûìè.

Óïðîùåíèå Ñîóëà [50℄ ÿâëÿåòñÿ âàðèàíòîì àëãåáðàè÷åñêîãî óïðîùå-
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íèÿ, â êîòîðîì îáúåêòàìè óïðîùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ìîäåëåé,

ïàðàìåòðû êîòîðûõ íå âëèÿþò íà çíà÷åíèå �óíêöèè. Îáëàñòü ïðè-

ìåíåíèÿ ïîäîáíûõ ìåòîäîâ îãðàíè÷åíà [50℄, îäíàêî îíè ïîêàçûâàþò

õîðîøèé ðåçóëüòàò íà íåêîòîðûõ çàäà÷àõ, íàïðèìåð ïðè îáíàðóæå-

íèè �óíêöèè. Â äàííîì òèïå çàäà÷è âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè äèñ-

ïåðñèÿ ñëó÷àéíîé îøèáêè ðàâíà íóëþ, è âûáîðêà ãåíåðèðóåòñÿ â

ñîîòâåòñòâèè ñ êàêîé ëèáî ýòàëîííîé �óíêöèåé f0, êîòîðàÿ äîëæíà

áûòü îáíàðóæåíà àëãîðèòìîì.

Óïðîùåíèå ýêâèâàëåíòíûì ðåøåíèåì çàêëþ÷àåòñÿ â ñðàâíåíèè

çíà÷åíèé ìîäåëåé, à íå ñòðóêòóð. Ýêâèâàëåíòíîñòü ìîäåëåé ïðîâå-

ðÿåòñÿ íå ïî ñòðóêòóðå äåðåâüåâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ èì, à ÷èñëåííî. Â

òàêîì ñëó÷àå, äâà âûðàæåíèÿ, äàþùèå ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ìîäåëè, ñ÷èòàþòñÿ ðàâíûìè.

Îïðåäåëåíèå 28. Øàáëîí θ � ãèïåðñõåìà, îáëàäàþùàÿ íàèìåíü-

øåé ñëîæíîñòüþ ñðåäè âñåõ ãèïåðñõåì, òàêèõ ÷òî ïðè èõ âçàèì-

íîì çàìåùåíèè ïîëó÷àåìûå ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Ñëîæíîñòü ãèïåðñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ êàê ñëîæíîñòü ñóïåðïîçèöèè

ïðè çàìåùåíèè âñåõ ñèìâîëîâ {=} è {#}, îçíà÷àþùèõ ñîîòâåòñòâå-
íî ïðîèçâîëüíóþ íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ è ïðîèçâîëüíîå ïîääå-

ðåâî, íà êîíñòàíòû.

Ýêñïåðòíî âûáèðàåòñÿ íåêîòîðûé íàáîð øàáëîíîâ Θ. Ïðîöåäóðà

óïðîùåíèÿ ñîñòîèò èç äâóõ øàãîâ:

1. Âñå ïîääåðåâüÿ Γj â âûáðàííîì äåðåâå Γ ïðîâåðÿþòñÿ íà ýê-

âèâàëåíòíîñòü øàáëîíàì èç Θ ñîãëàñíî çàäàííûì ïðàâèëàì.

2. Åñëè êàêîå-ëèáî ïîääåðåâî Γj â äåðåâå ýêâèâàëåíòíî äåðåâó èç

Θ, äàííîå ïîääåðåâî çàìåíÿåòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòîì

èç Θ.
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Ïðîöåäóðà ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà ïîñëå âûøåïåðå÷èñëåí-

íûõ èòåðàöèé äåðåâî Γ íå îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Ïðè íàëè÷èè â

ìíîæåñòâå ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé êîììóòàòèâíûõ �óíêöèé ââî-

äèòñÿ àë�àâèòíîå óïîðÿäî÷åíèå äëÿ âåòâåé, âûõîäÿùèõ èç âåðøèíû

γi äåðåâà Γ, ñîîòâåòñòâóþùåé êîììóòàòèâíîé ïîðîæäàþùåé �óíê-

öèè gi.

Ýêâèâàëåíòíîå óïðîùåíèå ÿâëÿåòñÿ àëüòåðíàòèâîé àëãåáðàè÷å-

ñêîìó óïðîùåíèþ, ïîçâîëÿÿ óïðîùàòü íåêîòîðûå ìîäåëè çà ìåíü-

øåå êîëè÷åñòâî îïåðàöèé.

�àññìîòðèì ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, óïðîùàþùåãî ïîääåðåâî âû-

ñîòû l ñ âåðøèíàìè àðíîñòè íå áîëååm. Êîëè÷åñòâî âåðøèí â òàêîì

äåðåâå îãðàíè÷èâàåòñÿ ñâåðõó êàê ml
. �àññìîòðèì äåðåâî ñ ìàêñè-

ìàëüíûì êîëè÷åñòâîì âåðøèí � äëÿ òàêîãî äåðåâà âñå âåðøèíû,

êðîìå ëèñòüåâ, áóäóò èìåòü àðíîñòü m. Äëÿ ñðàâíåíèÿ âñåõ âîç-

ìîæíûõ ïîääåðåâüåâ ñ øàáëîíàìè èç Θ íåîáõîäèìî ðàññìîòðåòü

ïîääåðåâüÿ ëþáîé âûñîòû ñ êîðíåì â êàæäîé èç âåðøèí äåðåâà.

Ïîäñ÷èòàåì êîëè÷åñòâî ïîääåðåâüåâ âñåõ âîçìîæíûõ âûñîò â òàêîì

äåðåâå. Îáîçíà÷èì âûñîòó äàííîãî äåðåâà l = logm k + 1. Òîãäà äëÿ

âåðøèíû, íàõîäÿùåéñÿ íà ðàññòîÿíèè x îò êîðíÿ êîëè÷åñòâî ïîä-

äåðåâüåâ ñ êîðíåì â ýòîé âåðøèíå ñîñòàâëÿåò íå ìåíåå, ÷åì l − x.

Òîãäà èñêîìîå êîëè÷åñòâî ïîääåðåâüåâ:

l−1
∑

x=0

(l − x)mx =
m(ml − 1)− lm+ l

(m− 1)2

Äàííîå âûðàæåíèå ïðîïîðöèîíàëüíî ml
, òî åñòü êîëè÷åñòâó ýëåìåí-

òîâ â äåðåâå, âñå âåðøèíû êîòîðîãî (êðîìå ëèñòüåâ) èìåþò ìàêñè-

ìàëüíîå ÷èñëî ïîòîìêîâ. Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà, óïðîùàþùåãî äå-

ðåâî, ñîñòîÿùåå èç k âåðøèí, îêàçûâàåòñÿ ïîðÿäêà íå ìåíåå ÷åì k.

Â ñëó÷àå, åñëè àëãîðèòì ïðîâåðêè ïðàâèë ýêâèâàëåíòíîñòè èìååò
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çíà÷èòåëüíóþ ñëîæíîñòü, ïîäñ÷åò çíà÷åíèé îöåíîê çàâèñèìûõ ïåðå-

ìåííûõ ŷ íà ìíîæåñòâå íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ x ∈ D è ñðàâíåíèå

ýòèõ çíà÷åíèé ñ ïîëó÷àåìûìè ïðè èñïîëüçîâàíèè øàáëîíîâ Θ èìååò

çíà÷èòåëüíî ìåíüøóþ ñëîæíîñòü. Äàííûé ìåòîä ìîæåò ïðèìåíÿòü-

ñÿ â ñëó÷àå, åñëè íåçàâèñèìûå è çàâèñèìûå ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò

îãðàíè÷åííîå ÷èñëî çíà÷åíèé. Äëÿ òàêîãî ïîääåðåâà âíå çàâèñèìî-

ñòè îò êîëè÷åñòâà ýëåìåíòîâ k â íåì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ñîîòâåò-

ñòâóþùåé �óíêöèè ñîäåðæèò 2t òî÷åê, ãäå t � êîëè÷åñòâî íåçàâè-

ñèìûõ ïåðåìåííûõ, ÿâëÿþùèõñÿ ëèñòüÿìè äàííîãî ïîääåðåâà. Ïðè

íåáîëüøèõ t ÷èñëî 2t íå ïðåâîñõîäèò k è â òàêîì ñëó÷àå àëãîðèòì

ñðàâíåíèÿ ïî çíà÷åíèÿì îêàçûâàåòñÿ ìåíåå ñëîæíûì, ÷åì àëãîðèòì

ñðàâíåíèÿ ñòðóêòóð ïîääåðåâüåâ ñ øàáëîíàìè.

Âàæíûì ÷àñòíûì ñëó÷àåì èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà óïðîùå-

íèÿ ïî çíà÷åíèÿì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé ðàâåíñòâà �óíêöèé íà îáëàñòè

îïðåäåëåíèÿ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ ïðè íåîáÿçàòåëüíîì ðàâåí-

ñòâå âíå ýòîé îáëàñòè. Äëÿ ðåøåíèÿ ïðèêëàäíîé çàäà÷è �óíêöèè,

äàþùèå ðàâíûå çíà÷åíèÿ íà îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ, áóäóò ðàâíû, è

ïîäîáíàÿ çàìåíà áóäåò ïðàâîìîùíà.
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�ëàâà 4

Âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

4.1. Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé öåíîîáðàçîâàíèÿ

Â 1973 ãîäó áûëà îòêðûòà CBOE � Chi
ago Board Options

Ex
hange � áèðæà ïî çàêëþ÷åíèþ ñòàíäàðòíûõ êîíòðàêòîâ ñ îï-

öèîíàìè. Â ýòîì æå ãîäó áûëè îïóáëèêîâàíû ðàáîòû Áëýêà, Øî-

óëçà è Ìåðòîíà, îïðåäåëèâøèå ìåòîäîëîãèþ îöåíêè îïöèîíîâ [29℄ â

�èíàíñîâûõ ðàñ÷åòàõ.

Ê 2009 ãîäó îïöèîíû [27℄ è äðóãèå ïðîèçâîäíûå èíñòðóìåíòû

îêàçûâàåòñÿ áîëåå ïðèâëåêàòåëüíûìè äëÿ èíâåñòîðîâ, íåæåëè àê-

öèè òðàäèöèîííûå áóìàãè ðûíêà. Åæåãîäíî çàêëþ÷àåòñÿ áîëåå ìèë-

ëèàðäà êîíòðàêòîâ, CBOE çàíèìàåò áîëåå 30% òîðãîâ â ÑØÀ.

Ñðåäè ïðîèçâîäíûõ áóìàã êàê èíñòðóìåíòîâ �èíàíñîâîé èíæå-

íåðèè íàèáîëåå çàìåòíîå ìåñòî çàíèìàþò îïöèîíû è �üþ÷åðñíûå

êîíòðàêòû. Äàííûå èíñòðóìåíòû èìåþò î÷åíü âûñîêèé ðèñê, íî â

òî æå âðåìÿ îíè è èõ ðàçëè÷íûå êîìáèíàöèè ìîãóò áûòü èñïîëüçî-

âàíû íå òîëüêî ñ öåëüþ ïîëó÷åíèÿ ñïåêóëÿòèâíîãî äîõîäà, íî è êàê

ñðåäñòâî çàùèòû îò ðåçêîãî çíà÷èòåëüíîãî èçìåíåíèÿ öåí.

Ôüþ÷åðñ èëè Ôüþ÷åðñíûé êîíòðàêò � êîíòðàêò, ïðåäïîëà-

ãàþùèé îáÿçàòåëüñòâî êóïèòü èëè ïðîäàòü îïðåäåëåííóþ öåííîñòü

(ê ïðèìåðó àêöèþ, îáëèãàöèþ, âàëþòó) â óñòàíîâëåííûé ïåðèîä èëè

ìîìåíò âðåìåíè íà çàðàíåå îãîâàðèâàåìûõ óñëîâèÿõ.

Îñíîâíûì ïðåèìóùåñòâîì èñïîëüçîâàíèÿ �üþ÷åðñà ÿâëÿåòñÿ

îòñóòñòâèå íåîáõîäèìîñòè îáëàäàíèÿ äîñòàòî÷íîé ñóììîé äëÿ ïî-

êóïêè àêöèè/âàëþòû íà ìîìåíò çàêëþ÷åíèÿ ñäåëêè. Òàêèì îáðà-

çîì, ñòàíîâèòñÿ âîçìîæíîé ñòðàõîâêà ðèñêîâ ðîñòà èëè ïàäåíèÿ öå-
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íû âàæíîé ìàêðîýêîíîìè÷åñêîé âåëè÷èíû. Îäíàêî, âî �üþ÷åðñíîì

êîíòðàêòå îáå ñòîðîíû íåñóò îäèíàêîâóþ îòâåòñòâåííîñòü çà èñïîë-

íåíèå êîíòðàêòà. Â ñâÿçè ñ ýòèì ðàñïîñòðàíåíèå ïîëó÷èëè êîíòðàê-

òû äðóãîãî òèïà, ãäå îòâåòñòâåííîñòü ëåæèò òîëüêî íà îäíîì ó÷àñò-

íèêå.

Îïöèîí � öåííàÿ áóìàãà, âûïóñêàåìàÿ �èðìàìè, êîðïîðàöèÿ-

ìè, áàíêàìè è äðóãèìè �èíàíñîâûìè èíñòèòóòàìè è äàþùàÿ ïîêó-

ïàòåëþ ïðàâî êóïèòü èëè ïðîäàòü îïðåäåëåííóþ öåííîñòü (ê ïðèìå-

ðó àêöèþ, îáëèãàöèþ, âàëþòó) â óñòàíîâëåííûé ïåðèîä èëè ìîìåíò

âðåìåíè íà çàðàíåå îãîâàðèâàåìûõ óñëîâèÿõ.

Ñóùåñòâóåò äâà îñíîâíûõ âèäà îïöèîíîâ. Îïöèîí ïîêóïàòåëÿ,

îïöèîí íà ïîêóïêó èëè îïöèîí "êîëë" äàåò åãî âëàäåëüöó ïðàâî êó-

ïèòü áàçîâûé àêêòèâ â îïðåäåëåííûé äåíü ïî îïðåäåëåííîé öåíå.

Îïöèîí ïðîäàâöà, îïöèîí íà ïðîäàæó èëè îïöèîí "ïóò" äàåò åãî

âëàäåëüöó ïðàâî ïðîäàòü áàçîâûé àêêòèâ â îïðåäåëåííûé äåíü ïî

îïðåäåëåííîé öåíå. Äàòà, îãîâîðåííàÿ â êîíòðàêòå, íàçûâàåòñÿ äà-

òîé èñïîëíåíåèÿ êîíòðàêòà, âðåìÿ, îñòàâøååñÿ äî äàòû èñïîëíåíèÿ

îáîçíà÷àåòñÿ T . ÖåíàK, îãîâîðåííàÿ â êîíòðàêòå, íàçûâàåòñÿ öåíîé

èñïîëíåíèÿ îïöèîíà, èëè ñòðàéê.

Òàêæå âàæíîé âåëè÷èíîé, îïðåäåëÿþùèì öåíó îïöèîíà, ÿâëÿåò-

ñÿ âîëàòèëüíîñòü öåíû àêöèè. Âîëàòèëüíîñòü öåíû àêöèè σ ïðåä-

ñòàâëÿåò ñîáîé ìåðó íåîïðåäåëåííîñòè å¼ äîõîäíîñòè. Âîëàòèëü-

íîñòü àêöèè ìîæíî òàêæå îïðåäåëèòü êàê ñòàíäàðòíîå îòêëîíåíèå

äîõîäíîñòè àêöèè çà îäèí ãîä, êîãäà äîõîäíîñòü ðàññ÷èòûâàåòñÿ

íåïðåðûâíî.

Íàèáîëåå ðàñïîñòðàíåííîé ìîäåëüþ îöåíêè öåíû îïöèîíîâ, èñ-

ïîëüçóþùåéñÿ íà ðûíêå, ñòàëà ìîäåëü Áëýêà-Øîóëçà [28℄. Ôîðìó-

ëà, ïî êîòîðîé ðàññ÷èòûâàåòñÿ öåíà îïöèîíà â äàííîé �îðìóëå, ÿâ-



70

ëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì ðåøåíèÿ ñòîõàñòè÷åñêîãî äè��èðåíöèàëüíîãî

óðàâíåíèÿ. Ïðè åãî ïîñòàíîâêå èñïîëüçóþòñÿ ñëåäóþùèå ïðåäïîëî-

æåíèÿ:

1. Öåíà àêöèè S ïîä÷èíÿåòñÿ ñòîõàñòè÷åñêîìó ïðîöåññó

dS = µSdt+ σSdz,

ãäå µ è σ � êîíñòàíòû, à z - âèíåðîâñêèé ïðîöåññ.

2. �àçðåøàåòñÿ ïðîäàâàòü öåííûå áóìàãè áåç ïîêðûòèÿ è èñïîëü-

çîâàòü âûðó÷åííûå ñóììû â ïîëíîì îáúåìå.

3. Îòñóòñòâóþò êîìèññèè è íàëîãè. Îáúåì ëîòà íå ó÷èòûâàåòñÿ.

4. Íà ïðîòÿæåíèè ñðîêà äåéñòâèÿ êîíòðàêòà îòñóòñòâóþò äèâè-

äåíäû.

5. Àðáèòðàæíûå âîçìîæíñîòè, ñâîáîäíûå îò ðèñêà, îòñóòñòâóþò.

6. Òîðãîâëÿ ïðîèñõîäèò íåïðåðûâíî.

7. Áåçðèñêîâàÿ ïðîöåíòíàÿ ñòàâêà r ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé äëÿ

âñåõ ñðîêîâ ïîãàøåíèÿ.

�åøåíèåì äàííîãî óðàâíåíèÿ ÿâëÿåòñÿ �îðìóëà îöåíêè öåíà îï-

öèîíà ïî Áëýêó-Øîóëçó:

c = S0N(d1)−Ke−rTN(d2),

ãäå

d1 =
ln(S0/K) + (r2 + σ2/2)T

σ
√
T

d2 =
ln(S0/K) + (r2 − σ2/2)T

σ
√
T

Çäåñü N(·) � èíòåãðàëüíàÿ �óíêöèÿ íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.



71

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî îäèí èç ïàðàìåòðîâ, îïðåäåëÿþùèõ öåíó

îïöèîíà � âîëàòèëüíîñòü, íå ÿâëÿåòñÿ èçìåðÿåìîé íàïðÿìóþ âå-

ëè÷èíîé. Íà ïðàêòèêå èñïîëüçóåòñÿ òåðìèí ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëà-

òèëüíîñòü, ò.å. âîëàòèëüíîñòü, âåëè÷èíà êîòîðîé îáóñëîâëåíà öå-

íàìè àêöèé, ñóùåñòâóþùèõ íà ðûíêå.

Ïðàêòèêà èñïîëüçîâàíèÿ ìîäåëè Áëýêà-Øîóëçà ïîêàçàëà, ÷òî íå

âñå ïðåäïîëîæåíèÿ, çàëîæåííûå â ìîäåëü, ÿâëÿþòñÿ èñòèííûìè, òàê

êàê ïîäðàçóìåâàåìàÿ âîëàòèëüíîñòü, çàëîæåííàÿ â öåíû îïöèîíîâ,

ìîæåò çàâèñåòü îò öåíû èñïîëíåíèÿ îïöèîíà è âðåìåíè, îñòàâøåãîñÿ

äî èñòå÷åíèÿ ñðîêà îïöèîíà.

�ðà�èê ïîäðàçóìåâàåìîé âîëàòèëüíîñòè îïöèîíà, çàâèñÿùåé îò

öåíû àêöèè, íàçûâàåòñÿ óëûáêîé âîëàòèëüíîñòè [19℄. Ïîâåðõíîñòü,

îáðàçîâàííàÿ âîëàòèëüíîñòÿìè îïöèîíîâ, çàâèñÿùèõ îò âðåìåíè äî

èñïîëíåíèÿ îïöèîíà è öåíû àêöèè, íàçûâàåòñÿ ïîâåðõíîñòüþ âîëà-

òèëüíîñòè [46℄.

4.1.1. Ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ ïîâåðõíîñòåé âîëàòèëüíîñòè

Â [17℄ Õàëëîì, Äýãëèøåì è Ñóî ïðåäëîæåíî ìàòåìàòè÷åñêîå

îïèñàíèå ìîäåëåé âîëàòèëüíîñòè. Ïðåäëîæåíû ïðàâèëà ïîñòðîåíèÿ

�óíêöèè σ(K, t). Ïðàâèëà èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ âîëà-

òèëüíîñòè â ñëó÷àå îòíîñèòåëüíî ìàëîãî êîëè÷åñòâà îïöèîíîâ.

Ôóíêöèÿ σ(K, t) âîëàòèëüíîñòè îò öåíû èñïîëíåíèÿ ïðåäñòàâëÿ-

åòñÿ â âèäå ñóììû ÷åòíîé è íå÷åòíîé �óíêöèè, êàæäàÿ îò îäíîãî

àðãóìåíòà. ×åòíàÿ �óíêöèÿ ýêñïåðòàìè íàçûâàåòñÿ ¾smile¿, íå÷åò-

íàÿ � ¾skew¿.

Ïðàâèëî ¾Sti
ky strike¿ ïðåäïîëàãàåò, ÷òî σ(K, t) íå çàâèñèò öå-

íû èñïîëíåíèÿ K. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå òðåáóåòñÿ äëÿ òîãî, ÷òîáû
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÷óâñòâèòåëüíîñòü öåíû îïöèîíà ê K áûëà ðàâíà

∆ =
∂C

∂K
,

ãäå ∆ ÿâëÿåòñÿ ÷óâñòâèòåëüíîñòüþ ïî îòíîøåíèþ ê öåíå áàçîâîãî

èíñòðóìåíòà. ∆ äëÿ èíñòðóìåíòà � ýòî ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ öåíû

îïöèîíà C ïî îòíîøåíèþ ê öåíå áàçîâîãî èíñòðóìåíòà S, ∆ = ∂
∂S .

Çäåñü äëÿ öåëåé âû÷èñëåíèÿ ÷àñòíàÿ ïðîèçâîäíàÿ öåíû îïöèîíà,

c, ïîëàãàåòñÿ �óíêöèåé öåíû áàçîâîãî èíñòðóìåíòà S, âîëàòèëüíî-

ñòè σ(K, t) è âðåìåíè t. Ýòî ïðåäïîëîæåíèå ïîçâîëÿåò ïîëüçîâàòüñÿ

�îðìóëîé Áëýêà�Øîóëçà äëÿ âû÷èñëåíèÿ∆ ñ âîëàòèëüíîñòüþ, ðàâ-

íîé ïðåäïîëàãàåìîé âîëàòèëüíîñòè îïöèîíà.

Â ìîäåëè, îñíîâàííîé íà ïðàâèëå ¾sti
ky strike¿, σ ÿâëÿåòñÿ

�óíêöèåé òîëüêî îò öåíû èñïîëíåíèÿ K è âðåìåíè äî èñïîëíåíèÿ t

è íå çàâèñèò îò öåíû áàçîâîãî èíñòðóìåíòà S.

Ïðàâèëî ¾square root of time¿ ïðåäïîëàãàåò ñâÿçü ìåæäó âîëà-

òèëüíîñòÿìè îïöèîíîâ ðàçëè÷íûõ öåí èñïîëíåíèÿ è âðåìåí äî èñ-

ïîëíåíèÿ. Â ðàáîòå îíî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â �îðìóëèðîâêå

σ(K, t) = Φ
ln(K)√

t
, (4.1)

òàêèì îáðàçîì âîëàòèëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ �óíêöèåé îäíîãî ïàðàìåòðà,

ÿâëÿþùåãîñÿ �óíêöèåé îò ïåðåìåííûõ K è T .

4.1.2. Ïðîâåðêà îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà â ìîäåëÿõ

Âàæíûì ïðèíöèïîì ïîñòðîåíèÿ ìîäåëåé �èíàíñîâîãî ðûíêà ÿâ-

ëÿåòñÿ îòñóòñòâèå âîçìîæíîñòè èçâëå÷åíèÿ àðáèòðàæíîé ïðèáûëè â

ñëó÷àå, åñëè ðûíîê ñîîòâåòñòâóåò ìîäåëüíûì îæèäàíèÿì. Íà ïðàê-

òèêå ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ïðåäñêàçàííûå ìîäåëüþ öåíû íå äîëæíû
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äàâàòü âîçìîæíîñòü èçâëåêàòü ìãíîâåííóþ ïðèáûëü äëÿ èãðîêîâ.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ïîâåðõíîñòè âîëàòèëüíîñòè âîçíèêàåò áîëüøîå

÷èñëî ñëîæíûì îáðàçîì ñâÿçàííûõ äðóã ñ äðóãîì öåí ðàçëè÷íûõ

îïöèîíîâ. Äëÿ äàííîãî íàáîðà öåí íåîáõîäèìî íàéòè äîñòàòî÷íûé

êðèòåðèé îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà [14℄.

Äëÿ ñìîäåëèðîâàííîé ïîâåðõíîñòè âîëàòèëüíîñòè ìîæíî ñ ïî-

ìîùüþ �îðìóëû Áëýêà-Øîóëçà ïîëó÷èòü öåíû ñîîòâåòñòâóþùèõ

îïöèîíîâ Cij, êîòîðûì ñîîòâåòñòâóþò öåíû èñïîëíåíèÿ Ki, i =

1, . . . , N è âðåìÿ äî èñïîëíåíèÿ tj, j = 1m. . . ,M . Ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî öåíû èñïîëíåíèÿ óïîðÿäî÷åíû ïî âîçðàñòàíèþ. Ïðè ýòîì öåíû

îïöèîíîâ ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ñ óâåëè÷åíèåì öåíû èñïîëíåíèÿ. Òàêæå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî áåçðèñêîâûå ñòàâêè è äèâèäåíäû ðàâíû íóëþ

äëÿ âñåõ ïåðèîäîâ äî èñïîëíåíèÿ îïöèîíà. Äîïîëíèòåëüíî ââîäèòñÿ

öåíà èñïîëíåíèÿ K0 ≡ 0 � öåíà îïöèîí ñ òàêîé öåíîé èñïîëíåíèÿ

ðàâíà òåêóùåé öåíå áàçîâîãî àêòèâà S0. Òàêæå ââîäèòñÿ äîïîëíè-

òåëüíîå çíà÷åíèå ñðîêà äî èñïîëíåíèÿ T0 = 0, äëÿ êîòîðîãî öåíû

îïöèîíîâ ðàâíû (S0 − Ki)
+, i = 1, . . . , N . Òàêèì îáðàçîì ñòðîèòñÿ

ðàñøèðåííàÿ ìàòðèöà çíà÷åíèé öåí îïöèîíîâ Cij.

Äëÿ ëþáîãî j > 0 ââîäèòñÿ âåëè÷èíà Q:

Qi,j =
Ci−1,j − Ci,j

Ki −Ki−1
, i > 0, Q0,j ≡ 1. (4.2)

Äëÿ i > 0, Qi,j ÿâëÿåòñÿ öåíîé âåðòèêàëüíîãî ñïðåäà, ñîñòîÿùåãî

èç ïîêóïêè 1/(Ki − Ki−1) îïöèîíîâ êîëë öåíû èñïîëíåíèÿ Ki−1 è

ïðîäàæè 1/(Ki−Ki−1) îïöèîíîâ ïóò ñ öåíîé èñïîëíåíèÿKi. �ðà�èê,

ïîêàçûâàþùèé �èíàíñîâûé ðåçóëüòàò äàííîé ïîçèöèè äëÿ ðàçëè÷-

íûõ öåí áàçîâîãî àêòèâà, äîëæåí íàõîäèòüñÿ îò íóëÿ äî åäèíèöû

äëÿ âñåõ çíà÷åíèé S0 [14℄. Òàêèì îáðàçîì, îäíèì èç óñëîâèé îòñóò-

ñòâèÿ àðáèòðàæà ÿâëÿåòñÿ Qi,j ∈ [0, 1] äëÿ âñåõ i, j.
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Äàëåå, äëÿ êàæäîãî j > 0 îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå:

BSi,j ≡ Ci−1,j −
Ki+1 −Ki−1
Ki+1 −Ki

Ci,j +
Ki −Ki−1
Ki+1 −Ki

Ci+1,j, i > 0. (4.3)

Äëÿ êàæäîãî i > 0, BSi,j ÿâëÿåòñÿ öåíîé ñïðåäà-áàáî÷êè, ñîñòî-

ÿùåãî èç îäíîãî êóïëåííîãî îïöèîíà êîëë öåíû èñïîëíåíèÿ Ki−1,
Ki+1−Ki−1

Ki+1−Ki

ïðîäàííûõ îïöèîíîâ êîëë ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ Ki è
Ki−Ki−1

Ki+1−Ki

êóïëåííûõ îïöèîíîâ öåíû èñïîëíåíèÿ Ki+1. Òàêîé êîìïëåêò àêòè-

âîâ íå äîëæåí ñòîèòü ìåíüøå íóëÿ è òàêèì îáðàçîì, âòîðîå óñëîâèå

îòñóòñòâèÿ àðáèòðàæà

Ci−1,j −
Ki+1 −Ki−1
Ki+1 −Ki

Ci,j +
Ki −Ki−1
Ki+1 −Ki

Ci+1,j ≥ 0.

Äàííîå óñëîâèå ìîæíî ïåðå�îðìóëèðîâàòü â âèäå

Ci−1,j − Ci,j ≥
Ki −Ki−1
Ki+1 −Ki

(Ci,j − Ci+1,j). (4.4)

Èç óñëîâèé 4.2 è 4.4 ñëåäóåò äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå íà Qi,j:

Qi,j ≥ Qi+1,j, i, j ≥ 0. (4.5)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 4.5 ãàðàíòèðóåò îòñóò-

ñòâèå àðáèòðàæíîé ïðèáûëè.

4.2. Èñõîäíûå äàííûå

Öåëü âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà � ñðàâíåíèå ìîäåëåé, ïî-

ëó÷åííûõ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìîâ, ïðåäëîæåííûõ â äàííîé ðàáîòå è

ìîäåëåé íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ, ïðåäëîæåííûõ ýêñïåðòàìè ñ ó÷å-

òîì óïîìÿíóòûõ ïðàâèë.

Äëÿ àíàëèçà âûáðàí èñòîðè÷åñêèå äàííûå òîðãîâ îïöèîíîì

Brent Crude Oil. Ñðîê äåéñòâèÿ îïöèîíà � ïîëãîäà, ñ 02.01.2001



75

ïî 26.06.2001. Òèï îïöèîíà � put (ïðàâî íà ïðîäàæó áàçîâîãî

èíñòðóìåíòà), ñèìâîë CLG01. Áàçîâûé èíñòðóìåíò � íå�òü,

ñèìâîë NYM. Èñïîëüçîâàëèñü åæåäíåâíûå öåíû çàêðûòèÿ îïöèîíà

è áàçîâîãî èíñòðóìåíòà. Ñåòêà öåí èñïîëíåíèÿ îïöèîíà K =

{18.0, 19.0, 19.5, 20.0, 20.5, 21.0, 21.5, 22.0, 22.5, 23.0, 24.0, 24.5, 25.0,
25.5, 26.0, 26.5, 27.0, 27.5, 28.0, 28.5}.

Äàííûé âûáîð îáóñëîâëåí òåì, ÷òî îáúåìû òîðãîâëè èíñòðóìåí-

òîì âåëèêè. Èíñòðóìåíò èìååò íèçêóþ âîëàòèëüíîñòü, âñëåäñòâèå

÷åãî ñðåäè òî÷åê σimp(K, t) íåò âûáðîñîâ. Â èñõîäíûõ äàííûõ èìå-

þòñÿ ïðîïóñêè, òàê êàê îïöèîíû, ñ öåíàìè, äàëåêèìè îò öåí áàçîâîãî

èíñòðóìåíòà íå òîðãîâàëèñü íåïîñðåäñòâåííî ïîñëå âûïóñêà îïöèî-

íîâ. Ýòè äàííûå èñêëþ÷åíû èç ðåãðåññèîííîé âûáîðêè. Ïðîïóñêè

çàïîëíÿëèñü â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî öåíà èçìåíÿåòñÿ â 
îîòâåòñòâèè

ñ áåçðèñêîâîé ñòàâêîé äîõîäíîñòè: C(t∗) = C(t0)e
B(t∗−t0)

, ãäå t∗ îáî-

çíà÷àåò âðåìÿ, ñîîòâåòñòâóþùåå ïðîïóùåííûì äàííûì.

�åãðåññèîííàÿ âûáîðêà {(xn, yn)} = {(〈Kn, tn〉, σn)} áûëà ïî-

ñòðîåíà ñ ïîìîùüþ èñõîäíûõ äàííûõ � èñòîðè÷åñêèõ öåí îïöèî-

íà CK,t è áàçîâîãî èíñòðóìåíòà Pt, ãäå K ∈ K, t ∈ T , ñëåäóþùèì

îáðàçîì. Äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ K ∈ K è t ∈ T âû÷èñëÿåòñÿ çíà÷å-

íèå ïðåäïîëàãàåìîé âîëàòèëüíîñòè êàê àðãóìåíò ìèíèìóìà

σimp

K,t = arg min
σ∈[0,1.5]

(CK,t − C(σ, Pt, B,K, t)), (4.6)

ãäå ñïðàâåäëèâàÿ öåíà îïöèîíà C âû÷èñëåíà ïî �îðìóëå Áëýêà-

Øîóëçà. Âðåìÿ t âûðàæåííîå â ãîäàõ äî ìîìåíòà èñïîëíåíèÿ îïöèî-

íà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå t = τ/365, ãäå τ � ÷èñëî äíåé, îñòàâ-

øèõñÿ äî èñïîëíåíèÿ îïöèîíà. Äëèíà èñòîðèè ñîñòàâëÿåò 112 îòñ÷å-

òîâ âðåìåíè. Äëÿ èíäåêñàöèè âûáîðêè çàäàíà ïðîèçâîëüíàÿ áèåê-

öèÿ t, K 7→ n. Áåçðèñêîâàÿ ñòàâêà äîõîäíîñòè B = 0.075, ÷òî ñî-
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îòâåòñòâóåò èñòîðè÷åñêîé áåçðèñêîâîé ñòàâêå çà ðàññìàòðèâàåìûé

ïåðèîä. Ïðè îòûñêàíèè ìèíèìóìà ââåäåíî îãðàíè÷åíèå íà çíà÷åíèå

âîëàòèëüíîñòè, σ 6 1.5; íè â îäíîé òî÷êå èñõîäíûõ äàííûõ îíà íå

ïðèíèìàåò áîëüøåå çíà÷åíèå.

Èñõîäíîå ìíîæåñòâî D, ÿâëÿåòñÿ ðåçóëüòàòîì îòîáðàæåíèÿ äå-

êàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ñåòêè öåí èñïîëíåíèÿ K è âðåìåí t â ïðî-

ñòðàíñòâî çíà÷åíèé öåí îïöèîíîâ CKt. Ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà C(K, t)

èìååò ðàçìåðíîñòü T̃ × K̃. Ïðè âû÷èñëèòåëüíîì ýêñïåðèìåíòå áå-

ðåòñÿ èñõîäíîå ìíîæåñòâî öåí èñïîëíåíèÿ Kj(j = 1..6), |Kj| = K̃ è

âðåìåí ti, |ti| = T̃ â äíÿõ äî èñïîëíåíèÿ. Äëÿ êàæäîé ïàðû {K, t}
èìååòñÿ âåëè÷èíà CKt, ñîîòâåòñòâóþùàÿ öåíå íà îïöèîí êîëë â ìî-

ìåíò t è ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ K. Òàêæå èìååòñÿ íàáîð öåí íà ïîäëå-

æàùèé èíñòðóìåíò St, ñîîòâåòñâóþùèé âðåìåíàì ti. Òàêèì îáðàçîì,

èñõîäíîå ìíîæåñòâî çàäà÷è èìååò âèä: D = {(PKt, St)|K = 1, .., 6;

t = (−91, .., 0)}. Èç âðåìåíè ïîëó÷àåì âåëè÷èíó maturity=

−t
365, êîòî-

ðàÿ âûðàæàåò âðåìÿ â ãîäàõ, îñòàþùååñÿ äî èñïîëíåíèÿ îïöîíà.

Äàëåå èç ýòîé ìàòðèöû ïðèìåíåíèåì ïîýëåìåíòíî �óíêöèè (4.6),

â êîòîðîé ñïðàâåäëèâàÿ öåíà îïöèîíà ðàññ÷èòûâàåòñÿ ïî �îðìóëå

Áëýêà-Øîóëçà, ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà σij(T̃×K̃), â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ

çíà÷åíèÿ âû÷èñëåííîé âîëàòèëüíîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåí

äî èñïîëíåíèÿ è öåí èñïîëíåíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðåãðåññèîííàÿ ìî-

äåëü èìååò âèä σ = fi(K, t) + ν. Ïðè ýòîì áåçðèñêîâàÿ ñòàâêà äî-

õîäíîñòè áûëà ïðèíÿòà çà 7, 5%, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ðåàëüíîé áåçðè-

ñêîâîé ñòàâêå íà òîò ïåðèîä. Ñàìà âîëàòèëüíîñòü îãðàíè÷èâàåòñÿ

1,5, òàê êàê íè íà îäíîé òî÷êå èñõîäíûõ äàííûõ îíà íå îêàçûâàåòñÿ

áîëüøå.

Íà âõîä àëãîðèòì ïîëó÷àåò èñõîäíîå ìíîæåñòâî D, çàäàííîå â

âèäå ìàòðèöû 91×8, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò âñåì âðåìåííûì òî÷êàì ïî
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ñòðîêàì, ñòîëáöû ñî âòîðîãî ïî 7é ñîîòâåòñòâóþò öåíàì íà îïöèîíû,

ïåðâûé ñòîëáåö ñîîòâåòñâóåò âðåìåíè äî èñïîëíåíèÿ, è ïîñëåäíèé �

öåíå íà ïîäëåæàùèé èíñòðóìåíò,

Äàëåå èç íåå ïðèìåíåíèåì �óíêöèè, îáðàòíîé ê �îðìóëå Áëýêà-

Øîóëçà, ïîëó÷àåòñÿ ìàòðèöà V(91×6), â êîòîðîé íàõîäÿòñÿ çíà÷å-

íèÿ âû÷èñëåííîé âîëàòèëüíîñòè äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ âðåìåí äî

èñïîëíåíèÿ è öåí èñïîëíåíèÿ.

4.3. Ìîäåëè íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ

Â êà÷åñòâå ìîäåëåé íà÷àëüíîãî ïðèáëèæåíèÿ áûë âçÿò íàáîð

èç ÷åòûðåõ ìîäåëåé: f1 � áàçîâàÿ ìîäåëü, ïðåäëàãàåìàÿ áèðæåé

ÌÌÂÁ-�ÒÑ, ïðåäëîæåííàÿ ýêñïåðòàìè, è åå âàðèàöèè

a) ñóììà ãàóññèàíà è ëèíåéíîé �óíêöèè îò öåíû èñïîëíåíèÿ,

óìíîæåííàÿ íà îáðàòíûé êîðåíü âðåìåíè äî èñïîëíåíèÿ � ìî-

äåëü, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýêñïåðòíîé.

σ = σ(w) = w1 +w2(1− exp(−w3x
2)) +

w4 arctan(w5x)

w5
, (4.7)

ãäå x = lnK−lnC(t)√
t

b) ñóììà ïàðàáîëè÷åñêîé �óíêöèè îò öåíû èñïîëíåíèÿ è ãàóñ-

ñèàíà îò öåíû èñïîëíåíèÿ, óìíîæåííîãî íà îáðàòíûé êîðåíü

âðåìåíè äî èñïîëíåíèÿ,

f2 = (w1 + w2K + w3K
2 + w4 exp(−w5K

2))
√
w6t;

b) êâàäðàòè÷íàÿ ïîâåðõíîñòü ïî âðåìåíè è öåíå èñïîëíåíèÿ,

f3 = w1 + w2K + w3t+ w4Kt+ w5K
2 + w6t

2;
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) ñóììà ãàóññèàíà è ëèíåéíîé �óíêöèè îò öåíû èñïîëíåíèÿ,

óìíîæåííàÿ íà êóáè÷åñêóþ �óíêöèþ âðåìåíè äî èñïîëíåíèÿ,

f4 = (w1 + w2K + w3 exp(−w4K
2))(w5t

3 + w6t
2 + w7t+ w8).

4.4. Èëëþñòðàòèâíûé âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò

Ìîäåëè, èñïîëüçóåìûå â ïðàêòèêå ðàáîòû íà �îíäîâîì ðûíêå,

÷àñòî îáëàäàþò âûñîêîé ñëîæíîñòüþ è áîëüøèì ÷èñëîì ýêñïåðò-

íûõ ïîïðàâîê, íàïðèìåð â íèõ ìîæåò ó÷èòûâàòüñÿ âëèÿíèå äèâè-

äåíäíûõ âûïëàò èëè ðèñê äå�îëòà ïî îáëèãàöèÿì. Â ñâÿçè ñ ýòèì

íàðàâíå ñ ýêñïåðèìåíòîì ïî ïîñòðîåíèþ àäåêâàòíîé ðûíî÷íîé ìî-

äåëè, íàïðìåð àíàëîãà 4.7, òàêæå ïîëåçåí ýêñïåðèìåíò ïî ñðàâíåíèþ

íàìåðåííî óïðîùåííûõ ìîäåëåé ðàçëè÷íûõ êëàññîâ äëÿ îöåíêè êà-

÷åñòâà ìîäåëåé, ïîðîæäàåìûõ ïðè ïðèìåíåíèè àëãîðèìà ïîñëåäî-

âàòåëüíîãî ïîðîæäåíèÿ, ñ ìîäåëÿìè, ïîñòðîåííûìè ñòàíäàðòíûìè

ñïîñîáàìè.

Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è áûë îðãàíèçîâàí ïîèñê ìîäåëè ñðåäè êëàñ-

ñîâ ëèíåéíûõ, îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé, íåéðîííûõ ñåòåé è

ñóùåñòâåííî-íåëèíåéíûõ ìîäåëåé. Ñëîæíîñòü ìîäåëåé îãðàíè÷èâà-

ëàñü ÷èñëîì 80 (êðîìå íåéðîííûõ ñåòåé). Ïîëó÷åííûå ìîäåëè ïðè

ýòîì ñðàâíèâàëèñü ñ ñîçàäííûìè ðàíåå [37℄ äëÿ ðåøåíèÿ ñõîæåé çà-

äà÷è. Äëÿ óëó÷øåíèÿ ðàáîòû àëãîðèòìà äëÿ êàæäîãî êëàññà ìîäå-

ëåé èñïîëüçîâàëèñü ñëåäóþùèå ñïåöè�èêàöèè.

1. Äëÿ êëàññà ëèíåéíûõ ìîäåëåé áûëî çàïðåùåíî èñïîëüçîâàíèå

â êà÷åñòâå ýëåìåíòà ñóïåðïîçèöèè îäíîé âõîäíîé ïåðåìåííîé

áîëåå îäíîãî ðàçà äëÿ ïîëó÷åíèÿ êîððåêòíîé îöåíêè ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëåé.

2. Äëÿ íåéðîííûõ ñåòåé êîëè÷åñòâî S-âåðøèí áûëî îãðàíè÷åíî
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÷èñëîì 10, èñïîëüçîâàëàñü îöåíêà ïàðàìåòðîâ íåéðîííîé ñåòè

ñ ïîìîùüþ ìåòîäà îáðàòíîãî ðàñïðîñòðàíåíèÿ îøèáêè.

3. Äëÿ îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé èñïîëüçîâàëèñü ïîëèíîìè-

àëüíûå �óíêöèè, �óíêöèè

1
x
,

1√
x
, ex è lnx êàê íàèáîëåå ÷àñòî

âñòðå÷àþùèåñÿ â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ �èíàíñîâîé ìàòåìà-

òèêå.

4. Òîò æå íàáîð �óíêöèé èñïîëüçîâàëñÿ äëÿ ñóùåñòâåííî íåëè-

íåéíûõ ìîäåëåé, ïðè ýòîì äëÿ óïðîùåíèÿ àëãîðèòìà ïîèñêà

ìîäåëü èìåëà âèä ñóììû ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äðóãèõ ìîäåëåé

è êîíñòàíòû.

Ïîðîæäàåìûå ìîäåëè íàñòðàèâàëèñü ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà

Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà, ïîñëå ÷åãî äëÿ êàæäîãî êëàññà ìîäåëåé áû-

ëà âûáðàíà ìîäåëü ñ íàèëó÷øèì çíà÷åíèåì SSE.

4.5. �åçóëüòàòû èëëþñòðàòèâíîãî ýêñïåðèìåíòà

�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà è ãðà�èêè, îòîáðà-

æàþùèå íàèëó÷øèå ìîäåëè, ïðåäñòàâëåíû â òàáëèöå 4.1. Ñòîëáöû

îçíà÷àþò ñëåäóþùåå:

1. C(f) � ñëîæíîñòü äåðåâà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ìîäåëè

2. MSE
learn

� ñðåäíÿÿ îøèáêà íà îáó÷àþùåé âûáîðêå

3. MSE
test

� ñðåäíÿÿ îøèáêà íà êîíòðîëüíîé âûáîðêå

4. R2
adj

� ìîäè�èöèðîâàííûé êîý��èöèåíò êîðåëëÿöèè ìîäåëè

5. AIC � çíà÷åíèå êðèòåðèÿ Àêàèêå [13℄ äëÿ ìîäåëè

Èç 4.1 ìîæíî âèäåòü, ÷òî ëèíåéíàÿ ìîäåëü âûãëÿäèò íà �îíå

îñòàëüíûõ íåäîñòàòî÷íî õîðîøî ïðèáëèæàþùåé äàííûå (ïëîõèå

çíà÷åíèÿ AIC, SSE) è äàåò íèçêèé êîý��èöèåíò äåòåðìèíàöèè R2
adj

.
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Òàáëèöà 4.1

�åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Êëàññ ìîäå-

ëåé

×èñëî

ïàðàìåò-

ðîâ

C(f) MSE
learn

MSE
test

R2
adj

AIC

Ëèíåéíàÿ 3 19 46.98 51.53 63% 192.09

Íåéðîííàÿ

ñåòü

10 81 20.43 25.21 89% 178.45

Îáîáùåííî-

ëèíåéíàÿ

6 48 27.06 30.11 78% 133.43

Íåëèíåéíàÿ 4 50 11.28 13.76 90% 69.27

Ýêñïåðòíàÿ

ìîäåëü

5 66 27.78 30.85 77% 137.95

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ïðè áîëåå íèçêîé ñðåäíåêâàäðàòè÷íîé îøèá-

êå íåéðîííàÿ ñåòü îêàçûâàåòñÿ õóæå îáîáùåííî ëèíåéíîé ìîäåëè èç-

çà áîëüøîãî êîëè÷åñòâà ïàðàìåòðîâ, ñîäåðæàùèõñÿ â íåé. Íàèëó÷-

øèì îáðàçîì ïîêàçûâàåò ñåáÿ íåëèíåéíàÿ ìîäåëü. Ïðè ýòîì êîëè-

÷åñòâî íàñòðàèâàåìûõ ïàðàìåòðîâ â íåé ìåíüøå, ÷åì â îáîáùåííî-

ëèíåéíîé ìîäåëè. Ìîäåëè, ïîëó÷åííûå â õîäå âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñ-

ïåðèìåíòà, îêàçûâàþòñÿ ïðåäïî÷òèòåëüíåå ìîäåëåé, êîòîðûå áûëè

ïðåäëîæåíû ýêñïåðòàìè ðàíåå [37℄ � íåëèíåéíûå ìîäåëè äàþò ëó÷-

øóþ îöåíêó âîëàòèëüíîñòè ïðè ìåíüøåì êîëè÷åñòâå íàñòðàèâàå-

ìûõ ïàðàìåòðîâ, ÷åì ïîëèíîìèàëüíûå ìîäåëè çíà÷èòåëüíî áîëüøåé

ñëîæíîñòè.

Íà ãðà�èêàõ, ïðåäñòàâëåííûõ íà ðèñ. 4.1 ñïðàâà, ïî ãîðèçîíòàëü-

íûì îñÿì îòëîæåíû çíà÷åíèÿ îòíîñèòåëüíîé öåíû èñïîëíåíèÿ M è



81

   +

   +

   C

   c
1

   c
2

   T    M

à)

50

100

150
2

4
6

20
40
60
80

100

Maturity in years
Moneyness

Im
p
li
ed

V
o
la

ti
li
ty

   +

   S
1

   S
2

   A
1

   A
2

   A
1

   A
2

   T    M    T    M    T    M    T    M

á)

50

100

150
2

4
6

40

60

80

100

Maturity in years
Moneyness

Im
p
li
ed

V
o
la

ti
li
ty

   +

   +

   c
1

   c
2

   +

   sqrt−1

   M   T    C

   c
3

   ()2

   M

â)

50

100

150
2

4
6

20

40

60

80

100

Maturity in years
Moneyness

Im
p
li
ed

V
o
la

ti
li
ty

   +

   +

   c
1

   c
2

   +

   T    M

   +

   c
3

   ()2

   M

   c
4

   C

   *

   T    M

ã)

50

100

150
2

4
6

20

40

60

80

100

Maturity in years
Moneyness

Im
p
li
ed

V
o
la

ti
li
ty

   +

   *

   C

   sqrt−1

   T

   +

   c
1

   c
2

   M

   ()2

   M

   +

   C

ä)

50

100

150
2

4
6

40

60

80

100

Maturity in years
Moneyness

Im
p
li
ed

V
o
la

ti
li
ty

�èñ. 4.1. Ïðèìåðû ñòðóêòóð ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ìîäåëåé è âîññòàíîâëåííûõ

ïîâåðõíîñòåé âîëàòèëüíîñòè.
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âðåìåíè äî èñïîëíåíèÿ îïöèîíà t â ãîäàõ. Ïî âåðòèêàëüíûì îñÿì

îòëîæåíû ïðåäïîëàãàåìûå âîëàòèëüíîñòè σ
implied

, ñîîòâåòñòâóþùèå

ðåàëüíî òîðãóåìîìó îïöèîíó ñ ïàðàìåòðàìè M è t. Ñîîòâåòñòâèå

ðèñóíêîâ ìîäåëÿì:

à) ëèíåéíàÿ ìîäåëü: σ
imp

= c1M + c2T + C,

á) íåéðîííàÿ ñåòü: σ
imp

=
∑10

i=1 Si(
∑

j Aj(M,T ),

â) îáîáùåííî-ëèíåéíàÿ ìîäåëü: σ
imp

= c1M + c2M
2 + c3

1√
T
+ C,

ã) ýêñïåðòíàÿ ìîäåëü: σ
imp

= c1M + c2M
2 + c3T + c4MT + C,

ä) ñóùåñòâåííî-íåëèíåéíàÿ ìîäåëü: σ
imp

= c1M+c2M
2+C1√

T
+ C2,

Íà 4.1 ñëåâà èçîáðàæåíû äåðåâüÿ Γi, îòîáðàæàþùèå äàííûå ìî-

äåëè ïðè ïðåäñòàâëåíèè ìîäåëåé â âèäå äåðåâüåâ.

4.6. Ïàðàìåòðû àëãîðèòìà ìîäè�èêàöèè ñóïåðïîçèöèé

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ ðàáî÷åé ìîäåëè áûë èñïîëüçîâàí íàáîð ïîðîæ-

äàþùèõ �óíêöèé, îïèñàííûé â ðàáîòå [6℄. Ïðè êàæäîé èòåðàöèè

íà îñíîâå ìíîæåñòâà ìîäåëåé-ïðåòåíäåíòîâ ïîðîæäàëîñü 40 íîâûõ

ìîäåëåé, èç íèõ 20 ìîäè�èöèðîâàëîñü. Äëÿ ñëåäóþùåé èòåðàöèè

âûáèðàëîñü 20 ëó÷øèõ ìîäåëåé. Àëãîðèòì îñòàíàâëèâàëñÿ ïðè äî-

ñòèæåíèè �óíêöèè îøèáêè ED(w|f,D) < 0.01 èëè ïîñëå 5000 ãåíå-

ðàöèé íîâîãî íàáîðà ìîäåëåé-ïðåòåíäåíòîâ.

4.7. �åçóëüòàòû âû÷èñëèòåëüíîãî ýêñïåðèìåíòà

Íà ðèñ. 1 ïîêàçàíû a) èñõîäíûå äàííûå, b) áàçîâàÿ ìî-

äåëü �ÒÑ, 
) ìîäåëü, èìåþùàÿ íàèìåíüøåå çíà÷åíèå �óíêöèè îøèá-

êè ED(|fi, D) ñðåäè âñåõ ïîðîæäåííûõ ìîäåëåé.

Ïîëó÷åííàÿ ìîäåëü èìååò âèä

f
best

= (w1 + w2K + w3 exp(−w4K
2))(w5t

3 + w6t
2 + w7t+ w8).
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Òàáëèöà 4.2

Ïîðîæäåííûå ìîäåëè ñ íàèìåíüøåé îøèáêîé SSE.

Ìîäåëü Îøèáêà ×èñëî max îøèáêà ÷èñëî ïîðîæäàþùèõ

SSE ïàðàìåòðîâ íà âûáîðêå �-èé â ñóïåðïîçèöè

f1 0.0590 15 1.5989 15

f2 0.0593 12 1.8325 14

f3 0.0596 15 1.6055 15

f4 0.0601 15 1.5754 15

f5 0.0602 14 1.5532 15

f6 0.0603 14 1.4684 15

f7 0.0603 15 1.4324 14

f8 0.0603 15 1.4409 15

f9 0.0603 14 1.5203 15

f10 0.0604 14 1.7636 15

Äàæå ïðè ìàëîì ÷èñëå èòåðàöèé â ìíîæåñòâå ìîäåëåé-

ïðåòåíäåíòîâ îñòàþòñÿ â îñíîâíîì òå ìîäåëè, â êîòîðûõ âîëàòèëü-

íîñòü çàâèñèò îò âðåìåíè êàê îáðàòíûé êâàäðàòíûé êîðåíü (4.1).

Ñòðóêòóðà âûáèðàåìûõ ìîäåëåé èìååò âèä ïðîèçâåäåíèÿ �óíê-

öèè îò âðåìåíè íà �óíêöèþ îò öåíû èñïîëíåíèÿ, ÷òî ãîâîðèò î

íåçàâèñèìîñòè ïðî�èëÿ âîëàòèëüíîñòè îò âðåìåíè.

Ïîëó÷åííûå ìîäåëè íå îáëàäàþò âûñîêîé ñëîæíîñòüþ, ÷òî ïîç-

âîëÿåò ýêñïåðòàì ëåãêî èõ èíòåðïðåòèðîâàòü. Íèæå ïðåäñòàâëåíû

äîñòàâëÿþùèå íàèìåíüøóþ îøèáêó ìîäåëè, ñîçäàííûå ïðîãðàììîé.
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4.8. Îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

Äëÿ ñîçäàíèÿ àäåêâàòíîé ìîäåëè èçìåðÿåìûõ äàííûõ èñïîëüçó-

þòñÿ ýêñïåðòíî-çàäàííûå ïîðîæäàþùèå �óíêöèè è íàáîð ïðàâèë

ïîðîæäåíèÿ. Ìîäåëü çàäàåòñÿ â âèäå ñóïåðïîçèöèè ïîðîæäàþùèõ

�óíêöèé. Ïðàâèëà ïîðîæäåíèÿ îïðåäåëÿþò äîïóñòèìîñòü ñóïåðïî-

çèöèè è èñêëþ÷àþò ïîðîæäåíèå èçîìîð�íûõ ìîäåëåé.

�àçâèòû ñóùåñòâóþùèå ìåòîäû àâòîìàòè÷åñêîãî ïîðîæäåíèÿ

ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ïîðîæäåíèè ìîäåëåé ó÷èòûâàþòñÿ ýêñ-

ïåðòíûå òðåáîâàíèÿ ê âèäó ìîäåëåé, ðåçóëüòèðóþùèå ìîäåëè ñîîò-

âåòñòâóþò ýêñïåðòíûì ïðåäïî÷òåíèÿì. Ïðåäëàãàþòñÿ íîâûå ìåòîäû

ïîèñêà èçîìîð�íûõ ñóïåðïîçèöèé, îñíîâàííûå íà áûñòðîì ïîèñêå

èçîìîð�íûõ ïîäãðà�îâ è ïîäñòàíîâêå ïîäãðà�îâ ïî ïðàâèëàì.

Âû÷èñëèòåëüíûå ýêñïåðèìåíòû ïî ïîðîæäåíèþ ìîäåëåé ïîä-

òâåðæäàþò ãèïîòåçó î ìàëîñòè èçìåí÷èâîñòè ñàìîé âîëàòèëüíîñòè,

âûñêàçàííóþ â [9℄, è ãèïîòåçó î îáðàòíîé çàâèñèìîñòè âðåìåíè è

âîëàòèëüíîñòè, âûñêàçàííóþ â [17℄.

Ñëåäóþùèå ìåòîäû è ïîõîäû, ïðåäëàãàåìûå àâòîðîì, ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè: ìåòîä ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé ïî ýêñïåðòíî-çàäàííîìó íàáîðó

ïîðîæäàþùèé �óíêöèé; ìåòîä ïîðîæäåíèÿ äîïóñòèìûõ ñóïåðïîçè-

öèé ñ ó÷åòîì îáëàñòåé îïðåäåëåíèÿ è îáëàñòåé äîïóñòèìûõ çíà÷å-

íèé; ìåòîä ïîðîæäåíèÿ ñóïåðïîçèöèé îãðàíè÷åííîé ñëîæíîñòè.

Çàêëþ÷åíèå

Â ðàáîòå ïðåäëîæåíà ïðîöåäóðà íàïðàâëåííîãî ïîðîæäåíèÿ ìî-

äåëè. Äëÿ ïîñòàíîâêè çàäà÷è è äëÿ îïèñàíèÿ ïðîöåäóðû íàïðàâ-

ëåííîãî ïîðîæäåíèÿ âûáðàíà àäåêâàòíàÿ àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòó-

ðà. Îïèñàíû óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèé, ïîëó÷àåìûõ â ðåçóëü-
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òàòå ïðîöåäóðû ïîðîæäåíèÿ, äîêàçàíû íåîáõîäèìûå òåîðåìû.

�àçðàáîòàí ìîä�èöèðîâàííûé àëãîðèòì íàïðàâëåííîãî ïîðîæ-

äåíèÿ ìîäåëåé. �àçðàáîòàíû íîâûå àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ ñòðóê-

òóðíîé ñëîæíîñòè ïîðîæäàåìûõ ñóïåðïîçèöèé è àëãîðèòìû âû÷èñ-

ëåíèÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîðîæäàåìûìè ñóïåðïîçèöèÿìè.

�àçðàáîòàí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî íàïðàâëåííîãî ïîðîæäåíèÿ

ñóïåðïîçèöèé, èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïîðîæäàåìûõ ñóïåðïîçèöèé.

Ââåäåíî ïîíÿòèå èçîìîð�íûõ ñóïåðïîçèöèé, ðàçðàáîòàí ìåòîä

èõ îáíàðóæåíèÿ. �àçðàáîòàí àëãîðèòì ïîèñêà èçîìîð�íûõ ïîäãðà-

�îâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîðîæäåííûì ñóïåðïîçèöèÿì.

�àçðàáîòàí íîâûé ìåòîä ïîðîæäåíèÿ ýêñïåðòíî-

èíòåðïðåòèðóåìûõ ìîäåëåé. Ñîçäàíà áàçîâàÿ áèáëèîòåêà ïðàâèë

ïîðîæäåíèÿ ýêñïåðòíî-èíòåðïðåòèðóåìûõ ìîäåëåé.
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Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

Ñïèñîê îáîçíà÷åíèé

Ìàòðèöû îáîçíà÷åíû çàãëàâíûìè áóêâàìè, âåêòîðû � ïîëóæèð-

íûìè ïðîïèñíûìè áóêâàìè, ìíîæåñòâà (êàê ïðàâèëî) � êàëëèãðà-

�è÷åñêèìè áóêâàìè.

• R � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë.

• N � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

• D � âûáîðêà, íàáîð èñõîäíûõ äàííûõ D = {(xn, yn)}Nn=1, x ∈
R

m
.

• w � ìíîæåñòâî âåêòîðîâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, w ∈ R
m
.

• X � ìíîæåñòâî ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ.

• Y � ìíîæåñòâî çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ.

• f(w,x) � ìîäåëü, ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî îòîáðàæåíèé.

• S � âíåøíèé êðèòåðèé êà÷åñòâà, êâàäðàòè÷íàÿ îøèáêà.

• G � ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé g(w,x).

• id(x) � ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ id, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî å¼

àðãóìåíòó.

• 
onst � ïîðîæäàþùàÿ �óíêöèÿ, çíà÷åíèå êîòîðîé ðàâíî êîí-

ñòàíòå.

• F � êàòåãîðèÿ ñóïåðïîçèöèé íàä ìíîæåñòâî èñõîäíûõ äàííûõ.

• Γf � äåðåâî, ýêâèâàëåíòíîå ìîäåëè f .

• rij � ðàññòîÿíèå ìåæäó äåðåâüÿìè Γi è Γj .

• C(f) � ñëîæíîñòü ñóïåðïîçèöèè.

• nl(f) � íåëèíåéíîñòü ñóïåðïîçèöèè.

• F � àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ âñåõ äîïóñòèìûé ìîäåëåé.

• G � àëãîðèòì ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé.
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• r � îïåðàöèÿ çàìåíû ïîääåðåâà.

• A(d, i,Γ) � àðíîñòü âåðøèíû.

• T (d, i,Γ) � òèï âåðøèíû, êëàññè�èêàöèÿ ïîðîæäàþùèõ

�óíêöèé íà �óíêöèè èç G è ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå.

• S(d, i,Γ) � êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â ïîääåðåâå äåðåâà Γ ñ êîð-

íåì â âåðøèíå (d, i).

• p(d, i|Γ) � ïëîòíîñòü âåðîÿòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ âûáîðà âåð-

øèíû â äåðåâå.

• {=} � ïðîèçâîëüíûé ñèìâîë, êîòîðûé ìîæåò áûòü ëþáîé

�óíêöèåé èëè ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé.

• {#} � ëþáîå äîïóñòèìîå ïîääåðåâî.

• C(d, i,Γ1,Γ2) � �óíêöèÿ ïðîâåðêè ðàâåíñòâà ñòðóêòóðû ïîä-

äåðåâüåâ.

• px0 � âåðîÿòíîñòü ïðîâåäåíèÿ îïåðàöèè çàìåíû ïîääåðåâà.

• p(H, t) � âåðîÿòíîñòü âûáîðà âåðøèíû èç ñõåìû H, ñóììû

ïðîõîäÿò ïî âñåì äåðåâüÿì èç íàáîðà.

• NC(h1, h2) � êîëè÷åñòâî âåðøèí ñ ðàâíîé ñòðóêòóðîé ðîäè-

òåëüñêèõ âåðøèí.

• L(H, i) � ãèïåðñõåìà, ïîëó÷àåìàÿ èç H çàìåíîé âñåõ âåðøèí

îò êîðíÿ äî âåðøèíû i âåðøèíàìè òèïà =, à âñåõ ïîääåðåâüåâ,

âûõîäÿùèõ èç ýòèõ âåðøèí � #.

• U(H, i) � ãèïåðñõåìà, ïîëó÷àåìàÿ èç H çàìåíîé ïîääåðåâüåâ

íèæå òî÷êè i âåðøèíàìè òèïà #.

• L � çàìåíÿåìûé ïîäãðà�, óäàëÿåòñÿ èç ãðà�à G â ïðîöåññå

óïðîùåíèÿ.

• R � çàìåùàþùèé ïîäãðà�, ïîäñòàâëÿåòñÿ â ãðà� G â ïðîöåññå

óïðîùåíèÿ.
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• p = (Λ,Ψ,Φ) � ïðàâèëî òðàíñ�îðìàöèè ãðà�à. Çäåñü Λ è Φ

ÿâëÿþòñÿ çàìåíÿåìûì è çàìåùàþùèì ïîäãðà�àìè è ãðà� Ψ

ÿâëÿåòñÿ èõ îáùåé ÷àñòüþ.

• m � îòîáðàæåíèå èç Λ â Γ, ñòàâÿùàÿ â ñîîòâåòñòâèå çàìåíÿå-

ìîìó ãðà�ó ýêâèâàëåíòíûé åìó ïîäãðà�.

• Γ
p,m→ Ω � òðàíñ�îðìàöèÿ ãðà�à Γ â ãðà� Ω ñ ïîìîùüþ ïðà-

âèëà p è ïðîöåäóðû ïîèñêà m.

• θ ∈ Θ � øàáëîí, ãèïåðñõåìà, îáëàäàþùàÿ íàèìåíüøåé ñëîæ-

íîñòüþ ñðåäè âñåõ ãèïåðñõåì, òàêèõ ÷òî ïðè èõ âçàèìíîì çà-

ìåùåíèè ïîëó÷àåìûå ìîäåëè îêàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

• C(K, t) � öåíà îïöèîíà ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ K è ñðîêîì äî

èñïîëíåíèÿ t.

• σ(K, t) � âîëàòèëüíîñòü îïöèîíà ñ öåíîé èñïîëíåíèÿ K è ñðî-

êîì äî èñïîëíåíèÿ t.
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