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Îáùàÿ õàðàêòåðèñòèêà ðàáîòû

Àêòóàëüíîñòü òåìû èññëåäîâàíèÿ. Äèññåðòàöèîííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà

ïðîáëåìàì âûáîðà ìîäåëåé â çàäà÷àõ ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà è êëàññè�èêàöèè.

Ïðåäëàãàåòñÿ ïîäõîä, ñîãëàñíî êîòîðîìó âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ èç èíäóêòèâíî-

ïîðîæäàåìîãî ìíîæåñòâà ìîäåëåé. Àíàëèçèðóåòñÿ ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ

ìîäåëåé. Íà îñíîâàíèè ýòîãî àíàëèçà âûáèðàåòñÿ ìîäåëü îïòèìàëüíîé ñëîæíî-

ñòè.

Ìîäåëü, îïèñûâàþùàÿ èññëåäóåìîå ÿâëåíèå, ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà äâóìÿ

ïóòÿìè: âî-ïåðâûõ, ìåòîäàìè ìàòåìàòè÷åñêîãî ìîäåëèðîâàíèÿ, âî-âòîðûõ, ìå-

òîäàìè àíàëèçà äàííûõ è èí�îðìàöèîííîãî ìîäåëèðîâàíèÿ. Ïåðâûé òèï ìî-

äåëåé èíòåðïðåòèðóåì ýêñïåðòàìè â êîíòåêñòå ìîäåëèðóåìîãî ÿâëåíèÿ [Êðàñ-

íîùåêîâ: 2000℄. Âòîðîé òèï ìîäåëåé, íå âñåãäà èíòåðïðåòèðóåì, íî áîëåå òî÷íî

ïðèáëèæàåò äàííûå [Bishop: 2006℄. Ñîâìåùåíèå äîñòîèíñòâ îáîèõ ïîäõîäîâ, ðå-

çóëüòàòîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå èíòåðïðåòèðóåìûõ è äîñòàòî÷íî òî÷-

íûõ ìîäåëåé, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé çàäà÷åé òåîðåòè÷åñêîé èí�îðìàòèêè.

Öåíòðàëüíûì îáúåêòîì èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ïðîáëåìà ïîñòðîåíèÿ àäåê-

âàòíûõ ìîäåëåé ðåãðåññèè è êëàññè�èêàöèè ïðè ðåøåíèè çàäà÷ ïðîãíîçèðîâà-

íèÿ. Ïðîáëåìà çàêëþ÷àåòñÿ â îòûñêàíèè ìîäåëåé îïòèìàëüíîé ñëîæíîñòè, êî-

òîðûå îïèñûâàþò èçìåðÿåìûå äàííûå ñ çàäàííîé òî÷íîñòüþ. Äîïîëíèòåëüíûì

îãðàíè÷åíèåì ÿâëÿåòñÿ èíòåðïðåòèðóåìîñòü ìîäåëåé ýêñïåðòàìè òîé ïðåäìåò-

íîé îáëàñòè, äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ êîòîðîé ñîçäàåòñÿ ìîäåëü.

Öåëü èññëåäîâàíèÿ çàêëþ÷àåòñÿ â ñîçäàíèè è îáîñíîâàíèè ìåòîäîâ âûáî-

ðà ìîäåëåé èç èíäóêòèâíî ïîðîæäàåìîãî ìíîæåñòâà, à òàêæå â èññëåäîâàíèè

ñâîéñòâ àëãîðèòìîâ âûáîðà ìîäåëåé. Çàäà÷à âûáîðà ìîäåëåé èç ñ÷åòíîãî ïî-

ñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäàåìîãî ìíîæåñòâà ïîñòàâëåíà âïåðâûå. Ïðè ïîñòàíîâêå

çàäà÷è èñïîëüçîâàëñÿ îáøèðíûé ìàòåðèàë î ñïîñîáàõ âûáîðà ìîäåëåé è âûáîðà

ïðèçíàêîâ èç êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà, íàðàáîòàííûé ðàíåå â îáëàñòè ìàøèííîãî

îáó÷åíèÿ. Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ ïðîáëåì ìàøèííîãî îáó-

÷åíèÿ è èíòåëëåêòóàëüíîãî àíàëèçà äàííûõ.

Îñíîâíîé çàäà÷åé èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîñëåäîâà-

òåëüíîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé è îöåíêè êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö ïàðàìåòðîâ
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ìîäåëåé ñ öåëüþ óïðàâëåíèÿ ïðîöåäóðîé âûáîðà ìîäåëåé. Îñíîâíîé ñëîæíî-

ñòüþ òàêîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü âûáîðà èç çíà÷èòåëüíîãî ÷èñëà

ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, ëèáî íåîáõîäèìîñòü îöåíêè ïàðàìåòðîâ ñòðóêòóðíî

ñëîæíîé, òàê íàçûâàåìîé ¾óíèâåðñàëüíîé¿ ìîäåëè.

Âçàèìîñâÿçü çàäà÷è ïîðîæäåíèÿ è çàäà÷è âûáîðà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé

áûëà îñâåùåíà â íà÷àëå 1980-õ ãîäîâ À. �. Èâàõíåíêî. Ñîãëàñíî ïðåäëîæåííî-

ìó èì ìåòîäó ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåíòîâ [Èâàõíåíêî: 1981, Madala: 1994℄,

ìîäåëü îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðû ìîæåò áûòü íàéäåíà ïóòåì ïîñëåäîâàòåëüíî-

ãî ïîðîæäåíèÿ ëèíåéíûõ ìîäåëåé, â êîòîðûõ êîìïîíåíòû ÿâëÿþòñÿ ìîíîìàìè

ïîëèíîìà Êîëìîãîðîâà-�àáîðà îò íàáîðà íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Êðèòåðèé

îïòèìàëüíîñòè ñòðóêòóðû ìîäåëè çàäàåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ.

Â îòëè÷èå îò ýòîãî ìåòîäà, ìåòîä ñèìâîëüíîé ðåãðåññèè [Koza: 2005, Çåëèí-

êà: 2008℄ ðàññìàòðèâàåò ïîðîæäåíèå ïðîèçâîëüíûõ íåëèíåéíûõ ñóïåðïîçèöèé

áàçîâûõ �óíêöèé. Â ïîñëåäíèå ãîäû òåìà àíàëèçà ñëîæíîñòè ìîäåëåé, ïîëó÷à-

åìûõ ñ ïîìîùüþ ýòîãî ìåòîäà, ñòàëà ðàñïðîñòðàíåííûì ïðåäìåòîì èññëåäîâà-

íèé [Hazan: 2006, Âëàäèñëàâëåâà: 2009℄.

Ïåðâîíà÷àëüíî ïðèíöèïû èíäóêòèâíîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé áûëè ïðåäëî-

æåíû â ìåòîäå ãðóïïîâîãî ó÷åòà àðãóìåíòîâ. Ñòðóêòóðà ñóïåðïîçèöèé çàäàâà-

ëàñü ïðè ýòîì âíåøíèìè êðèòåðèÿìè êà÷åñòâà ìîäåëè. Âïîñëåäñòâèè ýòè êðè-

òåðèè áûëè îáîñíîâàíû â ðàìêàõ ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ ñ ïîìîùüþ ñâÿ-

çàííîãî áàéåñîâñêîãî âûâîäà. Ïðè ïîñëåäîâàòåëüíîì ïîðîæäåíèè ìîäåëåé íåîá-

õîäèìî îöåíèâàòü èí�îðìàòèâíîñòü ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèè. Â ðàìêàõ ìåòîäà

áàéåñîâñêîé ðåãðåññèè [Bishop: 2000℄ äëÿ ýòîãî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü �óíê-

öèþ ïëîòíîñòè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè. Ýòà �óíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ïà-

ðàìåòðè÷åñêîé è åå ïàðàìåòðû áûëè íàçâàíû ãèïåðïàðàìåòðàìè [Bishop: 2006℄.

Áûëî ïðåäëîæåíî èñïîëüçîâàòü ãèïåðïàðàìåòðû ìîäåëåé äëÿ îöåíêè èí�îðìà-

òèâíîñòè ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèè, ÷òî ñäåëàëî àíàëèç ãèïåðïàðàìåòðîâ îäíèì

èç ñïîñîáîâ âûáîðà ìîäåëåé.

Äëÿ ìîäè�èêàöèè ñóïåðïîçèöèé íåëèíåéíûõ ìîäåëåé áûë ïðåäëîæåí ìå-

òîä îïòèìàëüíîãî ïðîðåæèâàíèÿ [LeCun: 1990℄. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó, ýëåìåíò

ñóïåðïîçèöèè ìîæíî îòñå÷ü êàê íåèí�îðìàòèâíûé, åñëè çíà÷åíèå âûïóêëîñòè
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�óíêöèè îøèáêè îò ïàðàìåòðîâ ìîäåëè íå ïðåâîñõîäèò îòíîñèòåëüíûé çàäàí-

íûé ïîðîã.

Çàäà÷à âûáîðà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ àêòóàëüíûõ â ðåãðåññèîí-

íîì àíàëèçå. Â ñîâðåìåííîé çàðóáåæíîé ëèòåðàòóðå äëÿ åå ðåøåíèÿ èñïîëü-

çóåòñÿ ïðèíöèï ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñàíèÿ. Îí ïðåäëàãàåò èñïîëüçîâàòü

äëÿ îïèñàíèÿ äàííûõ íàèáîëåå ïðîñòóþ è îäíîâðåìåííî íàèáîëåå òî÷íóþ ìî-

äåëü [Grunwald: 2005℄.

Çàäà÷à ñðàâíåíèÿ ìîäåëåé äåòàëüíî ðàçðàáîòàíà [Ma
Kay: 1994�2003℄. Êàê

àëüòåðíàòèâà èí�îðìàöèîííûì êðèòåðèÿì [Burnham: 2002, Lehmann: 2005℄ áûë

ïðåäëîæåí ìåòîä äâóõóðîâíåâîãî áàéåñîâñêîãî âûâîäà. Íà ïåðâîì óðîâíå âû-

âîäà íàñòðàèâàþòñÿ ïàðàìåòðû ìîäåëåé. Íà âòîðîì óðîâíå íàñòðàèâàþòñÿ èõ

ãèïåðïàðàìåòðû. Ñîãëàñíî ýòîìó ìåòîäó, âåðîÿòíîñòü âûáîðà áîëåå ñëîæíîé

ìîäåëè íèæå âåðîÿòíîñòè âûáîðà ïðîñòîé ìîäåëè ïðè ñðàâíèìîì çíà÷åíèè

�óíêöèè îøèáêè íà ðåãðåññèîííûõ îñòàòêàõ. Ïðèíöèïû áàéåñîâñêîãî ïîäõîäà

äëÿ âûáîðà ëèíåéíûõ ìîäåëåé ðåãðåññèè è êëàññè�èêàöèè ïðåäëîæåíû àâòî-

ðàìè [Celeux: 2006, Massart: 2008, Fleury: 2006℄.

Â òî æå âðåìÿ, â óïîìÿíóòûõ ïóáëèêàöèÿõ è ïîäõîäàõ îñòàåòñÿ îòêðûòûì

ðÿä âàæíûõ ïðîáëåì, ðåøåíèå êîòîðûõ îïðåäåëÿåò àêòóàëüíîñòü ïðåäñòàâëÿ-

åìîé äèññåðòàöèè. Ïîýòîìó ïðåäñòàâëÿåòñÿ öåëåñîîáðàçíûì ñîçäàòü è ðàçâèòü

òåîðèþ ïîðîæäåíèÿ è âûáîðà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Îíà çàêëþ÷àåòñÿ â ñëå-

äóþùåì. Ìíîæåñòâî ìîäåëåé çàäàííîãî êëàññà èíäóêòèâíî ïîðîæäàåòñÿ íàáî-

ðîì ïàðàìåòðè÷åñêèõ áàçîâûõ �óíêöèé, çàäàííûõ ýêñïåðòàìè. Êàæäàÿ ìîäåëü

ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ñóïåðïîçèöèåé òàêèõ �óíêöèé.

Èíòåðïðåòèðóåìîñòü ìîäåëåé îáåñïå÷åíà òåì, ÷òî êàæäàÿ èç ïîðîæäàå-

ìûõ ìîäåëåé ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé áàçîâûõ �óíêöèé, çàäàííûõ ýêñïåðòà-

ìè. Êëàññ ìîäåëåé çàäàåòñÿ ïðàâèëàìè ïîðîæäåíèÿ ñóïåðïîçèöèé. Òî÷íîñòü

ìîäåëåé îáåñïå÷èâàåòñÿ òåì, ÷òî ðàññìàòðèâàåòñÿ äîñòàòî÷íî áîëüøîé íàáîð

ìîäåëåé-ïðåòåíäåíòîâ, èç êîòîðîãî âûáèðàåòñÿ îïòèìàëüíàÿ ìîäåëü. Êðèòåðèé

îïòèìàëüíîñòè âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè è òî÷íîñòè ìîäåëè. Ïðè

ïîñòðîåíèè êðèòåðèÿ ó÷èòûâàåòñÿ ãèïîòåçà ïîðîæäåíèÿ äàííûõ � ïðåäïîëî-

æåíèå î ðàñïðåäåëåíèè ðåãðåññèîííûõ îñòàòêîâ.
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Îäíîâðåìåííî ñ îöåíêîé ïàðàìåòðîâ âû÷èñëÿþòñÿ è ãèïåðïàðàìåòðû (ïàðà-

ìåòðû ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ) ìîäåëè. Íà îñíîâå ãèïåðïàðàìåòðîâ îöåíè-

âàåòñÿ èí�îðìàòèâíîñòü ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèè è îïòèìèçèðóåòñÿ å¼ ñòðóêòó-

ðà. Îïòèìàëüíûå ìîäåëè âûáèðàþòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ, çàäàííîìó ãèïîòåçîé

ïîðîæäåíèÿ äàííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðåäëîæåí íîâûé ïîäõîä ê ðåøåíèþ ïîñòàâëåííîé çàäà÷è.

Ìíîæåñòâî ìîäåëåé èíäóêòèâíî ïîðîæäàåòñÿ èç íàáîðà áàçîâûõ �óíêöèé, çà-

äàííûõ ýêñïåðòàìè. Êàæäàÿ ìîäåëü ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìîé ñóïåðïîçèöèåé áàçî-

âûõ �óíêöèé. Îäíîâðåìåííî ñ îöåíêîé ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé âûïîëíÿåòñÿ òàêæå

è îöåíêà ãèïåðïàðàìåòðîâ �óíêöèè ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. Íà îñ-

íîâå ýòèõ ïàðàìåòðîâ îöåíèâàåòñÿ èí�îðìàòèâíîñòü ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèè

è ïðèíèìàåòñÿ ðåøåíèå îá îïòèìèçàöèè åå ñòðóêòóðû. Îïòèìàëüíûå ìîäåëè

âûáèðàåòñÿ ñîãëàñíî êðèòåðèþ, çàäàííîìó ãèïîòåçîé ïîðîæäåíèÿ äàííûõ.

Â ñâÿçè ñ âûøåèçëîæåííûì, ðåøåíèå êðóïíîé çàäà÷è òåîðèè ðàñïîçíàâà-

íèÿ, â ðàìêàõ êîòîðîé áóäóò ïðåäëîæåíû íîâûå ñïîñîáû ïîðîæäåíèÿ è âûáîðà

ìîäåëåé ðåãðåññèè è êëàññè�èêàöèè, ÿâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé òåìîé.

Öåëü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû � ñîçäàíèå íîâîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî ïîä-

õîäà äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîñëåäîâàòåëüíîãî âûáîðà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé.

Öåëü ðàáîòû íàõîäèòñÿ â ðàìêàõ íàïðàâëåíèÿ ¾ñîçäàíèå è èññëåäîâàíèå èí�îð-

ìàöèîííûõ ìîäåëåé, ìîäåëåé äàííûõ è çíàíèé, ìåòîäîâ ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ

è îáíàðóæåíèÿ íîâûõ çíàíèé¿.

Â ÷àñòíîñòè, öåëü ðàáîòû âêëþ÷àåò â ñåáÿ:

1) ñîçäàíèå è îáîñíîâàíèå ìåòîäîâ âûáîðà èíäóêòèâíî ïîðîæäàåìûõ ìîäåëåé

äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷ ðåãðåññèè è êëàññè�èêàöèè,

2) èññëåäîâàíèå îãðàíè÷åíèé, íàêëàäûâàåìûõ íà ñòðóêòóðó ñóïåðïîçèöèè ðàç-

ëè÷íûìè àëãîðèòìàìè âûáîðà ìîäåëåé,

3) èññëåäîâàíèå ñòðóêòóðû ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäàåìûõ ñóïåðïîçèöèé è

ñâîéñòâ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé.
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Ýòè öåëè ñîîòâåòñòâóþò íàïðàâëåíèþ îáëàñòè èññëåäîâàíèÿ ñïåöèàëüíî-

ñòè 05.13.17 ¾ðàçðàáîòêà è èññëåäîâàíèå ìîäåëåé è àëãîðèòìîâ àíàëèçà äàííûõ,

îáíàðóæåíèÿ çàêîíîìåðíîñòåé â äàííûõ à òàêæå ñîçäàíèå òåõíèêè, êîòîðàÿ

ïðåäîñòàâëÿåò, âî-ïåðâûõ, ñîâîêóïíîñòü ìåòîäîâ ðàçðàáîòêè ìàòåìàòè÷åñêèõ

ìîäåëåé è, âî-âòîðûõ, âîçìîæíîñòü èíòåðïðåòàöèè ìîäåëåé â òîé ïðèêëàäíîé

îáëàñòè çíàíèé, â ðàìêàõ êîòîðîé ýòè ìîäåëè ñîçäàþòñÿ¿ (ïï. 5, 12).

Íà çàùèòó âûíîñÿòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû.

1. Ôîðìàëèçîâàíû è èññëåäîâàíû ìåòîäû âûáîðà ìîäåëåé äëÿ îñíîâíûõ êëàñ-

ñîâ ìîäåëåé: ëèíåéíûõ, îáîáùåííî-ëèíåéíûõ è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ.

Ïðåäëîæåííûå ìåòîäû ïîçâîëÿþò àíàëèçèðîâàòü òàêæå èí�îðìàòèâíîñòü

îòäåëüíûõ ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèé.

2. Ïðåäëîæåí ñïîñîá îöåíêè èí�îðìàòèâíîñòè ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèé ïó-

òåì àíàëèçà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. Êàæäîìó ýëåìåíòó ñóïåðïî-

çèöèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå âåêòîð ïàðàìåòðîâ, êîòîðûé ðàññìàòðèâàåòñÿ

êàê ìíîãîìåðíàÿ ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà. Ïðè çàäàííîé ãèïîòåçå ïîðîæäåíèÿ

äàííûõ âûïîëíÿåòñÿ ïðèáëèæåíèå ýìïèðè÷åñêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëüíîé ïàðàìåòðè÷åñêîé �óíêöèåé ðàñïðåäåëåíèÿ.

3. Ïðåäëîæåíû àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè ïàðàìåòðîâ è ãèïåðïàðàìåòðîâ �

ïàðàìåòðîâ �óíêöèé ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. Äàííàÿ îöåíêà ÿâ-

ëÿåòñÿ èí�îðìàòèâíîñòüþ ýëåìåíòà ñóïåðïîçèöèè.

4. Èññëåäîâàíû îãðàíè÷åíèÿ, íàêëàäûâàåìûå íà ìíîæåñòâî ñóïåðïîçèöèé,

ïðè êîòîðûõ ïîðîæäàåìûå ñóïåðïîçèöèè ÿâëÿþòñÿ äîïóñòèìûìè, ïðåäëî-

æåíû ìåòîäû ïîðîæäåíèÿ äîïóñòèìûõ ñóïåðïîçèöèé.

5. Ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîðîæäåíèÿ è âûáîðà ìîäåëåé. Îí

çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî íà êàæäîì øàãå àíàëèçèðóåòñÿ èí�îðìàòèâíîñòü

ýëåìåíòîâ ïîðîæäàåìûõ ìîäåëåé, ïîñëå ÷åãî ìîäåëü ìîäè�èöèðóåòñÿ òàêèì

îáðàçîì, ÷òîáû äîñòàâèòü íàèáîëüøåå óâåëè÷åíèå çíà÷åíèþ êðèòåðèÿ âûáî-

ðà ìîäåëè íà äàííîì øàãå.
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6. Ïðåäëîæåí ìåòîä àíàëèçà êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû ïàðàìåòðîâ íåëèíåé-

íûõ ìîäåëåé. Ïðåäëîæåí êðèòåðèé îòûñêàíèÿ ìóëüòèêîëëèíåàðíîñòè äëÿ

ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé. Ïîñòàâëåíà è ðåøåíà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à

ïîñëåäîâàòåëüíîãî èñêëþ÷åíèÿ ýëåìåíòîâ ìîäåëè. Ïîëó÷åííîå ðåøåíèå ïîç-

âîëÿåò ïîëó÷àòü óñòîé÷èâûå ìîäåëè.

Íàó÷íàÿ íîâèçíà. Âûíîñèìûå íà çàùèòó ðåçóëüòàòû (1�6) ÿâëÿþòñÿ íîâû-

ìè; òàêæå íîâûìè ÿâëÿþòñÿ ñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû, ðàíåå îïóáëèêîâàííûå àâ-

òîðîì â ðåöåíçèðóåìûõ æóðíàëàõ: 1) ìåòîä èíäóêòèâíîãî ïîðîæäåíèÿ ðåãðåñ-

ñèîííûõ ìîäåëåé êàê ñóïåðïîçèöèé ãëàäêèõ �óíêöèé èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà;

2) àëãîðèòì âûáîðà íàèáîëåå èí�îðìàòèâíûõ ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèè ñ ïîìî-

ùüþ âåêòîðà ãèïåðïàðàìåòðîâ; 3) ìåòîä âûáîðà îïîðíîãî ìíîæåñòâà îáúåêòîâ

êàê àëüòåðíàòèâà ïðîöåäóðàì ðåãóëÿðèçàöèè ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëüíûõ èí-

äèêàòîðîâ; 4) àëãîðèòì ñîãëàñîâàíèÿ ýêñïåðòíûõ îöåíîê â ðàíãîâûõ øêàëàõ:

èñïîëüçóåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ êîíóñîâ ýêñïåðòíûõ îöåíîê â ïðîñòðàíñòâå

èíòåãðàëüíûõ èíäèêàòîðîâ è â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ ïîêàçàòåëåé, 5) àëãîðèòì ðå-

øåíèÿ ïðÿìîé è îáðàòíîé çàäà÷è ïðè íàõîæäåíèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Ìåòîäèêà èññëåäîâàíèÿ: ìåòîäû àëãåáðàè÷åñêîãî ïîäõîäà ê ðåøåíèþ çà-

äà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ; ìåòîäû âû÷èñëèòåëüíîé ëèíåéíîé àëãåáðû, ìíîãîìåðíîé

ñòàòèñòèêè è òåîðèè ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ; ìåòîäû òåîðèè êàòåãîðèé. Â ðàìêàõ

ìàøèííîãî îáó÷åíèÿ èñïîëüçóþòñÿ òàêèå ìåòîäû êàê ñâÿçíûé áàéåñîâñêèé âû-

âîä, ìåòîä ìèíèìàëüíîé äëèíû îïèñàíèÿ, óñòîé÷èâîå îöåíèâàíèå ïàðàìåòðîâ,

àïïðîêñèìàöèÿ Ëàïëàñà â ïðîñòðàíñòâå ïàðàìåòðîâ. Âñå ýòè ìåòîäû ÿâëÿþòñÿ

íîâûìè è àêòèâíî îáñóæäàþòñÿ â íàó÷íûõ ïóáëèêàöèÿõ â òå÷åíèå ïîñëåäíèõ

ëåò.

Äîñòîâåðíîñòü è îáîñíîâàííîñòü ðåçóëüòàòîâ ïîäòâåðæäåíà ñòðîãîñòüþ è

êîððåêòíîñòüþ ìàòåìàòè÷åñêèõ âûñêàçûâàíèé è äîêàçàòåëüñòâ. Áûëà âûïîëíå-

íà ýêñïåðèìåíòàëüíàÿ ïðîâåðêà ïîëó÷åííûõ ðåçóëüòàòîâ íà çàäà÷àõ ñ ìîäåëü-

íûìè è ðåàëüíûìè äàííûìè. �åçóëüòàòû èññëåäîâàíèé íåîäíîêðàòíî îáñóæ-

äàëèñü íà ðîññèéñêèõ è ìåæäóíàðîäíûõ íàó÷íûõ êîí�åðåíöèÿõ. �åçóëüòàòû
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èññëåäîâàíèÿ îïóáëèêîâàíû â ðåöåíçèðóåìûõ íàó÷íûõ èçäàíèÿõ èç ÷èñëà ðå-

êîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ �Ô.

Òåîðåòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. Âïåðâûå ñâÿçàíû ìåòîäû ïîðîæäåíèÿ è ìå-

òîäû âûáîðà ìîäåëåé. Ïðè ýòîì ñíÿòà ïðîáëåìà îöåíêè ïàðàìåòðîâ è èõ êî-

âàðèàöèîííûõ ìàòðèö ìîäåëåé áîëüøîé ñòðóêòóðíîé ñëîæíîñòè, òàê êàê äëÿ

ýòîé îöåíêè ïàðàìåòðîâ ïîñëåäóþùèõ ìîäåëåé èñïîëüçóþòñÿ ðåçóëüòàòû àíà-

ëèçà ðàíåå ïîðîæäåííûõ ìîäåëåé. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü óñòîé÷è-

âûå îöåíêè ïàðàìåòðîâ â óñëîâèÿõ áîëüøîãî ÷èñëà ìóëüòèêîððåëèðóþùèõ è

øóìîâûõ ïðèçíàêîâ. Äëÿ âûáîðà êîíêóðèðóþùèõ ìîäåëåé èñïîëüçóåòñÿ áàéå-

ñîâñêèé ïîäõîä, ÷òî ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü ìîäåëü îïòèìàëüíîé ñòàòèñòè÷åñêîé

ñëîæíîñòè.

Ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü. �àáîòà íîñèò ïðåèìóùåñòâåííî òåîðåòè÷åñêèé

õàðàêòåð. Äëÿ èëëþñòðàöèè âîçìîæíûõ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèìåíåíèé â ïîñëåä-

íåé ãëàâå ðàáîòû ïðèâåäåíû ìàòåìàòè÷åñêèå ïîñòàíîâêè è àíàëèç ïðèêëàäíûõ

çàäà÷, ïðè ðåøåíèè êîòîðûõ áûëè èñïîëüçîâàíû ïîëó÷åííûå ðåçóëüòàòû.

Àïðîáàöèÿ ðàáîòû. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû ðàáîòû è îòäåëüíûå å¼ ÷àñòè äî-

êëàäûâàëèñü íà êîí�åðåíöèÿõ:

� ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Conferen
e of the International Federation

of Operational Resear
h So
ieties¿, Áàðñåëîíà � 2014 ã.;

� ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾European Conferen
e on Operational

Resear
h¿, Áîíí � 2009 ã.; Ëèññàáîí � 2010 ã.; Âèëüíþñ � 2012 ã.; �èì �

2013 ã.;

� ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Operational Resear
h: Mastering

Complexity¿, Áîíí � 2010 ã.; Öþðèõ � 2011 ã.;

� âñåðîññèéñêàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòè÷åñêèå ìåòîäû ðàñïîçíàâàíèÿ îá-

ðàçîâ¿, Ìîñêâà � 2003, 2005, 2007, 2009 ãã.;
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� ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Èíòåëëåêòóàëèçàöèÿ îáðàáîòêè èí�îðìà-

öèè¿, Ñèì�åðîïîëü � 2006, 2008 ãã.;

� ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Ìàòåìàòèêà. Êîìïüþòåð. Îáðàçîâàíèå¿,

Äóáíà � 2005, 2006, 2008, 2009 ãã.;

� ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾SIAM Conferen
e on Computational S
ien
e

and Engineering¿, Ìàéàìè � 2009 ã.;

� ìåæäóíàðîäíûé �îðóì ¾Quo Vadis Energy in Times Of Climate Change¿,

Çàãðåá � 2009 ã.;

� ìåæäóíàðîäíàÿ êîí�åðåíöèÿ ¾Citizens and Governan
e for Sustainable

Development¿, Âèëüíþñ � 2003, 2006 ãã.

Ëè÷íûé âêëàä. Âñå ðåçóëüòàòû, âûíîñèìûå íà çàùèòó, ïîëó÷åíû àâòîðîì

ëè÷íî è íå èìåþò ïåðåñå÷åíèé ñ ðåçóëüòàòàìè åãî êàíäèäàòñêîé äèññåðòàöèè.

Ïîëíûé òåêñò äèññåðòàöèè ðàçìåùåí íà î�èöèàëüíîì ñàéòå Ôåäåðàëüíî-

ãî ãîñóäàðñòâåííîãî áþäæåòíîãî ó÷ðåæäåíèÿ íàóêè Âû÷èñëèòåëüíûé öåíòð

èì. À.À.Äîðîäíèöûíà �îññèéñêîé àêàäåìèè íàóê, http://www.

as.ru.

Ïóáëèêàöèè. �åçóëüòàòû äèññåðòàöèè îïèñàíû â 28-ìè ñòàòüÿõ â æóðíàëàõ,

ðåêîìåíäîâàííûõ ÂÀÊ.

Îïèñàíèÿ îòäåëüíûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû âêëþ÷àëèñü â íàó÷íûå îò÷¼òû

ïî ïðîåêòàì �ÔÔÈ 04-01-00103-à, 04-01-00401-à, 04-01-00401-à, 05-01-08030-î�è,

07-01-00064-à, 07-01-12076-î�è, 07-07-00181-à, 07-07-00372-à, 08-01-12022-î�è,

10-07-00422-à, 10-07-00673-à, 12-07-13118-î�è, 13-07-00709-à.

Ñòðóêòóðà è îáúåì ðàáîòû. Äèññåðòàöèÿ ñîñòîèò èç îãëàâëåíèÿ, ââåäåíèÿ,

øåñòè ãëàâ, ðàçáèòûõ íà ïàðàãðà�û, çàêëþ÷åíèÿ, ñïèñêà îñíîâíûõ îáîçíà÷å-

íèé, ïðåäìåòíîãî óêàçàòåëÿ, ñïèñêà èëëþñòðàöèé (99 ïóíêòîâ), ñïèñêà òàáëèö

(26 ïóíêòîâ) è ñïèñêà ëèòåðàòóðû èç 404-õ íàèìåíîâàíèé. Îñíîâíîé òåêñò çà-

íèìàåò 320 ñòðàíèö.

8



Ñîäåðæàíèå ðàáîòû

Âî ââåäåíèè îáîñíîâàíà àêòóàëüíîñòü äèññåðòàöèîííîé ðàáîòû, ïîñòàâëå-

íû öåëè è çàäà÷è èññëåäîâàíèÿ, àðãóìåíòèðîâàíà íàó÷íàÿ íîâèçíà, ïîêàçàíà

ïðàêòè÷åñêàÿ çíà÷èìîñòü ðåçóëüòàòîâ, ïðåäñòàâëåíû âûíîñèìûå âûíîñèìûå íà

çàùèòó íàó÷íûå ïîëîæåíèÿ.

1. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è âûáîðà ìîäåëåé

Îïðåäåëåíèå 1. �åãðåññèîííàÿ âûáîðêà D =
{

(xi, yi)
}

m
i=1 � ìíîæåñòâî m

ïàð, ñîñòîÿùèõ èç âåêòîðà xi = [xij]
n
j=1 çíà÷åíèé n ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ

è ñîîòâåñòâóþùåãî ýòîìó âåêòîðó çíà÷åíèÿ çàâèñèìîé ïåðåìåííîé yi.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ïåðåìåííûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó äåéñòâèòåëüíûõ

÷èñåë, ëèáî åãî ïîäìíîæåñòâó: x ∈ X ⊆ R
n
è y ∈ Y ⊆ R

1
. Èíäåêñ i ýëåìåí-

òà âûáîðêè è èíäåêñ j ñâîáîäíîé ïåðåìåííîé ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ýëåìåíòû

êîíå÷íûõ ìíîæåñòâ i ∈ I = {1, . . . , m} è j ∈ J = {1, . . . , n}.

Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî ýëåìåíòû âûáîðêè ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì yi =

f(w,xi) + ε(xi), êîòîðîå àääèòèâíî âêëþ÷àåò ñëó÷àéíóþ âåëè÷èíó ε = ε(x).

Ïðåäïîëîæåíèå î òîì, ÷òî òî çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ åñòü ñóììà çíà÷åíèé ìî-

äåëè è íåêîòîðîé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû, ñîõðàíÿåòñÿ è íèæå.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ �óíêöèè ðåãðåññèè f èñïîëüçóþòñÿ ðåãðåññèîííûå ìîäåëè.

Îïðåäåëåíèå 2. �åãðåññèîííàÿ ìîäåëü � ïàðàìåòðè÷åñêèå ñåìåéñòâî �óíê-

öèé, îòîáðàæåíèå

f : W ×X → Y

äåêàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèéW ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

è îáëàñòè äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé X ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ â îáëàñòü çíà÷å-

íèÿ Y çàâèñèìîé ïåðåìåííîé. Èíà÷å, ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü åñòü ïîýëåìåíò-

íîå îòîáðàæåíèå

f : (w,x) 7→ y,

â êîòîðîì âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ∈ W, ñâîáîäíàÿ ïåðåìåííàÿ x ∈ X è çàâèñè-

ìàÿ ïåðåìåííàÿ y ∈ Y.

Ñ÷èòàåì âåêòîð çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ y è âåêòîð ïàðàìåòðîâ w ìíîãî-

ìåðíûìè íîðìàëüíî ðàñïðåäåëåííûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè ñ êîâàðèàöè-

îííûìè ìàòðèöàìè A−1
è B−1

ñîîòâåòñòâåííî. ×òîáû ïîëó÷èòü îöåíêè ãèïåð-

ïàðàìåòðîâ A,B,w, ââåäåì îãðàíè÷åíèÿ íà âèä ðàñïðåäåëåíèé p(D|w,B) è

p(w|A).
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè f(w,x) èñïîëü-

çóåì Áàéåñîâñêèé âûâîä. Ïðè çàäàííîé ìîäåëè f è çàäàííûõ çíà÷åíèÿõ A è B

ìàêñèìèçèðóåòñÿ âûðàæåíèå

p(w|D,A,B, f) =
p(D|w,B, f)p(w|A, f)

p(D|A,B, f)
. (1)

Ýëåìåíòû ýòîãî âûðàæåíèÿ è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ïàðàìåòðû:

p(w|D,A,B, f) � àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ,

w
MP

= argmax p(w|D,A,B, f) � íàèáîëåå âåðîÿòíûå ïàðàìåòðû,

w
ML

= argmax p(D|w,B, f) � íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíûå ïàðàìåòðû,

p(D|w,B, f) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ,

p(w|A, f) � àïðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ,

p(D|A,B, f) � �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè f .

Çàïèñûâàÿ �óíêöèþ îøèáêè S = Ew + ED â âèäå

S(w) =
1

2
(w −w

ML

)TA(w −w
ML

) +
1

2
(y − f)TB(y− f), (2)

ïîëó÷àåì âìåñòî (1) âûðàæåíèå

p(w|D,A,B, f) =
exp
(

−S(w)
)

ZS

,

ãäå ZS � íîðìèðóþùèé êîý��èöèåíò.

Çàäà÷à âîññòàíîâëåíèÿ ðåãðåññèè èìååò íåñêîëüêî ðàçíûõ ïîñòàíîâîê, êàæ-

äóþ èõ êîòîðûõ ìîæíî óñëîâíî îòíåñòè ê îäíîìó èç ñëåäóþùèõ òèïîâ:

1) çàäà÷è îöåíêè ïàðàìåòðîâ ìîäåëè,

2) çàäà÷è âûáîðà ïðèçíàêîâ èëè îáúåêòîâ ðåãðåññèîííîé âûáîðêè,

3) çàäà÷è âûáîðà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé,

4) çàäà÷è ïðîâåðêè ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ.
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Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî �óíêöèÿ îøèáêè S(w) çàäàíà ãèïîòåçîé ïîðîæäåíèÿ äàí-

íûõ. Ïðè çàäàíèè �óíêöèè îøèáêè èñïîëüçóåòñÿ áàéåñîâñêèé âûâîä. Ïðåäïî-

ëàãàåòñÿ, ÷òî çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ èìååò ðàñïðåäåëåíèå èç ýêñïîíåíöèàëüíîãî

ñåìåéñòâà.

Çàäà÷à 1. Çàäàíà âûáîðêà D = {(xi, yi)}, i ∈ I, �óíêöèÿ îøèáêè ìîäåëè S è

ìîäåëü � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî �óíêöèé f(w,x). Òðåáóåòñÿ íàéòè òà-
êèå ïàðàìåòðû w ìîäåëè, êîòîðûå áû äîñòàâëÿëè ìèíèìóì �óíêöèè îøèáêè

w∗ = arg min
w∈W

S(w|D, f). (3)

Â âûðàæåíèè (3) ñïðàâà îò âåðòèêàëüíîé ÷åðòû óêàçàíû �èêñèðîâàííûå

çíà÷åíèÿ ïåðåìåííûõ, ÷òî ÷èòàåòñÿ: ¾ïðè çàäàííîé âûáîðêå D è ìîäåëè f¿,

àíàëîãè÷íî îáîçíà÷åíèþ, ïðèíÿòîìó äëÿ çàïèñè óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè. Äàëåå

ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî çàïèñü S(w) ýêèâàëåíòíà çàïèñè S(w|D, f), åñëè ñïåöè-

àëüíî íå îãîâîðåíî èíîå.

Ïðè èñïîëüçîâàíèè ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ, êðèòåðèè êîòîðîãî îïèñàíû

â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå, çàäà÷à âûáîðà ìîäåëè ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Çàäà÷à 2. Çàäàíà âûáîðêà D = {(xi, yi)}, i ∈ I, ãäå ìíîæåñòâî âåêòî-

ðîâ ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ {x = [x1, . . . , xj, . . . , xn]}, ïðîèíäåêñèðîâàíî j ∈
J = {1, . . . , n}. Çàäàíî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà èíäåêñîâ ýëåìåíòîâ âûáîð-

êè I = L ⊔ C. Çàäàíà �óíêöèÿ îøèáêè S è ìîäåëü � ïàðàìåòðè÷åñêîå ñå-

ìåéñòâî �óíêöèé f(w,x) = µ(wTx), ãäå µ � �óíêöèÿ ñâÿçè. Òðåáóåòñÿ íàé-

òè òàêîå ïîäìíîæåñòâî èíäåêñîâ A ⊆ J , êîòîðîå áû äîñòàâëÿëî ìèíèìóì

�óíêöèè:

A∗ = arg min
A⊆J

S(fA|ŵ,DC) (4)

íà ïîäìíîæåñòâå DC ðàçáèåíèè âûáîðêè D, îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâîì èí-

äåêñîâ C. Ïðè ýòîì ïàðàìåòðû ŵ ìîäåëè äîëæíû äîñòàâëÿòü ìèíèìóì

�óíêöèè:

ŵ = arg min
w∈W

S(w|DL, fA) (5)

íà ïîäìíîæåñòâå DL ðàçáèåíèè âûáîðêè, îïðåäåëåííîì ìíîæåñòâîì èíäåê-

ñîâ L. Çäåñü fA îáîçíà÷àåò îáîáùåííî-ëèíåéíóþ ìîäåëü f = µ(wT

AxA), âêëþ-
÷àþùóþ òîëüêî ñòîëáöû ìàòðèöû X ñ èíäåêñàìè èç ìíîæåñòâà A.

Íåëèíåéíàÿ ìîäåëü íå ìîæåò áûòü îäíîçíà÷íî çàäàíà ìíîæåñòâîì A àêòèâ-

íûõ ïðèçíàêîâ. Ïîýòîìó äëÿ çàäàíèÿ ìîäåëè èñïîëüçóþòñÿ ïðàâèëà èíäóêòèâ-

íîãî ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé äåòàëüíî îïðåäåëåííûå â ñëåäóþùåì ðàçäåëå. Îíè

ïîçâîëÿþò îäíîçíà÷íî èíäåêñèðîâàòü ìîäåëè f èç ìíîæåñòâà ìîäåëåé F .
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Çàäà÷à 3. Çàäàíà âûáîðêà D = {(xi, yi)}, i ∈ I = L ⊔ C. Çàäàíî ìíîæå-

ñòâî ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé G = {g1, . . . , gn}. Çàäàíû ïðàâèëà èíäóêòèâíîãî

ïîðîæäåíèÿ ìíîæåñòâà ìîäåëåé F = {fr}, èíäåêñèðîâàííûõ ñ÷åòíûì ìíî-

æåñòâîì R ∋ r. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ìîäåëü fr̂, êîòîðàÿ áû äîñòàâëÿëà

ìèíèìóì �óíêöèè

r̂ = argmin
r∈R

S(fr|ŵ,DC) (6)

ïðè óñëîâèè îöåíêè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ŵ ðåøåíèåì çàäà÷è (5).

Îöåíêà êîâàðèàöèîííûõ ìàòðèö çàâèñèìîé ïåðåìåííîé è ïàðàìåòðîâ.

Çàäà÷à 4. Çàäàíà âûáîðêà D, �óíêöèÿ îøèáêè S(w) è ìîäåëü f(w,x). Òðåáó-
åòñÿ îöåíèòü îáðàòíûå êîâàðèàöèîííûå ìàòðèöû A,B ìàêñèìèçèðóÿ ïðàâ-

äîïîäîáèå ìîäåëè:

(Â, B̂) = argmax
A∈Rn2 ,B∈Rm2

∫

w∈W

p(D|w,B, f)p(w|A, f)dw.

Îáîáùèì ïðåäûäóùóþ çàäà÷ó íà ñëó÷àé ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûõ ìîäåëåé.

Ïðè ýòîì áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî I = B. Òîãäà çàäà÷à âûáîðà ïðàâäîïîäîáíîé

ìîäåëè fr 
 èíäåêñîì r èç ìíîæåñòâà ìîäåëåé-ïðåòåíäåíòîâ F èìååò ñëåäóþùèé

âèä.

Çàäà÷à 5. Çàäàíà âûáîðêà D = {(xi, yi)}, i ∈ I. Çàäàíî ìíîæåñòâî ìîäå-

ëåé F = {fr}, èíäåêñèðîâàííûõ ñ÷åòíûì ìíîæåñòâîì R ∋ r. Òðåáóåòñÿ
âûáðàòü íàèáîëåå ïðàâäîïîäîáíóþ ìîäåëü

r̂ = argmax
r∈R

p(fr|D) = argmax
r∈R

∫

w∈W

p(D|w, B̂, fr)p(w|D, Â, fr)dw

Çàìåòèì, ÷òî îöåíèâàòü ïàðàìåòðû ìîäåëè äëÿ òîãî, ÷òîáû âûáðàòü íàèáî-

ëåå ïðàâäîïîäîáíóþ ìîäåëü, íåîáÿçàòåëüíî.

2. Ïîðîæäåíèå ìîäåëåé

Ïîñòðîåíèå ìîäåëåé âûïîëíÿåòñÿ ïî èòåðàöèîííîé ñõåìå ¾ïîðîæäåíèå-

âûáîð¿ â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåííûìè ïðàâèëàìè ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé è

êðèòåðèåì âûáîðà ìîäåëåé. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäàþòñÿ íàáîðû êîíêóðè-

ðóþùèõ ìîäåëåé. Êàæäàÿ ìîäåëü â íàáîðå ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèåé ýëåìåíòîâ

çàäàííîãî ìíîæåñòâà ãëàäêèõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé. Ïîñëå ïîñòðîåíèÿ ìî-

äåëè êàæäîìó ýëåìåíòó ñóïåðïîçèöèè ñòàâèòñÿ â ñîîòâåòñòâèå ãèïåðïàðàìåòð.
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Ïàðàìåòðû è ãèïåðïàðàìåòðû ìîäåëè ïîñëåäîâàòåëüíî íàñòðàèâàþòñÿ. Èç íà-

áîðà âûáèðàþòñÿ íàèëó÷øèå ìîäåëè äëÿ ïîñëåäóþùåé ìîäè�èêàöèè. Ïðè ìî-

äè�èêàöèè ìîäåëåé, ïî çíà÷åíèÿì ãèïåðïàðàìåòðîâ äåëàþòñÿ âûâîäû î öåëå-

ñîîáðàçíîñòè âêëþ÷åíèÿ òîãî èëè èíîãî ýëåìåíòà â ìîäåëü ñëåäóþùåãî ïîðîæ-

äàåìîãî íàáîðà.

�àññìîòðèì äâå �óíêöèè g : X → Y è h : Y′ ⊇ Y → Z è ïóñòü Y
′∪Y 6= ∅. Èõ

êîìïîçèöèåé íàçûâàåòñÿ �óíêöèÿ f = g ◦ h : X → Z, îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì

(h ◦ g)(x) = h(g)(x), x ∈ X.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî G = {gi} �óíêöèé. Äëÿ êàæäîé �óíêöèè gi çàäàíà

îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ Xi = dom(gi) è îáëàñòü çíà÷åíèÿ Yi = 
od(gi). Ïóñòü

ìíîæåñòâî çíà÷åíèé Yi �óíêöèè gi ñîäåðæèòñÿ â îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ Xi+1

�óíêöèè gi+1, òî åñòü

gi : Xi → Yi ⊆ Xi+1, i = 1, 2, . . . , K − 1, (7)

òî �óíêöèÿ

f = gK ◦ gK−1 ◦ · · · ◦ g1, K ≥ 2, (8)

x îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

f(x) = (gK ◦ gK−1 ◦ · · · ◦ g1)(x) = gK
(

gK−1

(

. . . (g1)
))

(x), x ∈ X, (9)

íàçûâàåòñÿ ñëîæíîé �óíêöèåé èëè ñóïåðïîçèöèåé �óíêöèé g1, g2, . . . , gK.

Îïðåäåëåíèå 3. Ñóïåðïîçèöèÿ f �óíêöèé {g1, . . . , gK} � �óíêöèÿ, ïðåäñòàâ-

ëåííàÿ êàê êîìïîçèöèÿ íåñêîëüêèõ �óíêöèé, îïðåäåëÿåìàÿ âûðàæåíèÿìè (8�

9) ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (7).

Ôóíêöèè g = g(b, ξ) ñ ïàðàìåòðàìè b è àðãóìåíòîì ξ, ïðèíàäëåæàùèå

ìíîæåñòâó G, äàëåå áóäóò íàçûâàòüñÿ ïîðîæäàþùèìè �óíêöèÿìè.

Îïðåäåëåíèå 4. Äîïóñòèìîé ñóïåðïîçèöèåé f íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñóïåðïîçè-

öèÿ, â êîòîðîé


od(gi(k+1)) ⊆ dom(gi(k)) äëÿ âñåõ k = 1, . . . , K − 1.
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Äëÿ îáîáùåíèÿ ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëó÷àé �óíêöèé íåñêîëüêèõ àðãóìåíòîâ

áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî �óíêöèè g1, . . . , gK, âõîäÿùèå â ñóïåðïîçèöèþ, ÿâëÿþòñÿ

âåêòîð-�óíêöèÿìè îò âåêòîðíûõ âåëè÷èí ξ. Ïðè ýòîì è îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ

Xi, è îáëàñòè çíà÷åíèé Yi ýòèõ âåêòîð-�óíêöèé ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâàìè äå-

êàðòîâà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòðàíñòâ ñîîòâåòñòâóþùèõ àðãóìåíòîâ.

Ïóñòü çàäàíî ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé G = {g1, . . . , gl|g =

g(b, ·)}, òî åñòü, çàäàíû

1) ñàìà �óíêöèÿ g : (b, ξ) 7→ξ′,

2) ÷èñëî åå ïàðàìåòðîâ b (âîçìîæåí ïóñòîé íàáîð),

3) ÷èñëî àðãóìåíòîâ (àðíîñòü) v(g) �óíêöèè g (âîçìîæåí ïóñòîé íàáîð) è ïî-

ðÿäîê ñëåäîâàíèÿ àðãóìåíòîâ,

4) äîìåí dom(g) è êîäîìåí 
od(g).

Òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü �óíêöèþ f êàê ñóïåðïîçèöèþ ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé

èç çàäàííîãî ìíîæåñòâà G. Ìîäåëü f(w,x) ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê ñóïåðïîçèöèÿ

f(w,x) = (gi(1) ◦ · · · ◦ gi(K))(x), ãäå w = [bT

i(1), . . . ,b
T

i(K)]
T,

â êîòîðîé âåêòîð w ñîñòîèò èç ïðèñîåäèíåííûõ âåêòîðîâ-ïàðàìåòðîâ b �óíê-

öèé g, âîäÿùèõ â ñóïåðïîçèöèþ f .

Äëÿ ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé òðåáóåòñÿ çàäàòü:

1) ìíîæåñòâî íåïîðîæäàåìûõ ïåðåìåííûõ {ξ} ñ çàäàííûì dom(ξ),

2) ìíîæåñòâî ïîðîæäàþùèõ �óíêöèé G = {gu, id}, g : x 7→x′,

3) ïðàâèëî Gen ïîðîæäåíèÿ äîïóñòèìûõ ñóïåðïîçèöèé G ⊃ G, ãäå ñóïåðïîçè-

öèÿ gj = gu ◦ gv ∈ G, ïîñòðîåíà ñ ó÷åòîì îãðàíè÷åíèé

íà ÷èñëî àðãóìåíòîâ v(gu),

íà îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ 
od(gu),

íà ñòðóêòóðíóþ ñëîæíîñòü ñóïåðïîçèöèè C(gj) 6 Cmax,
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íà ÷èñëî è òèïû âõîäíûõ è âûõîäíûõ ïåðåìåííûõ,

4) ïðàâèëî Rem óïðîùåíèÿ ñóïåðïîçèöèé: gk /∈ G, åñëè

Rem : gk = gu ◦ gv 7→ gj ∈ G.

�åçóëüòàòîì ïîðîæäåíèÿ äîïóñòèìûõ ñóïåðïîçèöèé ÿâëÿåòñÿ íàáîð F ìîäåëåé-

ïðåòåíäåíòîâ f , èç êîòîðîãî ïðîèçâîäèòñÿ âûáîð.

Ïîñòàâèì â âî âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå êàæäîé ñóïåðïîçèöèè f

äåðåâî Γf , êîòîðîå ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1) â âåðøèíàõ Vi äåðåâà Γf íàõîäÿòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèå ïîðîæäàþùèå �óíêöèè

gs, s = s(i);

2) ÷èñëî äî÷åðíèõ âåðøèí ó íåêîòîðîé âåðøèíû Vi ðàâíî àðíîñòè ñîîòâåòñòâó-

þùåé �óíêöèè gs;

3) ïîðÿäîê âåðøèí, äî÷åðíèõ äëÿ Vi, ñîîòâåñòâóåò ïîðÿäêó àðãóìåíòîâ ñîîò-

âåòñòâóþùåé �óíêöèè gs(i);

4) â ëèñòüÿõ äåðåâà Γf íàõîäÿòñÿ ñâîáîäíûå ïåðåìåííûå xi.

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ âûðàæåíèÿ f = f(w,x) â íåêîòîðîé òî÷êå x ñ äàí-

íûì âåêòîðîì ïàðàìåòðîâ w = {w1, w2, . . . , wη} ýêâèâàëåíòíî ïîäñòàíîâêå ñî-

îòâåòñòâóþùèõ çíà÷åíèé ñâîáîäíûõ ïåðåìåííûõ x è ïàðàìåòðîâ w �óíêöèþ f ,

ñîîòâåòñòâóþùóþ äåðåâó Γf .

Êàæäîå ïîääåðåâî Γi
f äåðåâà Γf , ñîîòâåòñòâóþùåå âåðøèíå Vi, òàêæå ñîîò-

âåòñòâóåò íåêîòîðîé ñóïåðïîçèöèè, ÿâëÿþùåéñÿ ñîñòàâëÿþùåé èñõîäíîé ñóïåð-

ïîçèöèè f .

3. Ñðàâíåíèå ýëåìåíòîâ ìîäåëåé

�åøàåòñÿ çàäà÷à ïîñëåäîâàòåëüíîãî äîáàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ â ðåãðåññèîííóþ

ìîäåëü. Ââîäèòñÿ êðèòåðèè îñòàíîâêè ïðîöåäóðû ïîðîæäåíèÿ è âûáîðà ìî-

äåëåé. Ââîäèòñÿ ïîíÿòèå ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïîñëåäîâàòåëüíî ïîðîæäàåìûìè

ìîäåëÿìè. �åçóëüòàòîì ðàáîòû àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ìîäåëü óäîâëåòâîðèòåëü-

íîé òî÷íîñòè; ìóëüòèêîððåëèðóþùèå ïðèçíàêè èñêëþ÷åíû. Ïðîöåäóðà âûáîðà
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îïòèìàëüíîãî íàáîðà ïðèçíàêîâ ñîñòîèò èç ýòàïîâ äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ. Íà

ïåðâîì ýòàïå ïîñëåäîâàòåëüíî äîáàâëÿþòñÿ ïðèçíàêè, äîñòàâëÿþùèå ìèíèìóì

ïðàâäîïîäîáèþ ìîäåëè íà îáó÷àþùåé âûáîðêå, çàäàííîé ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ

L. Íà âòîðîì ýòàïå ïðîèñõîäèò ïîñëåäîâàòåëüíîå óäàëåíèå ïðèçíàêîâ, ñîãëàñ-

íî ìîäè�èöèðîâàííîìó ìåòîäó Áåëñëè. Ïóñòü íà k-îì øàãå àëãîðèòìà èìååòñÿ

àêòèâíûé íàáîð ïðèçíàêîâ Ak ∈ J . Íà íóëåâîì øàãå A0 ïóñò.

Ýòàï äîáàâëåíèÿ. Íàõîäèì ïðèçíàê äîñòàâëÿþùèé ìèíèìóì S íà îáó÷àþ-

ùåé âûáîðêå

j∗ = arg min
j∈J \Ak−1

S(w|DL, fAk−1∪{j}).

Çàòåì äîáàâëÿåì íîâûé ïðèçíàê j∗ ê òåêóùåìó àêòèâíîìó íàáîðó

Ak = Ak−1 ∪ {j∗}

è ïîâòîðÿåì ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà S(fAk
|w∗,D) ïðåâîñõîäèò ñâîå

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà äàííîì ýòàïå íå áîëåå, ÷åì íà íåêîòîðîå çàäàííîå

çíà÷åíèå ∆S1.

Ýòàï óäàëåíèÿ. Íàõîäèì èíäåêñû îáóñëîâëåííîñòè è äîëåâûå êîý��èöè-

åíòû äëÿ òåêóùåãî íàáîðà ïðèçíàêîâ Ak−1 ñîãëàñíî ìåòîäó Áåëñëè, îïèñàíèå

êîòîðîãî ïðèâåäåíî íèæå. Äàëåå íàõîäèì êîëè÷åñòâî äîñòàòî÷íî áîëüøèõ èí-

äåêñîâ îáóñëîâëåííîñòè. Äîñòàòî÷íî áîëüøèìè áóäåì ñ÷èòàòü èíäåêñû êâàäðàò

êîòîðûõ ïðåâîñõîäèò ìàêñèìàëüíûé èíäåêñ îáóñëîâëåííîñòè ηt, ãäå t = |Ak−1|

êîëè÷åñòâî ïðèçíàêîâ â òåêóùåì íàáîðå Ak−1.

i∗ =
t
∑

g=1

[

η2g > ηt
]

. (10)

Çàòåì èùåì â ìàòðèöå äîëåâûõ êîý��èöèåíòîâ var(w) ñòîëáåö j∗ ñ ìàêñèìàëü-

íîé ñóììîé ïî ïîñëåäíèì i∗ äîëåâûì êîý��èöèåíòàì

j∗ = arg max
j∈Ak−1

t
∑

g=t−i∗+1

qjg. (11)

Óäàëÿåì j∗-ûé ïðèçíàê èç òåêóùåãî íàáîðà

Ak = Ak−1\j
∗
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è ïîâòîðÿåì ýòó ïðîöåäóðó äî òåõ ïîð, ïîêà S(fAk
|w∗,D) ïðåâîñõîäèò ñâîå

ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå íà äàííîì ýòàïå íå áîëåå, ÷åì íà íåêîòîðîå çàäàííîå

çíà÷åíèå ∆S2. Ïîâòîðåíèå ýòàïîâ äîáàâëåíèÿ è óäàëåíèÿ îñóùåñòâëÿåòñÿ äî

òåõ ïîð, ïîêà çíà÷åíèå S(fAk
|w∗,D) íå ñòàáèëèçèðóåòñÿ.

Îïèøåì êðèòåðèé óäàëåíèÿ ýëåìåíòîâ. Äëÿ êîâàðèàöèîííîé ìàòðèöû A−1

ëèíåéíîé èëè ëèíåàðèçîâàííîé ìîäåäè ñïðàâåäëèâî âûðàæåíèå

A = σ2BBT = σ2(XTX)−1XTX((XTX)−1)T =

σ2X−1(XT)−1XTX((XTX)−1)T == σ2((XTX)−1)T = σ2(XTX)−1.

Âûðàæåíèå σ2(XTX)−1
ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííîé îöåíêîé êîâàðèàöèîííîé ìàòðè-

öû ïðèçíàêîâ, à â ñëó÷àå ëèíåéíîé ìîäåëè îíî â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ êîâàðè-

àöèîííîé ìàòðèöåé, òî åñòü A−1 = σ−2XTX.

Èñïîëüçóÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå, äèñïåðñèÿ ïàðàìåòðîâ, íàéäåííûõ ìå-

òîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ w = (XTX)−1XTy, ìîæåò áûòü çàïèñàíà êàê

var(w) = σ2(XTX)−1 = σ2(VT)−1Λ−2V−1 = σ2VΛ−2VT .

Òàêèì îáðàçîì, äèñïåðñèÿ j-ãî ðåãðåññèîííîãî êîý��èöèåíòà � ýòî j-é äèàãî-

íàëüíûé ýëåìåíò ìàòðèöû var(w).

Êàæäîìó èíäåêñó îáóñëîâëåííîñòè ηj ñîîòâåòñòâóþò çíà÷åíèÿ qij � äîëåâûå

êîý��èöèåíòû. Ñóììà äîëåâûõ êîý��èöèåíòîâ ïî èíäåêñó j ðàâíà åäèíèöå.

σ−2var(wi) =
n
∑

j=1

υ2ij
λ2j

= (qi1 + qi2 + . . .+ qin)
n
∑

j=1

υ2ij
λ2j
,

ãäå qij � îòíîøåíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ñëàãàåìîãî â ðàçëîæåíèè âåêòîðà

σ−2var(wi) êî âñåé ñóììå, à V = (vij).

Áîëüøèå âåëè÷èíû ηj îçíà÷àþò, ÷òî, âîçìîæíî, åñòü çàâèñèìîñòü ìåæäó

ïðèçíàêàìè. Ïðèçíàê ñ÷èòàåòñÿ âîâëå÷åííûì â çàâèñèìîñòü, åñëè åãî äîëåâîé

êîý��èöèåíò ñâÿçàííûé ñ ýòèì èíäåêñîì ïðåâûøàåò âûáðàííûé ïîðîã.

�åçóëüòàòû ñðàâíåíèÿ ïðåäëîæåííîãî è áàçîâûõ àëãîðèòìîâ ïðèâåäåíû

â òàáë. 1. Ñðàâíåíèå âûïîëíÿëîñü íà çàäà÷å ïîèñêà ìîäåëè âîëàòèëüíîñòè îï-

öèîíîâ. Â òàáëèöó âõîäÿò çíà÷åíèÿ �óíêöèîíàëà êà÷åñòâà íà îáó÷àþùåé è

êîíòðîëüíîé âûáîðêå, èí�îðìàöèîííûé êðèòåðèé Àêàèêå, ÷èñëî ïåðåìåííûõ
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ìîäåëè. Èñõîäÿ èç çíà÷åíèé êðèòåðèåâ äåëàåòñÿ âûâîä îá ý��åêòèâíîñòè ðà-

áîòû àëãîðèòìîâ.

Òàáëèöà 1. �åçóëüòàòû ðàáîòû ìåòîäîâ âûáîðà ìîäåëåé.

Àëãîðèòì SL SC AIC BIC Cp lg κ k
�åíåò. 0,073 0,107 -1152 -1072 337 13 26

Ì�ÓÀ 0,146 0,194 -1076 -1045 745 6 10

Øàã. ðåã. 0,128 0,154 -1092 -1055 644 7 12

�ðåáí. 0,111 0,146 -819 -330 832 33 160

Ëàññî 0,121 0,147 -1089 -1034 611 5 18

Ñòóï. 0,071 0,096 -1157 -1077 324 9 26

FOS 0,106 0,135 -1105 -1044 527 7 20

LARS 0,098 0,095 -1102 -1017 492 7 28

Ïðåäë. 0,097 0,123 -1118 -1054 469 5 21

Äëÿ êàæäîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíû çíà÷åíèÿ îøèáîê SL è SC íà îáó÷åíèè

è êîíòðîëå,çíà÷åíèå èí�îðìàöèîííûõ êðèòåðèåâ Àêàèêå è Áàéåñà

AIC = m

(

ln
S

m

)

+ 2k, BIC = m

(

ln
S

m

)

+ k lnm,

Ìàëëîóçà Cp, äåñÿòè÷íûé ëîãàðè�ì ÷èñëà îáóñëîâëåííîñòè κ ìàòðèöû çíà÷å-

íèé îòîáðàííûõ ïðèçíàêîâ è ñëîæíîñòü ìîäåëè k.

4. Âûáîð ìîäåëåé

Ïðåäëîæåí ðÿä ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ ðåãðåññè-

îííîé ìîäåëè. Îïèñàí ìåòîä àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà �óíêöèè îøèáêè äëÿ

îöåíêè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè. Ïðåäëîæåí ìåòîä Ìîíòå-Êàðëî îöåíêè ïðàâ-

äîïîäîáèÿ ìîäåëè. Ïðåäëîæåí ìåòîä îöåíêè îïòèìàëüíûõ ïàðàìåòðîâ ìîäåëè

ñ ïîìîùüþ ïðîöåäóðû ñêîëüçÿùåãî êîíòðîëÿ. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ïðåäëàãà-

åìûõ ìåòîäîâ. Ïðîâåäåí âû÷èñëèòåëüíûé ýêñïåðèìåíò íà ìîäåëüíûõ è ðåàëü-

íûõ äàííûõ. Ïðîâåäåíû àíàëèç è ñðàâíåíèå ïðåäëàãàåìûõ ìåòîäîâ.

Ñîãëàñíî ïðèíÿòûì â ðàáîòå ãèïîòåçàì, �óíêöèÿ ïðàâäîïîäîáèÿ äàííûõ

èìååò âèä

p(D|w, β) =
exp(−ED)

ZD(B)
=

exp
(

−1
2(y − f)TB(y − f)

)

(2π)
m

2
det

1

2 (B)
, (12)

18



�óíêöèÿ àïðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ, ïðè ïðåäïîëîæåíèè î òîì, ÷òî

îöåíêà ìàòîæèäàíèÿ âåêòîðà ïàðàìåòðîâ ðàâíà w0 èìååò âèä

p(w|A) =
exp(−Ew)

Zw(A)
=

exp
(

−1
2(w −w0)

TA(w−w0)
)

(2π)
n

2
det

1

2 (B)
, (13)

à �óíêöèÿ àïîñòåðèîðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ �

p(w|D,A,B) =
p(D|w,B)p(w|A)

p(D|A,B)
=

exp
(

−S(w|D,A,B)
)

ZS

. (14)

Òåîðåìà 1. Ïðàâäîïîäîáèå ëèíåéíîé ìîäåëè äëÿ ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàí-

íûõ èìååò âèä

p(D|A,B) =
|B|

1

2 |A|
1

2

(2π)
m

2 |K|
1

2

exp

(

1

2
yT(CTKC−B)y

)

,

à åãî ëîãàðè�ì èìååò âèä ln p(D|A,B) =

= −
1

2

(

ln |K|+m ln 2π − ln |B| − ln |A| − yT(CTKC−B)y
)

.

Çäåñü

K = XTBX+A, C = K−1XTB.

Çà�èêñèðóåì çíà÷åíèå âåêòîðà w0, ïðåäïîëàãàÿ ÷òî îí äîñòàâëÿåò ëîêàëü-

íûé ìàêñèìóì (14). Äëÿ íàõîæäåíèÿ ìàòðèö A,B ïðèáëèçèì �óêíöèþ îøèá-

êè S(w|D,A,B) ìåòîäîì Ëàïëàñà. Äëÿ ýòîãî ïîñòðîèì ðÿä Òåéëîðà âòîðîãî

ïîðÿäêà ëîãàðè�ìà ÷èñëèòåëÿ (14) â îêðåñòíîñòè w0:

ln exp
(

−S(w)
)

= ln exp

(

S(w0) + 0 +
1

2
∆wTH∆w + o(||w||3)

)

,

ãäå ∆w = w −w0. Ïðè óïðîùåíèè è îòáðàñûâàíèè ìàëîé âåëè÷èíû ïîëó÷èì

−S(w) ≈ −S(w0)−
1

2
∆wTH∆w. (15)

Â âûðàæåíèè (15) íåò ñëàãàåìîãî ïåðâîãî ïîðÿäêà, òàê êàê ïðåäïîëàãàåòñÿ,

÷òî w0 äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì �óíêöèè îøèáêè

∂S(w)

∂w

∣

∣

∣

∣

w=w0

= 0.
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Ìàòðèöà H � ìàòðèöà �åññå �óíêöèè îøèáîê

H = −∇∇S(w)|
w=w0

. (16)

Ïðåäëîæåí ðÿä ïðîöåäóð îöåíèâàíèÿ ïàðàìåòðîâ è ãèïåðïàðàìåòðîâ. Äëÿ îöåí-

êè ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ íåîáõîäèìî ïðîâåñòè ïðîöåäóðó ìàêñèìèçàöèè

ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè. Èìåííî ýòà ïðîöåäóðà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âû÷èñëè-

òåëüíî çàòðàòíîé. Îïòèìàëüíûå ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû A,B ìàêñèìèçèðóþò

ïðàâäîïîäîáèå ìîäåëè

p (D|A,B) =

∫

w∈W

p(D|w,B)p(w|A)dw → max
A∈Mn,B∈Mm

, (17)

ãäåM
n
îáîçíà÷àåò ìíîæåñòâî ïîëîæèòåëüíî ïîëóîïðåäåëåííûõ ìàòðèö ðàçìåð-

íîñòè n× n.

Òåîðåìà 2. Äëÿ ãèïîòåçû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé âàðèàíò: áèíîìèàëüíîãî ïðè �èêñèðîâàííûõ êîâàðèàöèîííûõ ìàò-

ðèö A−1,B−1
èòåðàöèîííûé àëãîðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ îáîáùåííî-

ëèíåéíîé ìîäåëè

∆wk+1 = (XTBX+A)−1
XTBTy −wk, âàðèàíò:

∆wk+1 = (XTBX)−1XTB
(

Xwk −B−1(f − y)
)

+
1

2
wT

kAwk

äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì �óíêöèè îøèáêè îáùåãî âè-

äà S(w|D,A,B, f) ïðè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ wk.

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ãèïåðïàðàìåòðîâ α è β � ýëåìåíòîâ ìàòðèö A è B

âû÷èñëÿþòñÿ èòåðàòèâíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïðè �èêñèðîâàííûõ ïàðàìåò-

ðàõ w0 íàõîäÿòñÿ îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ α. Ñ èñïîëüçîâàíèåì α íàõîäÿòñÿ

îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ β. Äàëåå íîâûå β îïðåäåëÿþò íîâûå çíà÷åíèÿ âñïîìî-

ãàòåëüíîé ïåðåìåííîé λ. Öèêë ïîâòîðÿåòñÿ äî òåõ ïîð, ïîêà èçìåíåíèå çíà÷å-

íèé α, β íà ñîñåäíèõ øàãàõ íå ñòàíåò ìåíåå çàðàíåå çàäàííîé ãðàíèöû.

Îïòèìàëüíûå çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ w ïåðåîöåíèâàþòñÿ ñ èñïîëüçîâàíèåì

�óíêöèè îøèáêè S(w|D,A,B), îïðåäåëåííîé ÷èñëèòåëåì (14) ïðè �èêñèðî-

âàííûõ íà äàííîì øàãå çíà÷åíèÿõ ìàòðèö A,B. Òàêèì îáðàçîì, ïàðàìåòðû w

è ãèïåðïàðàìåòðû A,B ðåãðåññèîííîé ìîäåëè f îöåíèâàþòñÿ ïî îòäåëüíîñòè.
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Íà êàæäîé èòåðàöèè ñíà÷àëà ïðè �èêñèðîâàííûõ çíà÷åíèÿõ ãèïåðïàðàìåò-

ðîâ îòûñêèâàþòñÿ ïàðàìåòðû ïóòåì îïòèìèçàöèè �óíêöèè S(w). Ïðè ýòîì

èñïîëüçóåòñÿ àëãîðèòì Ëåâåíáåðãà-Ìàðêâàðäòà èëè åãî ìîäè�èêàöèè, îïèñàí-

íûå â ïåðâîì ðàçäåëå.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðûA,B ñîâìåñòíî ñ ïàðàìåò-

ðàìè w ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì àïïðîêñèìàöèè Ëàïëàñà

�óíêöèè ïðàâäîïîäîáèÿ ìîäåëè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ ñòðóêòóðíûõ ïàðàìåòðîâ Â, B̂ âûðàæåíèå

(17) ïðåîáðàçóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

|B|
1

2

(2π
m

2 )

|A|
1

2

(2π
n

2 )

∫

w∈W

exp

(

−
1

2
(y − f)TB(y − f)

)

exp

(

−
1

2
wTAw

)

dw. (18)

Ïðèìåì çà �óíêöèþ îøèáêè S(w,A,B) ïîêàçàòåëü ýêñïîíåíòû âûðàæåíèÿ

(18) ñ îòðèöàòåëüíûì çíàêîì:

S(w,A,B) =
1

2
(y − f)TB(y− f) +

1

2
wTAw, (19)

òîãäà îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à (18) ïåðåïèøåòñÿ â áîëåå óäîáíîì âèäå:

|B|
1

2

(2π
m

2 )

|A|
1

2

(2π
n

2 )

∫

w∈W

exp
(

−S (w,A,B)
)

dw → max
A,B

.

Îòìåòèì, ÷òî îïòèìàëüíûìè ïàðàìåòðàìè ŵ ìîäåëè f = f(w,X) ÿâëÿþòñÿ

òå, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò àïîñòåðèîðíîå ðàñïðåäåëåíèå ïàðàìåòðîâ èëè, â

íàøåì ñëó÷àå, ìèíèìèçèðóþò �óíêöèþ îøèáêè

ŵ = arg min
w∈W

S(w|Â, B̂),

ãäå Â, B̂ � îïòèìàëüíûå ñòðóêòóðíûå ïàðàìåòðû, ìàêñèìèçèðóþùèå âûðàæå-

íèå (18).

Òåîðåìà 3. Äëÿ ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ (??) ïðè �èêñèðîâàííûõ êî-

âàðèàöèîííûõ ìàòðèö A−1,B−1
èòåðàöèîííûé àëãîðèòì îöåíêè ïàðàìåòðîâ

∆wk+1 = (JTJ)−1

(

JT

(

y − f(w,X)
)

−
1

β
A−1wk

)

äîñòàâëÿåò ëîêàëüíûé ìèíèìóì �óíêöèè îøèáêè îáùåãî âè-

äà S(w|D,A,B, f) ïðè ñõîäèìîñòè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè âåêòîðîâ wk.
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Çàìå÷àíèå. Èòåðàöèîííûé àëãîðèòì wk+1 = ∆wk+1 +wk ïðåäïîëàãàåò èç-

âåñòíîå íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå w0. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ‖wk+1 − wk‖
2
ìîíî-

òîííî óáûâàåò ñ óâåëè÷åíèåì íîìåðà øàãà k.

Âìåñòî îïòèìèçàöèè âûðàæåíèÿ (18), áóäåì îïòèìèçèðîâàòü àïïðîêñèìè-

ðîâàííîå âûðàæåíèå

|B|
1

2

(2π
m

2 )

|A|
1

2

(2π
n

2 )
exp
(

S(ŵ)
)

∫

w∈W

exp

(

−
1

2
∆wTH∆w

)

dw → max
A,B

. (20)

Îòìåòèì, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå â (20) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ íîðìàëüíîãî

ðàñïðåäåëåíèÿ, ïîýòîìó âåñü èíòåãðàë â (20) ìîæíî çàìåíèòü íà íîðìèðîâî÷-

íóþ êîíñòàíòó è ïîëó÷èòü îïòèìèçàöèîííóþ çàäà÷ó âèäà:

g(A,B) =
|B|

1

2

(2π
m

2 )

|A|
1

2

(2π
n

2 )
exp
(

S(ŵ)
)(2π

n

2 )

|H|
1

2

→ max
A,B

. (21)

Ïðîëîãàðè�ìèðóåì âûðàæåíèå (21) è áóäåì èñêàòü îïòèìóì â âèäå:

− ln g(A,B) = −
m

2
ln(2π) +

1

2
ln |A|+

1

2
ln |B| − S(w0)−

1

2
ln |H|. (22)

Äëÿ äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé ïðèìåì íåêîòîðûå îãðàíè÷åíèÿ íà âèä ìàò-

ðèö A,B, ïîçâîëÿþùèå óïðîñòèòü âèä �óíêöèè ln g(A,B). Â ÷àñòíîñòè, âåç-

äå äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëó÷àé ñêàëÿðíîé ìàòðèöû B = βI. Â ñëó÷àå

ñêàëÿðíîé ìàòðèöû B = βI, �óíêöèÿ îøèáêè (19) çàïè
ûâàåòñÿ ñëåäóþùèì

îáðàçîì:

S(w,A, β) =
β

2
(y − f)T(y − f) +

1

2
wTAw = βSD(w) +

1

2
wTAw, (23)

ãäå

SD(w) =
1

2
(y − f)T(y − f), (24)

è ãåññèàí H çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

H = βHD +A,

ãäå HD � ãåññèàí �óíêöèè SD(w) â òî÷êå w = ŵ.

Ïóñòü âåêòîð ïàðàìåòðîâ w0 = [w1(0), . . . , wn(0)]
T

�èêñèðîâàí.
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Òåîðåìà 4. Â îêðåñòíîñòè âåêòîðà ïàðàìåòðîâ w0 îöåíêà êîâàðèàöèîííûõ

ìàòðèö A−1,B−1
äëÿ ãèïîòåçû íîðìàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ çàâèñèìîé ïåðå-

ìåííîé èìååò âèä

αi =
1

2
λi

(√

1 +
4

(wi − wi(0))2λi
− 1

)

, ãäå λi = βdiag(hi),

β =
m− γ

2(f − y)TB′(f − y)
, ãäå γ =

W
∑

j=1

λj
λj + αj

.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ‖Ak+1 −Ak‖2 è ‖βk+1 − βi‖2 ìîíîòîííî óáûâàþò ñ óâå-

ëè÷åíèåì íîìåðà øàãà k.

Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ ÷àñòíûå ñëó÷àè ñêàëÿðíîé è äèàãîíàëüíîé ìàò-

ðèöû A, ÷òî ïîçâîëÿåò äè��åðåíöèðîâàòü ñëàãàåìîå

1

2
ln |βHD +A|,

à òàêæå ñòîõàñòè÷åñêèé àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷àòü ìàòðèöó îáùåãî âè-

äà.

5. Âûáîð ìîäåëåé äëÿ äàííûõ â ðàçíîðîäíûõ øêàëàõ è ýêñïåðòíûõ

îöåíîê

Â ýòîì ðàçäåëå îïèñàíû ñïîñîáû âûáîðà ìîäåëåé ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëü-

íûõ èíäèêàòîðîâ êà÷åñòâà ñëîæíûõ îáúåêòîâ ñ èñïîëüçîâàíèåì ýêñïåðòíûõ

îöåíîê.

Çàäàíî ìíîæåñòâî Υ = {υ1, ..., υm} îáúåêòîâ è ìíîæåñòâî ïîêàçàòåëåé

Ψ = {ψ1, ..., ψn}. Ïðîèçâîëüíûé îáúåêò υi îïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ âåêòîðà-

ñòðîêè xi = 〈xi1, xi2, ..., xin〉 : xi ∈ R
n
. Ìíîæåñòâî èçìåðåíèé ïðåäñòàâëÿåòñÿ â

âèäå ìàòðèöû èñõîäíûõ äàííûõ, îáîçíà÷àåìîé X = {xij}
m,n
i,j=1 â ïðîñòðàíñòâå

äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë: X ∈ R
m×n

. Ýëåìåíò xij � çíà÷åíèå j-ãî ïîêàçàòåëÿ ψj

äëÿ i-ãî îáúåêòà υi.

Èíòåãðàëüíûì èíäèêàòîðîì îáúåêòà υi ∈ Υ ñ íîìåðîì i íàçûâàåòñÿ ñêà-

ëÿð yi, ïîñòàâëåííûé â ñîîòâåòñòâèå íàáîðó xi îïèñàíèé îáúåêòà. Ïðè ðàñ-

ñìîòðåíèè ìíîæåñòâà îáúåêòîâ Υ âåêòîð y = 〈y1, ..., ym〉T : y ∈ R
m

ñ÷è-

òàåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíäèêàòîðîì ìíîæåñòâà îáúåêòîâ, îïèñàííûõ ìàòðèöåé

X = {xi}mi=1 : X ∈ R
m×n

.
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Ñîãëàñîâàííûìè çíà÷åíèÿìè èíòåãðàëüíîãî èíäèêàòîðà è âåñîâ ïîêàçàòå-

ëåé íàçûâàþòñÿ òàêèå âåêòîðû y è w, ïðè êîòîðûõ âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ

y = Xw,

w = X+y,
(25)

ãäå X+
� ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå, ïñåâäîîáðàòíîå îòîáðàæåíèþ X, òàêîå, ÷òî

XX+X = X, X+XX+ = X+
è (XX+)T = XX+

, (X+X)T = X+X. Çàäà÷åé

ïðåäëàãàåìîãî ìåòîäà ÿâëÿåòñÿ òàêîå óòî÷íåíèå ýêñïåðòíûõ îöåíîê, êîòîðîå

ñîîòâåòñòâîâàëî áû óñëîâèþ (25).

Çàäàíû ýêñïåðòíûå îöåíêè y0,w0, äîïóñêàþùèå ïðîèçâîëüíûå ìîíîòîííûå

ïðåîáðàçîâàíèÿ. Çàäàíà ìàòðèöà îïèñàíèé îáúåêòîâ X ∈ R
m×n

.Áåç îãðàíè÷å-

íèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íà íàáîðàõ ýêñïåðòíûõ îöåíîê ââåäåíî îòíî-

øåíèå ïîðÿäêà òàêîå, ÷òî

y1 > y2 > ... > ym > 0 è w1 > w2 > ... > wn > 0. (26)

Äëÿ âûïîëíåíèÿ ýòîãî óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî ïåðåñòàâèòü ýëåìåíòû âåêòîðîâ y0,

w0 è ñîîòâåòñòâóþùèå èì ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû X ìåñòàìè.

Îáîçíà÷èì äâóõäèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó J è ïåðåïèøåì (26) â âèäå

Jmy > 0 è Jnw > 0.

×èñëî ñòðîê êâàäðàòíîé ìàòðèöû J ðàâíî ÷èñëó íåðàâåíñòâ â ñèñòåìå, à ÷èñëî

ýëåìåíòîâ êàæäîé ñòðîêè ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ âåêòîðà (y èëè w).

Îáîçíà÷èì êîíóñû, çàäàííûå ýêñïåðòíûìè îöåíêàìè â ïðîñòðàíñòâå èíòå-

ãðàëüíûõ èíäèêàòîðîâ è â ïðîñòðàíñòâå âåñîâ ïîêàçàòåëåé, ñîîòâåñòâåííî Q

è W :

Q = {y|Jmy > 0},

W = {w|Jnw > 0}.
(27)

Íèæíèé èíäåêñ 0, óêàçûâàþùèé íà òî, ÷òî îöåíêà ïîñòàâëåíà ýêñïåðòîì, îïó-

ùåí, òàê êàê âåêòîðû y,w ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê ïðîèçâîëüíûå ýëåìåíòû ìíî-

æåñòâ.
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Ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå X ïåðåâîäèò êîíóñ W ∋ w0 ýêñïåðòíûõ îöåíîê ïî-

êàçàòåëåé (27) â âû÷èñëåííûé êîíóñ XW = P ∋ w1:

X : W → P ,

X : w0 7→ y1.

�àññìîòðèì ñëåäóþùèå âàðèàíòû:

1) êîíóñû P è Q ïåðåñåêàþòñÿ, â ýòîì ñëó÷àå ýêñïåðòíûå îöåíêè ñ÷èòàþòñÿ

ñîãëàñîâàííûìè è íàéäåòñÿ òàêàÿ ïàðà yp ∈ P∪Q,wp = X+yp ∈ W , êîòîðàÿ

óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè (25);

2) ïåðåñå÷åíèå êîíóñîâ P è Q ïóñòî, â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåòñÿ óòî÷íåíèå ýêñ-

ïåðòíûõ îöåíîê.

Â ñëó÷àå ïóñòîãî ïåðåñå÷åíèÿ êîíóñîâ Qp = Q ∩ XW è Wp = W ∩ X+Q

ïðåäëàãàåòñÿ èñïîëüçîâàòü ìîäè�èöèðîâàííûé ìåòîä óòî÷íåíèÿ ýêñïåðòíûõ

â ëèíåéíûõ øêàëàõ. Â ïðîñòðàíñòâå èíòåãðàëüíûõ èíäèêàòîðîâ ðàññìîòðèì

ëó÷è, çàäàííûå âåêòîðàìè y ∈ Q è p ∈ P = XW . Íàéäåì áëèæàéøèå äðóã

ê äðóãó ëó÷è íà ðåáðàõ èëè ãðàíÿõ êîíóñîâ Q,P ,

cos(y,p) =
yTp

‖y‖‖p‖
→ max .

è âûïîëíèì ïðîöåäóðó óòî÷íåíèÿ íà òî÷êàõ, çàäàþùèõ ýòè ëó÷è. Îòûñêèâàå-

ìàÿ ïàðà y,p äîëæíà âûïîëíÿòü ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

maximize yTp

subje
t to yTy = 1, pTp = 1,

Jny > 0 XJmp > 0.

Ïîñòðîèì èòåðàöèîííûé àëãîðèòì, ïîñëåäîâàòåëüíî íàõîäÿùèé ïðèáëèæå-

íèÿ âåêòîðîâ y(2k),p(2k+1)
íà ÷åòíîì è íå÷åòíîì øàãå. Âåêòîðû x = y(2k)

è y = p(2k+1)
áóäåì ñ÷èòàòü ðåøåíèÿìè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíî ðåøàåìûõ îï-

òèìèçàöèîííûõ çàäà÷, ïîëàãàÿ ïðîèçâîëüíûì âåêòîð p(0) ∈ P íà øàãå k = 0.

Çàäà÷à 2k : Çàäà÷à 2k + 1 :

maximize xTp(2k)
maximize yT (2k+1)y

subje
t to xTx = 1, subje
t to yTy = 1,

Jnx > 0. XJmy > 0.
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Ïðè ðåøåíèè çàäà÷, íà êàæäîì øàãå çíà÷åíèå êîíñòàíò p(2k)
è y(2k+1)

ïðèíè-

ìàåòñÿ ðàâíûì çíà÷åíèÿì ñîîòâåòñòâóþùèõ ðåøåíèé x è y ïðåäûäóùåãî øàãà.

Òàê êàê ìàêñèìèçèðóåìûå �óíêöèè è îãðàíè÷åíèÿ îáåèõ çàäà÷ ÿâëÿþòñÿ âû-

ïóêëûìè, òî ðåøåíèå áóäåò íàéäåíî çà ñ÷åòíîå ÷èñëî øàãîâ. Ìåòîäû âûïóêëîé

îïòèìèçàöèè, èñïîëüçóåìûå äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÷èñëåííûõ ðåøåíèé, õîðîøî èññëå-

äîâàíû è îïèñàíû, íàïðèìåð, â [Boyd: 2004, Minoux: 1990℄.

Ïîëó÷èâ ðåøåíèÿ çàäà÷è � âåêòîðû p̂ è ŷ, âûïîëíÿåì ïðîöåäóðó ëèíåéíîãî

óòî÷íåíèÿ îöåíîê èíòåãðàëüíîãî èíäèêàòîðà

yα = (1− α)p̂+ αŷ,

ïðè óñëîâèè ñóùåñòâîâàíèÿ íåòðèâèàëüíîãî ðåøåíèÿ yα, òî åñòü, p̂Tŷ 6= −1.

Êàê áûëî ïîêàçàíî ðàíåå, âåêòîð yα è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîðwα = X+yα

óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ ñîãëàñîâàííîñòè (25). Ýòè âåêòîðû çàäàþò â ñîîòâåò-

ñòâóþùèõ ïðîñòðàíñòâàõ êîíóñû W è Q, ïðè÷åì ïåðåñå÷åíèåWp = XW∩Q íå

ïóñòî. Òàê æå, êàê è â ñëó÷àå óòî÷íåíèÿ îöåíîê ó ëèíåéíûõ øêàëàõ, ïðè çíà-

÷åíèè ïàðàìåòðà α → 0, ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ýêñïåðòíûì îöåíêàì êà÷åñòâà

îáúåêòîâ. Ïðè α → 1 ïðåäïî÷òåíèå îòäàåòñÿ ýêñïåðòíûì îöåíêàì âàæíîñòè

ïîêàçàòåëåé.

6. Àíàëèç ïðèêëàäíûõ çàäà÷

Ïîñòàâëåííûå â ïåðâîé ãëàâå çàäà÷è ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà è èõ ðåøåíèÿ

èãðàþò âàæíóþ ðîëü â ðÿäå ïðèêëàäíûõ îáëàñòåé. Ïðèíÿòûé ñïîñîá ïîñòàíîâ-

êè çàäà÷, â òåðìèíàõ argmax, ïîçâîëÿåò ðàçáèòü ðàáîòû ïî ðåøåíèþ ïðèêëàä-

íûõ çàäà÷ íà íåñêîëüêî íåçàâèñèìûõ ÷àñòåé. Ïîñòàíîâêà ïðèêëàäíîé çàäà÷è

êàê çàäà÷è ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà âêëþ÷àåò ñëåäóþùèå øàãè.

1. Ñòðîèòñÿ ðåãðåññèîííàÿ âûáîðêà, îïðåäåëÿþòñÿ îáùèå öåëè ìîäåëèðîâà-

íèÿ.

2. Íàçíà÷àåòñÿ �óíêöèÿ îøèáêè è îãðàíè÷åíèÿ íà ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü.

Ôóíêöèÿ îøèáêè ìîæåò áûòü íàçíà÷åíà èñõîäÿ èç ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ

äàííûõ, ëèáî èñõîäÿ èç ïðèêëàäíûõ ñîîáðàæåíèé, íàïðèìåð, èç òðåáîâà-
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íèé ê ìèíèìèçàöèè ðèñêà, ìàêñèìèçàöèè ïðèáûëè, èç ñòàíäàðòîâ �èçèêî-

õèìè÷åñêèõ èçìåðåíèé è ïðî÷èõ.

3. Íàçíà÷àåòñÿ êëàññ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé, èç êîòîðûõ áóäåò âûáðàíà ìî-

äåëü îïòèìàëüíîé ñòðóêòóðíîé èëè ñòàòèñòè÷åñêîé ñëîæíîñòè.

4. Çàäà÷à âûáîðà ìîäåëè ñòàâèòñÿ êàê îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à ñ îãðàíè÷å-

íèÿìè. Âûáèðàþòñÿ àëãîðèòìû îïòèìèçàöèè äëÿ åå ðåøåíèÿ.

5. Èñõîäÿ èç ãèïîòåçû ïîðîæäåíèÿ äàííûõ èëè èñõîäÿ èç ïðèêëàäíûõ ñîîá-

ðàæåíèé âûïîëíÿåòñÿ ðÿä òåñòîâ, êîòîðûå îöåíèâàþò êà÷åñòâî è ñâîéñòâà

âûáðàííîé ìîäåëè.

�åêóðñèâíàÿ �îðìà âåêòîðíîé àâòîðåãðåññèîííîé ìîäåëè èìååò âèä

yt =

r
∑

τ=0

(Aτyt−τ +Bτut−τ +Cτzt−τ) +m+ εt. (28)

Çäåñü âåêòîð óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé uT

è ïðèñîåäèíåííûé ê íåìó ñïðàâà

âåêòîð âíåøíèõ âîçäåéñòâèé zT îáðàçóþò òðàíñïîíèðîâàííûé âåêòîð ýêçîãåí-

íûõ ïåðåìåííûõ, à ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ B è ïðèñîåäèíåííàÿ ê íåé ñïðàâà

ìàòðèöà C îáðàçóþò ìàòðèöó êîý��èöèåíòîâ, íà êîòîðóþ âåêòîð ýêçîãåííûõ

ïåðåìåííûõ óìíîæàåòñÿ ñëåâà.

Â âûðàæåíèè (28) ïåðåìåííàÿ t � äèñêðåòíîå âðåìÿ t = 1, ..., t0, t0 � ïîñëåä-

íèé íàáëþäàåìûé òàêò âðåìåíè. Ïåðåìåííàÿ τ îáîçíà÷àåò ãëóáèíó ëàãèðîâà-

íèÿ, ïðè÷åì τ = 1, ..., r < t0. Òàêæå ïåðåìåííàÿ m åñòü ðåãðåññèîííîå ñðåäíåå

è εt � ðåãðåññèîííûé îñòàòîê, â îáùåì ðàçëè÷íûé â êàæäûé ìîìåíò âðåìåíè.

Òàê êàê ñîñòîÿíèå y îáúåêòà óïðàâëåíèÿ îïèñàíî m ïåðåìåííûìè, à óïðàâ-

ëÿþùèå u è íåóïðàâëÿåìûå z âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ îïèñàíû ñîîòâåòñòâåííî q

è k ïåðåìåííûìè, òî ìàòðèöû A ∈ R
m×m,B ∈ R

m×p,C ∈ R
m×k

è âåêòîðû

y,m, ε ∈ R
m,u ∈ R

p, z ∈ R
k
.

Â ïåðâîì ñòîëáöå òàáëèöû ïîêàçàíû çíà÷åíèÿ ëàãîâîé ïåðåìåííûé τ , êî-

òîðûå ñîîòâåòñòâóþò ìàòðèöàì êîý��èöèåíòîâ íàïðîòèâ. Ëåâàÿ ÷àñòü óðàâ-

íåíèÿ (28) � âåêòîð y ïîêàçàí â âåðõíåé ñòðîêå òàáëèöû. Îí ïîëó÷àåòñÿ ïó-

òåì ñóììèðîâàíèÿ âñåõ ìàòðèö, òðàíñïîíèðîâàííûõ è óìíîæåííûõ ñëåâà íà
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ñîîòâåòñòâóþùèå âåêòîðû, êîòîðûå ïîêàçàíû â ïðàâîì ñòîëáöå òàáëèöû, à òàê-

æå òðàíñïîíèðîâàííîãî âåêòîðà ðåãðåññèîííîãî ñðåäíåãî m (íèæíÿÿ ñòðîêà

òàáëèöû) è âåêòîðà àâòîðåãðåññèîííîãî îñòàòêà εt (â òàáëèöå íå ïîêàçàí). Èç

òàáëèöû âèäíî, ÷òî çàïîëíÿåìîñòü íåíóëåâûìè êîý��èöèåíòàìè íåâûñîêà. Â

÷àñòíîñòè, âñå ýëåìåíòû ìàòðèö A2,A3,A4,C3 ðàâíû íóëþ, à ìàòðèöû C2,C4

èìåþò òîëüêî ïî îäíîìó íåíóëåâîìó ýëåìåíòó. Â äàííîé ðàáîòå îáñóæäàåòñÿ

òîëüêî ýòîò ñïîñîá èäåíòè�èêàöèè ìîäåëåé (28), ïîýòîìó àíàëèç çàïîëíÿåìîñòè

ìàòðèö A,B,C è íàõîæäåíèå îïòèìàëüíîé ãëóáèíû ëàãèðîâàíèÿ τ îñòàíåòñÿ

çà ðàìêàìè èññëåäîâàíèÿ.

Ïðåäñòàâèì âûðàæåíèå (28) â ïðèâåäåííîé �îðìå. Äëÿ ýòîãî ïåðåíåñåì âåê-

òîð yt ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ â ëåâóþ ÷àñòü è ïîëó÷èì âûðàæåíèå

Iyt −A0yt = B0ut +C0zt +
r
∑

τ=1

(Aτyt−τ +Bτut−τ +Cτzt−τ) +m+ εt,

çäåñü I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöà ëèíåéíîãî îïåðàòîðà A : y −→ y ïðåä-

ëàãàåìîé ýêîíîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè èìååò ïîëíûé ðàíã. Ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðè-

öà (I − A0) íå âûðîæäåíà. Íàéäåì îáðàòíóþ ìàòðèöó (I − A0)
−1

è ïîëó÷èì

âûðàæåíèå

yt = (I−A0)
−1

(

B0ut +C0zt +
r
∑

τ=1

(Aτyt−τ +Bτut−τ +Cτzt−τ ) +m+ εt

)

. (29)

Ïóñòü èçâåñòíî ñîñòîÿíèå yt îáúåêòà óïðàâëåíèÿ è âíåøíèå âîçäåéñòâèÿ ut, zt â

òå÷åíèå âðåìåíè t = 1, ..., t0. ×òîáû ñïðîãíîçèðîâàòü ñîñòîÿíèå îáúåêòà óïðàâ-

ëåíèÿ äëÿ ìîìåíòà âðåìåíè t = t1 íåîáõîäèìî ïîäñòàâèòü â âûðàæåíèå (29)

çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ èçìåðåíèé ýêçîãåííûõ ïåðåìåííûõ ut, zt â ìîìåíòû âðåìåíè

t = t0, t0 − 1..., t0− r, âåêòîðà yt èçìåðåíèé ýíäîãåííûõ ïåðåìåííûõ â ìîìåíòû

âðåìåíè t = t0−1..., t0−r, à òàêæå çíà÷åíèÿ ìàòðèö êîý��èöèåíòîâ Aτ ,Bτ ,Cτ ,

ãäå τ=0, ..., r.

Ìîäåëü ñóáúåêòà îïðåäåëÿåò ñâÿçü ìåæäó ñïèñêîì àëüòåðíàòèâ ïðèíèìà-

åìûõ ðåøåíèé è ïåðåìåííûõ, êîòîðûå óïðàâëÿþò ñóáúåêòîì. Äëÿ çàäàííûõ

ýëåìåíòîâ a èç ìíîæåñòâà àëüòåðíàòèâ A = {a} îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ óïðàâ-

ëÿåìûõ ïåðåìåííûõ, u = u(A). Ïðèíÿòèå òîé èëè èíîé óïðàâëÿþùåé àëü-

òåðíàòèâû îïðåäåëÿåò ñîñòîÿíèå ñóáúåêòà óïðàâëåíèÿ è èíäèêàòîðà ñîñòîÿíèÿ
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îáúåêòà. È íàîáîðîò, çàäàâàÿ èíäèêàòîð ñîñòîÿíèÿ èëè ïåðåìåííûå ñîñòîÿíèÿ

îáúåêòà ìû îïðåäåëÿåì çíà÷åíèÿ óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ è íàõîäèì áëèæàé-

øóþ ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòèì çíà÷åíèÿì àëüòåðíàòèâó.

Ïðè ìîäåëèðîâàíèè ñèñòåì óïðàâëåíèÿ ðàçëè÷àþò äâå çàäà÷è: ïðÿìóþ è

îáðàòíóþ. Ïðÿìàÿ çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà óïðàâ-

ëåíèÿ ïðè çàäàííûõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèÿõ, ñì. (29). Îáðàòíàÿ çàäà÷à çà-

êëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, êîòîðûå òðåáóþòñÿ äëÿ

äîñòèæåíèÿ çàäàííîãî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà ïðè íåêîòîðûõ óñëîâèÿõ, êîòîðûå áó-

äóò îïèñàíû íèæå.

Ïðÿìàÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñîñòîÿíèÿ yt îáúåêòà óïðàâëåíèÿ ïî ýêçîãåí-

íûì ïåðåìåííûì ut, zt, ñîãëàñíî ýêîíîìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, ðåøàåòñÿ ïîñðåä-

ñòâîì âûðàæåíèÿ (29). Äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è óïðàâëåíèÿ, òî åñòü, íàõîæäå-

íèÿ òàêèõ óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé u, êîòîðûå áû ïðèâåëè îáúåêò óïðàâ-

ëåíèÿ â çàäàííîå ñîñòîÿíèå ȳ, ðàññìîòðèì çàâèñèìîñòü ñîñòîÿíèÿ yt îò óïðàâ-

ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé ut, ...,ut−r. Äëÿ ýòîãî âûáåðåì èç ìíîæåñòâà ýëåìåíòîâ

{u
(1)
t,τ , ..., u

(k)
t,τ , t = t0, τ = 0, ..., r} âåêòîðîâ ut−τ , òàêèå ýëåìåíòû u∗(j), ñîñòàâëÿ-

þùèå âåêòîð óïðàâëåíèÿ ut = [u∗(1), ..., u∗(k)]T ÷òî äëÿ i = 1, ..., p è j = 1, ..., k

âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

bij,τ 6= 0, τ = min(0, ..., r),

ãäå Bτ = {bij,τ}. Äðóãèìè ñëîâàìè âûáåðåì òàêèå ýëåìåíòû âåêòîðà óïðàâ-

ëÿþùèõ âîçäåéñòâèé, êîòîðûå äëÿ äàííîãî ïðîãíîçèðóåìîãî ñîñòîÿíèÿ â ìî-

ìåíò âðåìåíè t ÿâëÿþòñÿ ñóùåñòâåííûìè, èìåþò íåíóëåâûå êîý��èöèåíòû.

Ïðè ýòîì íåîáõîäèìî ó÷èòûâàòü, ÷òî óïðàâëÿþùåå âîçäåéñòâèå áûëî ïîñëåä-

íèì ïî âðåìåíè îòíîñèòåëüíî ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ. Òàêæå ðàññìîò-

ðèì â êà÷åñòâå ïðèìåðà âëèÿíèå óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ gt è tr íà âåêòîð y

ñîñòîÿíèÿ îáúåêòà óïðàâëåíèÿ.

Ïîäñòàâëÿÿ â âûðàæåíèå (29) çíà÷åíèÿ âåêòîðîâ �àçîâûõ òðàåêòîðèé

(yt0−1, ...,yt0−r), (zt0−1, ..., zt0−r) è (ut0−1, ...,ut0−r) çà èñêëþ÷åíèåì ýëåìåíòîâ

âåêòîðà ut è óïðîùàÿ ýòî âûðàæåíèå, ïîëó÷àåì

yt = Grut + ht,r, (30)
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ãäå Gr ∈ R
p×k

� íîâàÿ ìàòðèöà êîý��èöèåíòîâ äëÿ óïðàâëÿåìûõ ïåðåìåííûõ

ut, çíà÷åíèå êîòîðîé âû÷èñëÿåòñÿ äëÿ çàäàííîãî r è ht,r ∈ R
m
� âåêòîð, âû-

÷èñëÿåìûé äëÿ çàäàííîãî ìîìåíòà âðåìåíè ïî èçâåñòíûì çíà÷åíèÿì �àçîâûõ

òðàåêòîðèé.

Óðàâíåíèå îáðàòíîé çàäà÷è

ut = G+
r (yt − ht,r) (31)

ïîëó÷àåòñÿ ïóòåì ïñåâäîîáðàùåíèÿ îïåðàòîðà G. Òàê êàê G ∈ R
m×p

, òî ïñåâ-

äîîáðàòíàÿ ìàòðèöà G+ ∈ R
p×m

ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ G+G = Ip.

Äëÿ ïñåâäîîáðàùåíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèíãóëÿðíîå ðàçëîæåíèå ìàòðèöû G =

WΛVT. Òàê êàê W è V ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè, à Λ � äèàãî-

íàëüíàÿ ìàòðèöà, òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî G+ = VTΛ−1W, ïðè÷åì G+G =

VΛ−1WTWΛVT = Ik.

Òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óïðàâëÿþùèõ âîçäåéñòâèé

(ut1, ...,utn), ïðè îãðàíè÷åíèÿõ íà óïðàâëåíèå ut ∈ ∆ut, êîòîðàÿ áû ïðè íåêî-

òîðîì çàäàííîì ñöåíàðèè âíåøíèõ âîçäåéñòâèé îáåñïå÷èâàëà áû ÷åðåç n øàãîâ

ñîñòîÿíèå ȳtn ∈ ∆utn. Â ðàìêàõ äàííîé çàäà÷è îïðåäåëèì äâå: çàäà÷ó íàèñêî-

ðåéøåãî ïðèáëèæåíèÿ ê öåëåâîìó ñîñòîÿíèþ è çàäà÷ó îïòèìàëüíîãî óïðàâëå-

íèÿ.

Çàäà÷à íàèñêîðåéøåãî ïðèáëèæåíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíîé â òîì ñìûñ-

ëå, ÷òî äëÿ åå ðåøåíèÿ íå íàçíà÷àåòñÿ �óíêöèÿ îáùåé ñòîèìîñòè óïðàâëåíèÿ;

òðåáóåòñÿ ïîäîáðàòü òàêèå âåêòîðû óïðàâëåíèÿ (ut0, ...,utn) ïðè îãðàíè÷åíèÿõ

ut ∈ ∆ut, êîòîðûå áû ìèíèìèçèðîâàëè ðàññòîÿíèå ìåæäó öåëåâûì âåêòîðîì ȳtn

è âåêòîðîì òåêóùåãî ñîñòîÿíèÿ yt íà êàæäîì øàãå.

Äëÿ ýòîãî íà êàæäîì øàãå, íà÷èíàÿ ñ t0, îòûñêèâàåòñÿ òàêîå íîâîå ñîñòîÿíèå

yt+1 = αȳtn + (1− α)yt îáúåêòà óïðàâëåíèÿ, ÷òî

α = arg min
ut+1∈∆ut+1

||ȳtn − yt+1||
2,

ãäå ïàðàìåòð α ∈ [0, 1]. Äàííûé àëãîðèòì ñòðåìèòñÿ äîñòè÷ü çàäàííîå ñîñòîÿ-

íèå íåçàâèñèìî îò õàðàêòåðà âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (zt1, ..., ztn).

Â çàäà÷å îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, êàê è â ïðåäûäóùåé, çàäàíû ñöåíàðèé

âíåøíèõ âîçäåéñòâèé (zt1, ..., ztn), îãðàíè÷åíèÿ ∆ut íà óïðàâëÿþùèå âîçäåé-
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ñòâèÿ ut è öåëåâîé âåêòîð ȳn. Òðåáóåòñÿ íàéòè òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü âåê-

òîðîâ (ut1, ...,utn), ïðè îãðàíè÷åíèÿõ ut ∈ ∆ut, êîòîðàÿ ïðèâîäèëà áû îáúåêò

óïðàâëåíèÿ èç íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ yt0 â öåëåâîå ñîñòîÿíèå ȳtn çà n øàãîâ ïðè

ìèíèìàëüíîé ñòîèìîñòè óïðàâëåíèÿ F (ut1, ...,utn) → min.

Çàêëþ÷åíèå

�åøåíû ñëåäóþùèå çàäà÷è.

1. Èññëåäîâàíà 
âÿçü ìåæäó ïðîñòðàíñòâîì äàííûõ è ïðîñòðàíñòâîì ïàðàìåò-

ðîâ ìîäåëåé. �åçóëüòàòû îïóáëèêîâàíû â ðàáîòàõ, ïîñâÿùåííûõ ñâÿçàííîìó

áàéåñîâñêîìó âûâîäó.

2. Èññëåäîâàíà ñâÿçü ìåæäó öåëåâîé �óíêöèåé è ðàñïðåäåëåíèåì ïàðàìåòðîâ

ìîäåëè. Ïðè ýòîì èñïîëüçîâàíû ìåòîäû òåñòèðîâàíèÿ ñòàòèñòè÷åñêèõ ãèïî-

òåç.

3. Èññëåäîâàíû ìåòîäû âûáîðà èç ñ÷åòíîãî èëè êîíòèíóàëüíîãî ìíîæåñòâà ëè-

íåéíûõ, ïîëèíîìèàëüíûõ, êðèâîëèíåéíûõ è îáîáùåííî-ëèíåéíûõ ìîäåëåé.

Ìåòîäû âûáîðà ìîäåëåé îïðåäåëÿþòñÿ êëàññîì ðàññìàòðèâàåìûõ ìîäåëåé.

Ïðè ýòîì âûáîð ïðîèçâîäèòñÿ èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ìîäåëåé.

4. �àçâèò ìåòîä ïîðîæäåíèÿ ìîäåëåé, êîòîðûé çàêëþ÷àåòñÿ â ïîñëåäîâàòåëü-

íîé ìîäè�èêàöèè ýëåìåíòîâ ñóïåðïîçèöèé. Èññëåäîâàíû è îïèñàíû òîïî-

ëîãè÷åñêèå ñâîéñòâà ïðîñòðàíñòâà ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. Íà îñíîâàíèè ýòîãî

èññëåäîâàíèÿ ïðåäëîæåí ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïîðîæäåíèÿ íåêîòîðûõ

êëàññîâ íåëèíåéíûõ ìîäåëåé.

5. Èññëåäîâàíà ïðîáëåìà ïîðîæäåíèÿ òîïîëîãè÷åñêè èçîìîð�íûõ ìîäåëåé

ñ ðàçëè÷íîé ñòðóêòóðîé ñóïåðïîçèöèè. Ñ�îðìóëèðîâàí íàáîð îãðàíè÷åíèé,

êîòîðûå òðåáóåòñÿ íàëîæèòü íà ïîðîæäàåìîå ìíîæåñòâî ìîäåëåé äëÿ èñ-

êëþ÷åíèÿ òîïîëîãè÷åñêè èçîìîð�íûõ ìîäåëåé.

6. �àçâèòû è ïðåäëîæåíû íîâûå ìåòîäû îöåíêè ãèïåðïàðàìåòðîâ ìîäåëåé. Â

÷àñòíîñòè, èññëåäîâàíà ñâÿçü ìåæäó ìåòîäîì îïòèìàëüíîãî ïðîðåæèâàíèÿ,

31



ìåòîäîì íàèìåíüøèõ óãëîâ è àïïðîêñèìàöèåé Ëàïëàñà äëÿ ïðîñòðàíñòâà

ïàðàìåòðîâ. Óêàçàíû êëàññû ìîäåëåé, ê êîòîðûì ïðèìåíèìû ïðåäëîæåííûå

ìåòîäû îöåíêè ãèïåðïàðàìåòðîâ.

Ïîëó÷åíû ñëåäóþùèå íàó÷íûå ðåçóëüòàòû.

1. Ìåòîä îöåíêè ãèïåðïàðàìåòðîâ â ñâÿçàííîì áàéåñîâñêîì âûâîäå îáîáùåí íà

ñëó÷àé ìíîãîìåðíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðîâ ìîäåëåé, îïèñûâàåìîãî êî-

âàðèàöèîííîé ìàòðèöåé. Íîâèçíà çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî îáîáùåííûé ìåòîä

ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí äëÿ îöåíêè èí�îðìàòèâíîñòè ýëåìåíòîâ øèðîêîãî

êëàññà íåëèíåéíûõ ìîäåëåé.

2. Âûïîëíåíà ðàáîòà ïî ñðàâíåíèþ ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ ïîðîæäåíèÿ è âû-

áîðà ëèíåéíûõ ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé. Öåëü äàííîé ðàáîòû � èçó÷åíèå ñïî-

ñîáîâ íàõîæäåíèÿ ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà ñóììû êâàäðàòîâ íåâÿçîê ïðè ïî-

ñëåäîâàòåëüíîì äîáàâëåíèè ýëåìåíòîâ ìîäåëè. Îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû

� ïîëó÷åí íîâûé ýâðèñòè÷åñêèé àëãîðèòì âûáîðà ëèíåéíîé ìîäåëè íà îñ-

íîâå ðàíåå ïðåäëîæåííîãî ìåòîäà íàèìåíüøèõ óãëîâ. Ýòîò àëãîðèòì èìååò

áîëüøóþ óñòîé÷èâîñòü ê äàííûì ñ ìíîæåñòâåííîé êîððåëÿöèåé ïðèçíàêîâ.

3. Èññëåäîâàíû ðàíãîâûå ðåãðåññèîííûå ìîäåëè. Â ÷àñòíîñòè, ðàçðàáîòàí íî-

âûé ìåòîä ñîãëàñîâàíèÿ ýêñïåðòíûõ îöåíîê ïðè ïîñòðîåíèè èíòåãðàëüíûõ

èíäèêàòîðîâ â ðàíãîâûõ øêàëàõ. Èññëåäîâàíû ñâîéñòâà ðåãðåññèîííûõ ìî-

äåëåé, ïàðàìåòðû è çàâèñèìûå ïåðåìåííûå êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò êîíóñàì.

Èññëåäîâàíû ñïîñîáû ñðàâíåíèÿ è âûáîðà òàêèõ ìîäåëåé. Ïðåäëîæåííûé

ìåòîä èñïîëüçîâàí äëÿ ïîñòðîåíèÿ èíòåãðàëüíîãî èíäèêàòîðà âîçäåéñòâèÿ

òåïëîâûõ ýëåêòðîñòàíöèé íà îêðóæàþùóþ ñðåäó.

4. �àçðàáîòàíû ñïîñîáû îöåíêè ãèïåðïàðàìåòðîâ äëÿ îñíîâíûõ êëàññîâ ìîäå-

ëåé. �åçóëüòàòîì ýòîãî èññëåäîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ ìåòîäîëîãèÿ ñîçäàíèÿ îïòè-

ìèçàöèîííûõ àëãîðèòìîâ, èòåðàòèâíî âû÷èñëÿþùèõ ïàðàìåòðû è ãèïåðïà-

ðàìåòðû ìîäåëåé. Â ÷àñòíîñòè, ðàññìîòðåíû ëèíåéíûå ìîäåëè, îáîáùåííûå

ëèíåéíûå ìîäåëè, êðèâîëèíåéíûå ìîäåëè ñ íåëèíåéíûìè ïàðàìåòðàìè áà-

çîâûõ �óíêöèé, ïîëèëèíåéíûå ìîäåëè, îäíî è äâóõñëîéíûå íåéðîííûå ñåòè,

�óíêöèè ðàäèàëüíîãî áàçèñà è ñóùåñòâåííî íåëèíåéíûå ìîäåëè.
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5. Ñîçäàíû áàçîâûå àëãîðèòìû ïîðîæäåíèÿ îïòèìàëüíûõ íåëèíåéíûõ ðåãðåñ-

ñèîííûõ ìîäåëåé: àëãîðèòì îáîáùåííîãî èíäóêòèâíîãî ïîðîæäåíèÿ ïðîèç-

âîëüíûõ ñóïåðïîçèöèé íåëèíåéíûõ ïàðàìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé è àëãîðèòì

ïîðîæäåíèÿ ëèíåéíûõ è ïîëèíîìèàëüíûõ ñóïåðïîçèöèé íåëèíåéíûõ ïàðà-

ìåòðè÷åñêèõ �óíêöèé.

6. Ñîçäàíû àëãîðèòìû âûáîðà ðåãðåññèîííûõ ìîäåëåé èç èíäóêòèâíî çàäàí-

íîãî ìíîæåñòâà: êîìáèíàòîðíûé àëãîðèòì ïåðåáîðà ìîäåëåé îãðàíè÷åííîé

ñëîæíîñòè, ìíîãîðÿäíûé àëãîðèòì âûáîðà íàèáîëåå èí�îðìàòèâíûõ ìîíî-

ìîâ ïîëèíîìà Êîëìîãîðîâà-�àáîðà, àëãîðèòì ãåíåòè÷åñêîãî âûáîðà íàèáî-

ëåå èí�îðìàòèâíûõ ìîíîìîâ è ãåíåòè÷åñêèé îïòèìèçàöèîííûé àëãîðèòì

âûáîðà ìîäåëåé, ïðåäñòàâëåííûõ ïðîèçâîëüíûìè ñóïåðïîçèöèÿìè íåëèíåé-

íûõ �óíêöèé.

7. �àçðàáîòàíà ñèñòåìà àëãîðèòìîâ ïîèñêà îïòèìàëüíûõ ìîäåëåé äëÿ ðåøåíèÿ

çàäà÷ íåëèíåéíîé ðåãðåññèè è ïîëó÷åíèÿ àäåêâàòíûõ óñòîé÷èâûõ ðåãðåññè-

îííûõ ìîäåëåé. Â êà÷åñòâå ýëåìåíòîâ, ïîðîæäàþùèõ ìíîæåñòâî ìîäåëåé,

áûë èñïîëüçîâàí íàáîð àíàëèòè÷åñêèõ �óíêöèé. Ìîäåëè áûëè èäåíòè�èöè-

ðîâàíû ïî ðÿäó òåñòîâûõ è ðåàëüíûõ îáó÷àþùèõ âûáîðîê, âûïîëíåí àíà-

ëèç àäåêâàòíîñòè ýòèõ ìîäåëåé. Ïàðàìåòðû ìîäåëåé îöåíèâàþòñÿ ñ ïîìîùüþ

êâàçèíüþòîíîâñêèõ ìåòîäîâ îïòèìèçàöèè. Äëÿ ïîèñêà ìîäåëåé èñïîëüçóþò-

ñÿ àëãîðèòìû ñòîõàñòè÷åñêîé îïòèìèçàöèè.

8. Ïîêàçàíî, ÷òî ïîèñê ìîäåëåé â íåÿâíî çàäàííîì ìíîæåñòâå âîçìîæíî âûïîë-

íÿòü ïóòåì àíàëèçà çíà÷åíèé ãèïåðïàðàìåòðîâ, ïîñòàâëåííûõ â ñîîòâåòñòâèå

ýëåìåíòàì ìîäåëåé.
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