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Общая характеристика работы

Актуальность темы

Одной из важных задач оптимизации является задача о нахождении максимально-

го потока, впервые сформулированная Харрисом Т. и Россом Ф., и решенная Фордом Л.

и Фалкерсоном Д., создавшими первый алгоритм, известный как алгоритм Форда-

Фалкерсона [41,48], многократно улучшавшийся в дальнейшем. В работе исследуются

классы сетей с фиксированными степенями узлов. Производится произвольное разби-

ение множества узлов на два подмножества. В теории «Потоки в сетях» это разбиение

называется разрезом [1,41,48]. Указанное разбиение задает три подсети, две из которых

есть сети, порожденные подмножествами узлов разбиения, а третья – это двудольная

сеть. Далее рассматриваются суммы весов (пропускных способностей) дуг всех трех

сетей. Учитывая, что исходные сети данного класса имеют заданные степени узлов, для

этих сумм строятся достижимые ограничения снизу и сверху. Оценки построены для

случаев, когда веса дуг ограничены сверху константой и степенями узлов, а также когда

веса дуг ограничены только степенями узлов.

Рассмотрим известную задачу о максимальном потоке [1,41,48]. Сумма весов дуг

двудольной сети, указанной выше, есть величина пропускной способности разреза. В

этой работе для множества всех сетей с фиксированными степенями узлов при конкрет-

ном разбиении найдены нижняя и верхняя достижимые границы величины пропускной

способности разреза. Пусть в каждом подмножестве узлов разбиения выбраны по уз-

лу, называемые истоком и стоком (двухполюсная задача). Известна следующая теорема

[1,41,48]: величина максимального потока сети из истока в сток равна минимальной

пропускной способности разреза. Для класса рассматриваемых сетей вычислены две

оценки, такие что: минимальная величина максимального потока равна нижней оцен-

ке, а максимальная величина максимального потока не превышает верхней оценки. Для

многополюсной задачи, в которой каждый узел одного подмножества узлов – это ис-

ток, а каждый узел другого есть сток, указанные две оценки задают следующее: нижняя

оценка – это минимальная величина максимального потока, а верхняя – максимальная

величина максимального потока.
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В практике может возникнуть ситуация, когда на одном из подмножеств узлов

должна быть достигнута наименьшая или наибольшая плотность весов дуг, т.е. сум-

ма весов дуг сети, порожденной этим подмножеством узлов должна быть минимальной

или максимальной. И для этого случая получены нижняя и верхняя достижимые оценки,

зависящие от заданного набора степеней узлов.

Другой задачей оптимизации в моделях транспортного типа, где классические

функционалы минимизации заменены на минимаксные, является нахождение минимак-

са и построение наследственно минимаксной сети [21–29,56]. Для вычисления мини-

максных значений построены системы линейных соотношений и показано, что вычис-

ление минимакса осуществляется по простым формулам.

Цели и задачи исследования

В работе рассматриваются классы сетей (взвешенных графов) без петель и с петля-

ми с фиксированными степенями узлов (вершин). Основной результат работы заключен

в следующей конструкции:

а) задается неотрицательный параметр, и рассматривается класс указанных сетей

с общим множеством узлов, веса дуг (ребер) которых не превосходят этого параметра;

б) множество узлов сетей из класса произвольно разбивается на два подмножества;

в) вводятся три переменные величины, две из которых – это суммы весов дуг, ин-

цидентных только узлам одного из подмножеств разбиения, а третья переменная – это

сумма весов дуг, инцидентных узлам двух подмножеств;

г) строятся формулы, выраженные через степени узлов и параметр, задающие

оценки снизу и сверху для указанных переменных;

д) показано, что указанные оценки являются точными (достижимыми).

Научная новизна

В работе построен математический аппарат исследования классов сетей (взвешен-

ных графов, графов, мультиграфов [1,2,7,10,34,43]) с фиксированными степенями уз-

лов. Также получены формулы для вычисления минимаксных значений, определяю-

щих необходимые и достаточные условия непустоты рассматриваемых классов сетей, и

алгоритм построения наследственно минимаксной сети.
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Методы исследования

Настоящая работа основана на идеях, содержащихся в работах о реализуемости

степенями вершин наборов целых неотрицательных чисел в граф [13–16,42,43,47] и о

реализуемости неотрицательных чисел во взвешенный граф, веса ребер которых не пре-

восходят заданного параметра [17–20].

В работе применяются характеристические функции и уравнения: неотрицатель-

ность характеристической функции – это критерий существования сети с заданными

степенями узлов и заданным ограничением для весов (пропускных способностей) дуг;

характеристические уравнения при специальных разбиениях множества узлов сетей

рассматриваемого класса точными равенствами для сумм весов дуг на подмножествах

узлов определяют общие свойства сетей классов.

Практическая ценность

Результаты имеют приложение в теории «Потоки в сетях» [41, 45, 48, 50, 51, 53,

54, 57]. Полагая, что веса дуг – это пропускные способности, разбиение множества

узлов на два подмножества задает разрез сети и третья переменная – это пропускная

способность разреза. Если в одном из подмножеств узлов выбрать узлы-источники, а

в другом – узлы-стоки, то ограничения для третьей переменной есть ограничения для

величины максимального потока (величина максимального потока равна минимальной

величине пропускной способности разреза).

Разбиение узлов сети на два подмножества задает две подсети, порожденные уз-

лами подмножеств, а также двудольную подсеть. Поэтому отдельно исследуется класс

двудольных сетей с фиксированными степенями узлов. Следовательно, результаты ра-

боты имеют приложения в задачах транспортного типа [3,25,40,44,56], а также в нели-

нейных, многоиндексных и бесконечномерных обобщениях.

Результаты также имеют применение в сетях связи [4,5,7,8,35,46], сенсорных сетях

[49,56].

Апробация

Результаты, представленные в работе докладывались на семинарах в «МАТИ» и на

следующих научных конференциях:
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XXXI, XXXII и XXXIV «Гагаринские чтения».

2012 Tohoku-Section Joint Convention of Institutes of Electrical and Information

Engineers, Japan.

Публикации

Основные результаты диссертации опубликованы в 7 печатных работах [30, 32,

36–39, 55], две из которых находятся в изданиях из перечня ВАК [30, 39].

Структура работы

Диссертация состоит из введения, трех глав, заключения и списка литературы, со-

держащего 57 наименований. Общий объём работы – 100 страниц.

Во введении представлены определения сетевых и транспортных многогранников,

приведены понятия реализуемости и краткий обзор результатов, полученных ранее.

В первой главе введены понятия характеристических функций и уравнений, а так-

же условия c-реализуемости пары векторов в двудольную сеть; получены формулы

вычисления минимакса и алгоритм нахождения наследственно минимаксной матрицы

смежности усеченного транспортного многогранника. Рассмотрено приведение пары

векторов к c-реализуемости в двудольную сеть.

Во второй главе для неотрицательного вектора приводятся понятия характеристи-

ческих функций и условия c-реализуемости в сеть без петель; получены формулы

вычисления минимакса и алгоритм нахождения наследственно минимаксной матрицы

смежности усеченного сетевого многогранника. Также рассмотрено приведение векто-

ра к c-реализуемости в сеть без петель.

В третьей главе аналогичные результаты получены для классов сетей с петлями.
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Введение

Все n-вершинные сети будем рассматривать с множеством узлов U(n) =

= {u1, . . . , un}, а все n,m-вершинные двудольные сети – с множествами узлов (до-

лями) U(n) = {u1, . . . , un} и V (m) = {v1, . . . , vm}. Будем отождествлять n-

вершинные сети и n,m-вершинные двудольные сети с неотрицательными матрицами

смежности соответственно X = (xij), 1 6 i, j 6 n, и X = (xij), 1 6 i 6 n,

1 6 j 6 m, где xij = xji – вес дуги (петли при i = j) – с вершинами ui и uj в первом

случае и xij – вес дуги с вершинами ui и vj – во втором. Под суммой сетей (матриц)

X ′ = (x′
ij) и X

′′ = (x′′
ij) с равными количествами узлов называется сеть (матрица)

X ′ +X ′′ = (x′
ij + x′′

ij).

Для множеств неотрицательных векторов и пар из них применяются следующие

обозначения:

Rn
+ = {A = (a1, . . . , an) : ai > 0 ∀i},

Rn

+ = {A ∈ Rn
+ : ai > ai+1, 1 6 i 6 n− 1 ( n > 2)};

Rn,m
+,= = {(A,B) : A ∈ Rn

+ , B ∈ Rm
+ ,

n∑
i=1

ai =
m∑
j=1

bj},

Rn,m

+,= = {(A,B) ∈ Rn,m
+,= : A ∈ Rn

+ , B ∈ Rm

+ }.

В транспортных задачах [3,40] условие равенства сумм координат пары векторов

из Rn,m
+,= называется замкнутостью или условием баланса.

Многие утверждения и конструкции (не ограничивая общности) рассматриваются

с векторами из Rn

+ : через Ã обозначим вектор, построенный из вектораA упорядочи-

ванием его координат по невозрастанию.

Обозначим множества сетей с петлями и без петель, степени узлов которых равны

координатам вектораA из Rn
+ :

ΓL(A) = {X(A) = (xij) : xij = xji > 0 ∀i, j; deg ui =
n∑

j=1

xij = ai ∀i} –

класс сетей с петлями,
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Γ(A) = {X(A) = (xij) : X(A) ∈ ΓL(A);xii = 0 ∀i} – класс сетей без

петель;

ΓL(A; c) = {X(A) = (xij) : X(A) ∈ ΓL(A);xij 6 c ∀i, j},
Γ(A; c) = {X(A) = (xij) : X(A) ∈ Γ(A);xij 6 c ∀i, j} – классы сетей,

веса дуг (и петель) которых не превосходят заданного неотрицательного параметра c.

Множества сетей-матриц (без петель и с петлями) Γ(A), ΓL(A) и Γ(A; c),

ΓL(A; c) называются соответственно сетевыми и усеченными сетевыми многогранни-

ками [28]. Очевидно, что Γ(A) ⊂ ΓL(A) и Γ(A; c) ⊂ ΓL(A; c).

Множества двудольных сетей, степени узлов которых равны координатам векторов

из пары (A,B) ∈ Rn,m
+,=, обозначим

Γ(A,B) = {X(A,B) = (xij) : xij > 0 ∀i, j;

deg ui =
m∑
j=1

xij = ai ∀i; deg vj =
n∑

i=1

xij = bj ∀j},

Γ(A,B; c) = {X(A,B) = (xij) : X(A,B) ∈ Γ(A,B);xij 6 c}.

В транспортных задачах множества Γ(A,B) и Γ(A,B; c) называются соответ-

ственно классическим и усеченным транспортными многогранниками [6,7].

Сети-матрицы из многогранников Γ(A), ΓL(A), Γ(A,B) и Γ(A; c), ΓL(A; c),

Γ(A,B; c) называются реализациями и c-реализациями (вектора A и пары векторов

(A,B)), а в случае, когда указанные многогранники не являются пустыми множе-

ствами, соответствующие им векторы и пара векторов называются реализуемыми и c-

реализуемыми.

Для произвольного вектора A ∈ Zn
+ = {A ∈ Rn

+ : ai ∈ Z ∀i} возникает

вопрос: является ли он реализуемым в сеть (с петлями или без петель). Сети с весами

дуг, равными нулю или единицы называются графами. В случае графа без петель ответ

был получен Хакими С. Л. [42].

Утверждение. Пусть A ∈ Zn

+ = {A ∈ Rn

+ : ai ∈ Z ∀i} и
n∑

i=1

ai = 2q,
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q ∈ Z. ВекторA реализуем в граф без петель тогда и только тогда, когда реализуемым

является векторA′ = (a2 − 1, . . . , aa1+1 − 1, aa1+2, . . . , an).

Данное утверждение содержит в себе алгоритм построения графа с заданным век-

тором степеней узлов.

Позже работ Хакими, аналитический критерий реализуемости был получен Эрде-

шем П. и Галлаи Т. [47].

Утверждение. Пусть A ∈ Zn

+ и
n∑

i=1

ai = 2q, q ∈ Z. Вектор A реализуем в

граф без петель тогда и только тогда, когда

k(k − 1)−
k∑

i=1

ai +
n∑

i=k+1

min{k, ai} > 0 ∀k : 1 6 k 6 n− 1.

Однако, приведенные выше результаты неприменимы в случае взвешенных сетей,

сетей с петлями, двудольных сетей, а также в случае ограничения пропускных способно-

стей дуг некоторой константой. Эти случаи были исследованыМироновымА. А. [14-20]

и будут рассмотрены в главах I – III.

Основная конструкция работы, приведенная выше, основана на следующих по-

строениях.

1) Приведены характеристические функции, зависящие от координат векторов и

параметра. Если координаты рассматриваемых векторов упорядочены по невозраста-

нию, то неотрицательность этих функций есть критерий того, что Γ(A,B; c), Γ(A; c),

ΓL(A; c) ̸= ∅.

2) Применением характеристических функций получены аналитические формулы

вычисления минимаксных значений

min{c : Γ(A,B; c) ̸= ∅}, min{c : Γ(A; c) ̸= ∅}, min{c : ΓL(A; c) ̸= ∅},

зависящие от координат вектораA и параметра c. Минимаксные значения определяют

необходимые и достаточные условия, при которых усеченные многогранники не явля-

ются пустыми множествами.
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3) Построены специальные разбиения множества узлов сетей усеченных много-

гранников Γ(A,B; c), Γ(A; c), ΓL(A; c) ̸= ∅, и приведены характеристические

уравнения. Эти уравнения точными равенствами связывают значения характеристиче-

ских функций и сумм весов дуг (и петель) подсетей, порожденных указанным разбие-

нием, для всех сетей усеченных многогранников.

4) В случаях Γ(A,B; c), Γ(A; c), ΓL(A; c) = ∅ с помощью характеристи-

ческих функций найдены наименьшие величины, на которые необходимо уменьшить

значения сумм координат векторов, чтобы получить c-реализуемую пару векторов и c-

реализуемые векторы. С применением характеристических уравнений построены соот-

ветствующие c-реализуемые пара векторов и векторы.

Отметим, что полученные результаты имеют общий характер, так как при доста-

точно больших значениях параметра c усеченные многогранники совпадают с много-

гранниками Γ(A,B), Γ(A), ΓL(A).
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I. Двудольные сети с фиксированными степенями узлов

1.1. Характеристические функции и условия c-реализуемости

Сформулируем условия, при которых Γ(A,B; c) ̸= ∅. Для этого введем понятие

характеристической функции [22–25,27,29,56].

Определение 1. Пусть (A,B) ∈ Rn,m
+,= и c > 0. Характеристической функ-

цией (ХФ) называется

δk(A,B; c) =
m∑
j=1

bj −
∑

bj>ck

(bj − ck)−
k∑

i=1

ai, 1 6 k 6 n. (1.1)

Неотрицательность (1.1) есть необходимое условие c-реализуемости пары векто-

ров в двудольную сеть (без петель).

Теорема 1. Пусть Γ(A,B; c) ̸= ∅, где (A,B) ∈ Rn,m
+,=.

Тогда δk(A,B; c) > 0 ∀k, 1 6 k 6 n.

В случае (A,B) ∈ Rn,m

+,= ХФ (1.1) можно упростить: если обозначить lk(B; c) =

=

{
max{j : bj > ck}, b1 > ck,
0, b1 < ck,

то

δk(A,B; c) = cklk(B; c) +
∑

j>lk(B;c)

bj −
k∑

i=1

ai, 1 6 k 6 n. (1.1′)

В следующем утверждении содержится критерий c-реализуемости пары векторов

в двудольную сеть при условии упорядоченности координат векторов по невозрастанию

[21–25,27,29,56].

Теорема 2. Если (A,B) ∈ Rn,m

+,=, то

Γ(A,B; c) ≠ ∅ ⇐⇒ δk(A,B; c) > 0 ∀k, 1 6 k 6 n.

Пример 1. Применим ХФ (1.1) к паре векторов (A,B) ∈ R9,12

+,=, где A =

= (30, 30, 30, 26, 26, 14, 14, 4, 4), B = (21, 21, 21, 21, 19, 19, 17, 17, 8, 8, 3, 3) и

c = 2. Получим δ1(A,B; 2) = −6, δ2(A,B; 2) = −14, δ3(A,B; 2) = −24,

δ4(A,B; 2) = −30, δ5(A,B; 2) = −40, δ6(A,B; 2) = −38,
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δ7(A,B; 2) = −36, δ8(A,B; 2) = −24, δ9(A,B; 2) = −14 иmin
k

δk(A,B; c) =

= δ5(A,B; c) = −40 (это значение потребуется в примере 6). Из теоремы 2 следует,

что Γ(A,B; 2) = ∅.

Пара векторов (A,B) из R9,12

+,= примера 1 будет исследоваться во всех примерах

первого раздела.

Пример 2. К паре векторов (A,B) примера 1 при c = 4 применим ХФ (1.1).

Тогда δ1(A,B; 4) = 16, δ2(A,B; 4) = 26, δ3(A,B; 4) = 28, δ4(A,B; 4) =

= 34, δ5(A,B; 4) = 32, δ6(A,B; 4) = 22, δ7(A,B; 4) = 8, δ8(A,B; 4) = 4,

δ9(A,B; 4) = 0. Из теоремы 2 следует, что Γ(A,B; 4) ̸= ∅.

1.2. Минимакс и наследственно минимаксная матрица

смежности для двудольной сети

Для пары векторов (A,B) ∈ Rn,m
+,= найдем наименьшее значение c = c(A,B),

при котором Γ(A,B; c) ̸= ∅.

Определение 2. Пусть (A,B) ∈ Rn,m
+,=. Величина

c(A,B) = min{c : Γ(A,B; c) ̸= ∅}

называется минимаксом для (A,B) или Γ(A,B).

Это определение связано с очевидным тождеством

min{c : Γ(A,B; c) ̸= ∅} = min
X(A,B)∈Γ(A,B)

max
i,j

{xij : X(A,B) = (xij)}.

Для минимакса имеет место [21–25,27,29,56].

Теорема 3. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,= и Γ(A,B; c) ̸= ∅. Величина c является

минимаксом (c = c(A,B))⇐⇒∃k ∈ Z, 1 6 k 6 n, что δk(A,B; c) = 0 и b1 > ck.

Построим формулу вычисления минимакса c(A,B), где (A,B) ∈ Rn,m

+,=. Обо-

значим T (A,B) = {(i, j) : ai > ai+1 или i = n, bj > bj+1 или j = m}. Для
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∀(t, r) ∈ T (A,B) построим систему линейных соотношений
ctr =

t∑
i=1

ai −
∑
j>r

bj

tr
,

ctrt 6 br,

ctrt > br+1, r < m.

(1.2)

Если система (1.2) при некоторых (t, r) не имеет решения, то положим ctr = 0. Имеет

место [25–27,29,31,56]

Лемма 1. Для (A,B) ∈ Rn,m

+,= имеет место

c(A,B) = max
(t,r)∈T (A,B)

ctr. (1.3)

Отметим, что пара индексов (k, p), при которой c(A,B) = ckp, определяется неодно-

значно.

Определение 3. Сети (матрицы) из Γ(A,B; c(A,B)) называются минимакс-

ными.

Следующая теорема характеризует минимаксные матрицы (см. ХФ (1.1′))

[25–27,29,56].

Теорема 4. Если (A,B) ∈ Rn,m

+,=, δk(A,B; c(A,B)) = 0 и b1 > c(A,B),

то дляX(A,B) = (xij) ∈ Γ(A,B; c(A,B)) справедливо

xij =

{
c(A,B), 1 6 i 6 k, 1 6 j 6 lk(B; c(A,B)),
0, i > k, j > lk(B; c(A,B)).

Вычисление минимакса c(A,B) можно упростить: при его вычислении достаточ-

но использовать первое соотношение из (1.2).

Лемма 2. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,=. Для ∀t ∈ Z, 1 6 t 6 n, положим

ctq = max
16r6m

(t,r)∈T (A,B)

t∑
i=1

ai −
∑
j>r

bj

tr
=

t∑
i=1

ai −
∑
j>q

bj

tq
.
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Тогда а) ctqt 6 bq и б) ctqt > bq+1 (если q < m), причем ctqt = bq+1 ⇐⇒
⇐⇒ ctq = ctq′′ , где q′′ = min{j : (t, j) ∈ T (A,B), j > q}.

Доказательство. а) Предположим ctqt > bq . Для q возможны два случая: 1)

b1 > bq и 2) b1 = bq .

1) Здесь существует q′ = max{j : (t, j) ∈ T (A,B), j < q}. Тогда для разности
ctq − ctq′ получим

ctq − ctq′ =

t∑
i=1

ai −
∑
j>q

bj

tq
−

t∑
i=1

ai −
∑
j>q′

bj

tq′
=

=
1

t
·

(q′ − q)

t∑
i=1

ai − q′
∑
j>q

bj + q
∑
j>q′

bj

qq′
=

=
1

t
·

(q′ − q)

t∑
i=1

ai + (q − q′)
∑
j>q

bj + q

q∑
j=q′+1

bj

qq′
=

=
1

q′
·

−(q − q′)

 t∑
i=1

ai −
∑
j>q

bj

+ q

q∑
j=q′+1

bj

tq
=

=
1

q′
·


q∑

j=q′+1

bj

t
− (q − q′)ctqt

t

 =
1

q′t

q∑
j=q′+1

(bj − ctqt) =

=
1

q′t
(q − q′)(bq − ctqt) < 0,

что противоречит условию леммы.
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2) Так как по предположению bq < ctqt, то здесь
bq
t

<

t∑
i=1

ai −
∑
j>q

bj

tq
и bqq <

<

t∑
i=1

ai −
∑
j>q

bj . Следовательно,
t∑

i=1

ai −
m∑
j=1

bj > 0, что противоречит условию

замкнутости.

б) Пусть q < m. Для разности ctq − ctq′′ имеем

ctq − ctq′′ =

t∑
i=1

ai −
∑
j>q

bj

tq
−

t∑
i=1

ai −
∑
j>q′′

bj

tq′′
=

=
1

t
·

(q′′ − q)

t∑
i=1

ai − q′′
∑
j>q

bj + q
∑
j>q′′

bj

qq′′
=

=
1

t
·

(q′′ − q)
t∑

i=1

ai − (q′′ − q)
∑
j>q′′

bj − q′′
q′′∑

j=q+1

bj

qq′′
=

=
1

q
·

(q′′ − q)

 t∑
i=1

ai −
∑
j>q′′

bj

− q′′
q′′∑

j=q+1

bj

tq′′
=

=
1

q
·


ctq′′t(q

′′ − q)

t
−

q′′∑
j=q+1

bj

t

 =
1

qt

q′′∑
j=q+1

(ctq′′t− bj) =

=
1

qt
(q′′ − q)(ctq′′t− bq+1).

Предположим, что ctqt < bq+1. Тогда ctq − ctq′′ <
q′′ − q

q
(ctq′′ − ctq) и (ctq −

− ctq′′)
q′′

q
< 0, что противоречит условию леммы.
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Пусть ctqt = bq+1. Тогда (ctq − ctq′′)
q′′

q
= 0, что справедливо тогда и только

тогда, когда ctq = ctq′′ .

Из лемм 1 и 2 следует [25–27,31,56]

Теорема 5. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,=. Для минимакса c(A,B) имеет место

c(A,B) = max
(t,r)∈T (A,B)

t∑
i=1

ai −
∑
j>r

bj

tr
. (1.4)

Пример 3. Найдем минимакс c(A,B) для пары векторов примера 1. Здесь

T (A,B) = {(3, 4), (3, 6), (3, 8), (3, 10), (3, 12), (5, 4), (5, 6), (5, 8), (5, 10), (5, 12),
(7, 4), (7, 6), (7, 8), (7, 10), (7, 12), (9, 4), (9, 6), (9, 8), (9, 10), (9, 12)}. Применим
теорему 5.

Вычисляя величины ctr , где (t, r) ∈ T (A,B), получим c34 = −1
3 , c36 = 1 17

18 ,

c38 = 2 5
6 , c3 10 = 2 4

5 , c3 12 = 2 1
2 , c54 = 2 2

5 , c56 = 2 13
15 , c58 = 3, c5 10 = 2 18

25 ,

c5 12 = 2 11
30 , c74 = 2 5

7 , c76 = 2 5
7 , c78 = 2 9

14 , c7 10 = 2 12
35 , c7 12 = 2 1

42 , c94 = 2 1
3 ,

c96 = 2 7
27 , c98 = 2 1

6 , c9 10 = 1 41
45 , c9 12 = 1 35

54 .

Из теоремы 5 следует, что c(A,B) = 3. Для каждой минимаксной матрицы

X(A,B) = (xij) ∈ Γ(A,B; 3) имеет место (теорема 4)

xij =

{
3, 1 6 i 6 5, 1 6 j 6 8,
0, 6 6 i 6 9, 9 6 j 6 12.

(1.5)

Определение 4. Сеть (матрица) X(A,B) = (xij) называется равномерной,

если справедливы два условия [25–27,31,56]:

а) ai = ap, bj = bq =⇒ xij = xpq

б) ai > ap, bj > bq =⇒ xij > xpq .

Каждая неотрицательная матрица X = (xij), 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m, задает

пару векторов (A,B) ∈ Rn,m
+,=, где

ai =
m∑
j=1

xij , bj =
n∑

i=1

xij , X = X(A,B) ∈ Γ(A,B).
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Будем говорить, что матрицаX задает пару векторов (A,B).

Определение 5. Для (A,B) ∈ Rn,m
+,= двудольная сеть–матрица (минимаксная)

X(A,B) называется наследственно минимаксной, если каждая ее подматрица есть ми-

нимаксная матрица пары векторов, которую задает эта подматрица [25–27,31,55,56].

Основные свойства наследственно минимаксных матриц заключены в следующих

двух (эквивалентных) утверждениях [25–27,31,56].

Теорема 6. Для каждой пары векторов (A,B) изRn,m
+,= существует единствен-

ная наследственно минимаксная матрицаX(A,B), причем она является равномерной.

Теорема 6′. Каждый транспортный многогранник Γ(A,B) содержит одну и

только одну наследственно минимаксную матрицу, которая есть равномерная.

Алгоритм построения наследственно минимаксной матрицы заключен в следую-

щей лемме [25–27,31,55,56].

Лемма 3. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,= и X(A,B) = (xij) ∈ Γ(A,B; c(A,B)),

причем c(A,B) = ckq . Тогда для пар векторов (A′,B′) и (A′′,B′′), где

a′i = ai − c(A,B) · q, 1 6 i 6 k, b′j = bq+j , 1 6 j 6 m− q,

a′′i = ak+i, 1 6 i 6 n− k, b′′j = bj − c(A,B) · k, 1 6 j 6 q,

имеет место (A′,B′) ∈ Rk,m−q

+,= , (A′′,B′′) ∈ Rn−k,q

+,= и Γ(A′,B′; c(A,B)) ̸= ∅,

Γ(A′′,B′′; c(A,B)) ̸= ∅.

Замечание 1 к лемме 1. Из теоремы 4 следует:

а) если k = n, то пара векторов (A′′,B′′) не существует.

б) если q = m, то пара векторов (A′,B′) не существует.

в) при k = n и q = m пары векторов (A′,B′) и (A′′,B′′) не существуют.

Алгоритм 1. Построение наследственно минимаксной двудольной се-

ти–матрицы [25–27,31,55,56].

Пусть (A,B) – произвольная пара векторов из Rn,m

+,=. Наследственно минимакс-

ная матрицаX(A,B) = (xij) строится следующим образом.

Шаг 1. Вычисляется минимакс c(A,B) = max
(t,r)∈T (A,B)

ctr = ckq (теорема

5) и строятся подматрицы искомой матрицы X(A,B), первая из которых состоит из
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минимаксных элементов, а вторая – нулевая (теорема 4).

Шаг 2. Вычисляются пары векторов (A′,B′), (A′′,B′′) (см. лемму 3),

применяется теорема 5 для вычисления минимаксов c(A′,B′), c(A′′,B′′) и опять

применяется теорема 4 для вычислений части элементов подматриц X1(A
′,B′) ∈

∈ Γ(A′,B′; c(A′,B′)) иX2(A
′′,B′′) ∈ Γ(A′′,B′′; c(A′′,B′′)) искомой матрицы

X(A,B).

И т. д.

Очевидно, что процесс, содержащийся в алгоритме конечен.

Пример 4. Построим наследственно минимаксную матрицу X(A,B) =

= (xij) ∈ Γ(A,B; 3), где (A,B) – пара векторов примеров 2 и 3. Часть элементов

искомой матрицы определена в (1.5):

X(A,B) =



xij = 3
... X1 = (xij)

1 6 i 6 5
... 1 6 i 6 5

1 6 j 6 8
... 9 6 j 6 12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X2 = (xij)
... xij = 0

6 6 i 6 9
... 6 6 i 6 9

1 6 j 6 8
... 9 6 j 6 12


.

Теперь строим наследственно минимаксные матрицы

X1 = X1(A
′
1 = (6, 6, 6, 2, 2),B′

1 = (8, 8, 3, 3))

X2 = X2(A
′′
1 = (14, 14, 4, 4),B′′

1 = (6, 6, 6, 6, 4, 4, 2, 2)),

координаты векторов вычислены по правилам леммы 3. Применяя теорему 5, получим

c(A′
1,B

′
1) = 2 = c32 и c(A′′

1 , B
′′
1 ) = 2 = c26. А из теоремы 4 для подматрицX1 и
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X2 наследственно минимаксной матрицы получим

X1(A
′
1,B

′
1) =



xij = 2
... X3 = (xij)

1 6 i 6 3
... 1 6 i 6 3

9 6 j 6 10
... 11 6 j 6 12

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X4 = (xij)
... xij = 0

4 6 i 6 5
... 4 6 i 6 5

9 6 j 6 10
... 11 6 j 6 12


,

X2(A
′′
1 ,B

′′
1 ) =



xij = 2
... X5 = (xij)

6 6 i 6 7
... 6 6 i 6 7

1 6 j 6 6
... 7 6 j 6 8

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

X6 = (xij)
... xij = 0

8 6 i 6 9
... 8 6 i 6 9

1 6 j 6 6
... 7 6 j 6 8


.

Строим наследственно минимаксные матрицы

X3 = X3(A
′
2 = (2, 2, 2),B′

2 = (3, 3)),

X4 = X4(A
′′
2 = (2, 2),B′′

2 = (2, 2)),

X5 = X5(A
′′′
2 = (2, 2),B′′′

2 = (2, 2)),

X6 = X6(A
IV
2 = (4, 4),BIV

2 = (2, 2, 2, 2, 0, 0)).

Здесь можно применить замечание к лемме 1 и понятие равномерной матрицы. Полу-

чим c(A′
2,B

′
2) = 1, c(A′′

2 ,B
′′
2 ) = 1, c(A′′′

2 ,B′′′
2 ) = 1, c(AIV

2 ,BIV
2 ) = 1 и все

элементы подматрицX3,X4,X5 матрицыX(A,B) равны единице, а подматрицаX6

имеет вид

X6 =

(
1 1 1 1 0 0
1 1 1 1 0 0

)
.

Этим построена наследственно минимаксная двудольная сеть-матрица (для всех

матриц, построенных в примерах настоящей работы, сверху и слева будем указывать
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координаты векторов, задающих эти матрицы)

X(A,B) =



21 21 21 21 19 19 17 17 8 8 3 3

30 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 1 1

30 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 1 1

30 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 1 1

26 3 3 3 3 3 3 3 3 1 1 0 0

26 3 3 3 3 3 3 3 3 1 1 0 0

14 2 2 2 2 2 2 1 1 0 0 0 0

14 2 2 2 2 2 2 1 1 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0


и завершен пример 4: Γ(A,B; 3) ⊂ Γ(A,B; 4).

1.3. Характеристические уравнения

Пусть X = (xij), 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m – произвольная двудольная сеть

(матрица) и U ⊆ U(n), V ⊆ V (m). Введем обозначение для сумм весов дуг:

δ(U, V ) =
∑
ui∈U
vj∈V

xij и, если xij 6 c ∀i, j, то δ(U, V ) = c|U ||V | − δ(U, V ).

Определение 6. Пусть (A,B) ∈ Rn,m
+,=, где Γ(A,B; c) ̸= ∅. Для ∀k, 1 6

6 k 6 n, k-разбиением U(n) и V (m) относительно пары векторов (A,B) и огра-

ничения c (относительно множества Γ(A,B; c)) называется представление U(n) =

= Uk
1 ∪ Uk

2 и V (m) = V k
1 ∪ V k

2 , где U
k
1 = {ui : i 6 k}, Uk

2 = {ui : i > k},
V k
1 = {vj : bj > ck}, V k

2 = {vj : bj < ck}.
Приведем соотношение, связывающее суммы весов дуг на подмножествах k-

разбиений множеств U(n) и V (m) со значениями ХФ (1.1) [25–27,29,31,56].

Теорема 7. Пусть (A,B) ∈ Rn,m
+,= иΓ(A,B; c) ̸= ∅. Тогда для∀X(A,B) ∈

∈ Γ(A,B; c) имеет место

δ(Uk
1 , V

k
1 ) + δ(Uk

2 , V
k
2 ) = δk(A,B; c), 1 6 k 6 n. (1.6)
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К теореме 7 отметим, что приB ∈ Rm

+ имеет место V k
1 = {vj : 1 6 j 6 lk} и

V k
2 = {vj : lk + 1 6 j 6 m}, где lk = lk(B; c) (см. (1.1′)).

Определение 7. Соотношение (1.6) называется характеристическим уравне-

нием для множества Γ(A,B; c) [25–27,29,31,56].

Характеристические уравнения (1.6) задают общие свойства всех сетей из

Γ(A,B; c).

Пример 5. Определим некоторые общие свойства сетей из Γ(A,B; 3) и

Γ(A,B; 4), где (A,B) – пара векторов примеров 2 – 4.

а) Рассмотрим Γ(A,B; 3) при 5- и 6-разбиениях. Здесь δ5(A,B; 3) = 0,

δ6(A,B; 3) = 8,

U5
1 = {u1, . . . , u5}, U5

2 = {u6, . . . , u9}, V 5
1 = {v1, . . . , v8}, V 5

2 = {v9, . . . , v12};
U6
1 = {u1, . . . , u6}, U6

2 = {u7, . . . , u9}, V 6
1 = {v1, . . . , v6}, V 6

2 = {v7, . . . , v12}.
Применяя (1.6), для ∀X(A,B) ∈ Γ(A,B; 3) получим

δ(U5
1 , V

5
1 ) + δ(U5

2 , V
5
2 ) = 0,

δ(U6
1 , V

6
1 ) + δ(U6

2 , V
6
2 ) = 8.

Из первого равенства следует δ(U5
1 , V

5
1 ) = δ(U5

2 , V
5
2 ) = 0, что для каждой сети

X(A,B) ∈ Γ(A,B; 3) означает: дуги, порожденные подсетью с узламиU5
1 и V 5

1 , на-

сыщены полностью (xij = 3, ui ∈ U5
1 , vj ∈ V 5

1 ), а подсеть, порожденная узламиU
5
2 и

V 5
2 , есть вполне несвязная (xij = 0, ui ∈ U5

2 , vj ∈ V 5
2 ). Из второго равенства следует

δ(U6
2 , V

6
2 ) 6 8 и δ(U6

1 , V
6
1 ) = 3 · 6 · 6− δ(U6

1 , V
6
1 ) 6 8, то есть δ(U6

1 , V
6
1 ) > 100,

что для каждой сети X(A,B) ∈ Γ(A,B; 3) означает: сумма весов дуг подсети, по-

рожденной узлами U6
1 и V 6

1 , не меньше 100, а сумма весов дуг подсети, порожденной

узлами U6
2 и V 6

2 , не превосходит 8.

б) Рассмотрим Γ(A,B; 4) при 5-разбиении. Здесь δ5(A,B; 4) = 32,

U5
1 = {u1, . . . , u5}, U5

2 = {u6, . . . , u9}, V 5
1 = {v1, . . . , v4}, V 5

2 = {v5, . . . , u12}.
Из теоремы 7 следует

δ(U5
1 , V

5
1 ) + δ(U5

2 , V
5
2 ) = 32.
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Поэтому δ(U5
2 , V

5
2 ) 6 32 и δ(U5

1 , V
5
1 ) = 4 · 5 · 4 − δ(U5

1 , V
5
1 ) 6 32, то есть

δ(U5
1 , V

5
1 ) > 48. Поэтому числа 32 и 48 задают ограничения для сумм весов дуг под-

сетей, порожденных узлами U5
2 , V

5
2 и U5

1 , V
5
1 каждой сети (матрицы) из Γ(A,B; 4).

Отметим, что уравнение (1.6) задает ограничения для сумм весов дуг и других порож-

денных подсетей. Например, в п. б примера 5 так как
5∑

i=1

ai = 142 и δ(U5
1 , V

5
1 ) > 48,

то δ(U5
1 , V

5
2 ) 6 142− 48 = 94.

Замечание 2 к теореме 7. Характеристическое уравнение (1.6) задает ”жест-

кость” для сумм весов дуг подсетей, порожденных k-разбиениями: чем меньше значе-

ние ХФ (1.1), тем меньше отличаются веса дуг xij от 0 при ui ∈ Uk
2 , vj ∈ V k

2 и от c

при ui ∈ Uk
1 , vj ∈ V k

1 .

1.4. Приведение пары векторов к c-реализуемости

в двудольную сеть

Определение 8. а) ПустьA,D ∈ Rn
+ . ВекторD называется вписанным вA

(D 6 A), если di 6 ai ∀i 1 6 i 6 n.

б) Пусть (A,B), (D,E) ∈ Rn,m
+,=. Пара векторов (D,E) называется вписанной

в (A,B) ((D,E) 6 (A,B)), еслиD 6 A иE 6 B.

Обозначим M(A,B; c) = {(D,E) : (D,E) 6 (A,B),Γ(D,E; c) ̸= ∅}
множество c-реализуемых пар векторов, вписанных в (A,B). Для произвольной пары

векторов (A,B) будет найдена c-реализуемая пара векторов изM(A,B; c) с наиболь-

шей суммой координат каждого вектора.

Применяя ХФ (1.1) для (A,B) ∈ Rn,m

+,=, введем обозначение

δ(A,B; c) =

{ |min
k

δk(A,B; c)|,Γ(A,B; c) = ∅,

0,Γ(A,B; c) ̸= ∅.
(1.7)

В случае δ(A,B; c) > 0 через k∗ = k∗(A,B; c) обозначим такой индекс, для

которого |δk∗(A,B; c)| = δ(A,B; c). Отметим, что значение k∗ определено неодно-

значно. Например, для пары векторов (A,A), где A = (5, 5, 4, 4), легко проверить,

что δ2(A,A; 1) = δ4(A,A; 1) = −2 и δ(A,A; 1) = 2. Поэтому здесь k∗ = 2 или

k∗ = 4.
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Величина (1.7) – это минимальное значение, на которое необходимо уменьшить

суммы координат векторов A и B, чтобы получить c-реализуемую пару. Основные

результаты раздела сформулированы в теоремах 8 и 9 [30, 33, 36 – 39].

Теорема 8. Пусть (A,B) ∈ Rn,m
+,=. Тогда

max
(D,E)∈M(A,B;c)

n∑
i=1

di =
n∑

i=1

ai − δ(Ã, B̃; c).

Напомним, что вектор Ã построен из координат вектора A упорядочиванием их

по невозрастанию. ДляA ∈ Rn
+ иα > 0 положимAα = (aα1 , . . . , a

α
n) – такой вектор,

что

aαi =

{
α, ai > α,
ai, ai < α.

(1.8)

Пусть (A,B) ∈ Rn,m
+,= и c > 0. Очевидно, что существуют такие числа

αA(A,B; c), αB(A,B; c), при которых

n∑
i=1

ai − δ(Ã, B̃; c) =
n∑

i=1

min(αA(A,B; c), ai),

m∑
j=1

bj − δ(Ã, B̃; c) =

m∑
j=1

min(αB(A,B; c), bj). (1.9)

Правило (1.8) и числа αA(A,B; c), αB(A,B; c) задают пару векторов

(AαA(A,B;c),BαB(A,B;c)) =

= ((a
(αA(A,B;c))
1 , . . . , a

(αA(A,B;c))
n ), (b

(αB(A,B;c))
1 , . . . , b

(αB(A,B;c))
m )). Отметим,

что при Γ(A,B; c) ̸= ∅ справедливо (AαA(A,B;c),BαB(A,B;c)) = (A,B).

Теорема 9. Пусть (A,B) ∈ Rn,m
+,=.

Тогда Γ(AαA(A,B;c),BαB(A,B;c); c) ̸= ∅.

Доказательство теоремы 8 следует из лемм 4–6, в которых, не ограничивая общно-

сти, рассматриваются векторы с упорядоченными по невозрастанию координатами [30,

33, 36 – 39].
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Для пары векторов (A,B) ∈ Rn,m

+,= и c > 0, где Γ(A,B; c) = ∅, построим

вспомогательную пару векторов (F ,H) такую, что

fi =

{
ai, 1 6 i 6 n,
a, n+ 1 6 i 6 n+ n1;

hi =

{
bj , 1 6 j 6 m,
b,m+ 1 6 j 6 m+m1,

(1.10)

где an1 = bm1 = δ(A,B; c) и a < min(an, c, 1), b < min(bm, c, 1). Пара векторов

(F ,H) позволит построить пару векторов (D,E) с наибольшими суммами координат,

удовлетворяющую теореме 8.

Лемма 4. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,= и Γ(A,B; c) = ∅, где c > 0. Тогда для

пары векторов (F ,H), построенной по правилу (1.10), имеет место Γ(F ,H; c) ̸=
̸= ∅, причем δk∗(F ,H; c) = 0, где k∗ = k∗(A,B; c).

Доказательство. Применим ХФ (1.1′) и (1.1) для пары (F ,H) при а) 1 6
6 k 6 n и б) n+ 1 6 k 6 n+ n1.

а) δk(F ,H; c) = cklk(H; c) +
∑

j>lk(H;c)

hj −
k∑

i=1

fi = cklk(B; c)+

+
∑

j>lk(B;c)

bj + bm1−
k∑

i=1

ai = δk(A,B; c)+ bm1 = δk(A,B; c)+ δ(A,B; c) =

= δk(A,B; c)− δk∗(A,B; c) > 0, и очевидно, что δk∗(F ,H; c) = 0;

б) δk(F ,H; c) =

m+m1∑
j=1

hj −
∑

hj>ck

(hj − ck)−
k∑

i=1

fi =

m∑
j=1

bj + δ(A,B; c)−

−
∑

bj>ck

(bj−ck)−
n∑

i=1

ai+a(k−n) >
m∑
j=1

bj−
∑

bj>cn

(bj−cn)−
n∑

i=1

ai+δ(A,B; c)+

+a(k − n) = δn(A,B; c)− δk∗(A,B; c) + a(k − n) > 0.

Из теоремы 2 следует, что (F ,H) – c-реализуемая пара векторов.

Лемма 5. Для любой пары (A,B) ∈ Rn,m

+,= существует пара

(A′,B′) = ((a′1, . . . , a
′
n), (b

′
1, . . . , b

′
m)) ∈ Rn,m

+,=, где (A
′,B′) 6 (A,B), такая, что
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Γ(A′,B′; c) ̸= ∅ и

n∑
i=1

a′i =

n∑
i=1

ai − δ(A,B; c)(

m∑
j=1

b′j =

m∑
j=1

bj − δ(A,B; c)),

причем δk∗(A′,B′; c) = 0, если Γ(A,B; c) = ∅, где k∗ = k∗(A,B; c).

Доказательство. При Γ(A,B; c) ̸= ∅ утверждение очевидно, так как в этом

случае δ(A,B; c) = 0 и (A′,B′) = (A,B). Пусть Γ(A,B; c) = ∅. Если c = 0,

то утверждению леммы удовлетворяет только пара нулевых векторов. При c > 0 рас-

смотрим пару векторов (F ,H) леммы 4, в которой показано Γ(F ,H; c) ̸= ∅. Пусть

X(F ,H) = (xij) – произвольная двудольная сеть (матрица) из Γ(F ,H; c) с долями

U(n) ∪ U и V (m) ∪ V , где U = {un+1, . . . , un+n1}, V = {vm+1, . . . , vm+m1}.
Для этой сети применим характеристическое уравнение (1.6) при k∗ = k∗(A,B; c).

Так как δk∗(F ,H; c) = 0 (лемма 4), то

δ(Uk∗

1 , V k∗

1 ) + δ(Uk∗

2 ∪ U, V k∗

2 ∪ V ) = 0, (1.11)

где V k∗

1 = {v1, . . . , vlk∗}, V k∗

2 = {vlk∗+1, . . . , vm}. Схематически на рис. 1 пред-
ставлено k∗-разбиение множества узлов сетиX(F ,H).

U
k
∗

1
U

k
∗

2

U

ui ∈ U
k
∗

1
ui ∈ U

k
∗

2
ui ∈ U

k
∗ n n+ n1
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V
k∗

1
V

k∗

2

V

vj ∈ V
k∗

1
vj ∈ V

k∗

2
vj ∈ V

lk∗ m m+m1

Рис. 1

Из равенства (1.11) следует:

а) δ(Uk∗

1 , V k∗

1 ) = 0 и δ(Uk∗

1 , V k∗

1 ) = c|Uk∗

1 | · |V k∗

1 |. Поэтому для рассматри-
ваемой сети X(F ,H) имеет место xij = c ∀i, j, где 1 6 i 6 k∗, 1 6 j 6 lk∗ =

= lk∗(H; c);

б) δ(Uk∗

2 ∪ U, V k∗

2 ∪ V ) = 0 и для сетиX(F ,H) справедливо xij = 0 ∀i, j,
где k∗ + 1 6 i 6 n+ n1, lk∗ + 1 6 j 6 m+m1.

Из пп. а и б для сетиX(F ,H) получаем: если xij > 0, где i > k∗, то j 6 lk∗ , а

если xij > 0 при j > lk∗ + 1, то i 6 k∗. Следовательно,

n+n1∑
i=n+1

lk∗∑
j=1

xij = an1 = δ(A,B; c),
k∗∑
i=1

m+m1∑
j=m+1

xij = bm1 = δ(A,B; c),

т.е. все дуги с положительными весами, инцидентные узлам из U , инцидентны толь-

ко узлам из V k∗

1 , а все дуги с положительными весами, инцидентные узлам из V ,

инцидентны только узлам из Uk∗

1 . Удалим из рассматриваемой сети X(F ,H) ∈
∈ Γ(F ,H; c)множество узловU ∪ V . Получим подсетьX ′(A′,B′) сетиX(F ,H),

порожденную множеством узлов U(n) ∪ V (m), и пара векторов (A′,B′) удовлетво-

ряет утверждению леммы 5.

26



Покажем, что величина δ(A,B; c) есть критическая при построении c-

реализуемых пар векторов, вписанных в (A,B).

Лемма 6. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,=, Γ(A,B; c) = ∅
и (A′,B′) = ((a′1, . . . , a

′
n), (b

′
1, . . . , b

′
m)) ∈ Rn,m

+,=, где (A
′,B′) 6 (A,B), причем

n∑
i=1

ai −
n∑

i=1

a′i < δ(A,B; c),

m∑
j=1

bj −
m∑
j=1

b′j < δ(A,B; c).

Тогда Γ(A′,B′; c) = ∅.

Доказательство. Предположим, что существует (A′,B′) < (A,B), что

Γ(A′,B′) ̸= ∅, причем
n∑

i=1

ai −
n∑

i=1

a′i = δ < δ(A,B; c). Рассмотрим

X(A′,B′) = (xij) ∈ Γ(A,B; c). Легко видеть, что существуют такие числа a >

> 0, n1 ∈ Z и b > 0, m1 ∈ Z, для которых a < min(an, 1, c), an1 = δ, и b <

< min(bm, 1, c), bm1 = δ. Добавим к сетиX(A′,B′) два множества изолированных

узлов U = {un+1, . . . , un+n1} и V = {vm+1, . . . , vm+m1}. Для таким образом

построенной сети Y = (yij) имеет место

yij =

{
xij , 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m,

0, n+ 1 6 i 6 n+ n1, m+ 1 6 j 6 m+m1

Y =



yij = xij

... yij = 0

1 6 i 6 n
... 1 6 i 6 n

1 6 j 6 m
... m+ 1 6 j 6 m+m1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yij = 0
... yij = 0

n+ 1 6 i 6 n+ n1

... n+ 1 6 i 6 n+ n1

1 6 j 6 m
... m+ 1 6 j 6 m+m1


.

Так как ai − a′i > 0, 1 6 i 6 n, bj − b′j > 0, 1 6 j 6 m,

n∑
i=1

ai −
n∑

i=1

a′i =
m∑
j=1

bj −
m∑
j=1

b′j = δ
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и an1 = bm1 = δ, то существует сеть Y ′ = (y′ij), 1 6 i 6 n+n1, 1 6 j 6 m+m1,

для которой y′ij = 0 при 1 6 i 6 n, 1 6 j 6 m, или при n + 1 6 i 6 n + n1,

m+ 1 6 j 6 m+m1, причем

m∑
j=1

y′ij = a, n+ 1 6 i 6 n+ n1,

n+n1∑
i=n+1

y′ij = bj − b′j , 1 6 j 6 m,

n∑
i=1

y′ij = b, m+ 1 6 j 6 m+m1,

m+m1∑
j=m+1

y′ij = ai − a′i, 1 6 i 6 n.

Этим построена сеть

Y ′ =



y′ij = 0
... y′ij

1 6 i 6 n
... 1 6 i 6 n

1 6 j 6 m
... m+ 1 6 j 6 m+m1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y′ij
... y′ij = 0

n+ 1 6 i 6 n+ n1

... n+ 1 6 i 6 n+ n1

1 6 j 6 m
... m+ 1 6 j 6 m+m1


,

для которой δ(U(n), V (m)) = 0, δ(U, V ) = 0, δ(U, V (m)) = δ, δ(U(n), V ) =

= δ. Рассмотрим сумму сетей Z = Y + Y ′. Сеть Z есть c-реализация пары векторов

(A′′,B′′), где

a′′i =

{
ai, 1 6 i 6 n,

a, n+ 1 6 i 6 n+ n1,
b′′j =

{
bj , 1 6 j 6 m,

b,m+ 1 6 j 6 m+m1,

т.е. Γ(A′′,B′′; c) ̸= ∅. Применим ХФ (1.1′) к паре векторов (A′′,B′′) при k∗ =

= k∗(A,B; c):

δk∗(A′′,B′′; c) = ck∗lk∗(B′′; c) +
∑

j>lk∗ (B′′;c)

b′′j −
k∗∑
i=1

a′′i = ck∗lk∗(B; c)+
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+
m∑

j=lk∗ (B′′;c)+1

bj + bm1 −
k∗∑
i=1

ai = δk∗(A,B; c) + δ = δ − δ(A,B; c) < 0,

что противоречитΓ(A′′,B′′; c) ̸= ∅ (теорема 2). Лемма 6 доказана и доказана теорема

8.

Перейдем к доказательству теоремы 9. Для этого вернемся к леммам 4 и 5. Пусть

(A,B) ∈ Rn,m

+,= и Γ(A,B; c) = ∅, где c > 0. Рассмотрим пару векторов

(F ,H) из леммы 4, координаты которых удовлетворяют (1.10). Было показано, что

δk(F ,H; c) > 0 ∀k и δk∗(F ,H; c) = 0 (лемма 4).

В доказательстве леммы 5 было показано: еслиX(F ,H) = (xij) – произвольная

сеть из Γ(F ,H; c), то δ(Uk∗

1 , V k∗

1 ) = c|Uk∗

1 | · |V k∗

1 | и δ(Uk∗

2 ∪ U, V k∗

2 ∪ V ) = 0,

где Uk∗

1 = {u1, . . . , uk∗}, V k∗

1 = {v1, . . . , vlk∗ }, Uk∗

2 = U(n) \ Uk∗

1 , V k∗

2 =

= V (m) \ V k∗

1 , и

X(F ,H) =



xij = c
... xij

1 6 i 6 k∗
... 1 6 i 6 k∗

1 6 j 6 lk∗
... lk∗ + 1 6 j 6 m+m1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xij

... xij = 0

k∗ + 1 6 i 6 n+ n1

... k∗ + 1 6 i 6 n+ n1

1 6 j 6 lk∗
... lk∗ + 1 6 j 6 m+m1


.

Поэтому для векторов из пар (F ,H) и (A,B) следует

ai > clk∗ , 1 6 i 6 k∗; bj > ck∗, 1 6 j 6 lk∗ ;
ai 6 clk∗ , i > k∗; bj < ck∗, j > lk∗ .

(1.12)

Так как δk∗(A,B; c) = ck∗lk∗ +
∑
j>lk∗

bj −
k∗∑
i=1

ai < 0 и δ(A,B; c) =

= −δk∗(A,B; c), то

k∗∑
i=1

ai = ck∗lk∗ +
∑
j>lk∗

bj + δ(A,B; c). (1.13)
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Рассмотрим пару векторов (AαA ,BαB ), где αA = αA(A,B; c), αB =

= αB(A,B; c) (см. (1.9)). Пусть q и r – последние индексы уменьшаемых координат

соответственно векторовA иB при переходе к паре (AαA ,BαB ): q = max{i : ai >
> αA}, r = max{j : bj > αB}. Очевидно, что

q∑
i=1

ai − αA · q = δ(A,B; c),

r∑
j=1

bj − αB · r = δ(A,B; c). (1.14)

Лемма 7. Для пар векторов (A,B) и (AαA ,BαB ) имеет место:

а) k∗ = k∗(A,B; c) > q и б) lk∗ = lk∗(B; c) > r.

Доказательство. а) Предположим, что k∗ < q. Тогда
q∑

i=1

ai =
k∗∑
i=1

ai +

+

q∑
i=k∗+1

ai и из (1.13) и (1.14) следует

δ(A,B; c) + αA · q = ck∗lk∗ +
∑
j>lk∗

bj + δ(A,B; c) +

q∑
i=k∗+1

ai;

ck∗lk∗ +
∑
j>lk∗

bj +

q∑
i=k∗+1

ai − αA · q = 0. (1.15)

Так какαA ·q = αA ·k∗+αA(q−k∗), то равенство (1.15) можно представить в виде

k∗(clk∗ − αA) +
∑
j>lk∗

bj +

q∑
i=k∗+1

(ai − αA) = 0. (1.16)

Из определения числа q следует, что ai > αA при i 6 q, а из (1.12) следует aq 6 clk∗

(по предположению k∗ < q) и αA 6 clk∗ . Поэтому левая часть (1.16) строго поло-

жительна, что противоречит указанному равенству и предположению k∗ < q. Итак,

показано k∗ > q.
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б) Если предположить r > lk∗ , то учитывая (1.14), из (1.13) получим

ck∗lk∗ +
r∑

j=lk∗+1

bj +
∑
j>r

bj −
k∗∑
i=1

ai +
r∑

j=1

bj − αB · r = 0.

Применяя тождество αB · r = αB · lk∗ + αB(r − lk∗), последнее равенство примет

вид

lk∗(ck∗ − αB) +

r∑
j=lk∗+1

(bj − αB) +

m∑
j=1

bj −
k∗∑
i=1

ai = 0. (1.17)

По определению числа r имеем bj > αB при j 6 r, а из (1.12) следует bj < ck∗ при

j > lk∗ и αB < ck∗, так как αB < br . Этим показано, что первые два слагаемых из

(1.17) строго положительны. А так как
m∑
j=1

bj >
k∗∑
i=1

ai, то левая часть (1.17) больше

нуля. Из этого противоречия следует, что r 6 lk∗ .

Покажем, что δk(A
αA , BαB ; c) > 0 ∀k, 1 6 k 6 n. Этим теорема 9 будет

доказана.

Для k ∈ Z рассмотрим два случая: 1 6 k 6 q и q < k 6 n.

Лемма 8. Если (A,B) ∈ Rn,m

+,= и Γ(A,B; c) = ∅, то δk(AαA , BαB ; c) > 0

∀k, 1 6 k 6 q.

Доказательство. Воспользуемся леммой [25–27,29,56].

Лемма 9. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,= и ap = aq , где q − p = 2, причем

δp(A,B; c) > 0 и δq(A,B; c) > 0. Тогда δk(A,B; c) > 0 ∀k, p < k < q.

Отметим, что для вектораAαA имеет место a(αA)
1 = . . . = a

(αA)
q и покажем, что

а) δq(AαA , BαB ; c) > 0 и б) δ1(AαA , BαB ; c) > 0 (при q > 2).

а) δq(AαA ,BαB ; c) = cqlq(B
αB ; c)+

∑
j>lq(BαB ;c)

b
(αB)
j −

q∑
i=1

a
(αA)
i . Из лем-

мы 7 следует неравенство lq(B; c) > r = max{j : bj > αB}. Поэтому

δq(A
αA ,BαB ; c) = cqlq(B; c) +

∑
j>lq(B;c)

bj − αA · q. (1.18)
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Следовательно, δq(AαA ,BαB ; c) = cqlq(B; c) +
∑

j>lq(B;c)

bj −
q∑

i=1

ai+

+δ(A,B; c) = δq(A,B; c) + δ(A,B; c) > δk∗(A,B; c) + δ(A,B; c) = 0.

б) Предположим, что δ1(AαA ,BαB ; c) = cl1(B
αB ; c)+

+
∑

j>l1(BαB ;c)

b
(αB)
j − αA < 0. Тогда

αA > cl1(B
αB ; c) +

∑
j>l1(BαB ;c)

b
(αB)
j . (1.19)

С этим предположением рассмотрим δq(A
αA , BαB ; c): учитывая (1.18) и (1.19), по-

лучим δq(A
αA ,BαB ; c) < cqlq(B; c) +

∑
j>lq(B;c)

bj−

−

cl1(B; c) +
∑

j>l1(B;c)

bj

 q = −cq(l1(B; c)− lq(B; c)) +

l1(B;c)∑
j=lq(B;c)+1

bj−

−(q − 1)
∑

j>l1(B;c)

bj =

l1(B;c)∑
j=lq(B;c)+1

(bj − cq) − (q − 1)
∑

j>l1(B;c)

bj . Так как

l1(B;c)∑
j=lq(B;c)+1

(bj − cq) 6 0 и (q − 1)
∑

j>l1(B;c)

bj > 0 (см. определения чисел q и

lq(B; c)), то δq(AαA ,BαB ; c) < 0, что противоречит п. а. Из леммы 9 следует, что

δk(A
αA , BαB ; c) > 0 ∀k, 1 6 k 6 q.

Лемма 10. Если (A,B) ∈ Rn,m

+,= и Γ(A,B; c) = ∅, то δk(AαA , BαB ; c) > 0

∀k, q < k 6 n.

Доказательство. Рассмотрим

δk(A
αA ,BαB ; c) = cklk(B

αB ; c) +
∑

j>lk(B
αB ;c)

b
(αB)
j −

k∑
i=1

a
(αA)
i .

В случае αB > ck из определения числа r имеет место lk(B; c) = lk(B
αB ; c) > r

и b(αB)
j = bj при j > r. Поэтому δk(AαA ,BαB ; c) = cklk(B; c) +

∑
j>lk(B;c)

bj −
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−
k∑

i=1

ai+δ(A,B; c) = δk(A,B; c)+δ(A,B; c) > δk∗(A,B; c)+δ(A,B; c) = 0.

При αB < ck lk(B
αB ; c) = 0 и δk(AαA ,BαB ; c) =

m∑
j=1

b
(αB)
j −

k∑
i=1

a
(αA)
i > 0.

Из лемм 8 и 10 и теоремы 2 следует справедливость теоремы 9.

Некоторые свойства пар векторов с наибольшими суммами координат из

M(A,B; c), где Γ(A,B; c) = ∅, и их c-реализаций содержатся в теореме.

Теорема 10. Пусть (A,B) ∈ Rn,m

+,=, Γ(A,B; c) = ∅ и (A′,B′) ∈

∈ M(A,B; c), где
n∑

i=1

a′i =

n∑
i=1

ai − δ(A,B; c). Тогда для пары векторов (A′,B′)

и любой реализацииX(A′,B′) = (xij) из Γ(A′,B′; c) имеет место:

а) a′i > clk∗(B; c), 1 6 i 6 k∗ = k∗(A,B; c), a′i 6 clk∗(B; c), i > k∗,

b′j > ck∗, 1 6 j 6 lk∗(B; c), b′j < ck∗, j > lk∗(B; c);

б) xij =

{
c, 1 6 i 6 k∗, 1 6 j 6 lk∗ ,
0, i > k∗, j > lk∗ .

Доказательство следует из п. а и б доказательства леммы 5.

Пример 6. Применим теорему 9 для пары векторов (A,B) примеров

1 – 6 при c = 2. В примере 1 было показано, что Γ(A,B; 2) = ∅ и

min
k

δk(A,B; 2) = δ5(A,B; 2) = −40. Следовательно, δ(A,B; 2) =

= −δk∗(A,B; 2) = 40 и k∗ = 5. Теперь, применяя (1.9) и (1.8), найдем значения

αA = αA(A,B; 2), αB = αB(A,B; 2) и построим пару векторов (AαA ,BαB ).

Рассмотрим векторA. Заштрихованная площадь равна
q∑

i=1

ai − 40 = 138. Из опреде-

ления числа q и равенства (1.14) следует система соотношений
q · αA +

n∑
i=q+1

ai = 138,

aq > αA,
aq+1 6 αA (при q 6 7),

решением которой является q = 5 и αA = 20,4.

Для вектора B заштрихованная площадь также равна 138 и из определения числа r и
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равенства (1.14) следует система
r · αB +

m∑
j=r+1

bj = 138,

br > αB,
ar+1 6 αB (при r 6 10).

Ее решением является r = 8 и αB = 14,5. Итак, получили

AαA = (20,4; 20,4; 20,4; 20,4; 20,4; 14; 14; 4; 4),

BαB = (14,5; 14,5; 14,5; 14,5; 14,5; 14,5; 14,5; 14,5; 8; 8; 3; 3).

Из теоремы 9 следует, что Γ(AαA ,BαB ; 2) ̸= ∅. Отметим, что

δ5(A
αA ,BαB ; 2) = 0, k∗ = 5, lk∗ = 8, и очевидно, что справедливо утверждение

теоремы 10 для пары векторов (A′,B′) = (AαA ,BαB ) при c = 2. Заметим, что пара

векторов (A′
1,B

′
1), задаваемая теоремой 10, определена неоднозначно. Если в приме-

ре 4 элементы матрицы X(A,B), равные трем, заменить на значение 2, то получим

матрицу (сеть), являющуюся 2-реализацией пары векторов

(A′
1,B

′
1) = ((22, 22, 22, 16, 16, 14, 14, 4, 4),

(16, 16, 16, 16, 14, 14, 12, 12, 8, 8, 3, 3)),

задающих эту матрицу. Пары векторов (AαA ,BαB ) и (A′
1,B

′
1) удовлетворяют усло-

вию теоремы 10 и для ∀X = (xij) ∈ Γ(AαA ,BαB ) ∪ Γ(A′
1,B

′
1) имеет место

xij =

{
2; 1 6 i 6 5, 1 6 j 6 8,
0; 6 6 i 6 9, 9 6 j 6 12.
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II. Сети без петель с фиксированными степенями узлов

2.1. Характеристические функции и условия c-реализуемости

Для вектора A ∈ Rn
+ сформулируем критерий реализуемости в сеть без петель

[17,18].

Теорема 11. ЕслиA ∈ Rn
+ , то Γ(A) ̸= ∅ ⇐⇒

⇐⇒ 2max
i

{ai : 1 6 i 6 n} 6
n∑

i=1

ai. (2.1)

Отметим, что в случае целочисленности вектораA (при условии четности суммы коор-

динат) этот результат был получен С.Л. Хакими [42].

Построим характеристическую функцию, зависящую от вектора A ∈ Rn
+ и па-

раметра c > 0, неотрицательность которой есть критерий c-реализуемости (в случае

A ∈ Rn

+ ) [17,18,20,28,30,33].

Определение 9. ДляA ∈ Rn
+ , c > 0 и k ∈ Z, 1 6 k 6 n, характеристиче-

ской функцией (ХФ) называется

δk(A; c) = ck(k− 1)−
∑
i6k

ai6ck−c

(ck− c− ai)−
∑

i>k+1
ai>ck

(ai− ck)−
∑
i6k

ai+
∑

i>k+1

ai.

(2.2)

Неотрицательность ХФ (2.2) есть необходимое условие c-реализуемости вектора в сеть

без петель [17,20,28,18,30,33].

Теорема 12. ПустьA ∈ Rn
+ , c > 0. Если Γ(A; c) ̸= ∅, то δk(A; c) > 0 ∀k,

1 6 k 6 n.

В случае упорядоченности координат вектора по невозрастанию, неотрицатель-

ность ХФ (2.2) является необходимым и достаточным условием c-реализуемости

[17,20,28,18,30,33,39].

Теорема 13. ЕслиA ∈ Rn

+ , то Γ(A; c) ̸= ∅⇐⇒ δk(A; c) > 0 ∀k, 1 6 k 6
6 n.
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Отметим, что при A ∈ Rn

+ ХФ (2.2) имеет более простой вид

δk(A; c) = ck(k−1)−
∑

i>k+1
ai>ck

(ai−ck)−
∑
i6k

ai+
∑

i>k+1

ai, c 6 ck 6 ak+c; (2.3)

δk(A; c) = ck(k− 1)−
∑
i6k

ai6ck−c

(ck− c− ai)−
∑
i6k

ai +
∑

i>k+1

ai, k 6 n, ck > ak.

Оказывается, справедлива

Лемма 11. Если A ∈ Rn

+ , то δk(A; c) > 0 ∀k, c 6 ck 6 ak + c ⇐⇒
δk(A; c) > 0 ∀k, k 6 n, ck > ak.

Поэтому имеет место [17,18,30,33,39].

Теорема 14. ЕслиA ∈ Rn

+ , то

а) Γ(A; c) ̸= ∅⇐⇒ δk(A; c) > 0 ∀k, c 6 ck 6 ak + c.

б) Γ(A; c) ̸= ∅⇐⇒ δk(A; c) > 0 ∀k, k 6 n, ck > ak .

В дальнейшем будем применять ХФ (2.3) и ее упрощенный вид: если обозначить

l′k(A; c) =

{
max{i : ai > ck}, ak+1 > ck,
k, ak+1 < ck,

то

δk(A; c) = ck(l′k(A; c)− 1)−
∑
i6k

ai +
∑

i>l′
k
(A;c)

ai. (2.3′)

Замечание 3. ПустьA ∈ Rn

+ и c > 0. Для (1.1′) и (2.3′) если ak+1 > ck, то

lk(A; c) = l′k(A; c).

Пример 7. Применим ХФ (2.3) к вектору

A = (32, 32, 32, 32, 18, 18, 18, 18, 8, 8, 8, 8, 4, 4, 4) ∈ R15

+

при c = 2. Получим δ1(A; 2) = −4, δ2(A; 2) = −8, δ3(A; 2) = −18, δ4(A; 2) =

= −28, δ5(A; 2) = −32, δ6(A; 2) = −36, δ7(A; 2) = −40, δ8(A; 2) = −44 и

min
k

δk(A; 2) = δ8(A; 2) = −44.

Вектор A из R15

+ будет исследоваться во всех примерах

разделов 2.1–2.5.
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Из теоремы 14 следует, что Γ(A; 2) = ∅.

Пример 8. К вектору A примера 7 при c = 4 применим ХФ (2.3). Тогда

δ1(A; 4) = 24, δ2(A; 4) = 36, δ3(A; 4) = 32, δ4(A; 4) = 28, δ5(A; 4) = 32.

Из теоремы 14 следует, что Γ(A; 4) ̸= ∅.

2.2. Минимакс и наследственно минимаксная матрица

смежности для сетей без петель

Для вектора A ∈ Rn
+ вычислим наименьшее значение c = c(A), при котором

Γ(A; c) ̸= ∅.

Определение 10. ПустьA ∈ Rn
+ и Γ(A) ̸= ∅. Значение

c(A) = min{c : Γ(A; c) ̸= ∅}

называется минимаксом дляA или Γ(A; c) [17,18,30,33,39].

В [17,18,30,33] величина c(A) называется весом вектораA.

Легко видеть справедливость тождества:

min{c : Γ(A; c) ̸= ∅} = min
X(A)∈Γ(A)

max
i,j

{xij : X(A) = (xij)}.

Для минимакса имеет место [17,18,30,33].

Теорема 15. ПустьA ∈ Rn

+ и Γ(A) ̸= ∅. Величина c является минимаксом

(c = c(A))⇐⇒ Γ(A; c) ̸= ∅ и ∃p ∈ Z, c 6 cp 6 ap + c, что δp(A; c) = 0.

Перейдем к построению формулы вычисления минимакса c(A), где A ∈ Rn

+ .

Обозначим T ′(A) = {(i, j) : i, j ∈ Z, 1 6 i 6 j 6 n}. Для ∀ (t, r) ∈ T ′(A)

построим систему соотношений:

ctr =

∑
i6t

ai −
∑
i>r

ai

t(r − 1)
,

cttt 6 at + ctt,

ctrt > ar+1, r < n,

ctrt 6 ar, r > t.

(2.4)
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Положим ctr = 0, если (2.4) не имеет решений.

Замечание 4. При r = 1 (тогда и t = 1) система (2.4) не имеет решения,

и в этом случае, как указано выше, c11 = 0, но c(A) = 0 ⇐⇒ A – нулевой вектор.

Поэтому будем предполагать, что в (2.4) векторA отличен от нулевого и r > 1.

Теорема 16. ПустьA ∈ Rn

+ , где a1 > 0, и Γ(A) ̸= ∅. Тогда

c(A) = max
(t,r)∈T ′(A)

ctr.

Доказательство. Положим cpq = max
(t,r)∈T ′(A)

ctr . Из равенства в (2.4) следу-

ет cpqp(q− 1)−
∑
i6p

ai +
∑
i>q

ai = 0, а из неравенств в (2.4) следует q = l′p(A; cpq).

Поэтому

δp(A; cpq) = cpqp(q − 1)−
∑
i6p

ai +
∑
i>q

ai = 0.

Применяя (2.3), получим

δp(A; cpq) = cpqp(p− 1)−
∑

i>p+1
ai>cpqp

(ai − cpqp)−
p∑

i=1

ai +
∑
i>p

ai = 0.

Теперь очевидно, что при c < cpq имеет место δp(A; c) < 0. Из теоремы 14 следует,

что c(A) > cpq = max
(t,r)∈T ′(A)

ctr . Применяя теорему 15 получим, что ∃ p ∈ Z, c 6
6 cp 6 ap + c, при котором

δp(A; c(A)) = c(A)p(l′p(A; c(A))− 1)−
∑
i6p

ai +
∑

i>l′p(A;c(A))

ai = 0.

Поэтому

c(A) =

∑
i6p

ai −
∑

i>l′p(A;c(A))

ai

p(l′p(A; c(A))− 1)
= cpl′p(A;c(A)).

Из соотношений c(A) > max
(t,r)∈T ′(A)

ctr и c(A) = cpl′p(A;c(A)) следует утверждение

теоремы.
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Определение 11. Сети без петель (матрицы) из Γ(A; c(A)) называются ми-

нимаксными.

Следующая теорема характеризует минимаксные матрицы [17,18,28,32,55].

Теорема 17. ЕслиA ∈ Rn

+ и δp(A; c(A)) = 0, где c 6 cp 6 ap + c, то для

X(A) = (xij) ∈ Γ(A; c(A)) имеет место

xij =


c(A), (i, j) ∈ {(i, j) : i ̸= j, 1 6 i, j 6 p} ∪
∪ {(i, j) : 1 6 i 6 p, p < j 6 l′p} ∪ {(i, j) : p < i 6 l′p, 1 6 j 6 p};
0, (i, j) ∈ {(i, j) : p < i 6 n, l′p < j 6 n} ∪
∪ {(i, j) : l′p < i 6 n, p < j 6 l′p} ∪ {(i, j) : i = j, p < i 6 l′p}.

Упростим вычисление минимакса c(A). Обозначим T (n) = {(i, i) : 2 6 i 6 n}
и T ′′(A) = {(i, j) ∈ T ′(A) : i < j; ai > ai+1, i = n; aj > aj+1, j = n}.
Покажем, что при нахождении минимакса можно удалить последние два неравенства из

(2.4) и при вычислении c(A) рассматривать только пары индексов из T (A) = T (n) ∪
∪ T ′′(A). Для этого докажем две леммы.

Лемма 12. ПустьA ∈ Rn

+ , где Γ(A) ̸= ∅, a1 > 0, и

ctq = max
1<r6n

(t,r)∈T ′(A)\T (n)

t∑
i=1

ai −
∑
i>r

ai

t(r − 1)
=

t∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

t(q − 1)
.

Тогда а) ctqt > aq+1 (если q < n), причем ctqt = aq+1 ⇐⇒ ctq = ctq+1,

и б) ctqt 6 aq .

Доказательство. а) Пусть q < n. Для разности ctq − ctq+1 имеем

ctq − ctq+1 =

t∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

t(q − 1)
−

t∑
i=1

ai −
∑

i>q+1

ai

tq
=

=
1

t
·

t∑
i=1

ai −
∑

i>q+1

ai − qaq+1

(q − 1)q
=

1

t(q − 1)
·


t∑

i=1

ai −
∑

i>q+1

ai

q
− aq+1

 =
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=
1

t(q − 1)
· (ctq+1t− aq+1).

Предположим, что ctqt < aq+1. Тогда ctq − ctq+1 <
1

q − 1
(ctq+1 − ctq) и

(ctq − ctq+1)
q

q − 1
< 0, что противоречит условию леммы.

Пусть ctqt = aq+1. Тогда (ctq−ctq+1)
q

q − 1
= 0, что справедливо тогда и только

тогда, когда ctq = ctq+1.

б) Пусть q > 2. Предположим ctqt > aq . Тогда для разности ctq−ctq−1 получим

ctq − ctq−1 =

t∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

t(q − 1)
−

t∑
i=1

ai −
∑

i>q−1

ai

t(q − 2)
=

=
1

t
·

−
t∑

i=1

ai +
∑
i>q

ai + (q − 1)aq

(q − 1)(q − 2)
=

=
1

q − 2
· −ctqt+ aq

t
=

1

t(q − 2)
(aq − ctqt) < 0,

что противоречит условию леммы.

Пусть q = 2. Тогда t = 1 (так как (t, r) ∈ T ′(A) \ T (n)). Из условия реа-

лизуемости (2.1) следует a1 6
n∑

i=2

ai и a1 −
n∑

i=3

ai 6 a2. Теперь очевидно c12 =

=

a1 −
∑
i>2

ai

1 · (2− 1)
6 a2. Этим лемма доказана.

Замечание 5. Из леммы 12 следует, что в системе (2.4) второй индекс r можно

рассматривать только в случае ar > ar+1 (если r ̸= n).

Лемма 13. Пусть A ∈ Rn

+ , где Γ ̸= ∅ и a1 > 0. Если cpq = c(A) и ap =

= ap+1, то cp+1q = c(A).

Доказательство. Рассмотрим разность cpq − cp+1q , где q > p:

cpq − cp+1q =

p∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

p(q − 1)
−

p+1∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

(p+ 1)(q − 1)
=
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=

(p+ 1)

p∑
i=1

ai − (p+ 1)
∑
i>q

ai − p

p+1∑
i=1

ai + p
∑
i>q

ai

p(p+ 1)(q − 1)
=

=

p∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai − pap+1

p(p+ 1)(q − 1)
=

1

(p+ 1)(q − 1)
(cpq(q − 1)− ap+1).

Очевидно, что cpq(q − 1) 6 ap = ap+1. Поэтому, cpq − cp+1q = c(A) − cp+1q 6
6 0. Так как c(A) = max

(t,r)∈T ′(A)
ctr = ctq , то cpq − cp+1q > 0. Следовательно,

c(A) = cp+1q .

Лемма 12 исключает из системы (2.4) последние два неравенства. Следовательно,

если ctq = max
(t,r)∈T ′(A)\T (n)

ctr , то для значения ctq заведомо имеет место ctqt 6 aq и,

учитывая замечание к лемме 12, ctqt > aq+1 (если q ̸= n). Поэтому, из теоремы 16 и

лемм 12, 13 следует [32,55]

Теорема 18. ПустьA ∈ Rn

+ , где a1 > 0, и Γ(A) ̸= ∅. Тогда

c(A) = max
(t,r)∈T (A)

∑
i6t

ai −
∑
i>r

ai

t(r − 1)
.

Определение 12. Сеть без петель - матрица X(A) = (xij) – называется

равномерной, если справедливы два условия [28,32,33]:

а) ai = ap, aj = aq , где i ̸= j и p ̸= q =⇒ xij = xpq ,

б) ai > ap, aj > aq , где i ̸= j и p ̸= q =⇒ xij > xpq .

Каждая неотрицательная симметричная матрица X = (xij), 1 6 i, j 6 n, где

xii = 0, задает векторA, для которого ai =
n∑

j=1

xij , и X = X(A) ∈ Γ(A). Будем

говорить, что матрица (сеть без петель)X задает векторA.

Определение 13. Cеть без петель (минимаксная) называется наследственно

минимаксной, если каждая ее подсеть без петель и каждая двудольная подсеть, порож-

денные своими узлами, есть минимаксные.
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Из теоремы 18 следует лемма, в которой заключен алгоритм построения наслед-

ственно минимаксной сети без петель [55].

Лемма 14. ПустьA ∈ Rn

+ и X(A) = (xij) ∈ Γ(A; c(A)), причем c(A) =

= ckq . Тогда для пары векторов (A′,A′′) и вектораA′′′, где a′i = ai − c(A)(q − 1),

1 6 i 6 k, a′′i = ai, q < i 6 n, a′′′i = ai − c(A)(q − k), k < i 6 q, имеет место

(A′,A′′) ∈ Rk,n−q

+,= ,A′′′ ∈ Rq−k

+ и Γ(A′,A′′; c(A)) ̸= ∅, Γ(A′′′; c(A)) ̸= ∅.

Алгоритм 2. Построение наследственно минимаксной сети без петель.

Пусть A – произвольный вектор из Rn

+ . Наследственно минимаксная сеть стро-

ится следующим образом.

Шаг 1. Применяется теорема 18 для вычисления минимакса

c(A) = max
(t,r)∈T (A)

∑
i6t

ai −
∑
i>r

ai

t(r − 1)
= ckq.

Числа ckq , k, q задают веса дуг искомой сети (элементы симметричной матрицы)X(A),

равные c(A) и равные 0 (теорема 17).

Шаг 2. Применяя лемму 14, вычисляются пара векторов (A′,A′′) и векторA′′′.

Для пары векторов (A′,A′′) применяется алгоритм 1 для построения наследственно

минимаксной двудольной сети. Этим будут найдены веса дуг xij искомой сетиX(A),

где 1 6 i 6 k, q < j 6 n.

Далее для вектораA′′′ применяются шаги 1 и 2 данного алгоритма.

И т.д.

Очевидно, что построенная алгоритмом 2 матрицаX(A) есть равномерная. Спра-

ведлива следующая (приводим без доказательства) [32]

Теорема 19. а) Сеть без петельX(Ã), гдеA ∈ Rn
+ , построенная алгоритмом

2, является единственной наследственно минимаксной сетью сетевого многогранника

Γ(Ã).

б) Любой многогранник Γ(A), гдеA ∈ Rn
+ , содержит одну и только одну наслед-

ственно минимаксную сеть.
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Пример 9. Построим наследственно минимаксную сеть без петель–матрицу

X(A) = (xij) ∈ Γ(A; c), гдеA – вектор примера 7.

Найдем минимакс c(A). Здесь T (A) = {(2, 2); (3, 3); (4, 4); (4, 8); (4, 12);
(4, 15); (5, 5); (6, 6); (7, 7); (8, 8); (8, 12); (8, 15); (9, 9); (10, 10); (11, 11); (12, 12);

(12, 15); (13, 13); (14, 14); (15, 15)}. Применяя равенство системы (2.4), вычислим

величины ctr , где (t, r) ∈ T (A): c22 = −58, c33 = −8 2
3 , c44 = 1, c48 = 3, c4 12 =

= 2 7
11 , c4 15 = 2 2

7 , c55 = 2 2
5 , c66 = 2 4

5 , c77 = 2 6
7 , c88 = 2 11

14 , c8 12 = 2 3
22 ,

c8 15 = 1 11
14 , c99 = 2 7

18 , c10 10 = 2 4
45 , c11 11 = 1 47

55 , c12 12 = 1 2
3 , c12 15 = 1 8

21 ,

c13 13 = 1 6
13 , c14 14 = 1 27

91 , c15 15 = 1 17
105 .

Из теоремы 18 следует, что c(A) = 3, причем c48 = 3. Числа 3, 4, 8 задают

веса дуг искомой сетиX(A), равные трем и равные нулю. Учитывая симметричность

матрицыX(A), получим

X(A) =



xij = 3 xii = 0
... X1 = (xij)

1 6 i 6 4 1 6 i 6 4
... 1 6 i 6 4

1 6 j 6 8
... 9 6 j 6 15

i ̸= j
... 9 6 j 6 15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xij = 3
... X2 = (xij)

... xij = 0

5 6 i 6 8
... 5 6 i 6 8

... 5 6 i 6 15

1 6 j 6 4
... 5 6 j 6 8

... 9 6 j 6 15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

X3 = xij

... xij = 0
...

9 6 i 6 15
... 9 6 i 6 15

...

1 6 j 6 4
... 5 6 j 6 8

...



.

Лемма 14 строит: а) пару векторов (A′,A′′) = ((11, 11, 11, 11), (8, 8, 8,

8, 4, 4, 4)) и б) векторA′′′ = (6, 6, 6, 6).
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а) Пара (A′,A′′) задает двудольную подматрицу X1 = (xij), 1 6 i 6 4, 9 6
6 j 6 15, искомой матрицыX(A). Применяя алгоритм 1, получим, что

X1 =



8 8 8 8 4 4 4

11 2 2 2 2 1 1 1

11 2 2 2 2 1 1 1

11 2 2 2 2 1 1 1

11 2 2 2 2 1 1 1

.

Так как X(A) – симметричная матрица, то подматрица X1 определяет матрицу

X3 = (xij), 9 6 i 6 15, 1 6 j 6 4:

X3 =



11 11 11 11

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

4 1 1 1 1

4 1 1 1 1

4 1 1 1 1


.

б) Очевидно, что векторA′′′ задает равномерную матрицуX2 = (xij), 5 6 i 6
6 8, 5 6 j 6 8. Поэтому

X2 =



6 6 6 6

6 0 2 2 2

6 2 0 2 2

6 2 2 0 2

6 2 2 2 0

.
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Этим построена наследственно минимаксная матрица

X(A) =



32 32 32 32 18 18 18 18 8 8 8 8 4 4 4

32 0 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

32 3 0 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

32 3 3 0 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

32 3 3 3 0 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

18 3 3 3 3 0 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

18 3 3 3 3 2 0 2 2 0 0 0 0 0 0 0

18 3 3 3 3 2 2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

18 3 3 3 3 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

2.3. Характеристические уравнения

Пусть X = (xij), 1 6 i, j 6 n – произвольная сеть без петель (матрица), у

которой xii = 0, ∀ 1 6 i 6 n. Введем обозначения для сумм весов дуг: для U, V ⊆
U(n), U ∩ V = ∅, положим δ(U) =

∑
ui,uj∈U

i<j

xij , δ(U, V ) =
∑
ui∈U
vj∈V

xij , и если

xij 6 c ∀i, j, то δ(U) =
c|U |(|U | − 1)

2
− δ(U), δ(U, V ) = c|U ||V | − δ(U, V ).

Определение 14. ПустьA ∈ Rn

+ и Γ(A; c) ̸= ∅. Если c 6 ck 6 ak + c, то

k-разбиением множества узлов U(n) любой сети X ∈ Γ(A; c) относительно вектора

A называется представление U(n) = Uk
1 ∪ Uk

2 ∪ Uk
3 , где U

k
1 = {ui : i 6 k},

Uk
2 = {ui : i > k, ai > ck}, Uk

3 = {ui : i > k, ai < ck}.
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Сумма весов дуг на подмножествах k-разбиения связана с ХФ следующим соотно-

шением [17,18,28,30,33,39].

Теорема 20. Пусть A ∈ Rn

+ и Γ(A; c) ̸= ∅. Тогда ∀ X ∈ Γ(A; c) имеет

место

δk(A; c) = 2δ(Uk
1 ) + δ(Uk

1 , U
k
2 ) + δ(Uk

2 , U
k
3 ) + 2δ(Uk

3 ), c 6 ck 6 ak + c. (2.5)

Замечание 6. В [17,18,28,30,33] (и в [15,16] при c = 1) представлено расши-

ренное определение k-разбиения и построены характеристические уравнения (включая

случайA ∈ Rn
+ ) для ∀k, 1 6 k 6 n.

Определение 15. Соотношение (2.5) называется характеристическим уравне-

нием.

2.4. Приведение вектора к c-реализуемости в сеть без петель

Пользуясь п. а определения 8, введем следующее обозначение. Обозначим

M(A; c) = {D : D 6 A,Γ(D; c) ̸= ∅} множество всех c-реализуемых векто-

ров, вписанных в A. В данном разделе для произвольного вектора A будет найден

c-реализуемый вектор изM(A; c) с наибольшей суммой координат.

Применяя ХФ (2.2) дляA ∈ Rn

+ введем обозначение

δ(A; c) =

{ |min
k

δk(A; c)|,Γ(A; c) = ∅,

0,Γ(A; c) ̸= ∅.
(2.6)

Если δ(A; c) > 0, то положим k∗ = k∗(A; c) – такое число, что δ(A; c) =

= |δk∗(A; c)|. Заметим, что индекс k∗ определен неоднозначно.
Основные результаты раздела сформулированы в теоремах 21 и 22 [30, 33, 36, 38,

39].

Теорема 21. ПустьA ∈ Rn
+ . Тогда

max
D∈M(A;c)

n∑
i=1

di =

n∑
i=1

ai − δ(Ã; c),

где вектор Ã получен из вектораA упорядочиванием его координат по невозрастанию.
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ПустьA ∈ Rn
+ и c > 0. Очевидно, что существует α(A; c), для которого

n∑
i=1

ai − δ(Ã; c) =
n∑

i=1

min(α(A; c), ai).

По правилу (1.8), величина α = α(A; c) задает вектор

Aα(A;c) = (a
(α(A;c))
1 , . . . , a(α(A;c))

n ). (2.7)

Теорема 22. ПустьA ∈ Rn
+ . Тогда Γ(Aα(A;c); c) ̸= ∅.

Доказательство теоремы 21 следует из лемм 15–17, в которых будем предполагать

упорядоченность координат вектора по невозрастанию [30].

Построим конструкцию, которая позволит доказать теорему 21.

Пусть A ∈ Rn
+ и Γ(A; c) = ∅. Дополним вектор A координатами, значения

которых ”малы”, а сумма которых равна δ(A; c), и покажем, что полученный вектор

c-реализуем. Пусть F = (f1, . . . , fn, fn+1, . . . , fn+n1
) – такой вектор, что

fi =

{
ai, 1 6 i 6 n,
a, n+ 1 6 i 6 n+ n1,

(2.8)

причем an1 = δ(A; c), a < min(1, c, an).

Лемма 15. Пусть A ∈ Rn

+ и Γ(A; c) = ∅. Тогда Γ(F ; c) ̸= ∅, причем

δk∗(F ; c) = 0.

Доказательство. Из определения числа l′k(A; c) легко видеть, что l′k(F ; c) =

= l′k(A; c), c 6 ck 6 fk + c. Поэтому из (2.3′) следует, что δk(F ; c) = δk(A; c) +

+ δ(A; c). Из (2.6) следует, что δk(F ; c) > 0, c 6 ck 6 fk + c, причем δk∗(F ; c) =

= δk∗(A; c) + δ(A; c) = 0. Из теоремы 14 следует Γ(F ; c) ̸= ∅.

Лемма 16. Для A ∈ Rn

+ существует A′ 6 A, где A′ = (a′1, . . . , a
′
n) ∈

∈ Rn
+ , что Γ(A′; c) ̸= ∅, причем

n∑
i=1

ai −
n∑

i=1

a′i = δ(A; c) и δk∗(A′; c) = 0, где

k∗ = k∗(A; c).
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Доказательство. Пусть вектор F удовлетворяет условию леммы 15. Рассмот-

рим произвольную c-реализациюX(F ) = (xij) ∈ Γ(F ; c) с множеством узловU(n+

+ n1). ДляX(F ) применим характеристическое уравнение (2.5) при k∗ = k∗(A; c).

Учитывая, что δk∗(F ; c) = 0, получим

2δ(Uk∗

1 ) + δ(Uk∗

1 , Uk∗

2 ) + δ(Uk∗

2 , Uk∗

3 ∪ U) + δ(Uk∗

3 ∪ U) = 0,

где U(n) = Uk∗

1 ∪ Uk∗

2 ∪ Uk∗

3 – k∗-разбиение множества узлов U(n) относитель-

но вектора A и U = {un+1, . . . , un+n1}. Схематически на рис. 2 представлено k∗-
разбиение узлов сетиX(F ).

U
k
∗

1

U
k
∗

2

U
k
∗

3

U

ui ∈ U
k
∗

1
ui ∈ U

k
∗

2
ui ∈ U

k
∗

3
ui ∈ U

k
∗ lk∗ n n+ n1

Рис. 2

Из равенств δ(Uk∗

2 , Uk∗

3 ∪ U) = 0 и δ(Uk∗

3 ∪ U) = 0 следует, что xij = 0,

i > k∗ и j > l′k∗(F ; c) и ∑
ui∈Uk∗

1

∑
uj∈U

xij = δ(A; c).

Следовательно, все дуги с положительными весами, инцидентные узлам из U , инци-

дентны только узлам из Uk∗

1 . Удалим из сети X(F ) множество узлов U . Этим полу-

чим подсетьX ′(A′) сетиX(F ), порожденную множеством узлов U(n), и векторA′

удовлетворяет утверждению леммы.
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Покажем, что величина δ(A; c) есть наименьшая, на которую нужно уменьшить

сумму координат вектораA, чтобы получить вписанный вA c-реализуемый вектор.

Лемма 17. ПустьA ∈ Rn

+ и A′′ < A. Если
n∑

i=1

ai −
n∑

i=1

a′′i = δ < δ(A; c),

то Γ(A′′; c) = ∅.

Предположим, что Γ(A′′; c) ̸= ∅ и X(A′′) ∈ Γ(A′′; c). Очевидно, что суще-

ствуют такие числа a > 0 и n1 ∈ Z, для которых a < min(an, 1, c) и an1 = δ. Доба-

вим к сетиX(A′′) множество изолированных узлов U = {un+1, . . . , un+n1} и полу-

чим новую сеть Y = (yij): yij =
{
xij , 1 6 i, j 6 n,
0, n+ 1 6 i 6 n+ n1, n+ 1 6 j 6 n+ n1,

Y =



yij = xij

... yij = 0

1 6 i, j 6 n
... 1 6 i 6 n
... n+ 1 6 j 6 n+ n1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yij = 0
... yij = 0

n+ 1 6 i 6 n+ n1

... n+ 1 6 i, j 6 n+ n1

1 6 j 6 n
...


.

Так как ai − a′′i > 0, 1 6 i 6 n,
n∑

i=1

ai −
n∑

i=1

a′′i = δ и an1 = δ, то существует сеть

Y ′ = (y′ij), для которой y
′
ij = 0 при 1 6 i, j 6 n, или n+1 6 i, j 6 n+n1, причем
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n+n1∑
j=n+1

y′ij = ai − a′′i , 1 6 i 6 n:

Y ′ =



y′ij = 0
... y′ij

1 6 i, j 6 n
... 1 6 i 6 n
... n+ 1 6 j 6 n+ n1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y′ij
... yij = 0

n+ 1 6 i 6 n+ n1

... n+ 1 6 i, j 6 n+ n1

1 6 j 6 n
...


.

Для сети Y ′ имеет место δ(U(n)) = 0, δ(U) = 0, δ(U(n), U) = δ.

Рассмотрим сумму сетей Z = Y + Y ′. Сеть Z = Z(A′′′) есть c-реализация

вектораA′′′, где a′′′i =

{
ai, 1 6 i 6 n,
a, n+ 1 6 i 6 n+ n1,

то естьΓ(A′′′; c) ̸= ∅. Рассмотрим

ХФ (2.3′) от вектора A′′′ при k∗ = k∗(A; c): δk∗(A′′′; c) = ck∗(l′k∗(A′′′; c)− 1)−
−
∑
i6k∗

a′′′i +
∑

i>l′
k∗ (A

′′′;c)

a′′′i = ck∗(l′k∗(A; c)−1)−
∑
i6k∗

ai+
∑

i>l′
k∗ (A;c)

ai+an1 =

= δk∗(A; c) + δ = δ − δ(A; c) < 0. Следовательно, предположение Γ(A′′′; c) ̸= ∅
неверно (теорема 14) и лемма 17 доказана.

Лемма 17 завершает доказательство теоремы 21.

Доказательство теоремы 22.

Если δ(A; c) = 0, то Γ(A; c) ̸= ∅, A = Aα(A;c) и утверждение теоремы

очевидно.

Пусть A ∈ Rn
+ и вектор Aα(A;c) удовлетворяет (2.7). Положим q = max{i :

a
(α(A;c))
i < ai} – последний индекс координаты, уменьшаемой при переходе от вектора

A кAα(A;c). Покажем, что k∗ > q. Для этого вернемся к доказательству лемм 16, 17.

Рассмотрим вектор F и k∗-разбиение множества узлов U(n) ∪ U сети X(F ; c). Из

равенств δ(Uk∗

1 ) = 0, δ(Uk∗

1 , Uk∗

2 ) = 0 следует: ai > cl′k∗(A; c) − c, 1 6 i 6 k∗;

ck∗ 6 ai 6 cl′k∗(A; c)− c, k∗ < i 6 l′k∗ ; ai < ck∗, i > l′k∗ .
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Предположим, что k∗ < q. Применим (2.3′) для очевидного тождества
q∑

i=1

ai −

− α(A; c)q = δ(A; c). Учитывая, что
q∑

i=1

ai =
k∗∑
i=1

ai +

q∑
i=k∗+1

ai, получим

(l′k∗(A; c)− 1)ck∗ +
∑

i>l′
k∗ (A;c)

ai +

q∑
i=k∗+1

ai −α(A; c)q = 0. Так как α(A; c)q =

= α(A; c)k∗ + α(A; c)(q − k∗), то имеет место

(cl′k∗(A; c)− c− α(A; c))k∗ +
∑

i>l′
k∗ (A;c)

ai +

q∑
i=k∗+1

(ai − α(A; c)) = 0. (2.9)

Из определения числа q следует aq − α(A; c) > 0. Так как aq 6 cl′k∗(A; c) − c,

то l′k∗(A; c) − 1 − α(A; c) > 0. Следовательно, левая часть формулы (2.9) строго

положительна, что является противоречием предположению k∗ < q. Этим показано,

что k∗ = k∗(A; c) > q.

Перейдем к доказательству того, что вектор Aα(A;c) – c-реализуем, то есть

Γ(Aα(A;c); c) ̸= ∅. Для этого покажем, что δk(A
α(A); c) > 0 ∀k, c 6 ck 6

6 a
(α(A;c))
k + c.

Рассмотрим два случая:

а) 1 6 k 6 q;

б) cq < ck 6 ak + c.

а) Здесь a(α(A;c))
i = α(A; c), 1 6 i 6 q и достаточно показать δ1(Aα(A;c); c) >

> 0 и δq(Aα(A;c); c) > 0, что следует из леммы 18 [30].

Лемма 18. Пусть A ∈ Rn

+ и ap = aq , где q > p, cq 6 aq + c, причем

δp(A; c) > 0 и δq(A; c) > 0. Тогда δk(A; c) > 0 ∀k, p 6 k 6 q.

Рассмотрим разность ХФ (2.3′) для векторовAα(A;c) иA при k = q:

δq(A
α(A;c); c)− δq(A; c) = cq(l′q(A

α(A;c); c)− 1)−
q∑

i=1

a
(α(A;c))
i +

+
∑

i>l′q(A
α(A;c);c)

a
(α(A;c))
i − cq(l′q(A; c)− 1) +

q∑
i=1

ai −
∑

i>l′q(A;c)

ai.
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Так как a(α(A;c))
i = ai при i > q и l′q(A

α(A;c); c) = l′q(A; c), то δq(Aα(A;c); c) −

− δq(A; c) =

q∑
i=1

ai −
q∑

i=1

a
(α(A;c))
i = δ(A; c). Следовательно, δq(Aα(A;c); c) =

= δ(A; c) + δq(A; c) > δ(A; c)− δ(A; c) = 0.

Этим получили, что δq(Aα(A;c); c) > 0.

Отметим, что при q = k∗ имеет место δk∗(Aα(A;c); c) = δ(A; c)+ δk∗(A; c) =

= 0.

Если q = 1, то п. а доказан. Рассмотрим случай q > 2 и пусть k = 1. Здесь ХФ

(2.3′) для вектораAα(A;c) имеет вид

δ1(A
α(A;c); c) = cl′1(A

α(A;c); c)− c− α(A; c) +
∑

i>l′1(A
α(A;c);c)

a
(α(A;c))
i .

Предположим δ1(A
α(A;c); c) < 0. Тогда

α(A; c) > cl′1(A
α(A;c); c)− c+

∑
i>l′1(A

α(A;c);c)

a
(α(A;c))
i . (2.10)

При этом предположении рассмотрим δq(A
α(A;c); c). Имеет место

δq(A
α(A;c); c) = cq(l′q(A

α(A;c); c)−1)−
q∑

i=1

a
(α(A;c))
i +

∑
i>l′q(A

α(A;c);c)

a
(α(A;c))
i =

= cq(l′q(A
α(A;c); c)− 1)− α(A; c)q +

∑
i>l′q(A

α(A;c);c)

a
(α(A;c))
i .

Из (2.10) следует, что

δq(A
α(A;c); c) < cq(l′q(A

α(A;c); c)− 1)−

−

c(l′1(A
α(A;c); c)− 1) +

∑
i>l′1(A

α(A;c);c)

a
(α(A;c))
i

 q+

+
∑

i>l′q(A
α(A;c);c)

a
(α(A;c))
i = cq(l′q(A

α(A;c); c)−l′1(A
α(A;c); c))−q

∑
i>l′1(A;c)+1

ai+
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+
∑

l′q(A;c)<i6l′1(A;c)

ai+
∑

i>l′1(A;c)

ai =
∑

l′q(A;c)<i6l′1(A;c)

(ai−cq)−(q−1)
∑

i>l′1(A;c)

ai.

Так как ai < cq при i > l′q(A; c) и q > 1, то δq(Aα(A;c); c) < 0, что есть противоре-

чие. Следовательно, δ1(Aα(A;c); c) > 0. Из леммы 18 следует, что δk(Aα(A;c); c) >
> 0 при 1 6 k 6 q.

б) Здесь cq < ck 6 ak+c. Для разности значений ХФ (2.3′) от векторовAα(A;c)

иA при этих k имеет место

δk(A
α(A;c); c)− δk(A; c) = ck(l′k(A

α(A;c); c)− 1)−
k∑

i=1

a
(α(A;c))
i +

+
∑

i>l′
k
(Aα(A;c);c)

a
(α(A;c))
i − ck(l′k(A; c)− 1) +

k∑
i=1

ai −
∑

i>l′
k
(A;c)

ai.

Так как l′k(A
α(A;c); c) = l′k(A; c) и a(α(A;c))

i = ai при i > q, то

δk(A
α(A;c); c)− δk(A; c) =

k∑
i=1

ai −
k∑

i=1

a
(α(A;c))
i = δ(A; c)

и δk(Aα(A;c); c) = δ(A; c)+δk(A; c) > δ(A; c)−δ(A; c) = 0. Отметим, если k =

= k∗ (и k∗ > q), то δk∗(Aα(A;c); c) = δ(A; c)+δk∗(A; c) = δ(A; c)−δ(A; c) = 0.

Этим доказана теорема 22.

Замечание 7. Для случаяΓ(A; c) = ∅ вписанный вA c-реализуемый вектор с

наибольшей суммой координат определен неоднозначно (теоремы 21 и 22). ПустьA =

= (10, 8, 8, 7, 4, 4, 3, 2) ∈ R8

+. Легко проверить, что Γ(A; 1) = ∅ и δ(A; 1) = 8.

Теорема 22 задает 1-реализуемый вектор (6 1
4 , 6

1
4 , 6

1
4 , 6

1
4 , 5, 4, 4, 3, 2). Но 1-реализуем

и вектор (7, 7, 6, 5, 4, 4, 3, 2), вписанный в A, сумма координат которого также на 8

отличается от суммы координат вектораA.
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2.5. Ограничения для сумм весов дуг класса сетей без петель

с фиксированными степенями узлов при произвольном

разбиении множества узлов

ПустьA ∈ Rn
+ , где Γ(A; c) ̸= ∅ и U1 ∪ U2 = U(n), U1 ∩ U2 = ∅ – разби-

ение множества U(n). Разбиение множества U(n) задает два подвектораA1 = (ai),

ui ∈ U1,A2 = (ai), ui ∈ U2, и каждую сетьX(A) = (xij) из Γ(A; c) можно пред-

ставить в виде X(A) = X1(A1) + X2(A2) + X3(A1,A2), где X1(A1) = (xij),

ui, uj ∈ U1, X2(A2) = (xij), ui, uj ∈ U2, X3(A1,A2) = (xij), ui ∈ U1, uj ∈
∈ U2. Приведем оценки снизу и сверху для сумм весов дуг δ(U1), δ(U2), δ(U1, U2).

Напомним, что через Ã обозначается вектор, получаемый из вектораA упорядочивани-

ем координат по невозрастанию. В теореме 21 содержится доказательство следующей

леммы [30,36].

Лемма 19. ПустьA ∈ Rn
+ , Γ(A; c) ̸= ∅ и U(n) = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅ –

произвольное разбиение множества узлов U(n). Тогда для любого представления сети

X(A) = (xij) ∈ Γ(A; c) в видеX(A) = X1(A1)+X2(A2)+X3(A1,A2) имеет

место

δ(U1) 6
1

2

( ∑
ui∈U1

ai −max(δ(Ã1; c), δ(Ã2; c))

)
,

δ(U2) 6
1

2

( ∑
ui∈U2

ai −max(δ(Ã1; c), δ(Ã2; c))

)
, (2.11)

δ(U1, U2) > max(δ(Ã1; c), δ(Ã2; c)),

где числа δ(Ã1; c), δ(Ã2; c) определены формулой (2.6).

Для произвольной пары векторов (A,B), гдеA ∈ Rn
+ ,B ∈ Rm

+ и

n∑
i=1

ai 6
m∑
j=1

bj , (2.12)

найдется такое число sA, что
m∑
j=1

min(bj , sA) =
n∑

i=1

ai.
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Для пары векторов (A,BA), где

bAj =

{
sA, bj > sA,
bj , bj < sA,

1 6 j 6 m (2.13)

выполняется условие замкнутости, то есть (A,BA) ∈ Rn,m
+,=.

Случай (2.12) в транспортных задачах называется открытым. В [29] получен сле-

дующий результат.

Лемма 20. Пусть для векторов A ∈ Rn
+ , B ∈ Rm

+ справедливо (2.12). Для

множества матриц

Γ6(A,B; c) = {X(A,B) = (xij) : 0 6 xij 6 c ∀i, j,

m∑
j=1

xij = ai, 1 6 i 6 n,
n∑

i=1

xij 6 bj , 1 6 j 6 m}

имеет место

c(A,BA) = min{c : Γ6(A, B; c) ̸= ∅}.

В теореме 8 содержится доказательство следующей леммы [30,36].

Лемма 21. ПустьA ∈ Rn
+ , Γ(A; c) ̸= ∅ и U(n) = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅ –

произвольное разбиение множество узлов U(n), где∑
ui∈U1

ai 6
∑

ui∈U2

ai.

Тогда для любого представления сети X(A) = (xij) ∈ Γ(A; c) в виде X(A) =

= X1(A1) +X2(A2) +X3(A1,A2) имеет место

δ(U1) >
1

2
δ(Ã1, Ã2

A1
; c),

δ(U2) >
1

2

( ∑
ui∈U2

ai −
∑

ui∈U1

ai + δ(Ã1, Ã2
A1

; c)

)
, (2.14)

δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − δ(Ã1, Ã2
A1

; c),
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где число δ(Ã1, Ã2
A1

; c) определено в формуле (1.7).

Объединим леммы 19 и 21 [30,36].

Теорема 23. Пусть A ∈ Rn
+ , Γ(A; c) ̸= ∅ и X(A) – произвольная сеть из

Γ(A; c). При любом разбиении множества узлов U(n) = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅
для сумм весов дуг δ(U1), δ(U2), δ(U1, U2) подсетейX1(A1),X2(A2),X3(A1,A2)

имеет место

1

2
δ(Ã1, Ã2

A1
; c) 6 δ(U1) 6

1

2

( ∑
ui∈U1

ai −max(δ(Ã1; c), δ(Ã2; c))

)
,

1

2

( ∑
ui∈U2

ai −
∑

ui∈U1

ai + δ(Ã1, Ã2
A1

; c)

)
6 δ(U2) 6

6 1

2

( ∑
ui∈U2

ai −max(δ(Ã1; c), δ(Ã2; c))

)
,

max(δ(Ã1; c), δ(Ã2; c)) 6 δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − δ(Ã1, Ã2
A1

; c).

Ниже будет показано, что усилить результат теоремы 23 невозможно.

Пример 10. Для вектора

A = (32, 32, 32, 32, 18, 18, 18, 18, 8, 8, 8, 8, 4, 4, 4) примеров 7 и 8 найдем оцен-

ки для сумм весов дуг δ(U1), δ(U2), δ(U1, U2) при c = 4, где U(15) = U1 ∪
∪ U2, – разбиение множества узлов: U1 = {u3, u4, u7, u8, u11, u12, u15}, U2 =

= {u1, u2, u5, u6, u9, u10, u13, u14}. Тогда A1 = (32, 32, 18, 18, 8, 8, 4) и A2 =

= (32, 32, 18, 18, 8, 8, 4, 4) и, как легко подсчитать,

∑
ui∈U1

ai = 120 <
∑

ui∈U2

ai = 124.
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Применяя (2.6), получим δ(A1; 4) = 32 и δ(A2; 4) = 28. Из теоремы 23 или

леммы 19 следует, что

δ(U1) 6
1

2

( ∑
ui∈U1

ai − δ(A1; 4)

)
=

1

2
(120− 32) = 44,

δ(U2) 6
1

2

( ∑
ui∈U2

ai − δ(A1; 4)

)
=

1

2
(124− 32) = 46,

δ(U1, U2) > δ(A1; 4) = 32.

По правилу (2.13) уменьшим сумму координат вектора A2 на 4: AA1
2 =

= (30, 30, 18, 18, 8, 8, 4, 4). Применяя (1.7), получим δ(A1,A
A1
2 ; 4) = 12. Из тео-

ремы 23 или леммы 21 следует, что

δ(U1) >
1

2
· 12 = 6,

δ(U2) >
1

2

( ∑
ui∈U2

ai −
∑

ui∈U1

ai + 12

)
=

1

2
(124− 120 + 12) = 8,

δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − 12 = 120− 12 = 108.

Итак получили, что для любой сетиX(A) из Γ(A; 4) имеет место

6 6 δ(U1) 6 44; 8 6 δ(U2) 6 46; 32 6 δ(U1, U2) 6 108.

Очевидно, что для вектораA ∈ Rn
+ , гдеΓ(A; c) ̸= ∅, оценки для величин δ(U1),

δ(U2) и δ(U1, U2) зависят от разбиения множества узлов U(n) = U1 ∪ U2 и от пара-

метра c.

2.6. Приложение в теории «Потоки в сетях»

Результаты, содержащиеся в теореме 23, имеют приложения в теории «Потоки в се-

тях». Рассмотрим усеченный сетевой многогранник Γ(A; c) ̸= ∅, гдеA ∈ Rn
+ . Лю-

бую неориентированную сеть из Γ(A; c) можно рассматривать как ориентированную
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с симметричной матрицей весов дуг (пропускных способностей дуг). Пусть U(n) =

= U1 ∪ U2, где U1 ∩ U2 = ∅ – произвольное разбиение множества узлов U(n),

которое задает разрез любой сети из Γ(A; c). В подмножествах U1 и U2 выберем соот-

ветственно узлы-источники и узлы-стоки: V1 ⊆ U1, V2 ⊆ U2.

Рассмотрим классическую задачу о максимальном потоке. Пусть X(A) – неко-

торая сеть из Γ(A; c). Задача о вычислении максимального потока из множества ис-

точников V1 в множество стоков V2 сводится к двухполюсной. Добавляются два новых

узла u0 и un+1 и множество дуг (u0, ui), где ui ∈ V1, и (un+1, ui), где ui ∈ V2, для

пропускных способностей которых полагается

x0i =
∑

uj∈U(n)

xij , ui ∈ V1; xin+1 =
∑

uj∈U(n)

xij , ui ∈ V2.

Затем применяется известный алгоритм вычисления максимального потока «метод по-

меток».

Здесь рассматривается другая потоковая задача, в которой полагается, что сами

узлы формируют пропускные способности дуг. Для разреза, определяемого разбиением

множества узлов U(n) = U1 ∪ U2, формула (см. (2.11), (2.14))

max(δ(Ã1; c), δ(Ã2; c)) 6 δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − δ(Ã1, Ã2
A1

; c) (2.15)

задает ограничения его пропускных способностей всех сетей изΓ(A; c). Поэтому нера-

венства в (2.15) влияют на ограничения величины любого (в том числе и максимального)

потока из множества источников V1 в множество стоков V2 для любой сети из Γ(A; c).

Будет показано, что неравенства из (2.15) задают точные нижнюю и верхнюю границы

величины пропускной способности разреза δ(U1, U2).

Возможен случай, когда ограничения для величины δ(U1, U2) в (2.15) строгие. Но

в общем случает услилить неравенства в (2.15) невозможно. Отметим также, что ограни-

чения в неравенствах (2.11) и (2.14) для величин δ(U1), δ(U2) в общем случае являются
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достижимыми. Покажем это на простых примерах, в которых рассмотрим и потоковые

задачи.

Пример 11. Исследуем целочисленный вектор

A = (8, 8, 2, 2, 2, 2, 2, 2, 2) ∈ R9

+

для а) c = 1 и б) c = 2 при разбиении множества узлов (вершин) U(9) = U1 ∪
∪ U2, где U1 = {u2, u7, u8, u9}, U2 = {u1, u3, u4, u5, u6}. ЗдесьA1 = (8, 2, 2, 2),

A2 = (8, 2, 2, 2, 2). Пусть V1 – множество узлов-источников из U1 и V2 – множество

узлов-стоков из U2.

а) Легко проверить, что |Γ(A; 1)| = 1, причем единственная реализацияX(A) =

= (xij) из Γ(A; 1) есть граф

X1(A) =



8 8 2 2 2 2 2 2 2

8 0 1 1 1 1 1 1 1 1

8 1 0 1 1 1 1 1 1 1

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0



.

Применяя (2.15), получим 5 6 δ(U1, U2) 6 11. На рис 3. представлена геомет-

рическая реализация сети (графа)X1(A).
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Рис. 3. X1(A)

Легко видеть, что δ(U1, U2) = 8 и 5 < δ(U1, U2) < 11 (здесь неравенства в

(2.15) есть строгие). Отметим, что для сетиX1(A) (любой сети из Γ(A; 1))

1) при каждом выборе V1 и V2 величина любого потока из V1 в V2 меньше, чем 11;

2) существуют такие V1 и V2, что величина максимального потока из V1 в V2 мень-

ше, чем 5.

Для величин δ(U1), δ(U2) формулы из (2.11) и (2.14) дают следующий результат:

1,5 6 δ(U1) 6 4,5 и 2,5 6 δ(U2) 6 5,5. Однако δ(U1) = 3 и δ(U2) = 4 (неравен-

ства в (2.11) и (2.14) также являются строгими).

б) При том же разбиении множества вершин для пропускной способности разреза

из (2.15) получим

2 6 δ(U1, U2) 6 14. (2.16)
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Здесь нижняя и верхняя оценки пропускной способности разреза δ(U1, U2) дости-

гаются. На рис. 4 и 5 изображены сети - мульгиграфыX2(A) иX3(A) из Γ(A; 2):

X2(A) =



8 8 2 2 2 2 2 2 2

8 0 2 1 1 2 2 0 0 0

8 2 0 0 0 0 0 2 2 2

2 1 0 0 1 0 0 0 0 0

2 1 0 1 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0



,

X3(A) =



8 8 2 2 2 2 2 2 2

8 0 2 0 0 0 1 1 2 2

8 2 0 2 2 2 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 1 0 0 0 0 0 1 0 0

2 1 0 0 0 0 1 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0



.
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Рис. 4. X2(A)
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Рис. 5. X3(A)

Легко видеть, что для сетей X2(A), X3(A) соответственно имеет место

δ(U1, U2) = 2 и δ(U1, U2) = 14.
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Отметим, что верхняя оценка (2.16) есть тривиальная, так как сумма координат

вектораA1 равна 14.

Нетрудно убедиться, что для сетей из Γ(A; 2)

1) при любом выборе узлов-источников V1 и узлов-стоков V2 величина максималь-

ного потока из V1 в V2 имеет те же ограничения, что и величина пропускной способно-

сти разреза δ(U1, U2) (см. (2.16));

2) существует такая сеть (например, X2(A)), в которой при любом выборе V1 ⊆
U1 и V2 ⊆ U2 величина максимального потока из V1 в V2 равна 2;

3) существует такая сеть (например,X3(A), где V1 = U1 и V2 = U2), в которой

значение максимального потока из V1 в V2 равно 14.

Для величин δ(U1) и δ(U2), применяя формулы (2.11) и (2.14), получим

0 6 δ(U1) 6 6, 1 6 δ(U2) 6 7. (2.17)

Легко видеть, что в первом мультиграфе δ(U1) = 6 и δ(U2) = 7 достигаются верхние

ограничения в (2.17), а во втором мультиграфе δ(U1) = 0 и δ(U2) = 1 – нижние

ограничения в (2.17).

Пример 12. Рассмотрим целочисленный вектор

A = (5, 5, 4, 4, 4, 4, 2, 2) ∈ R8

+

и c = 1. При разбиении множества узлов (вершин) U(8) = U1 ∪ U2, где U1 =

= {u1, u3, u4, u7}, U2 = {u2, u5, u6, u8} получим A1 = A2 = (5, 4, 4, 2) и для

пропускной способности разреза любой сети из Γ(A; 1) (см. (2.15))

5 6 δ(U1, U2) 6 13. (2.18)

63



Здесь нижняя и верхняя оценки для величины пропускной способности разреза

δ(U1, U2) усеченного сетевого многогранника Γ(A; 1) являются точными. На рис. 6 и

7 изображены сети - графы

X1(A) =



5 5 4 4 4 4 2 2

5 0 1 1 1 0 1 1 0

5 1 0 0 1 1 1 0 1

4 1 0 0 1 1 0 1 0

4 1 1 1 0 0 1 0 0

4 0 1 1 0 0 1 0 1

4 1 1 0 1 1 0 0 0

2 1 0 1 0 0 0 0 0

2 0 1 0 0 1 0 0 0


,

X2(A) =



5 5 4 4 4 4 2 2

5 0 1 0 1 1 1 0 1

5 1 0 1 1 0 1 1 0

4 0 1 0 0 1 1 0 1

4 1 1 0 0 1 1 0 0

4 1 0 1 1 0 0 1 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0

2 0 1 0 0 1 0 0 0

2 1 0 1 0 0 0 0 0


из Γ(A; 1), для которых соответственно δ(U1, U2) = 5 и δ(U1, U2) = 13.
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Рис. 6. X1(A)
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Рис. 7. X2(A)

Рассмотрим величину δ(U1) = δ(U2). Неравенства (2.11) и (2.14) задают ограни-

чения

1 6 δ(U1) 6 5. (2.19)

Легко видеть, что в первом графе достигается верхняя оценка (2.19), а во втором – ниж-

няя оценка.
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Пусть V1 – множество узлов-источников из U1 и V2 – множество узлов-стоков из

U2. Применим формулу (2.18) для усеченного многогранника Γ(A; 1):

1) величина каждого потока из V1 в V2 любой сети не превосходит 13;

2) существует такая сеть (например,X2(A), где V1 = U1 и V2 = U2), в которой

величина максимального потока равна 13;

3) существует такая сеть (например, X1(A)), в которой величина максимального

потока равна 5;

4) существует такая сеть (например,X1(A)), где V1 = {U4}, V2 = {U2} в кото-
рой величина максимального потока меньше 5.

Из теоремы 23 и примеров 11 и 12 следуют теоремы 24, 25 и замечание 8.

Теорема 24. Для любого вектораA ∈ Rn
+ , где Γ(A; c) ̸= ∅, и произвольного

разбиения множества узлов U(n) = U1 ∪ U2 оценки, приведенные в теореме 23,

являются точными (достижимыми).

Замечание 8. Результаты теоремы 23 имеют приложение в теории графов и

мультиграфов.

Теорема 25. ПустьA ∈ Rn
+ , Γ(A; c) ̸= ∅,U(n) = U1 ∪ U2,U1 ∩ U2 = ∅,

и V1 ⊆ U1, V2 ⊆ U2, где V1 – множество узлов-источников и V2 – множество узлов-

стоков. Для сетей усеченного сетевого многогранникаΓ(A; c) справедливы следующие

утверждения:

а) для произвольной сети из Γ(A; c) величина любого потока (в том числе и мак-

симального) из V1 в V2 не превосходит верхней оценки значения пропускной способной

разреза δ(U1, U2) формулы (2.15);

б) существует сеть из Γ(A; c), в которой (например, при V1 = U1 и V2 = U2)

величина максимального потока изV2 вV2 не менее нижней оценки значения δ(U1, U2)

формулы (2.15);

в) если существует сеть, в которой значение δ(U1, U2) достигает верхней оценки

из (2.15), то найдется сеть (например, при V1 = U1 и V2 = U2), где величина макси-

мального потока из V1 в V2 равна правой части (2.15);

г) если существует сеть, в которой величина δ(U1, U2) достигает нижней оценки
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из (2.15), то найдется сеть, где величина максимального потока из V1 в V2 не превосхо-

дит левой части (2.15), причем существует сеть (например, когда V1 = U1 и V2 = U2)

с величиной максимального потока, равной нижней оценки для δ(U1, U2).
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III. Сети с петлями с фиксированными степенями узлов

3.1. Характеристические функции и условия c-реализуемости

Очевидно, что для любого вектораA из Rn
+ имеет место ΓL(A) ̸= ∅.

Определение 16. ДляA ∈ Rn
+ , c > 0 и k ∈ Z, 1 6 k 6 n, характеристиче-

ской функцией (ХФ) называется [17,19,20,28,33]

∆k(A; c) = ck2 −
∑
i6k

ai6ck

(ck − ai)−
∑

i>k+1
ai>ck

(ai − ck)−
∑
i6k

ai +
∑

i>k+1

ai. (3.1)

Неотрицательность (3.1) есть необходимое условие c-реализуемости вектора в

сеть с петлями [17,19,20,28,33].

Теорема 26. ПустьA ∈ Rn
+ , c > 0. Если ΓL(A; c) ̸= ∅, то∆k(A; c) > 0

∀k, 1 6 k 6 n.

В случае упорядоченности координат вектора по невозрастанию, неотрицатель-

ность ХФ (3.1) является необходимым и достаточным условием c-реализуемости

[17,19,20,28,33,39].

Теорема 27. Если A ∈ Rn

+ , то ΓL(A; c) ̸= ∅ ⇐⇒ ∆k(A; c) > 0 ∀k,
1 6 k 6 n.

Отметим, что при A ∈ Rn

+ ХФ (3.1) имеет более простой вид:

∆k(A; c) = ck2 −
∑

i>k+1
ai>ck

(ai − ck)−
∑
i6k

ai +
∑

i>k+1

ai, c 6 ck 6 ak; (3.2)

∆k(A; c) = ck2 −
∑
i6k

ai6ck

(ck − ai)−
∑
i6k

ai +
∑

i>k+1

ai, k 6 n, ck > ak.

Имеет место

Лемма 22. ЕслиA ∈ Rn

+ , то∆k(A; c) > 0∀k, c 6 ck 6 ak ⇐⇒∆k(A; c) >
> 0 ∀k, k 6 n, ck > ak.

Поэтому справедлива [17,19,20,28,33,39]

Теорема 28. ЕслиA ∈ Rn

+ , то
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а) ΓL(A; c) ̸= ∅⇐⇒∆k(A; c) > 0 ∀k, c 6 ck 6 ak.

б) ΓL(A; c) ̸= ∅⇐⇒∆k(A; c) > 0 ∀k, k 6 n, ck > ak.

В дальнейшем будем применять ХФ (3.2) и ее упрощенный вид

∆k(A; c) = ckl′k(A; c)−
∑
i6k

ai +
∑

i>l′
k
(A;c)

ai, (3.2′)

где l′k(A; c) определено в (2.3′).

Пример 13. Применим ХФ (3.2) к вектору

A = (35, 35, 35, 35, 20, 20, 20, 20, 8, 8, 8, 8, 4, 4, 4) ∈ R15

+

при c = 2. Получим ∆1(A; 2) = −5, ∆2(A; 2) = −10, ∆3(A; 2) = −21,

∆4(A; 2) = −32,∆5(A; 2) = −36,∆6(A; 2) = −40,

∆7(A; 2) = −44, ∆8(A; 2) = −48 и min
k

∆k(A; 2) = ∆8(A; 2) = −48. Из

теоремы 28 следует, что ΓL(A; 2) = ∅.

Вектор A из R15

+ примера 13 будет исследоваться во всех примерах разделов

3.1–3.5.

Пример 14. К вектору A примера 13 при c = 4 применим ХФ (3.2). Тогда

∆1(A; 4) = 25,∆2(A; 4) = 38,∆3(A; 4) = 35,∆4(A; 4) = 32,∆5(A; 4) = 44.

Из теоремы 28 следует, что ΓL(A; 4) ̸= ∅.

3.2. Минимакс и наследственно минимаксная матрица

смежности для сетей с петлями

Для вектора A ∈ Rn
+ вычислим наименьшее значение c = cL(A), при котором

ΓL(A; c) ̸= ∅.

Определение 17. ПустьA ∈ Rn
+ . Значение

cL(A) = min{c : ΓL(A; c) ̸= ∅}

называется минимаксом дляA или ΓL(A; cL) [17,19,20,28,33,39].

В [17,19,20,28,33] минимакс cL(A) называется весом вектораA.
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Легко видеть справедливость тождества

min{c : ΓL(A; c) ̸= ∅} = min
X(A)∈ΓL(A)

max
i,j

{xij : X(A) = (xij)}.

Для минимакса имеет место [17,19,20,28,33].

Теорема 29. ПустьA ∈ Rn

+ . Величина c является минимаксом (c = cL(A))

⇐⇒ ΓL(A; c) ̸= ∅ и ∃p ∈ Z, c 6 cp 6 ap, что∆p(A; c) = 0.

Перейдем к построению формулы вычисления минимакса cL(A), где A ∈ Rn

+ .

Для ∀ (t, r) ∈ T ′(A) (см. (2.4)) построим систему соотношений
ctr =

∑
i6t

ai −
∑
i>r

ai

tr
,

ctrt > ar+1, r < n,

ctrt 6 ar, r > t.

(3.3)

Положим ctr = 0, если (3.3) не имеет решений.

Теорема 30. ПустьA ∈ Rn

+ . Тогда

cL(A) = max
(t,r)∈T ′(A)

ctr.

Доказательство. Положим cpq = max
(t,r)∈T ′(A)

ctr . Из равенства в (3.3) сле-

дует cpqpq −
∑
i6p

ai +
∑
i>q

ai = 0, а из неравенств в (3.3) следует q = l′p(A; cpq).

Поэтому

∆p(A; cpq) = cpqpq −
∑
i6p

ai +
∑
i>q

ai = 0.

Применяя (3.3), получим

∆p(A; cpq) = cpqp
2 −

∑
i>p+1

ai>cpqp

(ai − cpqp)−
p∑

i=1

ai +
∑
i>p

ai = 0.
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Теперь очевидно, что при c < cpq имеет место∆p(A; c) < 0. Из теоремы 28 следует,

что cL(A) > cpq = max
(t,r)∈T ′(A)

ctr . Применяя теорему 29 получим, что ∃ p ∈ Z,

c 6 cp 6 ap, при котором

∆p(A; cL(A)) = cL(A)pl′p(A; cL(A))−
∑
i6p

ai +
∑

i>l′p(A;cL(A))

ai = 0.

Поэтому

cL(A) =

∑
i6p

ai −
∑

i>l′p(A;cL(A))

ai

pl′p(A; cL(A))
= cpl′p(A;cL(A)).

Из соотношений cL(A) > max
(t,r)∈T ′(A)

ctr и cL(A) = cpl′p(A;cL(A)) следует утвержде-

ние теоремы.

Определение 18. Сети с петлями (матрицы) из ΓL(A; cL(A)) называются

минимаксными.

Следующая теорема характеризует минимаксные матрицы [17,19,20,28,33].

Теорема 31. Если A ∈ Rn

+ и ∆p(A; cL(A)) = 0, где c 6 cp 6 ap, то для

X(A) = (xij) ∈ ΓL(A; cL(A)) имеет место

xij =


cL(A), (i, j) ∈ {(i, j) : 1 6 i, j 6 p} ∪
∪ {(i, j) : 1 6 i 6 p, p < j 6 l′p} ∪ {(i, j) : p < i 6 l′p, 1 6 j 6 p};
0, (i, j) ∈ {(i, j) : p < i 6 n, l′p < j 6 n} ∪
∪ {(i, j) : l′p < i 6 n, p < j 6 l′p}.

Упростим вычисление минимакса cL(A). Обозначим TL(n) = {(i, i) : 1 6
6 i 6 n}. Покажем, что при нахождении минимакса можно удалить все неравенства
из (3.3) и при вычислении cL(A) рассматривать только пары индексов из TL(A) =

= TL(n) ∪ T ′′(A) (см. лемму 12). Для этого докажем две леммы.

Лемма 23. ПустьA ∈ Rn

+ и

ctq = max
1<r6n

(t,r)∈T ′(A)\T ′(n)

t∑
i=1

ai −
∑
i>r

ai

tr
=

t∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

tq
.
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Тогда а) ctqt > aq+1 (если q < n), причем ctqt = aq+1 ⇐⇒ ctq = ctq+1, и

б) ctqt 6 aq .

Доказательство а) Пусть q < n. Для разности ctq − ctq+1, аналогично п. а

леммы 12, получим

ctq − ctq+1 =

t∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

tq
−

t∑
i=1

ai −
∑

i>q+1

ai

t(q + 1)
=

=
1

tq
· (ctq+1t− aq+1).

Предположим, что ctqt < aq+1. Тогда ctq − ctq+1 <
1

q
(ctq+1 − ctq) и (ctq −

− ctq+1)
q + 1

q
< 0, что противоречит условию леммы.

Пусть ctqt = aq+1. Тогда (ctq−ctq+1)
q + 1

q
= 0, что справедливо тогда и только

тогда, когда ctq = ctq+1.

б) Пусть q > 1. Предположим ctqt > aq . Тогда для разности ctq − ctq−1, так же

как и в п. б доказательства леммы 12, получим

ctq − ctq−1 =

t∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

tq
−

t∑
i=1

ai −
∑

i>q−1

ai

t(q − 1)
=

=
1

t(q − 1)
(aq − ctqt) < 0,

что противоречит условию леммы. Этим лемма доказана.

Замечание 9. Из леммы 23 следует, что в системе (3.3) второй индекс r можно

рассматривать только в случае ar > ar+1 (если r ̸= n).
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Лемма 24. Пусть A ∈ Rn

+ . Если cpq = cL(A) и ap = ap+1, то cp+1q =

= cL(A).

Доказательство. Аналогично доказательству леммы 13, для разности cpq −
− cp+1q , где q > p, получим

cpq − cp+1q =

p∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

pq
−

p+1∑
i=1

ai −
∑
i>q

ai

(p+ 1)q
=

=
1

(p+ 1)q
(cpqq − ap+1).

Очевидно, что cpqq 6 ap = ap+1. Поэтому, cpq − cp+1q = cL(A)− cp+1q 6 0. Так

как cL(A) = max
(t,r)∈T ′(A)

ctr = ctq , то cpq − cp+1q > 0. Следовательно, cL(A) =

= cp+1q .

Лемма 23 исключает из системы (3.3) все неравенства. Следовательно, если ctq =

max
(t,r)∈T ′(A)\T ′(n)

ctr , то для значения ctq заведомо имеет место ctqt 6 aq и, учитывая

замечание к лемме 23, ctqt > aq+1 (если q ̸= n). Поэтому из теоремы 31 и лемм 23, 24

следует [32]

Теорема 32. ПустьA ∈ Rn

+ . Тогда

cL(A) = max
(t,r)∈TL(A)

∑
i6t

ai −
∑
i>r

ai

tr
.

Определение 19. Сеть с петлями–матрицаX(A) = (xij) называется равно-

мерной, если справедливы два условия [19,28]:

а) ai = ap, aj = aq =⇒ xij = xpq ,

б) ai > ap, aj > aq =⇒ xij > xpq .
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Каждая неотрицательная симметричная матрица X = (xij), 1 6 i, j 6 n, где

xii = 0, задает векторA, для которого ai =
n∑

j=1

xij , иX = X(A) ∈ ΓL(A). Будем

говорить, что матрица (сеть с петлями)X задает векторA.

Определение 20. Cеть c петлями (минимаксная) называется наследственно

минимаксной, если каждая подсеть и каждая двудольная подсеть, порожденные своими

узлами, есть минимаксные.

Из теоремы 32 следует лемма, в которой заключен алгоритм построения наслед-

ственно минимаксной сети с петлями.

Лемма 25. Пусть A ∈ Rn

+ и X(A) = (xij) ∈ ΓL(A; cL(A)), причем

cL(A) = ckq . Тогда для пары векторов (A′,A′′) и вектора A′′′, где a′i = ai −
− cL(A)(q − 1), 1 6 i 6 k, a′′i = ai, q < i 6 n, a′′′i = ai − cL(A)(q − k),

k < i 6 q, имеет место (A′,A′′) ∈ Rk,n−q

+ ,A′′′ ∈ Rq−k

+,= и ΓL(A
′,A′′; cL(A)) ̸=

̸= ∅, ΓL(A
′′′; cL(A)) ̸= ∅.

Алгоритм 3. Построение наследственно минимаксной сети с петлями.

Пусть A – произвольный вектор из Rn

+ . Наследственно минимаксная сеть стро-

ится следующим образом.

Шаг 1. Применяется теорема 32 для вычисления минимакса

cL(A) = max
(t,r)∈T (A)

∑
i6t

ai −
∑
i>r

ai

tr
= ckq.

Числа ckq , k, q задают веса дуг искомой сети (элементы симметричной матрицы)

X(A), равные cL(A) и равные 0 (теорема 31).

Шаг 2. Применяя лемму 25, вычисляются пара векторов (A′,A′′) и векторA′′′.

Для пары векторов (A′,A′′) применяется алгоритм 1 для построения наследственно

74



минимаксной двудольной сети. Так будут найдены веса дуг xij искомой сети X(A),

где 1 6 i 6 k, q < j 6 n.

Далее для вектораA′′′ применяются шаги 1 и 2 данного алгоритма.

И т.д.

Очевидно, что построенная таким образом матрица X(A) есть равномерная.

Справедлива следующая (без доказательства) [32]

Теорема 33. а) Сеть с петлямиX(Ã), гдеA ∈ Rn
+ , построенная алгоритмом

3, является единственной наследственно минимаксной сетью сетевого многогранника

ΓL(Ã).

б) Любой многогранник ΓL(A), где A ∈ Rn
+ , содержит одну и только одну на-

следственно минимаксную сеть с петлями.

Пример 15. Построим наследственно минимаксную сеть с петлями (матрицу)

X(A) = (xij) ∈ Γ(A; c), гдеA – вектор примера 13.

Найдем минимакс cL(A). Здесь TL(A) = {(1, 1); (2, 2); (3, 3); (4, 4); (4, 8);
(4, 12); (4, 15); (5, 5); (6, 6); (7, 7); (8, 8); (8, 12); (8, 15); (9, 9); (10, 10); (11, 11);

(12, 12); (12, 15); (13, 13); (14, 14); (15, 15)}. Применяя равенство системы (3.3),

вычислим величины ctr , где (t, r) ∈ T (A):

c11 = −194 c22 = −31, c33 = −6, c44 = 1, c48 = 3, c4 12 = 2 2
3 , c4 15 = 2 1

3 ,

c55 = 2 6
25 , c66 = 2 2

3 , c77 = 2 38
49 , c88 = 2 3

4 , c8 12 = 2 1
6 , c8 15 = 1 5

6 , c99 = 2 10
27 ,

c10 10 = 2 2
25 , c11 11 = 1103

121 , c12 12 = 1 2
3 , c12 15 = 1 2

5 , c1313 = 1 79
169 , c1414 = 1 15

49 ,

c1515 = 1 13
75 .

Из теоремы 32 следует, что cL(A) = 3, причем c48 = 3. Числа 3, 4, 8 задают веса

дуг искомой сети X(A), равные 3 и равные 0. Учитывая симметричность матрицы

X(A), получим
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X(A) =



xij = 3
... X1 = (xij)

1 6 i 6 4
... 1 6 i 6 4

1 6 j 6 8
... 9 6 j 6 15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

xij = 3
... X2 = (xij)

... xij = 0

5 6 i 6 8
... 5 6 i 6 8

... 5 6 i 6 15

1 6 j 6 4
... 5 6 j 6 8

... 9 6 j 6 15

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
...

X3 = xij

... xij = 0
...

9 6 i 6 15
... 9 6 i 6 15

...

1 6 j 6 4
... 5 6 j 6 8

...



.

Лемма 25 строит: а) пару векторов (A′,A′′) = ((11, 11, 11, 11), (8, 8, 8,

8, 4, 4, 4)) и б) векторA′′′ = (8, 8, 8, 8).

а) Пара (A′,A′′) задает двудольную подсеть X1 = (xij), 1 6 i 6 4, 9 6 j 6
6 15, искомой матрицыX(A). Применяя алгоритм 1 получим, что

X1 =



8 8 8 8 4 4 4

11 2 2 2 2 1 1 1

11 2 2 2 2 1 1 1

11 2 2 2 2 1 1 1

11 2 2 2 2 1 1 1

.
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Так как X(A) – симметричная матрица, то подматрица X1 определяет матрицу

X3 = (xij), 9 6 i 6 15, 1 6 j 6 4:

X3 =



11 11 11 11

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

4 1 1 1 1

4 1 1 1 1

4 1 1 1 1


.

б) Очевидно, что векторA′′′ задает равномерную матрицуX2 = (xij), 5 6 i 6
6 8, 5 6 j 6 8. Поэтому

X2 =



8 8 8 8

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

8 2 2 2 2

.
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Этим построена наследственно минимаксная матрица

X(A) =



35 35 35 35 20 20 20 20 8 8 8 8 4 4 4

35 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

35 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

35 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

35 3 3 3 3 3 3 3 3 2 2 2 2 1 1 1

20 3 3 3 3 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

20 3 3 3 3 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

20 3 3 3 3 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

20 3 3 3 3 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

8 2 2 2 2 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0

4 1 1 1 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0



.

3.3. Характеристические уравнения

ПустьX = (xij), 1 6 i, j 6 n – произвольная сеть с петлями. Для подмножества

U ⊆ U(n) введем обозначения для сумм весов петель: δL(U) =
∑
ui∈U

xii, δL(U) =

= c|U | − δL(U).

Определение 21. Пусть A ∈ Rn

+ и ΓL(A; c) ̸= ∅. Если c 6 ck 6 ak, то

k-разбиением множества узлов U(n) любой сети X ∈ Γ(A; c) относительно вектора

A называется представление U(n) = Uk
1 ∪ Uk

2 ∪ Uk
3 , где U

k
1 = {ui : i 6 k},

Uk
2 = {ui : i > k, ai > ck}, Uk

3 = {ui : i > k, ai < ck}.
Сумма весов дуг на подмножествах k-разбиения связана с ХФ следующим соотно-

шением [17,19,20,28,33,39].
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Теорема 34. Пусть A ∈ Rn

+ и ΓL(A; c) ̸= ∅. Тогда ∀ X ∈ Γ(A; c) имеет

место:
∆k(A; c) = 2δ(Uk

1 ) + δL(U
k
1 ) + δ(Uk

1 , U
k
2 )+

+δ(Uk
2 , U

k
3 ) + δL(U

k
3 ) + 2δ(Uk

3 ), c 6 ck 6 ak.
(3.4)

Замечание 10. В [17,19,20,28,33] представлено расширенное определение k-

разбиения и построены характеристические уравнения (включая случайA ∈ Rn
+ ) для

∀k, 1 6 k 6 n.

Определение 22. Соотношение (3.4) называется характеристическим уравне-

нием.

3.4. Приведение вектора к c-реализуемости в сеть с петлями

Обозначим ML(A; c) = {D : D 6 A,ΓL(D; c) ̸= ∅} – множество всех c-

реализуемых векторов, вписанных вA. В данном параграфе для произвольного вектора

A будет найден c-реализуемый вектор изML(A; c) с наибольшей суммой координат.

Применяя ХФ (3.2) дляA ∈ Rn

+ введем обозначение

∆(A; c) =

{ |min
k

∆k(A; c)|,ΓL(A; c) = ∅,

0,ΓL(A; c) ̸= ∅.
(3.5)

Если ∆(A; c) > 0, то положим k∗ = k∗(A; c) – такое число, что ∆(A; c) =

= |∆k∗(A; c)|. Заметим, что индекс k∗ определен неоднозначно.
Основные результаты раздела III сформулированы в теоремах 35 и 36 [33,36–39].

Теорема 35. ПустьA ∈ Rn
+ . Тогда

max
D∈ML(A;c)

n∑
i=1

di =
n∑

i=1

ai −∆(Ã; c),

где вектор Ã получен из вектораA упорядочиванием его координат по невозрастанию.

ПустьA ∈ Rn
+ и c > 0. Очевидно, что существует αL(A; c), для которого

n∑
i=1

ai −∆(Ã; c) =

n∑
i=1

min(αL(A; c), ai).
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По правилу (1.8) величина α = αL(A; c) задает вектор

AαL(A;c) = (a
(αL(A;c))
1 , . . . , a(αL(A;c))

n ). (3.6)

Теорема 36. ПустьA ∈ Rn
+ . Тогда ΓL(A

αL(A;c); c) ̸= ∅.

Доказательство теоремы 35 следует из лемм 26–28, в которых будем предполагать

упорядоченность координат вектора по невозрастанию.

Построим конструкцию, которая позволит доказать теорему 35.

Пусть A ∈ Rn

+ и ΓL(A; c) = ∅. Дополним вектор A координатами, значения

которых ”малы”, а сумма которых равна ∆(A; c), и покажем, что полученный вектор

c-реализуем. Пусть F = (f1, . . . , fn, fn+1, . . . , fn+n1) – такой вектор, что

fi =

{
ai, 1 6 i 6 n,
a, n+ 1 6 i 6 n+ n1,

(3.7)

причем an1 = ∆(A; c), a < min(1, c, an).

Лемма 26. Пусть A ∈ Rn

+ и ΓL(A; c) = ∅. Тогда ΓL(F ; c) ̸= ∅, причем

∆k∗(F ; c) = 0.

Доказательство. Из определения числа l′k(A; c) легко видеть, что l′k(F ; c) =

= l′k(A; c), c 6 ck 6 fk. Поэтому из (3.2′) следует, что ∆k(F ; c) = ∆k(A; c) +

+ ∆(A; c). Из (3.5) следует, что∆k(F ; c) > 0, c 6 ck 6 fk, причем∆k∗(F ; c) =

= ∆k∗(A; c) + ∆(A; c) = 0. Из теоремы 28 следует ΓL(F ; c) ̸= ∅.

Лемма 27. Для A ∈ Rn

+ существует A′ 6 A, где A′ = (a′1, . . . , a
′
n) ∈

∈ Rn
+ , что ΓL(A

′; c) ̸= ∅, причем
n∑

i=1

ai−
n∑

i=1

a′i = ∆(A; c) и∆k∗(A′; c) = 0, где

k∗ = k∗(A; c).Доказательство.

Пусть вектор F удовлетворяет условию леммы 26. Рассмотрим произвольную c-

реализацию X(F ) = (xij) ∈ ΓL(F ; c) с множеством узлов U(n + n1). Для X(F )

применим характеристическое уравнение (3.4) при k∗ = k∗(A; c). Учитывая, что

∆k∗(F ; c) = 0, получим

2δ(Uk∗

1 ) + δL(U
k∗

1 ) + δ(Uk∗

1 , Uk∗

2 ) + δ(Uk∗

2 , Uk∗

3 ∪ U) + δL(U
k∗

3 ∪ U) +

+ 2δ(Uk∗

3 ∪ U) = 0,
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где U(n) = Uk∗

1 ∪ Uk∗

2 ∪ Uk∗

3 – k∗-разбиения множества узлов U(n) отно-

сительно вектора A и U = {un+1, . . . , un+n1}. Из равенств δ(Uk∗

2 , Uk∗

3 ∪ U) =

= 0, δ(Uk∗

3 ∪ U) = 0 и δL(U
k∗

3 ∪ U) = 0 следует, что xij = 0, i >

> k∗ и j > l′k∗(F ; c) и
∑

ui∈Uk∗
1

∑
uj∈U

xij = ∆(A; c). Следовательно, все ду-

ги с положительными весами, инцидентные узлам из U , инцидентны только узлам из

Uk∗

1 . Удалим из сети X(F ) множество узлов U . Этим получим подсеть X ′(A′) сети

X(F ), порожденную множеством узлов U(n), и вектор A′ удовлетворяет утвержде-

нию леммы. Схематически на рис. 8 представлено k∗-разбиение узлов сети X(F ).

U
k
∗

1

U
k
∗

2

U
k
∗

3

U

ui ∈ U
k
∗

1
ui ∈ U

k
∗

2
ui ∈ U

k
∗

3
ui ∈ U

k
∗ lk∗ n n+ n1

Рис. 8

Покажем, что величина∆(A; c) есть наименьшая, на которую нужно уменьшить

сумму координат вектораA, чтобы получить вписанный вA c-реализуемый вектор.

Лемма 28. ПустьA ∈ Rn

+ иA′′ < A. Если
n∑

i=1

ai −
n∑

i=1

a′′i = ∆ < ∆(A; c),

то ΓL(A
′′; c) = ∅.

Доказательство.

Предположим, что ΓL(A
′′; c) ̸= ∅ и X(A′′) ∈ ΓL(A

′′; c). Очевид-

но, что существуют такие числа a > 0 и n1 ∈ Z, для которых a <
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< min(an, 1, c) и an1 = ∆. Добавим к сети X(A′′) множество изолированных

узлов U = {un+1, . . . , un+n1} и получим новую сеть Y = (yij), где yij =

=

{
xij , 1 6 i, j 6 n,
0, n+ 1 6 i 6 n+ n1, n+ 1 6 j 6 n+ n1 :

Y =



yij = xij

... yij = 0

1 6 i, j 6 n
... 1 6 i 6 n
... n+ 1 6 j 6 n+ n1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

yij = 0
... yij = 0

n+ 1 6 i 6 n+ n1

... n+ 1 6 i, j 6 n+ n1

1 6 j 6 n
...


.

Так как ai − a′′i > 0, 1 6 i 6 n,
n∑

i=1

ai −
n∑

i=1

a′′i = ∆ и an1 = ∆, то существует

двудольная сеть Y ′ = (y′ij), для которой y
′
ij = 0 при 1 6 i, j 6 n, или n + 1 6 i,

j 6 n+ n1, причем
n+n1∑
j=n+1

y′ij = ai − a′′i , 1 6 i 6 n:

Y ′ =



y′ij = 0
... y′ij

1 6 i, j 6 n
... 1 6 i 6 n
... n+ 1 6 j 6 n+ n1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

y′ij
... yij = 0

n+ 1 6 i 6 n+ n1

... n+ 1 6 i, j 6 n+ n1

1 6 j 6 n
...


.

Для сети Y ′ имеет место δ(U(n)) = 0, δL(U(n)) = 0, δ(U) = 0, δL(U) = 0,

δ(U(n), U) = ∆.

Рассмотрим сумму сетей Z = Y + Y ′. Сеть Z = Z(A′′′) есть c-реализация

вектораA′′′, где a′′′i =

{
ai, 1 6 i 6 n,
a, n+ 1 6 i 6 n+ n1,
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то есть ΓL(A
′′′; c) ̸= ∅. Применим ХФ (3.2′) для вектораA′′′ при k∗ = k∗(A; c):

∆k∗(A′′′; c) = ck∗l′k∗(A′′′; c) −
∑
i6k∗

a′′′i +
∑

i>l′
k∗ (A

′′′;c)

a′′′i = ck∗l′k∗(A; c) −

−
∑
i6k∗

ai+
∑

i>l′
k∗ (A;c)

ai+an1 = ∆k∗(A; c)+∆ = ∆−∆(A; c) < 0. Следовательно,

предположение ΓL(A
′′′; c) ̸= ∅ неверно (теорема 28) и лемма 28 доказана.

Лемма 28 завершает доказательство теоремы 35.

Доказательство теоремы 36.

Если ∆(A; c) = 0, то есть ΓL(A; c) ̸= ∅, то A = AαL(A;c) и утверждение

теоремы очевидно.

ПустьA ∈ Rn

+ и векторAαL(A;c) удовлетворяет (3.6). Положим q = max{i :
a
(αL(A;c))
i < ai} – последний индекс координаты, уменьшаемой при переходе от век-

тораA кAαL(A;c). Покажем, что k∗ > q. Для этого вернемся к доказательству лемм

27, 28. Рассмотрим векторF и k∗-разбиение множества узловU(n) ∪ U сетиX(F ; c).

Из равенств δ(Uk∗

1 ) = 0, δL(Uk∗

1 ) = 0, δ(Uk∗

1 , Uk∗

2 ) = 0 следует: ai > cl′k∗(A; c),

1 6 i 6 k∗; ck∗ 6 ai 6 cl′k∗(A; c), k∗ < i 6 lk∗ ; ai < ck∗, i > lk∗ .

Предположим, что k∗ < q. Применим (3.2′) для очевидного тождества
q∑

i=1

ai −

− αL(A; c)q = ∆(A; c). Учитывая, что
q∑

i=1

ai =

k∗∑
i=1

ai +

q∑
i=k∗+1

ai, получим

l′k∗(A; c)ck∗ +
∑

i>l′
k∗ (A;c)

ai +

q∑
i=k∗+1

ai − αL(A; c)q = 0. Так как αL(A; c)q =

= αL(A; c)k∗ + αL(A; c)(q − k∗), то имеет место:

(cl′k∗(A; c)− αL(A; c))k∗ +
∑

i>l′
k∗ (A;c)

ai +

q∑
i=k∗+1

(ai − αL(A; c)) = 0. (3.8)

Из определения числа q следует aq − αL(A; c) > 0. Так как aq 6 cl′k∗(A; c), то

l′k∗(A; c) − αL(A; c) > 0. Следовательно, левая часть формулы (3.8) строго поло-

жительна, что является противоречием предположению k∗ < q. Этим показано, что

k∗ = k∗(A; c) > q.
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Перейдем к доказательству того, что вектор AαL(A;c) – c-реализуем, то есть

ΓL(A
αL(A;c); c) ̸= ∅. Для этого покажем, что ∆k(A

α(A); c) > 0 ∀k, c 6 ck 6
6 a

(αL(A;c))
k .

Рассмотрим два случая:

а) 1 6 k 6 q;

б) cq < ck 6 ak.

а) Здесь a
(αL(A;c))
i = αL(A; c), 1 6 i 6 q, и достаточно показать

∆1(A
αL(A;c); c) > 0 и∆q(A

αL(A;c); c) > 0, что следует из леммы 29 [39].

Лемма 29. ПустьA ∈ Rn

+ и ap = aq , где q > p, cq 6 aq , причем∆p(A; c) >
> 0 и∆q(A; c) > 0. Тогда∆k(A; c) > 0 ∀k, p 6 k 6 q.

Рассмотрим разность ХФ (3.2′) для векторовAαL(A;c) иA при k = q:

∆q(A
αL(A;c); c)−∆q(A; c) = cql′q(A

αL(A;c); c)−
q∑

i=1

a
(αL(A;c))
i +

+
∑

i>l′q(A
αL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i − cql′q(A; c) +

q∑
i=1

ai −
∑

i>l′q(A;c)

ai.

Так как a(αL(A;c))
i = ai при i > q и l′q(A

αL(A;c); c) = l′q(A; c), то

∆q(A
αL(A;c); c)−∆q(A; c) =

q∑
i=1

ai −
q∑

i=1

a
(αL(A;c))
i = ∆(A; c). Следовательно,

∆q(A
αL(A;c); c) = ∆(A; c) + ∆q(A; c) > ∆(A; c)−∆(A; c) = 0.

Таким образом, получили, что∆q(A
αL(A;c); c) > 0.

Отметим, что при q = k∗ имеет место ∆k∗(AαL(A;c); c) = ∆(A; c) +

+∆k∗(A; c) = 0.

Если q = 1, то п. а доказан. Рассмотрим случай q > 2, и пусть k = 1. Здесь ХФ

(3.2′) для вектораAαL(A;c) имеет вид

∆1(A
αL(A;c); c) = cl′1(A

αL(A;c); c)− αL(A; c) +
∑

i>l′1(A
αL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i .
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Предположим∆1(A
αL(A;c); c) < 0. Тогда

αL(A; c) > cl′1(A
αL(A;c); c) +

∑
i>l′1(A

αL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i . (3.9)

При этом предположении рассмотрим∆q(A
αL(A;c); c). Имеет место

∆q(A
αL(A;c); c) = cql′q(A

αL(A;c); c)−
q∑

i=1

a
(αL(A;c))
i +

+
∑

i>l′q(A
αL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i = cql′q(A

αL(A;c); c)−

−αL(A; c)q +
∑

i>l′q(A
αL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i .

Из (3.9) следует, что

∆q(A
αL(A;c); c) < cql′q(A

αL(A;c); c)−

−

c(l′1(A
αL(A;c); c) +

∑
i>l′1(A

αL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i

 q+

+
∑

i>l′q(A
αL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i = cq(l′q(A

αL(A;c); c)− l′1(A
αL(A;c); c))−

−q
∑

i>l′1(A;c)+1

ai +
∑

l′q(A;c)<i6l′1(A;c)

ai +
∑

i>l′1(A;c)

ai =

=
∑

l′q(A;c)<i6l′1(A;c)

(ai − cq)− (q − 1)
∑

i>l′1(A;c)

ai.

Так как ai < cq при i > l′q(A; c) и q > 1, то ∆q(A
αL(A;c); c) < 0, что есть

противоречие. Следовательно, ∆1(A
αL(A;c); c) > 0. Из леммы 29 следует, что

∆k(A
αL(A;c); c) > 0 при 1 6 k 6 q.
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б) Здесь cq < ck 6 ak. Для разности значений ХФ (3.2′) от векторовAαL(A;c)

иA при этих k

∆k(A
αL(A;c); c)−∆k(A; c) = ckl′k(A

αL(A;c); c)−
k∑

i=1

a
(αL(A;c))
i +

+
∑

i>l′
k
(AαL(A;c);c)

a
(αL(A;c))
i − ckl′k(A; c) +

k∑
i=1

ai −
∑

i>l′
k
(A;c)

ai.

Так как l′k(A
αL(A;c); c) = l′k(A; c) и a(αL(A;c))

i = ai при i > q, то

∆k(A
αL(A;c); c)−∆k(A; c) =

k∑
i=1

ai −
k∑

i=1

a
(αL(A;c))
i = ∆(A; c)

и∆k(A
αL(A;c); c) = ∆(A; c) + ∆k(A; c) > ∆(A; c)−∆(A; c) = 0.

Отметим, если k = k∗ (и k∗ > q), то ∆k∗(AαL(A;c); c) = ∆(A; c) +

+∆k∗(A; c) = ∆(A; c)−∆(A; c) = 0. Так доказана теорема 36.

Замечание 11. Для случая ΓL(A; c) = ∅ вписанный в A c-реализуемый

вектор с наибольшей суммой координат определен неоднозначно (теоремы 35 и 36).

Пусть A = (10, 8, 8, 7, 4, 4, 3, 2) ∈ R8

+ (см. замечание 7). Легко проверить, что

ΓL(A; 1) = ∅ и∆(A; 1) = 4. Теорема 36 задает 1-реализуемый в сеть с петлями век-

тор (7 1
3 , 7

1
3 , 7

1
3 , 7, 4, 4, 3, 2). Но 1-реализуем и вектор (8, 7, 7, 7, 4, 4, 3, 2), вписан-

ный вA, сумма координат которого также на 4 отличается от суммы координат вектора

A.

3.5. Ограничения для сумм весов дуг класса сетей с петлями

с фиксированными степенями узлов при произвольном

разбиении множества узлов.

Пусть A ∈ Rn
+ , где ΓL(A; c) ̸= ∅ и U1 ∪ U2 = U(n), U1 ∩ U2 = ∅ –

разбиение множества U(n). Разбиение множества U(n) задает два подвектора A1 =

(ai), ui ∈ U1,A2 = (ai), ui ∈ U2, и каждую сетьX(A) = (xij) изΓL(A; c)можно

представить в видеX(A) = X1(A1)+X2(A2)+X3(A1,A2), гдеX1(A1) = (xij),
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ui, uj ∈ U1, X2(A2) = (xij), ui, uj ∈ U2, X3(A1,A2) = (xij), ui ∈ U1, uj ∈
∈ U2. Приведем оценки снизу и сверху для величин 2δ(U1) + δL(U1), 2δ(U2) +

+ δL(U2), δ(U1, U2). Напомним, что через Ã обозначается вектор, получаемый из

вектораA упорядочиванием его координат по невозрастанию. В теореме 35 содержится

доказательство следующей леммы [33,36–39].

Лемма 30. ПустьA ∈ Rn
+ , ΓL(A; c) ̸= ∅ и U(n) = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅

– произвольное разбиение множества узловU(n). Тогда для любого представления сети

X(A) = (xij) ∈ ΓL(A; c) в видеX(A) = X1(A1)+X2(A2)+X3(A1,A2) имеет

место

2δ(U1) + δL(U1) 6
∑

ui∈U1

ai −max(∆(Ã1; c),∆(Ã2; c)),

2δ(U2) + δL(U2) 6
∑

ui∈U2

ai −max(∆(Ã1; c),∆(Ã2; c)), (3.10)

δ(U1, U2) > max(∆(Ã1; c),∆(Ã2; c)),

где числа∆(Ã1; c),∆(Ã2; c) определены формулой (3.5).

Из теоремы 8 и леммы 20 следует утверждение [33,36–39].

Лемма 31. ПустьA ∈ Rn
+ , ΓL(A; c) ̸= ∅ и U(n) = U1 ∪ U2, U1 ∩ U2 = ∅

– произвольное разбиение множество узлов U(n), где
∑

ui∈U1

ai 6
∑

ui∈U2

ai. Тогда для

любого представления сети X(A) = (xij) ∈ ΓL(A; c) в виде X(A) = X1(A1) +

+X2(A2) +X3(A1,A2) имеет место

2δ(U1) + δL(U1) > δ(Ã1, Ã2
A1

; c),

2δ(U2) + δL(U2) >
∑

ui∈U2

ai −
∑

ui∈U1

ai + δ(Ã1, Ã2
A1

; c), (3.11)

δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − δ(Ã1, Ã2
A1

; c),

где число δ(Ã1, Ã2
A1

; c) определено в формуле (1.7).

Объединим леммы 30 и 31 [33,36].
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Теорема 37. ПустьA ∈ Rn
+ , ΓL(A; c) ̸= ∅ иX(A) – произвольная сеть из

Γ(A; c). При любом разбиении множества узловU(n) = U1 ∪ U2,U1 ∩ U2 = ∅ для

величин 2δ(U1) + δL(U1), 2δ(U2) + δL(U2), δ(U1, U2) подсетейX1(A1),X2(A2),

X3(A1,A2)

δ(Ã1, Ã2
A1

; c) 6 2δ(U1) + δL(U1) 6
∑

ui∈U1

ai −max(∆(Ã1; c),∆(Ã2; c)),

∑
ui∈U2

ai −
∑

ui∈U1

ai + δ(Ã1, Ã2
A1

; c) 6 2δ(U2) + δL(U2) 6

6
∑

ui∈U2

ai −max(∆(Ã1; c),∆(Ã2; c)),

max(∆(Ã1; c),∆(Ã2; c)) 6 δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − δ(Ã1, Ã2
A1

; c).

Пример 16. Для вектора A примеров 11 и 12 найдем оценки для величин

2δ(U1) + δL(U1), 2δ(U2) + δL(U2), δ(U1, U2) при c = 4, где U(15) = U1 ∪
∪ U2 – разбиение множества узлов: U1 = {u3, u4, u7, u8, u11, u12, u15}, U2 =

= {u1, u2, u5, u6, u9, u10, u13, u14}. Тогда A1 = (35, 35, 20, 20, 8, 8, 4) и A2 =

= (35, 35, 20, 20, 8, 8, 4, 4) и, как легко видеть,
∑

ui∈U1

ai = 130 <
∑

ui∈U2

ai = 134.

Применяя (3.5), получим∆(A1; 4) = 26 и∆(A2; 4) = 22. Из теоремы 37 или

леммы 30 следует, что

2δ(U1) + δL(U1) 6
∑

ui∈U1

ai −∆(A1; 4) = 130− 26 = 104,

2δ(U2) + δL(U2) 6
∑

ui∈U2

ai −∆(A1; 4) = 134− 22 = 112,

δ(U1, U2) > ∆(A1; 4) = 26.

По правилу (2.13) уменьшим сумму координат вектораA2 на 4:

AA1
2 = (33, 33, 20, 20, 8, 8, 4, 4). Применяя (1.7), получим δ(A1,A

A1
2 ; 4) = 22. Из

теоремы 37 или леммы 31 следует, что

2δ(U1) + δL(U1) > 22,
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2δ(U2) + δL(U2) >
∑

ui∈U2

ai −
∑

ui∈U1

ai + 22 = 134− 130 + 22 = 26,

δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − 22 = 130− 22 = 108.

Итак, получили, что для любой сетиX(A) из Γ(A; 4)

22 6 2δ(U1) + δL(U1) 6 104; 26 6 δ(U2) 6 112; 26 6 δ(U1, U2) 6 108.

Очевидно, что для вектора A ∈ Rn
+ , где ΓL(A; c) ̸= ∅, оценки для величин

δ(U1), δ(U2) и δ(U1, U2) зависят от разбиения множества узлов U(n) = U1 ∪ U2 и

от параметра c.

3.6. Приложение в теории «Потоки в сетях»

Теорема 37 имеет приложение в теории «Потоки в сетях». Рассмотрим усеченный

сетевой многогранник ΓL(A; c) ̸= ∅, где A ∈ Rn
+ . Любую неориентированную

сеть с петлями изΓL(A; c)можно рассматривать как ориентированную с симметричной

матрицей весов дуг (пропускных способностей дуг). Пусть U(n) = U1 ∪ U2, где

U1 ∩ U2 = ∅ – произвольное разбиение множества узлов U(n), которое задает разрез

любой сети из ΓL(A; c). В подмножествах U1 и U2 выберем соответственно узлы-

источники и узлы-стоки: V1 ⊆ U1, V2 ⊆ U2.

Здесь рассмотрим потоковую задачу, в которой положим, что сами узлы форми-

руют пропускные способности дуг. Для разреза, определяемого разбиением множества

узлов U(n) = U1 ∪ U2, формула (см. (3.10), (3.11))

max(∆(Ã1; c),∆(Ã2; c)) 6 δ(U1, U2) 6
∑

ui∈U1

ai − δ(Ã1, Ã2
A1

; c) (3.12)

задает ограничения его пропускных способностей всех сетей с петлями из ΓL(A; c).

Поэтому неравенства в (3.12) влияют на ограничения величины любого (в том числе и

максимального) потока из множества источников V1 в множество стоков V2 для любой
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сети из ΓL(A; c). Далее будет показано, что неравенства из (3.12) задают точные ниж-

нюю и верхнюю границы величины пропускной способности разреза δ(U1, U2).

Возможен случай, когда ограничения для величины δ(U1, U2) в (3.12) строгие. Но

в общем случает услилить неравенства в (3.12) невозможно. Отметим также, что огра-

ничения в неравенствах (3.10) и (3.11) для величин 2δ(U1)+δL(U1), 2δ(U2)+δL(U2)

в общем случае являются достижимыми. Покажем это на простом примере, в котором

рассмотрим и потоковые задачи.

Пример 17. Исследуем целочисленный вектор

A = (9, 9, 3, 2, 2, 2, 2, 2, 2) ∈ R9

+

для а) c = 1 и б) c = 2 при разбиении множества узлов (вершин) U(9) = U1 ∪
∪ U2, где U1 = {u2, u7, u8, u9}, U2 = {u1, u3, u4, u5, u6}. ЗдесьA1 = (9, 2, 2, 2),

A2 = (9, 3, 2, 2, 2). Пусть V1 – множество узлов-источников из U1 и V2 – множество

узлов-стоков из U2.

а) Легко проверить, что |ΓL(A; 1)| = 1, причем единственная реализация

X(A) = (xij) из ΓL(A; 1) есть граф с петлями:

X1(A) =



9 9 3 2 2 2 2 2 2

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

9 1 1 1 1 1 1 1 1 1

3 1 1 1 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0

2 1 1 0 0 0 0 0 0 0



.
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Применяя (3.12), получим 5 6 δ(U1, U2) 6 11. На рис 9. представлена геомет-

рическая реализация сети (графа)X1(A).

u9

u8

u7

u2

u4

u3

u1 u6

u5

Рис. 9. X1(A)

Легко видеть, что δ(U1, U2) = 8 и 5 < δ(U1, U2) < 11 (здесь неравенства в

(3.12) есть строгие). Отметим, что для сети с петлямиX1(A) (любой сети изΓL(A; 1))

1) при каждом выборе V1 и V2 величина любого потока из V1 в V2 меньше, чем 11;

2) существуют такие V1 и V2, что величина максимального потока из V1 в V2 мень-

ше, чем 5.

Для величин 2δ(U1)+ δL(U1), 2δ(U2)+ δL(U2) формулы из (3.10) и (3.11) дают

следующий результат: 4 6 2δ(U1) + δL(U1) 6 10 и 7 6 2δ(U2) + δL(U2) 6 13.

Однако 2δ(U1) + δL(U1) = 7 и 2δ(U2) + δL(U1) = 10 (неравенства в (3.10) и (3.11)

также являются строгими).

б) При том же разбиении множества вершин для пропускной способности разреза

из (3.12) получим

1 6 δ(U1, U2) 6 15. (3.13)

Здесь нижняя и верхняя оценки пропускной способности разреза δ(U1, U2) достигают-
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ся. На рис. 10 и 11 изображены сети - мульгиграфы с петлями X2(A) и X3(A) из

ΓL(A; 2):

X2(A) =



9 9 3 2 2 2 2 2 2

9 0 1 2 2 2 2 0 0 0

9 1 2 0 0 0 0 2 2 2

3 2 0 1 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0



,

X3(A) =



9 9 3 2 2 2 2 2 2

9 2 1 0 0 0 0 2 2 2

9 1 0 2 2 2 2 0 0 0

3 0 2 1 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 0 2 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0

2 2 0 0 0 0 0 0 0 0



.
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Рис. 10. X2(A)
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Рис. 11. X3(A)

Легко видеть, что для сетей X2(A), X3(A) соответственно имеет место

δ(U1, U2) = 1 и δ(U1, U2) = 15.

Нетрудно убедиться, что для сетей из ΓL(A; 2)

1) при любом выборе узлов-источников V1 и узлов-стоков V2 величина максималь-

ного потока из V1 в V2 имеет те же ограничения, что и величина пропускной способно-

сти разреза δ(U1, U2) (см. (3.13));
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2) существует такая сеть (например, X2(A)), в которой при любом выборе V1 ⊆
U1 и V2 ⊆ U2 величина максимального потока из V1 в V2 равна 1;

3) существует такая сеть (например,X3(A), где V1 = U1 и V2 = U2), в которой

значение максимального потока из V1 в V2 равно 15.

Для величин 2δ(U1) + δL(U1) и 2δ(U2) + δL(U2), применяя формулы (3.10) и

(3.11), получим

0 6 2δ(U1) + δL(U1) 6 14, 3 6 2δ(U2) + δL(U2) 6 17. (3.14)

Легко подсчитать, что в первом мультиграфе 2δ(U1) + δL(U1) = 14 и 2δ(U2) +

+ δL(U2) = 17 достигаются верхние ограничения в (3.14), а во втором мультиграфе

2δ(U1) + δL(U1) = 0 и 2δ(U2) + δL(U2) = 3 – нижние ограничения в (3.14).

Из теоремы 37 и примера 17 следуют теоремы 38, 39 и замечание 12.

Теорема 38. Для любого вектора A ∈ Rn
+ , где ΓL(A; c) ̸= ∅, и произволь-

ного разбиения множества узлов U(n) = U1 ∪ U2 оценки, приведенные в теореме 37,

являются точными (достижимыми).

Замечание 12. Результаты теоремы 37 имеют приложение в теории графов,

мультиграфов с петлями.

Теорема 39. Пусть A ∈ Rn
+ , ΓL(A; c) ̸= ∅, U(n) = U1 ∪ U2, U1 ∩

∩ U2 = ∅, и V1 ⊆ U1, V2 ⊆ U2, где V1 – множество узлов-источников и V2 – множе-

ство узлов-стоков. Для сетей усеченного сетевого многогранника ΓL(A; c) справедли-

вы следующие утверждения:

а) для произвольной сети из ΓL(A; c) величина любого потока (в том числе и мак-

симального) из V2 в V2 не превосходит верхней оценки значения пропускной способной

разреза δ(U1, U2) формулы (3.12);

б) существует сеть из ΓL(A; c), в которой (например, при V1 = U1 и V2 = U2)

величина максимального потока изV1 вV2 не менее нижней оценки значения δ(U1, U2)

формулы (3.12);

в) если существует сеть с петлями, в которой значение δ(U1, U2) достигает верх-

ней оценки из (3.12), то найдется сеть с петлями (например, при V1 = U1 и V2 = U2),
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где величина максимального потока из V1 в V2 равна правой части (3.12);

г) если существует сеть с петлями, в которой величина δ(U1, U2) достигает ниж-

ней оценки из (3.12), то найдется сеть, где величина максимального потока из V1 в V2

не превосходит левой части (3.12), причем существует сеть с петлями (например, когда

V1 = U1 и V2 = U2) с величиной максимального потока, равной нижней оценки для

δ(U1, U2).
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Заключение

Итак, в работе построен математический аппарат исследования классов неориен-

тированных сетей с петлями и без петель с фиксированными степенями узлов. Этот

аппарат применим в теории «Потоки в сетях», рассматривая сети как ориентированные

с симметричной матрицей пропускных способностей дуг. Например, для двухполюсной

сети из класса рассматриваемых сетей, получена минимальная величина максимального

потока, а также получено ограничение максимальной величины максимального потока.

Аналогичная проблема решена и в случае, когда любой узел есть исток или сток. Ука-

занный подход позволяет строить сети с максимальной плотностью весов дуг на выде-

ленном подмножестве узлов.

Также для рассматриваемых классов сетей с применением характеристических

функций были получены аналитические формулы для вычисления минимаксных значе-

ний, выраженных через координаты вектора и неотрицательный параметр. Минимакс-

ные значения определяют необходимые и достаточные условия, при которых усеченные

сетевые и транспортные многогранники не пустые множества. Также получен алгоритм

построения наследственно минимаксной сети в сетевых многогранниках.

Следующим шагом может быть распространение результатов исследования на це-

лочисленные сети, а также многоиндексные, нелинейные и бесконечномерные обобще-

ния. Однако, эти задачи остаются за рамками данной работы и только прогнозируются.
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