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Введение 

 

Актуальность темы 

 

Экспериментальная экономика – актуальное направление современных 

междисциплинарных исследований. Методы экспериментальной экономики 

позволяют в контролируемых условиях лаборатории сконструировать и ра-

зыграть социально-экономическую ситуацию и полностью записать все дей-

ствия участников, которые принимают решения, используя компьютеры, 

объединенные в сеть. 

Значимость этого подхода была отмечена присуждением Нобелевской 

премии по экономике Вернону Смиту. Он обосновал возможность использо-

вания лабораторных рынков как инструмента проверки теоретических гипо-

тез экономического поведения, а также для конструирования новых эффек-

тивных рыночных механизмов.  

Развитие экспериментальной экономики упирается в необходимость 

разработки новых математических методов. Потребности экспериментальной 

экономики порождают неисследованные ранее вопросы и задачи, которые 

относятся к области теории игр. Такие математические задачи необходимо 

решать при анализе результатов экспериментов.  

Для того чтобы исследовать экономическую ситуацию в лаборатории, 

требуется сначала построить ее математическую модель. Трудность создания 

такой модели состоит в том, что она должна охватывать широкий спектр 

экономических ситуаций и в то же  быть реализованной на основе единого 

подхода. На базе разработанной модели требуется создать программный ком-

плекс для проведения лабораторных исследований.  

К настоящему времени создано некоторое количество таких моделей и 

соответствующих программных комплексов, однако, остаются существенные 

пробелы. В частности, не существует общей  модели для исследования эко-
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номических ситуаций с возможностью кооперации участников. Данная рабо-

та в значительной степени решает эту актуальную задачу. 

Эффективность предложенного подхода подтверждается совокупностью 

лабораторных экспериментов, проведенных в Лаборатории эксперименталь-

ной экономики МФТИ и ВЦ РАН.  

 

Обзор литературы 

Основоположником экспериментально экономического подхода счита-

ется Вернон Смит. Его методология проведения экспериментов и моделиро-

вания аукционов опубликованы в работах [14, 17-20]. Другими яркими пред-

ставителями экспериментально-экономического подхода является группа ис-

следователей под руководством одного из ведущих современных экономи-

стов Чарльза Плотта [2-4].  

В современном мире достаточно значимую роль играют энергетические 

рынки, большинство из которых – в частности, рынки нефти, газа, электро-

энергии – характеризуются тем, что наиболее распространенным и экономи-

чески целесообразным способом доставки товара от производителя к потре-

бителю является использование транспортных сетей – трубопроводов или 

линий электропередачи. При этом строительство новых сетей обычно являет-

ся достаточно сложным процессом, что может существенно ограничивать 

возможности доставки, а транспортировка товара по сетям сопряжена с за-

тратами. 

При организации сетевого рынка одной из главных задач является выбор 

торгового механизма, наиболее подходящего для данной топологии транс-

портной сети, структуры собственности, мощностных ограничений и т.д.  

Одним из подходов к выбору эффективного торгового механизма для 

какого-либо экономического рынка является теоретико-игровой. Основным 

инструментом анализа сетевых рынков являет построение различных аук-

ционов. Такой подход применяется, например, в работах [8, 21, 23]. Эти ра-

боты посвящены моделированию рынков однородного товара, в частности, 
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исследуются проблемы расчета конкурентного равновесия для сетевого рын-

ка по заданным функциям спроса и предложения.  

Другие работы посвящены исследованию сетевых рынков в лаборато-

рии. В работе [10] в качестве исследуемого в лаборатории метода предлага-

ется закрытый аукцион подачи заявок с диспетчером. 

Еще один объект, активно исследуемый в настоящее время – это рынки 

товаров коллективного пользования. Одной из классических работ в этой об-

ласти считается работ Элионор Остром [12]. Там рассматривается объект, на-

зываемый в зарубежной литературе «public goods», т.е. общественное благо. 

Основной проблемой на рынках такого рода товаров (мосты, дороги и пр.) 

является так называемая проблема безбилетника. Это означает, что у пользо-

вателей товаров коллективного пользования нет рыночных стимулов тратить 

ресурсы на производство таких товаров. Так же есть и более современные 

исследования рынков общественных благ, в том числе и в лабораториях 

[7, 13].  

Альтернативный способ исследования рынков и аукционов является 

подход кооперативной теории игр [36, 39, 40]. В таком подходе экономиче-

ская ситуация представляется в виде характеристической функции. Такой 

подход достаточно популярен. В работе [33] исследуются характеристиче-

ские функции, построенные по сетевым рынкам. В работе [25] приводится 

учет кооперативных взаимодействий в рыночных механизмах. 

Наряду с классическим подходом кооперативной теории игр применя-

ются и смешанные подходы. Такой подход можно представить как обратную 

задачу кооперативной теории игр. Другими словами, по заданной характери-

стической функции по некоторым правилам строится динамическая игра, ко-

торая может быть разыграна в лаборатории. В работах [1, 11] рассматривает-

ся пример такого подхода, где в качестве механизма получения дележей коо-

перативной игры предлагается последовательный аукцион с голосованием. 

Основная масса экспериментально-экономических лабораторий нахо-

дится в США. В России к подобным лабораториям можно отнести таковые в 
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Московском физико-техническом институте, Высшей школе экономики и 

Российской экономической школе. 

Лаборатория экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН (ЛЭЭ) 

была создана в 2003 году. Она продолжает традиции Лаборатории экспери-

ментальной экономики академии народного хозяйства при Правительстве РФ 

(с 1991 года). В ЛЭЭ проводится широкий спектр экспериментов: от модели-

рования рынка электроэнергии РФ до различных международных проектов. 

Также на базе лаборатории проводится курс «Экспериментальная экономи-

ка» для студентов старших курсов ФУПМ МФТИ. 

В 2004-2009 гг. в ЛЭЭ проводилась серия экспериментов по моделиро-

ванию сетевых рынков. Первый исследуемый аукцион использует механизм 

централизованного сбора заявок участников диспетчером, обладающим за-

данным функционалом совокупного выигрыша [10]. Второй  – торговый ме-

ханизм, являющийся обобщением непрерывного двойного аукциона на слу-

чай сетевой торговли, основанный на использовании производных контрак-

тов. Такой подход основан на модели финансовых рынков [30, 37]. Третий 

аукцион – это другой вариант сетевого двойного аукциона, основанный на 

так называемых наведенных заявках [26, 27]. 

Для первого аукциона использовался программный комплекс «Z-Tree» 

(Цюрихский Университет, Швейцария). Для второго – программный ком-

плекс «FTS» (Университет Карнеги Меллон, США). «Z-Tree» [5, 6] идеально 

подходит для моделирования и постановки различных экономических экспе-

риментов в дискретном времени. «FTS» [54] является симулятором финансо-

вой торговой системы, принцип ее работы основан на непрерывном двойном 

аукционе.  

Сетевой аукционный механизм с наведенными заявками по отношению 

к предыдущим можно назвать компромиссным вариантом, сочетающим в се-

бе прозрачность ценообразования и организованность взаимодействия участ-

ников аукциона в реальном времени. Аукцион с наведенными заявками явля-

ет гибридным механизмом взаимодействия участников лабораторных экспе-
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риментов, поэтому каждую из используемых платформ трудно применять 

для реализации данного аукциона. Одной из целей данной работы было соз-

дание программного обеспечения с возможностью использования в лабора-

ториях экспериментальной экономики. 

Впервые аукцион с наведенными заявками был предложен как разно-

видность аукционов для сетевых рынков [26, 27]. Целью данной работы был 

детальный анализ описанного аукциона, а также обобщение его применимо-

сти на другие классы экономических ситуаций, таких как кооперативные иг-

ры и рынки товаров коллективного пользования. 

 

Цель работы 

• Разработка единой математической модели описания игр несколь-

ких участников, имеющих возможность вступать в кооперацию. 

Данная концепция должна включать в себя такие известные клас-

сы экономических ситуаций, как кооперативные игры, сетевые 

аукционы и рынки товаров коллективного пользования.  

• Построение универсального механизма переговоров между участ-

никами о возможном исходе игры.  

• Создание языка для формального описания лабораторной модели 

игры нескольких участников, имеющих возможность вступать в 

кооперацию.  

• Разработка программного комплекса для проведения лаборатор-

ных экспериментов. 

• Планирование и проведение серии лабораторных экспериментов с 

использованием универсального механизма переговоров.  

• Исследование особенностей поведения участников лабораторных 

экспериментов при изменении внешних условий. 

 

Методы исследования 

В работе применялись методы теории игр и экспериментальной экономики. 



 10 

Для разработки программного комплекса использовался инструменталь-

ный комплекс «Генератор проектов».  

Для проведения экспериментов были использованы методики, разрабо-

танные в Лаборатории экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН. 

Для анализа результатов экспериментов использовались численные ме-

тоды математической статистики. 

 

Научная новизна 

• Разработана новая математическая модель проектных игр для опи-

сания взаимодействия нескольких участников, имеющих возмож-

ность вступать в кооперацию. Модель является обобщением таких 

классов теоретико-игровых объектов, как кооперативные игры, се-

тевые аукционы и рынки товаров коллективного пользования. 

• Создан язык описания проектных игр. 

• Аукцион с наведенными заявками для сетевых рынков обобщен на 

случай произвольной проектной игры.  

• Применение аукциона с наведенными заявками (в рамках концеп-

ции проектных игр) порождает новый класс динамических игр. 

Эти игры удалось исследовать как теоретически, так и на основе 

проведения серий лабораторных экспериментов. 

• Для определенного в диссертации класса кооперативных игр по-

лучена аналитическая формула для вычисления N-ядра. 

 

Практическая ценность работы 

Модель проектных игр, язык описания и программная реализация аук-

циона с наведенными заявками может быть использована в прикладных ис-

следованиях экономических механизмов методами экспериментальной эко-

номики и теории игр. 

Разработанный программный комплекс передан в Лабораторию экспе-

риментальной экономики МФТИ и используется для проведения лаборатор-
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ных работ по курсу «Экспериментальная экономика», который читается сту-

дентам факультета управления и прикладной математики МФТИ. 

 



 12 

Глава 1 Проектные игры 

 

Проектная игра – это математическая модель описания широкого класса 

экономических ситуаций, в которых участники имеют возможность коопери-

ровать. В качестве примеров моделей, описываемых с помощью проектной 

игры, можно привести кооперативную игру, сетевой аукцион и рынок това-

ров коллективного пользования [47]. 

Проектная игра – каркас (макет) для построения лабораторной (динами-

ческой) игры. 

В игре принимают участие n  игроков. Каждый игрок управляет множе-

ством своих агентов. Каждый агент может выполнить определенную опера-

цию с заданными затратами. Каждый допустимый проект задается в виде на-

бора операций и дохода от его реализации. 

Для реализации проекта необходимо, чтобы в нем участвовал ровно 

один агент, выполняющий каждую операцию из данного проекта. При этом 

каждый агент может участвовать не более чем в одном проекте. Доход реали-

зованного проекта распределяется между агентами-участниками. При этом 

разные агенты, выполняющую одну операцию, конкурируют между собой за 

право участия в проектах. Возможна одновременная реализация нескольких 

одинаковых проектов.  

1.1 Определение проектной игры 

Проектную игру определим на языке множеств индексов. Благодаря та-

кому описанию большинство утверждений, касающихся проектных игр, ла-

коничнее представляются. 

 

Определение 1.1 

Проектной игрой будем называть следующий объект: 

{ } { } { } ( ) ( ){ }, , , , , , , ,
j M j Mj j

i l l ll A l A l Ai D
D M e N A d n c h

∈ ∈

∈ ∈ ∈∈
Γ = , где  
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• { }1,...,D d=  – множество операций; 

• { }1,...,M m=  – множество допустимых проектов; 

• { } j Mj
i i D

e
∈

∈
 – матрица принадлежности операций к проектам, { }0;1j

ie ∈ ; 

• { }1,...,N n=  – множество игроков; 

• { }1,...,A a=  – множество агентов; 

• { }l l A
d

∈
– разбиение множества агентов по операциям, ld D∈  – опе-

рация, которую может выполнить агент l . 

• { }l l A
n

∈
– разбиение множества агентов по игрокам, ln N∈ – игрок, 

которому принадлежит агент l . 

• ( ) a
l l A

c
∈

∈ℝ  – вектор затрат агентов на проведение операций; 

• ( ) j Mj mh
∈

∈ℝ  – вектор доходов от реализации проектов.  

Определение 1.1 (окончание) 

 

Фактически множества , , ,D M N A  содержат индексы соответствующих 

сущностей. Для обозначения элементов будем использовать следующие ин-

дексы: , , ,i D j M k N l A∈ ∈ ∈ ∈ . Матрица { } j Mj
i i D

e
∈

∈
 задает структуру допустимых 

проектов:  

• { }| 1 ,j j
iD i D e j M= ∈ = ∈  – множество операций, входящих в проект 

j ; 

• { }| 1 ,j
i iM j M e i D= ∈ = ∈  – множество проектов, содержащих опера-

цию i ; 

• { }[ , ] ( , ) ( , ) | 1j
iD M i j D M e= ∈ =  – множество связных пар «операция-

проект»; 

• \ , ( , ) [ , ]j j
iD D i i j D M− = ∈   – множество операций, дополняющих опе-

рацию i  до проекта j . 
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Разбиение множества агентов по операциям { }l l A
d

∈
 означает, что каждый 

агент может выполнить только одну операцию, причем одну и ту же опера-

цию могут выполнять разные агенты.  Разбиение множества агентов по игро-

кам { }l l A
n

∈
 означает, что каждым агентом управляет один игрок, причем один 

игрок может управлять несколькими агентами. 

 

Пример 1.1 

Рассмотрим игру трех участников, каждый из них может не более двух 

раз выполнить свою операцию (назовем их α , β  и γ ). Есть один потенци-

альный проект. Для его реализации необходимо выполнить все три операции. 

Пусть доход проекта равен 1, а затраты на выполнение операций – нулевые. 

Формальное определение будет выглядеть так. 

• { }1,2,3D =  – множество операций; 

• { }1M =  – множество проектов; 

• 

1

1

1

e

 
 =  
 
 

 – матрица принадлежности операций к проектам; 

• { }1,2,3N =  – множество игроков; 

• { }1,2,3,4,5,6A =  – множество агентов; 

• ( )1,1,2,2,3,3 – разбиение множества агентов по операциям. 

• ( )1,1,2,2,3,3 – разбиение множества агентов по игрокам. 

• ( )0 0 0 0 0 0
T

c =�  – вектор затрат агентов на проведение опе-

раций; 

• ( )100h =
�

 – вектор доходов от реализации проектов.  

Пример 1.1 (Окончание) 

 

Определение 1.2 



 15 

Дележом в проектной игре Γ  назовем следующую совокупность объек-

тов ( ) { } { } ( ){ }, , , ,s l ls R l B l B
R m B r pϕ

∈ ∈ ∈
Γ = , где 

• { }1,...,R r=  – множество реализованных проектов; 

• { }s s R
m

∈
 – типы реализованных проектов: каждый реализованный 

проект должен быть допустимым: ! : ss R j M m j∀ ∈ ∃ ∈ = ; 

•  B A⊆  – множество оперирующих агентов, т.е. агентов, участ-

вующих в дележе; 

• { }l l B
r

∈
 – распределение оперирующих агентов по реализованным 

проектам, lr R∈  – проект, в котором участвует агент l ; 

• ( )l l B
p

∈
 – вектор доходов оперирующих агентов, lp ∈ℝ . 

Для реализации проекта необходимо, чтобы каждую операцию данного 

проекта выполнил один из соответствующих агентов: 

! :sm
l ls R i D l B d i r s∀ ∈ ∀ ∈ ∃ ∈ = ∧ = .  

Сумма доходов агентов, реализующих проект, должна равняться доходу 

проекта: 
: l

s
l

l B r s

p h s R
∈ =

= ∀ ∈∑ . Доход агента должен быть не меньше его затрат 

l lp c l B≥ ∀ ∈ . 

Определение 1.2 (окончание) 

Таким образом, оперирующие агенты делят доход реализованных проек-

тов между собой. Прибыль оперирующих агентов – доход минус затраты: 

,l l lu p c l B= − ∈ .  

Дележ, в котором реализовался только один проект, будем называть 

единичным дележом или сделкой. 

 

Замечание 

Объединение дележей с непересекающимися множествами оперирую-

щих агентов также будет дележом. 
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Для агентов, не участвующих в проекте положим 0, \lr l A B= ∈ , а их при-

были будут нулевым: 0, : 0l lu l A r= ∈ = . Выигрыш игрока при дележе ( )ϕ Γ  – 

сумма прибылей всех агентов, управляемых игроком: 
:

,
l

k
l

l A n k

U u k N
∈ =

= ∈∑ . 

 

Один из возможных дележей для игры из примера 1 – это когда реализо-

вались два (одинаковых) проекта: 

• { }1,2R =  – множество реализованных проектов, 

• { } ( )1 1sm =  – типы реализованных проектов, 

• B A=  – все агенты участвуют в дележе, 

• { } ( )1 2 1 2 1 2lr =  – распределение агентов по реализованным 

проектам. 

• ( )20 20 30 35 50 45p =�  – вектор доходов агентов. 

Выигрыши игроков при таком дележе, соответственно ( )40 65 95U = . 

Ниже по тексту будет приведен розыгрыш динамического варианта этой иг-

ры, который приводит к указанному дележу. 

 

Выделим один важный класс проектных игр. Особый интерес представ-

ляют проектные игры, в которых все агенты различны, т.е. выполняют раз-

личные операции. В этом случае множества агентов и операций можно счи-

тать тождественными. 

 

Определение 1.3 

Проектной игрой с различными агентами будем называть игру 

{ } { } { } ( ) ( ){ }, , , , , , , ,
j M j Mj j

i l l ll A l A l Ai D
D M e N A d n c h

∈ ∈

∈ ∈ ∈∈
Γ = , где множества агентов и опе-

раций тождественны D A≡ ; ,ld l l A= ∀ ∈ .  

Определение 1.3 (окончание) 
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Для проектных игр с различными агентами множество дележей стано-

вится более простым. Один и тот же проект не может быть реализован более 

одного раза, таким образом, множество реализованных проектов является 

подмножеством допустимых проектов. 

 

Замечание 

Произвольную проектную игру можно представить в виде проектной 

игры с различными агентами. 

 

1.2 Динамическая проектная игра 

Для того чтобы из проектной игры получить динамическую, необходимо 

к исходной модели добавить механизм взаимодействия агентов (управляе-

мых игроками), чтобы они смогли реализовывать проекты и получать при-

быль. Главное условие построения динамической игры – это чтобы ее исходы 

соответствовали дележам проектной игры. 

1.2.1 Пример аукциона 

В качестве примера можно привести закрытый аукцион с диспетчером 

(см. [10]). Все игроки одновременно и независимо подают заявки на получе-

ние дохода от лица всех своих агентов. Далее диспетчер собирает все заявки 

и на их основе (максимизируя суммарный доход реализованных проектов) 

выдает набор реализованных проектов и вектор доходов агентов. И, наконец, 

игрокам начисляются выигрыши согласно правилам проектной игры. 

1.2.2 Аукцион с наведенными заявками 

 

Основой построения аукциона с наведенными заявками [26, 27] служит 

принцип открытого непрерывного двойного аукциона. Игра проходит в за-

данном промежутке времени ( )0;t T∈ , в течение которого каждый агент l A∈  

варьирует свою заявку ( )lp t  на получение дохода. Эта заявка означает готов-
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ность агента выполнить свою операцию (без уточнения, в рамках какого про-

екта будет выполнена операция) и получить за это доход не меньше ( )lp t . В 

качестве информации о текущем состоянии игры каждый агент получает 

встречную (наведенную) заявку ( )lq t , которая означает предложение поуча-

ствовать в наиболее выгодном для данного агента проекте. Встречная заявка 

для агента составляется и вычисляется на основе заявок остальных агентов. В 

момент, когда заявка некоторого агента l  станет равной наведенной, реали-

зуется проект, включающий агента l  и всех тех агентов, которые образовали 

для него наилучшую наведенную заявку. При этом агенты, вступившие в 

проект, выходят из игры и получают доход, согласно своим заявкам 

(рис. 1.1). 

 

t

P

T0

p
i
(t)

q
i
(t)

 

Рис. 1.1 Динамика простой и наведенной заявки 

 

Несмотря на то, что аукцион мы называем непрерывным, удобнее его 

представить в виде дискретного, с маленьким шагом. Таким образом, будем 

считать, что все агенты могут подавать заявки только в заданные моменты 

времени. Если два или более агентов подают заявки в один и тот же момент 

времени, то они случайным образом упорядочиваются по времени (с даль-

нейшим дроблением по времени). Множество разрешенных времен подачи 
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заявок конечно, количество игроков конечно, поэтому полученную игру 

можно рассматривать как дискретную с большим количеством шагов. 

Итак, заявки в игре могут появляться в игре в заданные моменты време-

ни, причем только по одной. Назовем эти моменты тактами. Далее под вре-

менем будем понимать номер такта. 

Теперь о правиле формирования наведенной заявки. Для каждой опера-

ции создается рынок, состоящий из двух очередей заявок: простых и наве-

денных. Каждый агент l A∈  варьирует заявку на рынок своей операции. От-

сутствие заявки (в т.ч. в начале игры) можно интерпретировать как заявку с 

очень большим номиналом: ( )
,

| |,| |j
l

j M l A
P h c

∈ ∈
> Σ . Под простой заявкой (от аген-

та) в каждый момент 0 t T< <  будем понимать пару ( , )l l lpρ τ= , где l lc p P< ≤  – 

номинал заявки, 0 l tτ≤ <  – время последнего изменения номинала. Нетрудно 

заметить, что функции ( )lp t  получаются кусочно-постоянными. 

Для определения наведенной заявки необходимо ввести дополнительные 

понятия. Фиксируем операцию i D∈  и один из проектов, содержащих эту 

операцию ij M∈ . Возьмем по одному агенту, выполняющему операции, до-

полняющие операцию i  до проекта j . Полученное множество назовем мно-

жеством контрагентов j
iA A− ⊂ , т.е. множеством, удовлетворяющим услови-

ям: 

! :j j
i i lx D l A d x− −∀ ∈ ∃ ∈ = , 

! :j j
i i ll A x D d x− −∀ ∈ ∃ ∈ = . 

Совокупность множеств контрагентов для каждой связной пары 

( , ) [ , ]i j D M∈  обозначим j
iα− . Можно заметить, что количество множеств 

контрагентов j
iα−  может быть достаточно большим. Но для проектной игры с 

различными агентами, когда каждую операцию может выполнить только 

один агент (см. опр. 1.3), все множества j
iα−  состоят из одного элемента. 

Построим множество контрагентов для проектной игры из примера 1.1. 

Фиксируем операцию 1i = , и единственный допустимый проект 1j = . Тогда 
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множествами контрагентов будут всевозможные комбинации агентов, вы-

полняющих операции 2,3i = : { } { } { } { }{ }1
1 3;5 , 3;6 , 4;5 , 4;6α− = . Для остальных опе-

раций аналогично: { } { } { } { }{ }1
2 1;5 , 1;6 , 2;5 , 2;6α− = , { } { } { } { }{ }1

3 1;3 , 1;4 , 2;3 , 2;4α− = . 

 

Определение 1.4 

Наведенной заявкой от множества контрагентов j j
i iA α− −∈  будем называть 

заявку с номиналом  

( )
j
i

j j
i l

l A

q A h p
−

−
∈

= − ∑ .          (1.1) 

Определение 1.4 (окончание) 

 

Данная заявка означает остаток, который может получить агент за вы-

полнение операции i  от реализации допустимого проекта j  при условии, что 

контрагенты получат свой заявленный доход. 

Как уже было сказано, наилучшая наведенная заявка для операции i D∈  

– это наибольшая из всех наведенных. Очевидно, что она должна состоять из 

простых заявок с минимальным номиналом. Таким образом, номинал наи-

лучшей простой заявки для каждой операции i  будет вычислен по формуле: 
*

:
min

l
i l

l A d i
p p

∈ =
= . Далее для каждой операции номинал наилучшей наведенной с 

каждого проекта ij M∈  (содержащего эту операцию) заявки вычисляется по 

формуле: * *

j
i

j j
i x

x D

q h p
−∈

= − ∑ . Тогда номинал наилучшей наведенной заявки для 

каждой операции i  будет вычислен по формуле: * *max
i

j
i i

j M
q q

∈
= . И, наконец, но-

минал наилучшей наведенной заявки для каждого агента l A∈  будет:  
* , :l i lq q i D d i= ∈ = .          (1.2) 

Алгоритм определения номинала наилучшей заявки описан. Если агент 

соглашается с наведенной заявкой, то он вступает в проект, а также в проект 

вступают все контрагенты, которые образовали для него эту наилучшую за-

явку. Но возникает проблема однозначного выбора набора контрагентов, в 
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случае, если несколько наведенных заявок имеют одинаковый номинал. Для 

этого используется лексикографическое правило сравнения наведенных зая-

вок (на основе времен подачи заявок).  

Для начала уточним правило сравнения простых заявок. Как уже было 

упомянуто, лучшей простой заявкой на рынке является заявка, с наименьшим 

номиналом. Обычно в случае равенства номиналов лучшей считают ту, кото-

рая была подана раньше. В нашем случае под временем подачи заявки 

( , ),l l lp l Aρ τ= ∈  мы понимаем lτ  – время последнего изменения номинала. 

При изменении номинала одной простой заявки может измениться но-

минал сразу нескольких наведенных. Из-за этого указанный алгоритм срав-

нения заявок не справляется с задачей детерминированного упорядочивания 

заявок. Под наведенной заявкой от множества контрагентов j
iA A− ⊂  будем 

понимать ( )(1)(| | 1)
( ) ( ), ,..., ,0j

j j
i i D

A q Aρ τ τ− − −
=ɶ , где (1)(| | 1)

...jD
τ τ

−
> >  – упорядоченные по 

убыванию времена простых заявок контрагентов, а ( )j
iq A−  вычисляется по 

формуле (1.1). Простые заявки, из которых состоит наведенная, будем назы-

вать базой наведенной заявки. Тогда сравнение наведенных заявок будет 

осуществляться по следующему лексикографическому правилу. Наведенная 

заявка с бόльшим номиналом лучше. При равенстве номиналов сравниваем 

первую пару времен: лучше та, у которой это время меньше. При равенстве 

очередной пары времен сравниваем следующую и т.д. Если база одной заяв-

ки является подмножеством базы другой, то лучшей считает, та, у которой 

база меньше (при условии равенства номиналов, конечно). Таким образом, на 

множестве наведенных заявок построено отношение порядка. 

Далее сформулируем несколько утверждений, касающихся сравнения 

наведенных заявок. 

 

Утверждение 1.1 

Любая пара наведенных заявок сравнима относительно построенного 

порядка (построенный порядок является полным).  
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Доказательство следует из различимости времен любой пары простых и 

лексикографического правила. 

 

Утверждение 1.2 

Если базы двух наведенных заявок отличаются только парой простых 

заявок, то наведенная заявка, имеющая в своем составе лучшую простую, – 

лучше. 

 

Утверждение 1.3 

Наилучшая наведенная заявка состоит из наилучших простых. 

 

Для описания клирингового механизма необходимо ввести несколько 

дополнительных понятий. 

В процессе торгов важным понятием является сделка. Сделка в проект-

ной игре Γ  – это дележ ( )ϕ Γ , состоящий из одного реализованного проекта 

(см. опр. 1.2). Фактически образование сделки означает, что агенты догово-

рились о реализации одного проекта и распределении дохода этого проекта. 

Один агент может выполнить только один раз свою операцию, поэтому аген-

ты, вступившие в сделке, выходят из игры. Назовем активными агентами 

тех агентов, которые еще не вступили в сделку. Процесс торгов идет в задан-

ном интервале времени, в котором активные агенты могут изменять свои за-

явки и вступать в сделки. Понятно, что итоговым дележом будет объедине-

ние всех сделок игры. 

Как уже было сказано, отсутствие заявки агента будем интерпретировать 

как заявку с очень большим номиналом P . Под состоянием игры будем по-

нимать совокупность простых заявок всех агентов (необходимо помнить, что 

под простой заявкой понимается пара номинал и время изменения).  

Еще одним важным понятием будет сделка, согласованная с заявками. 

Сделка ( )ϕ Γ  называется согласованной с вектором заявок { }l l Ap ∈ , если доход 
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каждого оперирующего агента не меньше его заявки: ( ) , ( )l lp p l Bϕ ϕ≥ ∀ ∈ , где 

( )B ϕ  – множество оперирующих агентов, а ( )lp ϕ  – их доходы. 

Понятно, что такты – это единственные моменты изменения состояний 

игры. Возможны два случая: либо происходит сделка, и некоторые заявки 

удовлетворяются (осуществляется клиринг), либо происходит перестроение 

очередей.  

 

Описание клирингового механизма 

Если при подаче агентом l  очередной заявки ( , )pρ τ=  на рынок li d=  во 

время такта τ выполняется условие: 
*
ip q≤ ,           (1.3) 

где *
iq  вычисляется по формуле (1.2), тогда происходит сделка, и заявка аген-

та l  удовлетворяется по номиналу наведенной заявки, а все те простые, из 

которых состоит наведенная, удовлетворяются по своим номиналам. При 

этом удовлетворенные заявки исключаются из очередей, а агенты переходят 

из множества активных во множество оперирующих. 

Иначе (если (1.3) не выполняется) новая заявка добавляется в соответст-

вующую очередь. 

В обоих случаях происходит перерасчет наведенных заявок (достаточно 

посчитать только наилучшие наведенные заявки). 

Описание клирингового механизма (окончание) 

 

То, что клиринговый механизм совершает сделку, согласованную с заяв-

ками, тривиальный факт. Но тот факт, что в случае, когда клиринговый ме-

ханизм не совершает сделок, отсутствуют сделки, согласованные с заявками 

требует более подробного разъяснения. Для этого сформулируем и докажем 

теорему. 

 

Теорема 1.1 
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1. На каждом такте клиринговый механизм совершает сделки то-

гда и только тогда, когда существуют сделки, согласованные с 

заявками.  

2. Если на очередном такте существует несколько сделок, согласо-

ванных с заявками, то клиринговый механизм выбирает ту, в ко-

торой максимальный доход получает тот агент, который подал 

свою заявку последним. В случае, когда таких сделок несколько, 

выбирается та, в которой совокупность контрагентов раньше 

всех обеспечила возможность такой сделки (раньше всех пони-

мается в смысле лексикографического порядка). 

Теорема 1.1 (окончание) 

 

Первое утверждение эквивалентно утверждению: на каждом такте сдел-

ки, согласованные с заявками, существуют тогда и только тогда, когда вы-

полняется неравенство (5). Первая часть второго утверждения говорит, что 

агент, подавший замыкающую заявку, получает максимальный доход. Фак-

тически это означает, что замыкающий агент соглашается с встречной заяв-

кой, которая по определению является наилучшим предложением для данно-

го агента. Вторая часть второго утверждения является обобщением наиболее 

распространенного правила, что среди заявок с одинаковым номиналом луч-

шей считается та, которая была подана раньше. Обобщение необходимо, так 

как подача одной простой заявки может привести к появлению нескольких 

наведенных. Для пояснения обратимся к проектной игре из примера 1. 

Пусть агенты последовательно подают следующие заявки: 1 (20,1)ρ = , 

2 (20,2)ρ = , 3 (30,3)ρ = , 4 (35,4)ρ = , 5 (50,5)ρ = , 6 (40,6)ρ = . Тогда во время третье-

го такта появляются две заявки на рынок 3i = : 1 3( , ) (100 20 30 50;3,1)ρ ρ ρ = − − =ɶ  и 

2 3( , ) (100 20 30 50;3,2)ρ ρ ρ = − − =ɶ . И первая наведенная заявка будет лучше вто-

рой: (50;3,1) (50;3,2)≻ . В данном случае номиналы наведенных заявок и вре-

мена их появления совпадают, и применяется лексикографическое правило 



 25 

сравнения. Это лексикографическое правило формализует тот факт, что пер-

вый агент раньше второго подготовил третьему агенту возможность сделать 

наведенную заявку, поэтому наведенная заявка, включающая первого агента 

лучше. На четвертом такте появляются еще две наведенные заявки на рынок 

3i = : 1 4( , ) (100 20 35 45;4,1)ρ ρ ρ = − − =ɶ  и 2 4( , ) (100 20 35 45;4,2)ρ ρ ρ = − − =ɶ . И очередь 

заявок будет следующей: (50;3,1) (50;3,2) (45;4,1) (45;4,2)≻ ≻ ≻ . На пятом такте, 

очевидно, выполняется условие клиринга и должна произойти сделка, но 

возможны две сделки (согласованные с заявками) с тройками агентов (1,3,5) 

или (2,3,5). Клиринговый механизм выбирает первую: реализуется единст-

венный допустимый проект и в нем участвуют агенты (1,3,5), а их доходы: 

1 3 520, 30, 50.x x x= = =  При этом в очереди наведенных заявок для рынка 3i =  

остается всего одна заявка: 2 4( , ) (45;4,2)ρ ρ ρ =ɶ . И, наконец, на шестом такте 

подается заявка шестым агентом, но опять возникает целое множество сде-

лок, согласованных с заявками. Это всевозможные сделки агентов 2, 4 и 6, 

удовлетворяющие условиям: 2 4 6 2 4 620, 35, 40, 100x x x x x x≥ ≥ ≥ + + = , но клиринго-

вый механизм выбирает ту, в которой замыкающий (шестой) агент получает 

максимальный доход: 2 4 620, 35, 45x x x= = = . 

 

Доказательство теоремы 1.1 

Если клиринговый механизм совершает сделку, то эта сделка, по по-

строению, будет согласована с заявками.  

Единственным нетривиальным утверждением этой теоремы являет тот 

факт, что если сделка не совершается при очередном ходе, то сделок, согла-

сованных с заявками нет. Доказать это можно по индукции. В начальный мо-

мент согласованных сделок естественно нет. Согласованных сделок, не со-

держащих замыкающего агента, нет т.к. их не было на предыдущем шаге, а 

появиться от его заявки не могли. Обратное неравенство (5) означает, что 

наилучшая для замыкающего агента сделка не согласована. А остальные по-

тенциальные сделки замыкающего игрока имеют худшую (либо такую же) 
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разность между доходом проекта и суммой заявок, т.е. они тоже не согласо-

ваны. 

Ну и наконец, второе утверждение теоремы является прямым следстви-

ем основного правила клирингового механизма (сделка происходит по цене 

наведенной заявки) и лексикографического правила упорядочивания заявкок. 

Доказательство теоремы 1.1 (окончание) 

 

1.3 Применение проектных игр для моделирования экономиче-

ских ситуаций 

С помощью модели проектной игры можно описать широкий класс эко-

номических ситуаций. В качестве примеров моделей, описываемых с помо-

щью проектной игры, можно привести кооперативную игру, сетевой аукцион 

и рынок товаров коллективного пользования. 

В этом разделе будут описаны алгоритмы построения проектной игры 

по заданным экономическим ситуациям. 

1.3.1 Кооперативная игра 

Рассмотрим кооперативную игру (с трансферабельной полезностью 

[36, 40]) { },coopG N V= , где {1,..., }N n=  – множество игроков, : 2NV +→ℝ  – ха-

рактеристическая функция, ( ){ }
2NS

V v S
∈

= , ( ) 0v ∅ = . 

По заданной кооперативной игре проектная игра 

{ } { } { } ( ) ( ){ }* *

* * **

* * * *, , , , , , , ,
j M j Mj j

i l l ll A l A l Ai D
D M N A e d n c h

∈ ∈

∈ ∈ ∈∈
 строится следующим обра-

зом. В качестве множеств игроков, агентов и операций берется множество 

игроков в кооперативной игре: * * *N A D N= = = . Множество проектов – это 

множество всех коалиций с положительным выигрышем: 

{ }* : ( ) 0M S N v S= ⊂ > . Матрица принадлежности операций к проектам соответ-

ствует принадлежности игрокам исходной игры к коалициям: 

* *1,
, ,

0,
i
S

i S
e i N S M

i S

∈
= ∈ ∈ ∉

. Как уже было сказано, множества игроков, агентов и 
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операций совпадают: *,l ld n l l A= = ∈ . Затраты на выполнения операций нуле-

вые: *0,lc l A= ∈ . Доходы проектов – выигрыши коалиций: *( ),Sh v S S M= ∈ . 

Множество дележей в полученной проектной игре оказывается шире 

множества дележей в кооперативной игре. Все дележи исходной игры – это 

дележи проектной игры, в которых реализуется только один проект, соответ-

ствующий максимальной коалиции. Выигрыши игроков соответствуют вы-

игрышам в дележах. 

1.3.2 Сетевой аукцион 

Основой математического представления сетевого аукциона [31, 32] слу-

жит граф, в вершинах которого локализованы покупатели и продавцы, а реб-

ра соответствуют транспортировщикам. В дальнейшем будем считать, что 

граф аукциона является ориентированным, т.е. транспортировка товара по 

каждому ребру возможна лишь в одном направлении (что не является суще-

ственным  ограничением, так как возможность двусторонней транспортиров-

ки между какими-либо двумя вершинами допускается с помощью двух раз-

нонаправленных ребер). Будем предполагать, что предметом торговли в сете-

вом аукционе служит однородный штучный товар, т.е. объем сделки на та-

ком рынке должен быть кратным некоторому минимальному объему, а еди-

ницы товара, произведенные разными агентами, считаются полностью иден-

тичными.  

Введем некоторые обозначения. Пусть 1,...,j m=  – произвольным обра-

зом пронумерованные агенты – продавцы, покупатели и транспортировщики. 

Обозначим через S  множество всех продавцов, T  – всех транспортировщи-

ков, B  – покупателей. Соответственно, | | | | | |S T B m+ + =  . Все агенты задан-

ным способом разделены по собственникам. 

Далее, через jF  будем обозначать максимально возможный объем по-

купки, поставки или транспортировки, достижимый для агента j . В терминах 

энергетических рынков эти объемы можно трактовать как мощностные огра-

ничения на добычу (генерацию), максимальную мощность транспортных ма-
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гистралей или объем спроса. Мы будем рассматривать только рынки с цело-

численными значениям мощностных ограничений. 

Предположим, что затраты поставщика или транспортировщика j  на 

единицу k  составляют 0k
jc > , а выкупная стоимость покупателя j  от едини-

цы k  равна 0k
jv > . Можно считать, по выкупной стоимости покупатель реали-

зует товар конечным потребителям. Прибылью продавца (транспортировщи-

ка) j  в результате заключения сделки по единице k  на сетевом рынке мы бу-

дем называть разницу k k
j jp c−  между ценой продажи k

jp  и затратами на произ-

водство (транспортировку) данной единицы. Прибылью покупателя от по-

купки единицы k  назовем разницу k k
j jv p−  между стоимостью реализации то-

вара конечным потребителями k
jv  и ценой покупки k

jp  . Общий выигрыш яв-

ляется суммой прибылей по всем сделкам. В случае если агент не заключил 

ни одной сделки, его выигрыш полагается равным нулю. 

Для того чтобы представить сетевой аукцион в виде проектной игры, 

приведем его в несколько иное представление. Во-первых, преобразуем ис-

ходный граф в двухполюсный. Для этого добавим к исходному графу две 

вершины, источник и сток, а также добавим дуги из источника ко всем вер-

шинам, в которых есть продавцы, и дуги из всех вершин с покупателями ве-

дущие в сток. А также воспользуемся целочисленностью мощностей всех 

агентов и разобьем их на атомарных, т.е. с единичными мощностями. 

Итак, рассмотрим сетевой аукцион на двухполюсном графе ( , )G V E= . На 

каждом ребре данного графа находятся три типа агентов S T BA A A A= ∪ ∪ : про-

давцы, транспортировщики и покупатели. Причем продавцы находятся на 

ребрах, исходящих из источника, а покупатели – на ребрах, ведущих в сток: 

расположение агентов задано в виде отображения множества агентов во 

множество ребер { }( )
l A

e l E
∈

∈  . Каждый продавец и транспортировщик 

S Tl A A∈ ∪  может произвести или транспортировать одну единицу товара с за-

тратами 0lc > , а выкупная стоимость покупателя Bl A∈  равна 0lv > . И, нако-
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нец, есть заданное множество собственников N  и отображение множества 

агентов во множество собственников { ( ) } l An l N ∈∈ . 

По заданному сетевому аукциону проектная игра 

{ } { } { } ( ) ( ){ }* *

* * * *

* * * * * * *, , , , , , , ,
j M j Mj j

i l l li D l A l A l A
D M e N A d n c h

∈ ∈

∈ ∈ ∈ ∈
 строится следующим обра-

зом.  Множество операций – это множество дуг в двухполюсном графе: 
*D E= , множество проектов – это всевозможные пути графа, не содержащие 

циклов, из источника s V∈  в сток t V∈ : * ( , )M Path s t= . Матрица принадлежно-

сти операций к проектам соответствует принадлежности дуг к маршрутам: 

1,
, , ( , )

0,
i
j

i j
e i E j Path s t

i j

∈
= ∈ ∈ ∉

. Множество игроков – это множество собственни-

ков: *N N= . Множество агентов проектной игры совпадает с множеством 

атомарных агентов сетевого аукциона: *
S T BA A A A= ∪ ∪ . Распределение аген-

тов по операциям совпадает с расположение агентов на ребрах: 
* ( ),ld e l l A= ∀ ∈ , а распределение агентов по игрока совпадает с распределени-

ем по собственникам: * ( ),ln n l l A= ∀ ∈ . Затраты продавцов и транспортировщи-

ков остаются неизменными: * 0,l l S Tc c l A A= > ∀ ∈ ∪ , а в качестве затрат покупа-

телей берутся их выкупные стоимости со знаком минус: * 0,l l Bc v l A= − < ∀ ∈ . 

Доходы проектов полагаются равными нулю: *0,jh j M= ∀ ∈ . 

Как видно, в описанном построении есть два неэквивалентных преобра-

зования: это множество проектов и затраты покупателей. Проверим, что та-

кое преобразование сохраняет свойства сетевого аукциона. В сетевом аук-

ционе проект это добыча единицы продукта в некоторой вершине, транспор-

тировка по одному или нескольким ребрам в вершину с покупателем и, нако-

нец, потребление этой единицы в конечной вершине. Но это как раз и есть 

полный маршрут из источника в сток в двухполюсном графе. Теперь разбе-

ремся с ценами и доходами. Возьмем произвольный маршрут ( , )j Path s t∈ , и 

выберем одного продавца, одного покупателя и по одному транспортиров-

щику из каждой дуги маршрута: { }s b tl l l∪ ∪ . Понятно, что для заключения та-
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кой сделки необходимо, чтобы цена покупки была равна цене продажи плюс 

сумме цен за транспортировку: 
{ }t

b s t
t l

p p p
∈

= + ∑  . При этом прибыль продавца и 

транспортировщиков будет разница их цен и затрат, прибыль покупателя – 

его выкупная стоимость минус цена покупки b b bu v p= − . Если в дележе в про-

ектной игре доход покупателя интерпретировать как минус цену покупки 
*

b bp p= − , то тогда правило дележа (сделки) в проектной игре совпадет с пра-

вилом сделки в сетевом аукционе. Условие дележа: *

{ }

0
t

j
s t b

t l

p p p h
∈

+ + = =∑ , 

прибыль агента-покупателя * * * ( )b b b b b bu p c p v u= − = − − − = . Что и требовалось 

подтвердить. 

Таким образом, проектная игра, построенная по сетевому аукциону, ха-

рактеризуется тем, что в каждом проекте есть одна особая прибыльная опе-

рация: все агенты, выполняющие эту операцию, имеют отрицательные затра-

ты. 

1.3.3 Рынок товаров коллективного пользования 

Товары коллективного пользования характеризуются тем, что при про-

изводстве единицы такого товара прибыль от его реализации могут получить 

сразу несколько экономически агентов (примерами таких товаров могут слу-

жить дороги, мосты, или даже программное обеспечение для компьютеров). 

Это принципиальное отличие данных товаров от тех, которые рассматрива-

лись в разделе с сетевыми аукционами. Там в сделке участвовал только один 

покупатель, который самостоятельно оплачивал реализацию этого товара 

(производство полюс услуги транспортировки). И другой покупатель уже 

вынужден был заново оплачивать производство очередной единицы товара 

для получения прибыли. 

При реализации товаров коллективного пользования у покупателей есть 

принципиальная возможность объединяться и оплачивать все затраты на 

производство товара вскладчину. Таким образом, проектные игры, задающие 

рынки товаров коллективного пользования, характеризуются наличием про-
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ектов, в которых больше одной прибыльной операции, т.е. операции, где все 

агенты, выполняющие эти операции, имеют отрицательные затраты. 

В качестве примера рассмотрим один из проектов с товаром коллектив-

ного пользования. Пусть для производства товара требуется несколько опе-

раций sD , а также пусть найдутся агенты sA , способные выполнить эти опе-

рации с заданными затратами: { }
sl l Ac ∈ . А также пусть есть некоторое множест-

во агентов bA , которые могут получить заданные выкупные стоимости { }
bl l Av ∈  

в случае производства единицы данного товара. Ну и естественное условие 

для осуществления сделки по производству единицы товара – суммарная це-

на покупки должна быть равна суммарной цене на производство: 

b s

b s
l l

l A l A

p p
∈ ∈

=∑ ∑ . 

Идея построения проектной игры по приведенному примеру аналогична 

той идее в сетевых аукционах, где некоторые величины умножались на ко-

эффициент 1−  для покупателя. Множество операций *
s bD D D= ∪ , где bD  – это 

операции потребления готового продукта агентами из множества bA . Множе-

ство агентов: *
s bA A A= ∪ , и их затраты: * ,l l sc c l A= ∀ ∈ , * ,l l bc v l A= − ∀ ∈ . Доход та-

кого проекта, как и в случае сетевых аукционов нулевой: 0h = . Нетрудно 

убедиться, что условие дележа и правила вычисления прибылей удовлетво-

ряют естественным соотношениям. 

1.4 Основные результаты главы 1 

Главные результатом первой главы является построение математической 

модели проектной игры. Данная модель может быть использована для описа-

ния таких теоретико-игровых объектов, как кооперативные игры, сетевые 

аукционы, рынки товаров коллективного пользования, а также некоторые 

другие объекты. 

На основе описанной модели строится динамическая игра по принципу 

непрерывного двойного аукциона с наведенными заявками. 
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Глава 2 Динамические кооперативные игры 

Кооперативная теория игр рассматривает экономические ситуации с по-

мощью построения характеристических функций. Обычно теория дает мно-

жества справедливых в определенном смысле дележей, а также предлагает 

конкретные селекторы указанных множеств. В данной главе рассматривается 

обратная задача, т.е. по заданной характеристической функции строится ди-

намическая игра. Пример исследования такой задачи можно найти в рабо-

тах [1, 11]. В данной же работе в качестве механизма предлагается непрерыв-

ный двойной аукцион с наведенными заявками (см. [41, 43]). 

2.1 Общие сведения о кооперативных играх 

Рассмотрим кооперативную игру { },coopG N V= , где {1,..., }N n=  – множест-

во игроков, : 2NV +→ℝ  – супераддитивная характеристическая функция, 

( ){ }0
S N

V V S
⊆

= ≥ , ( ) 0V ∅ = , ( ) ( ) ( ) , :V S V T V S T S T N S T+ ≤ ∪ ∀ ⊆ ∩ = ∅ . 

Для удобства будем различать обозначение произвольной коалиции 

S N⊆ , включающей максимальную коалицию, и обозначение собственной 

коалиции S N⊂ . 

Одним из ключевых понятий в кооперативной теории является дележ. 

Дележ – исход игры, при котором реализуется максимальная коалиция и все 

игроки получают неотрицательные выигрыши. Пусть 1( ,..., )nx x x=  – это век-

тор выигрышей игроков, тогда множество дележей можно записать так (см. 

рис 2.1): 

1 ... ( ),

0, 1,..., .
n

i

x x V N

x i n

+ + =
 ≥ ∀ =
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Рис. 2.1 Множество дележей 

 

Подмножество дележей, в которых каждая коалиция получает выигрыш, 

не меньший, чем она могла бы получить, отделившись от максимальной коа-

лиции, называется ядром или C-ядром (см. рис 2.2): 

( ) ( )

( ) ( ),

V N x N

V S x S S N

=
 ≤ ∀ ⊂

 

или 

( ) ( )

( ) ( ) ( \ ),

V N x N

x S V N V N S S N

=
 ≤ − ∀ ⊂

       (2.1) 
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Рис. 2.2 Ядро 

 

Кооперативная игра называется сбалансированной, если для любого сба-

лансированного покрытия [ ]: 2 0;1Nα → , 
:

( ) 1,
S N i S

S i Nα
⊂ ∈

= ∀ ∈∑ , выполнено условие 

( ) ( ) ( )
S N

S V S V Nα
⊂

≤∑ . По теореме Бондаревой–Шепли [15, 22] ядро игры не пусто 

тогда и только тогда, когда она сбалансирована. 

2.2 Динамическая кооперативная игра 

Под динамической кооперативной игрой мы будем понимать динамиче-

скую проектную игру, которая построена по кооперативной. Подробно будет 

рассмотрена динамическая кооперативная игра с наведенными заявками. 

Кратко напомним правила аукциона с наведенными заявками. Проект-

ная игра, построенная по кооперативной, является игрой с различными аген-

тами, более того, каждый игрок управляет только одним агентом. Поэтому 

для простоты агентов будем отождествлять с игроками. 

Как и прежде, каждый игрок i  формирует заявку на получение некото-

рого выигрыша ( ), ; (0, )ip t i N t T∈ ∈ . При этом он получает множество наве-

денных заявок 
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\

( ) ( ) ( ), , , (0, )S
i j

j S i

q t V S p t i S S N t T
∈

= − ∈ ⊆ ∈∑ ,        (2.2) 

– остатки от выигрышей коалиций после вычета заявок партнеров по соот-

ветствующим коалициям. Как и для произвольной проектной игры, в качест-

ве предложения вступить в одну из коалиций выбирается максимальная из 

заявок всех коалиций S , в которые входит игрок i : 

( )
:

( ) max ( ) , , (0, )S
i i

S i S
q t q t i N t T

∈
= ∈ ∈ .         (2.3) 

И, наконец, вспомним о лексикографическом правиле сравнения заявок. 

Сначала сравниваются номиналы заявок (чем больше, тем лучше), затем мак-

симальные времена простых (чем меньше, тем лучше), и так далее. В таком 

случае может оказаться, что если база некоторой заявки является подмноже-

ством другой, то более «короткая» будет лучшей (конечно при условии ра-

венства номиналов). Приведем пример такой пары векторов времен: (3;2;1) и 

(3;1). Но в таком случае надо в любой паре «вложенных» заявок «лучшей» 

считать «короткую», например (3;2;1) и (3;2). Это условие эквивалентно при-

писыванию к вектору времен (справа) нулевого времени.   

Таким образом, каждый из игроков участвует в классическом непрерыв-

ном двойном аукционе с одним виртуальным партнером. Коалиция образует-

ся в случае, когда один из игроков соглашается с встречной наведенной заяв-

кой или подает свою заявку не больше, чем наведенная. В этом случае сумма 

заявок участников, по меньшей мере, одной из коалиций, становится не 

больше, чем номинальный выигрыш этой коалиции. Результатом игры может 

быть любое непересекающееся множество коалиций, в том числе и пустое. 

Итак, мы определили динамическую кооперативную игру с наведенными 

заявками. То есть это динамическая проектная игра с наведенными заявками, 

причем проектная игра построена по кооперативной таким образом, что лю-

бой проект соответствует одной из коалиций. 

Вообще говоря, можно различными способами построить проектную иг-

ру по кооперативной. Определим два наиболее интересных для анализа слу-

чая. 
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Определение 2.1 

Полной динамической кооперативной игрой с наведенными заявками бу-

дем называть динамическую кооперативную игру с наведенными заявками, в 

которой для каждой коалиции существует соответствующий проект. 

Определение 2.1(окончание) 

Определение 2.2 

Очищенной динамической кооперативной игрой с наведенными заявками 

будем называть динамическую кооперативную игру с наведенными заявка-

ми, в которой проекты построены для тех и только тех коалиций S N⊂ , у ко-

торых выигрыш положителен ( ) 0V S > . 

Определение 2.2 (окончание) 

 

2.3 Дополнительные определения и утверждения 

Для анализа динамической кооперативной игры с наведенными заявка-

ми потребуется ввести дополнительные понятия, а также сформулировать и 

доказать некоторые утверждения. 

Как и раньше вектор, составленный из заявок всех игроков { }i i N
x x

∈
= , бу-

дем называть состоянием игры. В тексте под состоянием игры понимать не 

только сами состояния, но и произвольные вектора из множества nℝ .  Данное 

множество будем называть обобщенным пространством состояний. Также 

будем считать, что все известные  множества (например, дележи, ядро и дру-

гие) лежат в этом пространстве. Суммы заявок игроков коалиций в состоянии 

x  обозначим следующим образом: ( ),i
i S

x x S S N
∈

= ∀ ⊆∑ .  

Для дальнейшего анализа потребуется ввести дополнительные опреде-

ления [42]. 

Определение 2.3 

Малое предъядро для игры { },G N V=  – это множество в пространстве nℝ , 

удовлетворяющее условиям: 
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( ) ( )

( ) ( ) (2.4)

( ) ( ) ( \ )

V N x N

V S x S S N

x S V N V N S S N

<
 < ∀ ⊂
 < − ∀ ⊂

 

Определение 2.3 (окончание) 

Неравенства второй строки (2.4) являются следствием остальных, по-

этому определение малого предъядра можно записать так: 

( ) ( )

( ) ( ) ( \ )

V N x N

x S V N V N S S N

<
 < − ∀ ⊂

 

Определение 2.4 

Большое предъядро для игры { },G N V=  – множество в пространстве nℝ , 

удовлетворяющее условиям: 

( ) ( )

( ) ( ) (2.5)

( ) ( ) ( \ ) : ( \ ) 0

V N x N

V S x S S N

x S V N V N S S N V N S

<
 < ∀ ⊂
 < − ∀ ⊂ >

 

Определение 2.4 (окончание) 

Часть неравенств второй строки (2.5) являются следствием остальных, 

поэтому определение большого предъядра можно записать так: 

( ) ( )

( ) ( ) : ( ) 0

( ) ( ) ( \ ) : ( \ ) 0

V N x N

V S x S S N V S

x S V N V N S S N V N S

<
 < ∀ ⊂ =
 < − ∀ ⊂ >

 

Изображения большого и малого предъядер в трехмерном пространстве 

приведены на рис. 2.3 и 2.4. 
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Рис. 2.3 Малое предъядро 

 

 

Рис. 2.4 Большое предъядро 

 

2.3.1 Критерии существования предъядер 

Мы определили два множества: большое и малое предъядра. В данном 

разделе будет сформулирована и доказана теорема о непустоте указанных 

множеств в обобщенном пространстве состояний. Формулы, описывающие 

множества для предъядер, очень похожи на формулы определения ядра, по-
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этому критерии их существования будем искать схожими с условиями тео-

ремы Бондаревой–Шепли. 

Определение 2.5 

Кооперативная игра называется строго сбалансированной, если для лю-

бого сбалансированного покрытия [ ]: 2 0;1Nα → , 
:

( ) 1,
S N i S

S i Nα
⊂ ∈

= ∀ ∈∑ , выполнено 

условие 

( ) ( ) ( )
S N

S V S V Nα
⊂

<∑ .        (2.6) 

Определение 2.5 (окончание) 

Строго сбалансированные игры отличаются от просто сбалансирован-

ных, тем, что здесь строгие неравенства. 

Обозначим множества ядра, малого предъядра и большого предъядра в 

nℝ  через C (Core), SPC (Small PreCore) и LPC (Large PreCore) соответственно. 

Введем (2 2)nn × −  матрицу принадлежности игроков к коалициям: 

{ } 1,
,

0,
S N

iS iSi N

i S
Y y y

i S
⊂

∈
∈

= =  ∉
. Фактически эта матрица совпадает с матрицей принад-

лежности операций к проектам { }jie , за исключением столбца (строки) с коа-

лицией всех игроков. Тогда определение ядра можно записать через матри-

цу Y : 
( )

( ),

i
i N

iS i
i N

x V N

x C
y x V S S N

∈

∈

 =
∈ ⇔  ≥ ∀ ⊂


∑

∑
, а определение сбалансированного покры-

тия: : 2 [0;1]Nα →  можно записать: 

1,iS S
S N

y i Nα
⊂

= ∀ ∈∑ .        (2.7) 

 

Рассмотрим экстремальную задачу: 

 

( ) min

: ( ),

i
x Di N

n
iS i

i N

f x x

D x y x V S S N

∈∈

∈

= →

  = ∈ ≥ ∀ ⊂ 
  

∑

∑ℝ

     (2.8) 

и найдем связь ее решения с ядром игры. 
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Лемма 2.1 

Ядро игры имеет размерность 1n −  тогда и только тогда, когда решение 

экстремальной задачи (2.8) удовлетворяет условию: min ( ) ( )
x D

L f x V N
∈

= < . 

Доказательство 

Ядро имеет размерность 1n −  эквивалентно тому, что относительная внут-

ренность ядра непустая: dim 1 riC n C= − ⇔ ≠ ∅  (Здесь ri C обозначает внутрен-

ность относительно подпространства ( )i
i N

x V N
∈

=∑ , а не относительно аффин-

ной оболочки ядра). 

Пусть внутренность ядра не пустая, тогда существует такой вектор x , что  

( )

( ),

i
i N

iS i
i N

x V N

y x V S S N
∈

∈

 =

 > ∀ ⊂


∑

∑
. 

Обозначим min( ( )) 0iS i
S N i N

y x V Sε
⊂ ∈

= − >∑ , тогда вектор 1 2( , , , )nz x x x Dε= − ∈…  и 

( ) ( )f z V N ε= − , а это означает, что min ( ) ( ) ( )
x D

L f x f z V N
∈

= ≤ < . 

Обратно. Пусть ( )L V N<  и ( ) 0V S Lε = − > , тогда для вектора 

1 2( , , , )nz x x x
n n n

ε ε ε= + + +…  получаем | | | |
( ) ( ),iS i iS i

i N i N

S S
y z y x V S V S S N

n n

ε ε
∈ ∈

= + ≥ + > ∀ ⊂∑ ∑  

и ( ) ( )f z V N= , а это означает, что z riC∈ . Доказано. 

Лемма 2.2 

Ядро игры имеет размерность 1n −  тогда и только тогда, когда игра стро-

го сбалансирована. 

Доказательство 

Пусть ri C ≠ ∅ , значит 1( , )nx x x riC∃ = ∈…  такой, что 

 
( )

( ),

i
i N

iS i
i N

x V N

y x V S S N
∈

∈

 =

 > ∀ ⊂


∑

∑
. 

Зафиксируем произвольное сбалансированное покрытие α . Для всех 

S N⊂ : ( )iS i
i N

y x V S
∈

>∑ , значит, ( ), : 0S iS i S S
i N

y x V S Sα α α
∈

> ∀ >∑ , причем в силу опреде-
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ления сбалансированного покрытия найдется хотя бы одна коалиция, для ко-

торой 0Sα > . Просуммируем полученные неравенства: 

(2.7)
( ) ( )S S iS i i S iS i

S N S N i N i N S N i N

V S y x x y x V Nα α α
⊂ ⊂ ∈ ∈ ⊂ ∈

< = = =∑ ∑ ∑ ∑ ∑ ∑ . Значит, игра строго сба-

лансирована. 

Обратно, пусть ri C = ∅ , тогда по лемме 2.1 решение задачи (2.8) удовле-

творяет условию min ( ) ( )
x D

L f x V N
∈

= ≥ . Построим задачу линейного программиро-

вания, двойственную задаче (2.8): 

2 2

( ) ( ) max

: 1, ; 0,

S
ES N

n

iS S S
S N

g V S

E y i N S N

α
α α

α α α

∈⊂

−

⊂

= →

  = ∈ = ∀ ∈ ≥ ∀ ⊂ 
  

∑

∑ℝ

. (2.9) 

По теореме двойственности max ( )
E

g L
α

α
∈

= , а это значит, что существует *α  

– решение  экстремальной задачи (2.9), которое удовлетворяет условиям: 

* *, ( ) ( ).E g L V Nα α∈ = ≥ Таким образом мы нашли сбалансированное покрытие 

*α , не удовлетворяющее условию (2.6), значит, игра не является строго сба-

лансированной. Лемма доказана. 

 

Лемма 2.3 

В игре малое предъядро не пусто тогда и только тогда, когда игра строго 

сбалансирована. 

Доказательство 

Пусть малое предъядро не пусто, тогда существует x SPC∈ : 

( ) ( )

( ) ( ) ( \ )

V N x N

x S V N V N S S N

<
 < − ∀ ⊂

. 

Обозначим ( ) ( ) 0x N V Nε = − > , тогда 

( ) ( ) ( \ ) ( ) ( ( ) ( )) ( ) ,x S x N x N S V N V N V S V S S Nε ε= − > + − − = + ∀ ⊂ , т. е. любую коалицию 

можно уменьшить на величину ε , и при этом полученная точка будет лежать 

внутри ядра. Например, для вектора 1 2( , , , )nz x x xε= − …  получим: 
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( ) ( ) ( )z N f z V N= = , 1 1( ) ( ) ( ) ( ),S Sz S x S y V S y V S S Nε ε ε= − > + − ≥ ∀ ⊂ , т.е. z riC∈  и по лем-

ме 2.2 игра строго сбалансирована. 

Обратно. Пусть игра строго сбалансирована, тогда по лемме 2.2 ri C ≠ ∅ . 

Это значит, что  существует x riC∈ : 

( ) ( )

( ) ( ) ( \ )

V N x N

x S V N V N S S N

=
 < − ∀ ⊂

. 

Обозначим min( ( ) ( \ ) ( )) 0
S N

V N V N S x Sε
⊂

= − − > , тогда для вектора 1 2( , , , )
2 nz x x x
ε= + …  

получим ( ) ( ) ( ) ( )
2 2

z N x N V N V N
ε ε= + = + >  и 

1 1( ) ( ) ( ) ( \ ) ( ) ( \ )
2 2S Sz S x S y V N V N S y V N V N S
ε εε= + ≤ − − + < − , т.е. z SPC∈ . Лемма дока-

зана. 

Лемма 2.4 

В игре большое предъядро не пусто тогда и только тогда, когда игра 

строго сбалансирована. 

Доказательство 

Пусть большое предъядро не пусто, тогда существует x LPC∈ : 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( \ ) : ( \ ) 0

V N x N

V S x S S N

x S V N V N S S N V N S

<
 < ∀ ⊂
 < − ∀ ⊂ >

. 

Обозначим ( ) ( ) 0x N V Nε = − > . Для вектора 1 2
( )

( , , , )
( ) n
V N

z x x x
V N ε

=
+

…  получим: 

( )
( ) ( ) ( )

( )

V N
z N x N V N

V N ε
= =

+
. Все компоненты вектора z  положительны: 

( ) 0,z S S N> ∀ ⊂  т.к. ( ) ( ) 0,x S V S S N> ≥ ∀ ⊂ . Докажем, что для вектора z  выполнены 

условия внутренности ядра: ( ) ( ) ( ) ( \ ), : ( \ ) 0z S x S V N V N S S N V N S< < − ∀ ⊂ > ; 

( ) ( ) ( \ ) ( ) ( \ ) ( ) ( ) ( \ ), : ( \ ) 0z S z N z N S V N z N S V N V N V N S S N V N S= − = − < = − ∀ ⊂ = . Мы до-

казали, что z riC∈  и по лемме 2.2 игра строго сбалансирована. 

Обратно, пусть игра строго сбалансирована, тогда по лемме 2.3 малое 

предъядро не пусто, а т.к. каждая точка малого предъядра является точкой 

большого предъядра и большое предъядро не пусто. Доказано. 
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Теорема 2.1 

Для кооперативной игры n  лиц следующие утверждения эквивалентны: 

• Игра строго сбалансирована. 

• Ядро игры имеет размерность 1n − . 

• Малое предъядро игры не пусто. 

• Большое предъядро не пусто. 

Теорема 2.1 (окончание) 

Формально доказательство следует из лемм 2.1 – 2.4.  

Доказательство эквивалентности первого и второго пунктов аналогично 

доказательству теоремы Бондаревой–Шепли. Далее, если внутренность ядра 

непуста, то можно из любой точки внутренности немного «подняться» вдоль 

одной из осей и оказаться в малом предъядре. Значит, из непустоты внутрен-

ности ядра следует непустота малого предъядра. Малое предъядро содержит-

ся в большом, поэтому из непустоты малого следует непустота большого. И, 

наконец, из любой точки большого предъядра можно «спуститься» вдоль на-

правления к началу координат и попасть во внутреннюю точку ядра. Значит, 

из непустоты большого предъядра следует непустота внутренности ядра. 

 

Сформулируем и докажем еще несколько утверждений, касающихся но-

вых понятий. 

 

Утверждение 2.1 

Для строго сбалансированной игры пересечение замыкания малого предъ-

ядра с плоскостью дележей ( ( ) Nx N V= ) совпадает с ядром. 

Доказательство следует из определений ядра и малого предъядра. 

 

Утверждение 2.2 

Для строго сбалансированной игры пересечение замыкания большого 

предъядра с плоскостью дележей ( ( ) Nx N V= ) совпадает с ядром. 

Доказательство 
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По определению малое предъядро содержится в большом предъядре, 

значит, пересечение замыкания малого предъядра с плоскостью дележей со-

держится в исследуемом пересечении. Докажем обратное включение. Не хва-

тает ограничений ( ) ( ), : ( \ ) 0x S V N S V N S≤ ∀ = , но они следуют из того, что 

( ) ( ) ( \ ) ( ) ( ), : ( \ ) 0x S x N x N S x N V N S V N S= − ≤ = ∀ = . 

Доказано. 

 

2.3.2 Блокирующие состояния 

Напомним, что для динамической проектной игры активный агент – это 

агент, который еще не вступил в сделку и может управлять своей заявкой. В 

динамической кооперативной игре с наведенными заявками, как уже было 

сказано, агентов будем отождествлять с игроками. 

Любая сделка в динамической кооперативной игре приводит к образова-

нию одной из коалиций, т.к. каждый проект – это коалиция. Таким образом, 

замыкающий игрок, соглашаясь с наведенной заявкой, образует коалицию. 

Состояние, в котором все игроки активны, назовем активным состояни-

ем. Понятно, что если игра находится в активном состоянии, то до этого мо-

мента включительно еще не произошло ни одной сделки. Далее определим 

еще несколько видов активных состояний. Блокирующие состояния были ис-

следованы в работе [49]. 

 

Определение 2.6 

В динамической кооперативной игре с наведенными заявками блоки-

рующим состоянием назовем активное состояние np∈ℝ , в котором никакой 

игрок своим ходом не может реализовать никакую коалицию, кроме коали-

ции всех игроков N . 

Определение 2.6 (окончание) 
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Теперь вспомним о дополнительных определениях и сформулируем и 

докажем теоремы. Для этого необходимо доказать несколько лемм. 

 

Лемма 2.5 

В динамической кооперативной игре с наведенными заявками активны-

ми состояния являются те и только те состояния nx∈ℝ , для которых выпол-

няются неравенства: 

(S) ( ),x V S S N> ∀ ⊆ . 

Доказательство 

Неравенства в условии леммы эквивалентны, что в данный момент не 

возможна ни одна коалиция (не выполняются условия реализации проекта – 

коалиции). Но сделка не могла произойти и до этого момента, потому что 

иначе нашлась бы коалиция 0S N⊆ , такая, что для нее выполнилось условие 

0 0( ) ( )x S V S= . После этого агенты перестали бы быть активными и не смогли 

изменять свои заявки. Таким образом, неравенства условий леммы эквива-

лентны активности состояния x . 

 

Лемма 2.6 

Для динамической кооперативной игры с наведенными заявками спра-

ведливо следующее утверждение. Чтобы наведенная заявка Nρ  с максималь-

ной коалиции была лучше наведенной заявки ρ  с другой коалиции необхо-

димо и достаточно, чтобы ее номинал ( )Np ρ  был строго больше номинала 

другой заявки: 

( ) ( )Np pρ ρ> . 

Доказательство 

Достаточность очевидна: если номинал больше, то по основному прави-

лу сравнения заявка с максимальной коалиции лучше. 

Необходимость. Если номинал заявки ( )Np ρ  меньше номинала другой 

заявки ( )p ρ , то заявка Nρ  не может быть лучше по основному правилу срав-
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нения наведенных заявок. Таким образом, самое нетривиальное утверждение 

леммы касается случая равенства номиналов. В такой ситуации работает лек-

сикографическое правило сравнения наведенных заявок. Наведенная заявка 

Nρ  с максимальной коалиции состоит из максимально возможного числа 

простых заявок, а наведенная другая заявка ρ  состоит из заведомо меньшего 

количества простых, причем база заявки ρ  является подмножеством базы за-

явки Nρ . В таком случае, по определению, лексикографическое правило од-

нозначно отдает приоритет заявке с меньшей базой. Мы доказали, что в слу-

чае равенства номиналов наведенная заявка с максимальной коалиции всегда 

будет оказываться хуже любой другой наведенной заявки. Лемма доказана. 

Доказательство (окончание) 

 

Для доказательства очередной леммы необходимо ввести еще одно оп-

ределение. Для состояния игры nx∈ℝ  определим эксцесс для каждой коали-

ции как разницу между суммой заявок участников коалиции и номинальным 

выигрышем этой коалиции: ( ) ( ) ( ),S x S V S S Nσ − ∀ ⊆≜ . 

 

Лемма 2.7 

В состоянии nx∈ℝ  динамической кооперативной игры с наведенными 

заявками следующие утверждения для некоторой собственной коалиции 

S N⊂  эквивалентны. 

• Для коалиции S  выполнено условие ( \ ) ( ) ( )x N S V N V S< − . 

• Для любого игрока i  из коалиции S  номинал наведенной заявки с 

коалиции S  строго меньше номинала наведенной заявки с макси-

мальной коалиции N  заявки: ,S N
i iq q i S< ∀ ∈ . 

Доказательство 

Перепишем наведенные заявки, используя определение эксцесса. Наве-

денная заявка для игрока i  с коалиции S : 

( ) ( \ ) ( ) ( ) ( ),S
i i iq V S x S i V S x S x x S i Sσ= − = − + = − ∀ ∈ . Аналогично вычисляется наве-
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денная заявка для игрока i  с коалиции N : ( ),N
i iq x N i Sσ= − ∀ ∈ . Теперь докажем 

утверждение леммы, использую эквивалентные преобразования. 

( \ ) ( ) ( )x N S V N V S< − ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )x N x S V N V S⇔ − < − ⇔  

( ) ( ) ( ) ( )x N V N x S V S⇔ − < − ⇔  

( ) ( )N Sσ σ⇔ < ⇔  

( ) ( ),i ix S x N i Sσ σ⇔ − < − ∀ ∈ ⇔  

,S N
i iq q i S⇔ < ∀ ∈ . Лемма доказана. 

 

Теперь можно сформулировать и доказать основные теоремы о блоки-

рующих состояниях. 

 

Теорема 2.2 

В полной динамической кооперативной игре с наведенными заявками 

множество блокирующих состояний совпадает с малым предъядром. 

Теорема 2.2 (окончание) 

Условие теоремы можно переформулировать. В полной динамической 

кооперативной игре с наведенными заявками состояние nx∈ℝ  является силь-

но блокирующим в том и только в том случае, если оно принадлежит малому 

предъядру. 

Доказательство 

Вспомним, что в полной динамической кооперативной игре с наведен-

ными заявками проекты строятся для всех без исключения коалиций. Также 

вспомним определение малого предъядра. По определению, принадлежность 

состояния nx∈ℝ  малому предъядру означает выполнение условий (см. 2.4): 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( \ )

V N x N

V S x S S N

x S V N V N S S N

<
 < ∀ ⊂
 < − ∀ ⊂

 

По лемме 2.5 первое и набор вторых условий малого предъядра эквива-

лентно тому, что состояние x  активно. 
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Условие блокирования (никакой игрок своим ходом не может реализо-

вать никакую коалицию, кроме коалиции всех игроков) в силу правила аук-

циона эквивалентно тому, что для каждого игрока i N∈  наилучшей наведен-

ной заявкой является заявка, наведенная с максимальной коалиции N
iρ  с но-

миналом ( )N N
i ip qρ =  . Применяя лемму 2.6 ко всем наведенным заявкам с соб-

ственных коалиций S N⊂ , получаем, что заявка с максимальной коалиции 

является наилучшей тогда и только тогда, когда ее номинал строго больше 

номиналов других заявок, причем это выполнено для всех игроков и коали-

ций: , , :N S
i iq q i N S N i S> ∀ ∈ ∀ ⊂ ∈ . Применяя лемму 2.7 ко всем собственным коа-

лициям S N⊂ , получаем, что последнее условие эквивалентно условию 

( \ ) ( ) ( ),x N S V N V S S N< − ∀ ⊂ . А набор этих условий эквивалентен третьему набо-

ру условий малого предъядра (2.4): в этом нетрудно убедиться, сделав замену 

\S N S→ . Теорема доказана. 

Доказательство (окончание) 

 

Теорема 2.3 

В очищенной динамической кооперативной игре с наведенными заявка-

ми множество блокирующих состояний совпадает с большим предъядром. 

Теорема 2.3 (окончание) 

Вспомним, что в очищенной динамической кооперативной игре с наве-

денными заявками проекты строятся только коалиций с положительным вы-

игрышем ( ) 0V S > . Также вспомним определение большого предъядра. По оп-

ределению, принадлежность состояния nx∈ℝ  большому предъядру означает 

выполнение условий (см. 2.5): 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( \ ) : ( \ ) 0

V N x N

V S x S S N

x S V N V N S S N V N S

<
 < ∀ ⊂
 < − ∀ ⊂ >

 

По лемме 2.5 первое и набор вторых условий малого предъядра эквива-

лентно тому, что состояние x  активно. 
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Условие блокирования (никакой игрок своим ходом не может реализо-

вать никакую коалицию, кроме коалиции всех игроков) в силу правила аук-

циона эквивалентно тому, что для каждого игрока i N∈  наилучшей наведен-

ной заявкой является заявка, наведенная с максимальной коалиции N
iρ  с но-

миналом ( )N N
i ip qρ =  . Применяя лемму 2.6 ко всем наведенным заявкам с соб-

ственных коалиций с положительными выигрышами : ( ) 0S N V S⊂ > , получаем, 

что заявка с максимальной коалиции является наилучшей тогда и только то-

гда, когда ее номинал строго больше номиналов других заявок, причем это 

выполнено для всех игроков и выбранных коалиций: 

, , : , ( ) 0N S
i iq q i N S N i S V S> ∀ ∈ ∀ ⊂ ∈ > . Применяя лемму 2.7 ко всем собственным 

коалициям с положительным выигрышем : ( ) 0S N V S⊂ > , получаем, что по-

следнее условие эквивалентно условию ( \ ) ( ) ( ), : ( ) 0x N S V N V S S N V S< − ∀ ⊂ > . А 

набор этих условий эквивалентен третьему набору условий большого предъ-

ядра (2.5): в этом нетрудно убедиться, сделав замену \S N S→ . Теорема дока-

зана. 

Доказательство (окончание) 

 

Осталось сформулировать еще несколько утверждений, касающехся 

блокирующих состояний. Они в отличие от доказанных критериев будут 

справедливо только в одну сторону. 

 

Утверждение 2.3 

Если полная динамическая кооперативная игра с наведенными заявками 

находится в состоянии x  из большого предъядра, то никакой игрок своим хо-

дом не сможет реализовать никакую коалицию с положительным выигры-

шем, кроме, быть может, коалиции всех игроков N . 

Доказательство 

Пусть состояние x  принадлежит большому предъядру. Тогда по лемме 

2.5 x  – активное состояние. Применяя лемму 2.7 ко всем собственным коали-
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циям с положительным выигрышем : ( ) 0S N V S⊂ > , получаем, что из послед-

них неравенств (2.5) следует, что S N
i iq q<  для всех игроков участвующих в ка-

ждой коалиции i S∈ . А по лемме 2.6 это означает, что никакая коалиция с по-

ложительным выигрышем не может быть наилучшей заявкой, т.к. она хуже 

заявки с максимальной коалиции. Таким образом, никакой игрок не может 

реализовать (согласившись с наилучшей наведенной заявкой) никакую коа-

лицию с положительным выигрышем, кроме, быть может, коалиции всех иг-

роков N . 

Утверждение 2.4 

В очищенной динамической кооперативной игре с наведенными заявка-

ми любая точка малого предъядра является блокирующим состоянием. 

Доказательство 

Доказательство следует, из теоремы 2.3 и того, что малое предъядро со-

держится в большом.  

2.3.3 Условия согласованности 

Задача построения динамической кооперативной игры – это обратная 

задача к рассматриваемой в кооперативной теории. То есть по заданной ха-

рактеристической функции строится новая динамическая игра. Но к полу-

ченной динамической игре можно снова применить кооперативный подход и 

построить новую характеристическую функцию. При этом сразу возникает 

вопрос: а совпадает ли новая характеристическая функция с исходной? 

Чтобы исследовать поставленный вопрос, введем еще несколько поня-

тий. Назовем динамическую кооперативную игру (вполне или сильно) согла-

сованной, если характеристическая функция, построенная по динамической 

игре, совпадает с исходной характеристической функцией. 

Такая полная согласованность – это слишком жесткое условие. Его 

можно немного смягчить: ведь основной предмет исследования в коопера-

тивных играх – это дележи, т.е. можно требовать не полного совпадения ха-

рактеристических функций, а только возможности реализации дележей. 
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Определение 2.7 

Множество достижимости в динамической кооперативной игре – это 

подмножество дележей, которое может реализоваться в игре.  

Определение 2.7 (окончание) 

 

Используя введенное понятие, можем более формально определить сла-

бую согласованность. Назовем динамическую кооперативную игру слабо со-

гласованной, если множество достижимости не пусто. 

Теперь исследуем вопрос согласованности для динамических коопера-

тивных игр с наведенными заявками. Основным результатом будет следую-

щая теорема. 

 

Теорема 2.4 

Множество достижимости для динамической кооперативной игры наве-

денными заявками совпадает с множеством внутренних точек ядра. 

Доказательство 

Пусть вектор x  принадлежит внутренности ядра. Докажем, что точка x  

достижима. Обозначим min( ( ) ( \ ) ( )) 0
S N

V N V N S x Sε
⊂

= − − > , тогда вектор 

1 2( , , , )
2 nz x x x
ε= + …  будет принадлежать малому предъядру (см. доказательство 

леммы 2.3). По теореме 2.2 состояние z  – блокирующее состояние, а значит, 

активно. В активное состояние попасть просто: все игроки последовательно 

выставляют соответствующие заявки. При этом ни одна коалиция не заклю-

чается, т.к. состояние активно. Далее первый игрок соглашается со своей на-

веденной заявкой (в блокирующем состоянии наилучшая заявка наводится с 

максимальной коалиции). По правилу аукциона совершается сделка – макси-

мальная коалиция, причем все получают доход согласно своим заявкам. Та-

ким образом, игра достигнет желаемого состояния x .  
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Обратно. Пусть 1(x ,..., x )nx =  – достижимая точка. По правилу аукциона 

состояние x  было достигнуто, когда один из игроков согласился с наведен-

ной заявкой (обозначим его номер i N∈ ). Раз x  – достижимая точка, то это 

некоторый дележ игры, т.е. это реализованная максимальная коалиция. Итак, 

игрок i  замкнул максимальную коалицию, уменьшив свою заявку на некото-

рую величину 0iε > , значит, до этого момент все игроки были активными, т.е. 

состояние 1(x ,..., x ,..., x )i i nz ε= +  – активно. Поскольку игрок i  в состоянии z  

замкнул максимальную коалицию, то в состоянии z  наведенная заявка с мак-

симальной коалиции N
iρ  была лучше любой другой наведенной заявки для 

этого игрока , :S
i S N i Sρ ∀ ⊂ ∈ . По лемме 2.6 для номиналов указанных заявок 

следует соотношение: ,N S
i iq q i S> ∀ ∈ . Применяя лемму 2.7 для всех собствен-

ных коалиций, содержащих игрока i , получаем соотношение 

( \ ) ( ) ( ), :z N S V N V S S N i S= − ∀ ⊂ ∈ . Игрок i  не входит в рассматриваемые коали-

ции, поэтому значения доходов этих коалиций одинаковы для векторов x  и 

z : ( \ ) ( \ ) ( ) ( ), :x N S z N S V N V S S N i S= = − ∀ ⊂ ∈ . Вспоминаем, что состояние x  – де-

леж, поэтому ( ) ( )x N V N= . Окончательно получаем соотношение для собствен-

ных коалиций, содержащих игрока i : ( ) ( ), :x S V S S N i S> ∀ ⊂ ∈ . 

Теперь докажем аналогичную формулу для собственных коалиций, не 

содержащих игрока i . Состояние z  активно, поэтому по лемме 2.5 выполне-

но соотношение ( ) ( ),z N V N S N> ∀ ⊆ . Выберем коалиции, в которые игрок i  не 

входит, поэтому значения доходов этих коалиций одинаковы для векторов x  

и z : ( ) ( ) ( ), :x S z S V S S N i S= > ∀ ⊂ ∉ . 

Итак, мы доказали, что для вектора x  выполнены соотноше-

ния:
( ) ( )

( ) ( ),

x N V N

x S V S S N

=
 > ∀ ⊂

, а это означает, что x  принадлежит внутренности ядра. 

Теорема доказана. 

Доказательство (окончание) 
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Теперь можно подытожить все полученные результаты и сформулиро-

вать критерии согласованности для динамических кооперативных игр с наве-

денными заявками. 

 

Утверждение 2.5 

Для того чтобы динамическая кооперативная игра с наведенными заяв-

ками была слабо согласованна, необходимо и достаточно, чтобы исходная 

кооперативная игра была строго сбалансирована. 

Доказательство 

Доказательство напрямую следует из теорем 2.1 и 2.4. 

 

Утверждение 2.6 

Для того чтобы динамическая кооперативная игра с наведенными заяв-

ками была сильно согласованна, необходимо и достаточно, чтобы любая по-

дыгра исходной кооперативная игры была строго сбалансирована. 

Доказательство 

Строгая согласованность подыгры по теореме 2.4 эквивалентна, тому 

что достижима соответствующая коалиция, а это значит, что значения харак-

теристических функций совпадают на каждой коалиции. 

 

2.4 Примеры для игры трех лиц 

В этом разделе будем рассматривать кооперативную игру трех лиц. 

Здесь будут представлены основные результаты, в том числе графически. 

2.4.1 Общие сведения об игре трех лиц 

В этом разделе будем рассматривать игры, в которых множество игро-

ков состоит из трех элементов { }1,2,3N = . Тогда множество коалиций будет 

состоять из семи элементов: три одиночных, три парных и одна коалиция 

трех игроков. 
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Для уменьшения размерности игру трех лиц представляют в (0-1)-

редуцированной форме: выигрыши одиночных коалиций приводятся к нуле-

вым, а также выполняется нормировка на выигрыш максимальной коалиции, 

чтобы он был равен единице (или сотне). Таким образом, остается три пара-

метра – выигрыши парных коалиций: 

(1) (2) (3) 0, (12) , (13) , (23) , (123)V V V V a V b V c V d= = = = = = = . 

В силу супераддитивности характеристической функции без ограниче-

ния общности можно положить 0 100a b c d≤ ≤ ≤ ≤ = . 

Одним из ключевых понятий в кооперативной теории является дележ. 

Дележ – исход игры, при котором реализуется максимальная коалиция и все 

игроки получают неотрицательные выигрыши. Пусть 1 2 3( , , )x x x x=  – это век-

тор выигрышей игроков, тогда множество дележей  (см. рис. 2.1) можно за-

писать так: 

1 2 3 ,

0, 1,2,3.i

x x x d

x i

+ + =
 ≥ ∀ =

 

Подмножество дележей, в которых каждая коалиция получает выигрыш, 

не меньший, чем она могла бы получить, отделившись от максимальной коа-

лиции, называется ядром (или C-ядром): 

1 2 3

1 2

1 3

2 3

,

,

,

,

0, 1,2,3;i

x x x d

x x a

x x b

x x c

x i

+ + =
 + ≥ + ≥
 + ≥

 ≥ =

 

или 

1

2

3

1 2 3

0 ,

0 ,

0 ,

.

x d c

x d b

x d a

d x x x

≤ ≤ −
 ≤ ≤ −
 ≤ ≤ −
 = + +

 

По теореме Бондаревой–Шепли [15, 22] ядро не пусто тогда и только то-

гда, когда она сбалансирована. Для приведенной кооперативной игры трех 

лиц сбалансированность игры определяется параметром κ , где 
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( )0 1 2 3

0

1

2

3

min , , , ,

,
2

,

,

.

a b c
d

d c

d b

d a

κ κ κ κ κ

κ

κ
κ
κ

=
+ += −

= −
= −
= −

 

Таким образом, ядро не пусто тогда и только тогда, когда 0κ ≥ . Причем, 

если 0κ > , то игра строго сбалансирована и ядро не вырождено, т.е. имеет 

максимальную размерность. Для игр трех лиц невырожденное ядро является 

плоским многоугольником. 

2.4.2 Динамическая игра для кооперативной игры трех лиц 

Обычно кооперативная игра, заданная характеристической функцией, 

строится по некоторой экономической или теоретико-игровой модели. Рас-

смотрим обратную задачу. Пусть задана кооперативная игра. Построим для 

нее некоторую динамическую игру, т.е. механизм взаимодействия игроков 

между собой. Согласно этому механизму игроки должны иметь возможность 

объединяться в коалиции и получать выигрыши по заданной характеристиче-

ской функции. Естественное условие состоит в том, что кооперативная игра, 

соответствующая построенному механизму, должна совпадать с исходной 

кооперативной игрой. 

Один из примеров построения подобных механизмов можно найти в 

[1, 11], где для образования коалиции используется последовательное голо-

сование за предложенный одним из игроков дележ. 

Далее будет определен и проанализирован механизм наведенных заявок 

для кооперативных игр. 

2.4.3 Аукцион с наведенными заявками для игры трех лиц 

Теперь опишем механизм для случая произвольной строго сбалансиро-

ванной кооперативной игры трех лиц в редуцированной форме. Есть четыре 

выигрывающие коалиции с выигрышами , , ,a b c d . Как и в игре двух лиц каж-

дый игрок формирует заявку на получение некоторого выигрыша 
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( ), 1,2,3; (0, )ip t i t T= ∈ . Каждый игрок может  вступить в одну из трех коали-

ций, соответственно, он получает три наведенные заявки. Например, первый 

игрок получает заявки 

 1 2 1 3 1 2 3( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) ( )a b dq t a p t q t b p t q t d p t p t= − = − = − − ,  

– остатки от выигрышей коалиций после вычета заявок партнеров по соот-

ветствующим коалициям. Естественно в качестве заявки с предложением 

первому игроку вступить в коалицию выбрать максимальную из полученных 

заявок: ( )1 1 1 1( ) max ( ), ( ), ( )a b dq t q t q t q t= . Это согласуется с основным правилом не-

прерывного двойного аукциона, когда наилучшей заявкой типа «спрос» явля-

ется заявка с максимальным номиналом.  

Второе условие: в случае если номиналы заявок равны, приоритет отда-

ется той заявке, которая была подана раньше. В данном случае временем за-

явки будет максимальное время подачи простых заявок, из которых состоит 

наведенная. Но даже в случае трех игроков может возникнуть неоднознач-

ность. Предположим, что сначала подал заявку игрок 1 в момент 1t , затем иг-

рок 2 в момент 2t , тогда в момент 2t  образуются сразу две заявки для игрока 

3: 3 2( )dq t и 3 2( )cq t . И если их номиналы окажутся равны, то заявки будут не-

сравнимы в классическом аукционе. В таком случае предпочтение отдается 

парным коалициям. Такой приоритет выбран для выполнения условий согла-

сованности, о которых будет написано ниже. 

Таким образом, каждый из игроков участвует в классическом непрерыв-

ном двойном аукционе с одним виртуальным партнером. Коалиция образует-

ся в случае, когда один из игроков соглашается с встречной наведенной заяв-

кой или подает свою заявку не больше, чем наведенная. В этом случае сумма 

заявок участников по меньшей мере одной из коалиций становится не боль-

ше, чем номинальный выигрыш этой коалиции. В случае, если в течение всей 

игры (0, )T  не будет заключена ни одна сделка, все игроки получают нулевой 

выигрыш. В случае заключения парной коалиции, оставшийся игрок получа-

ет нулевой выигрыш. 



 57 

Условия согласованности выбираются из следующих соображений. Не-

трудно проверить, что если ядро игры пусто, то никакие (с том числе совме-

стные) действия игроков не смогут привести к образованию максимальной 

коалиции (для замыкающего игрока всегда найдется заявка с парной коали-

ции, которая будет для него выгоднее, чем максимальная). Значит, одним из 

необходимых условий возможности дележа является непустота ядра. Также, 

можно заметить, что если ядро состоит из одной точки, например 

(100 / 3,100 / 3,100 / 3), когда 200 / 3a b c= = = , то в этом случае реализовать дележ 

тоже будет невозможно. Это следует из того, что если два игрока подадут 

свои заявки, то в этот же момент образуется парная коалиция. 

Подмножество дележей, которое может реализоваться в динамической 

игре, назовем множеством достижимости для аукциона с наведенными за-

явками.  

Из выше написанного следует, что точки вне ядра не принадлежат мно-

жеству достижимости. Также можно проверить, что крайние точки ядра тоже 

не принадлежат множеству достижимости. Осталось проверить простые гра-

ницы ядра (не угловые точки). Они не будут достижимы в том и только в том 

случае, если приоритет будет отдаваться заявке, наведенной коалицией двух 

игроков.  

Таким образом, для определенного выше механизма множество дости-

жимости – это внутренние точки ядра. В случае, если бы мы определили 

приоритет в обратную сторону, множеством достижимости было бы множе-

ство всех точек ядра за исключением крайних точек. Такое множество не яв-

ляется ни открытым, ни замкнутым. 

2.4.4 Блокирующие состояния 

Рассмотрим предложенный механизм более детально. Приведем анализ 

от лица первого игрока. Он не входит только в одну из четырех коалиций с 

номинальным выигрышем (2,3)V c= . Зададимся вопросом, может ли игрок 1 

сделать такую заявку, чтобы образование коалиции (2,3) стало невозможным 
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в рамках аукциона. Запишем условие, при котором второму и третьему игро-

кам будет выгоднее вступить в максимальную коалицию: 

2 1 3 3 2
d cd p p q q c p− − = > = − ; 3 1 2 2 3

d cd p p q q c p− − = > = − . Решая систему неравенств 

относительно 1p  получаем 1 .p d c< −  

Проведя аналогичные рассуждения для остальных игроков, получим 

блокирующее состояние 1 2 3( , , )p p p : 

1 2 3

1 2 3

0 , 0 , 0 ,

.

p d c p d b p d a

d p p p

< < − < < − < < −
 < + +

 

Назовем полученное множество большим предъядром (см. рис. 2.3). Связь с 

ядром можно заметить, сравнивая последнюю систему неравенств определе-

нием ядра. Можно сформулировать следующее утверждение. Если игра на-

ходится в состоянии ( )1 2 3, ,p p p p=  из большого предъядра, то никакой игрок 

своим ходом не сможет реализовать никакую коалицию с положительным 

выигрышем, кроме, быть может, максимальной. 

Теперь построим множество состояний игры, в которых блокированны-

ми оказываются все коалиции, а не только выигрывающие: 

1 2 3

1 2 1 3 2 3

1 2 3

, , ,

, , ,

.

p d c p d b p d a

p p d p p d p p d

d p p p

< − < − < −
 + < + < + <
 < + +

 

Назовем полученное множество малым предъядром (см. рис. 2.4) Сфор-

мулируем еще одно утверждение. Если игра находится в состоянии 

( )1 2 3, ,p p p p=  из малого предъядра, то никакой игрок своим ходом не сможет 

реализовать никакую коалицию, кроме максимальной. 

2.5 Игры с нулевыми выигрышами малых коалиций 

Легко убедиться, что в случае, если все коалиции имеют положительный 

выигрыш, большое и малое предъядра совпадают. Поэтому для разделения 

этих понятий необходимо рассмотреть подмножество игр, в которых часть 

коалиций имеют нулевой выигрыш.  
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В этом разделе будет выделен класс игр, в котором большое и малое 

предъядра качественно отличаются, причем для большого предъядра можно 

привести наглядную геометрическую и экономическую интерпретацию.  

Определение 2.8 

Игра с нулевыми выигрышами малых коалиций – это кооперативная иг-

ра, характеристическая функция которой удовлетворяет условиям: 

( ) 0, : 2

( ) 0, : 1

V S S N S n

V S S N S n

 = ∀ ⊂ ≤ −
 > ∀ ⊂ = −

. 

Определение 2.8 (окончание) 

Нетрудно убедиться, что приведенная игра трех лиц принадлежит этому 

классу. Многие результаты, полученные для игр трех лиц, будут справедли-

вы и для всего класса игра с нулевыми выигрышами малых коалиций 

[49, 51]. 

 Обозначим выигрыши ненулевых коалиций и сумму выигрышей всех 

собственных коалиций следующим образом: 

( \ ) ,

( )
i

N

N i
i N

V N i V i N

V N V

V

−

− −
∈

∀ ∈

Σ ∑

≜

≜

≜

. 

Без ограничения общности будем считать, что выполняется условие 

10 n NV V V− −< ≤ ≤ ≤… . 

Теорема 2.5 

Игра с нулевыми выигрышами малых коалиций строго сбалансирована 

тогда и только тогда, когда 

0min( , ) 0i
i N

κ κ κ
∈

= > ,         (2.10) 

где 0 1
N

NV
n

κ −Σ
= −

−
, ,i N iV V i Nκ −= − ∀ ∈ .  

Доказательство 

Если игра строго сбалансирована, то по тереме 2.1 для покрытия α , та-

кого что 1
( \ ) ,

1
N i i N

n
α = ∀ ∈

−
 и ( ) 0, : 1S S S nα = ∀ ≠ −  будет выполнено неравенство: 
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( ) S N
S N

S V Vα
⊂

< ⇔∑  

1

1 i N
i N

V V
n −

∈
< ⇔

−∑   

1

1
n

N
V V

V
n

− −+ +
< ⇔

−
…  

( 1)N Nn V−∑ < − ⇔  

00 κ< . 

Далее для каждого игрока i N∈  возьмем покрытие iα , состоящее только 

из одной коалиции \N i , т.е. ( \ ) 1i N iα =  и ( ) 0, : \i S S N S N iα = ∀ ⊂ ≠ . Условие стро-

гой сбалансированности для таких покрытий будут означать, что 0,i i Nκ > ∀ ∈ . 

Обратно, предположим, что выполняется условие 0κ >  и докажем, что 

вектор 1
0

( , , )
( 1)

N
N N n

N

V
z V V V V

V n κ − −= − −
+ −

…  принадлежит внутренности ядра. 

Сумма компонент удовлетворяет условию ядра: 

0

( ) ( ) ( )
( 1)

N N
N i N N N

N N Ni N

V V
z N nV V nV V

V n nVκ − −
−∈

= − = −∑ =
+ − −∑∑ . Чтобы проверить вы-

полнимость условий ( ) ( ), : ( ) 0z S V S S N V S> ∀ ⊂ =  достаточно проверить условия: 

0,iz i N> ∀ ∈ : 
(2.10)

0

( ) 0,
( 1)

N
i N i

N

V
z V V i N

V n κ −= − > ∀ ∈
+ −

. Осталось проверить условия 

( ) ( ), : ( ) 0z S V S S N V S> ∀ ⊂ > , т.е. для всех коалиций вида \ ,S N i i N= ∀ ∈ : 

 0

(2.10)
0 0

0 0 0

( \ ) ( \ ) ( ) ( )
( 1)

( 1) ( 1)
( ) 1 ( ) 0, .

( 1) ( 1) ( 1)

N
i i N N i i

N

N N i
N i N i

N N N

V
z N i V N i z N z V V V V V

V n

V V n n
V V V V i N

V n V n V n

κ

κ κ κ
κ κ κ

− − −

− −

− = − − = − − − =
+ −

   − −
= − − = − = > ∀ ∈   + − + − + −   

 

Доказано. 

Доказательство (окончание) 

 

Геометрическую интерпретацию большого предъядра можно сформули-

ровать в следующей теореме. 

 

Теорема 2.6 
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Для строго сбалансированных игр с нулевыми выигрышами малых коа-

лиций большое предъядро является усеченным параллелепипедом: 

0

N i
i N

i

i N i

V x

x i N

x V V i N

∈

−

 <

 < ∀ ∈
 < − ∀ ∈



∑

. 

Доказательство 

В ограничения параллелепипеда входят все неравенства из определения 

большого предъядра, значит, большое предъядро содержится в параллелепи-

педе. 

Докажем обратное включение. Не хватает ограничений 

( ) 0, : 2 2x S S S n> ∀ ≤ ≤ − , но они следуют из ограничений 0,ix i N> ∀ ∈ . 

Так же не хватает ограничений ( \ ),iV x N i i N− < ∀ ∈ . Но они непосредствен-

но следуют из определения усеченного параллелепипеда: 

( ) ( \ ),i N i iV V x x N x x N i i N− < − < − = ∀ ∈ . 

Доказано. 

Доказательство (окончание) 

 

Экономическая интерпретация заключается в наличии индивидуальных 

блокирующих стратегий в динамической кооперативной игре с наведенными 

заявками для строго сбалансированных игр. Каждый игрок i  может поста-

вить заявку 0 i N ip V V−< < − , которая будет блокировать все  коалиции с ненуле-

вым выигрышем, не содержащие игрока i , т.е., поставив такую заявку, игрок 

получает гарантию того, что если образуется коалиция, то она обязательно 

будет содержать этого игрока, и при этом игрок получит выигрыш i iu p= .  

Но, как и для игр трех лиц, такая блокирующая заявка не дает гарантии, 

что игрок получит этот выигрыш, т.е. может так оказаться, что в интервале 

времени (0; )T  не будет заключена ни одна коалиция. 
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2.5.1 Вычисление N-ядра 

Значение N-ядра вычисляется как распределение выигрыша, на котором 

степень неудовлетворённости самых неудовлетворенных коалиций, измеряе-

мая величиной их эксцесса, будет наименьшей [36]. 

Обозначим через ( )e x  для каждого допустимого распределения выигры-

шей x  в кооперативной игре ( , )N V  вектор эксцессов всех коалиций, с эле-

ментами, упорядоченными по возрастанию. Напомним, что эксцесс – это 

разница между выигрышем коалиции и значением характеристической функ-

ции: ( ) ( ) ( ),S x S V S S Nσ = − ⊆ . 

N-ядром кооперативной игры называется точка x , соответствующая ми-

нимуму отношения лексикографического порядка на множестве всевозмож-

ных векторов ( )e x  для x  принадлежащих множеству дележей игры. 

Вычислить N-ядро можно следующим способом. Основная идея нахож-

дения N-ядра – это максимизация минимального эксцесса: ( )min ( ) max
S x

Sσ → . 

Обозначим множество дележей кооперативной игры следующим обра-

зом: 
1

, 0, 1,...,
n

n
i N i

i

D x x V x i n
=

 
= ∈ = ≥ ∀ = 
 

∑ℝ . Тогда задачу нахождения N-ядра 

можно решить следующим итерационным методом. 

Пусть 0D D=  – множество дележей, а 0 2 \N NΩ = – множество собствен-

ных коалиций. Тогда на первом шаге мы находим подмножество дележей, на 

котором достигается искомый максимум:  ( )
00

1 arg max min ( )
Sx D

D Sσ
∈Ω∈

 =
  

. Далее ис-

ключаем из рассмотрения коалиции, на которых достигает минимум эксцес-

сов: ( )
0

1 0 1\ arg min ( )
S

S x Dσ
∈Ω

 Ω = Ω ∈ 
 

. Итерационный процесс вычисления 

( )1 arg max min ( )
kk

k
Sx D

D Sσ+ ∈Ω∈

 =
  

 и ( )1 1\ arg min ( )
k

k k k
S

S x Dσ+ +
∈Ω

 Ω = Ω ∈ 
 

 необходимо про-

должать до тех пор, пока при некотором значении k  множество kD  не станет 

точкой. Это и будет искомым значением N-ядра. Этот процесс завершится в 

худшем случае за 1n −  шаг, т.к. на каждой итерации размерность множества 
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kD  уменьшается хотя бы на единицу, а размерность множества дележей равна 

1n − . 

На самом деле исключаемые коалиции (те, на которых достигается ми-

нимум эксцессов) являются сбалансированными покрытиями. Напомним, что 

сбалансированное покрытие – это такое распределение на множестве коали-

ций [ ]: 2 0;1Nα → , 
:

( ) 1,
S N i S

S i Nα
⊂ ∈

= ∀ ∈∑ , что выполнено условие ( ) ( ) ( )
S N

S V S V Nα
⊂

≤∑ . 

Поэтому поиск минимума эксцессов сводится на каждом шаге к поиску клю-

чевого покрытия. 

2.5.2 Алгоритм вычисления N-ядра для игр с нулевыми выигрышами 

малых коалиций 

Теперь приступим к вычислению N-ядра для произвольной игры с нуле-

выми выигрышами малых коалиций. Напомним, что произвольная такая игра 

задается n  параметрами – выигрышами промежуточных коалиций 

10 n NV V V− −< ≤ ≤ ≤… , где NV  можно считать нормировочным коэффициентом. 

Теорема 2.7 (о вычислении N-ядра) 

Для игр 3n ≥  лиц с нулевыми выигрышами малых коалиций N-ядро вы-

числяется как функция параметров { }iV− . Причем пространство значений { }iV−  

делится на (2 1)n −  областей, в каждой из которых все компоненты N-ядра вы-

числяются линейными функциями параметров { }iV− . 

Каждая область { } 1,...,2 1m nmM
= −

 задается в виде условий (см. таблицу 1) 

{ }1 1| ( ) 0M V M f V= ∈ ≥
, 

{ }1| ( ) 0, ( ) 0 , 2,..., 1m m mM V M f V f V m n−= ∈ ≤ ≥ = −
, 

{ }1| ( ) 0, ( ) 0n n nM V M f V f V−= ∈ ≤ ≥
, 

{ }2 2 1 2| ( ) 0, ( ) 0 , 2,..., 1n m n m n mM V M f V f V m n− − − −= ∈ ≤ ≥ = −
, 

{ }2 1 2 2| ( ) 0n nM V M f V− −= ∈ ≤
, 
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где { } 1,...,2 2
( )

m nmf V
= −

 набор из (2 2)n −  функций, удовлетворяющий условиям 

1

( ) 2 ( ) ( 2) , 1,..., 1
m

m
N j m N

j

f V V n m V n V m n− − −
=

= Σ − − − − − = −∑
; 

2 1

1

( ) ( ) ( 2) , 1,..., 1
m

n m
j m N

j

f V V n m V n V m n− −
− −

=
= + − − − = −∑

. 

Обозначим 1{ ,..., }, 1,...,2 1m m m
nucl nx x x m n= = −  значения N-ядер в каждой из об-

ластей { } 1,...,2 1m nmM
= −

. Тогда значения задаются следующими формулами (см. 

таблицу 2). 

( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1
2

1
1

2 1
1

1
2 1

2 1
1

1
2

, 2,...,2 2, 1,..., 1;

2 3 , 1,..., 1, ,..., ;

3 , 1,..., 1, ,..., ;

3 .

m
i N i

m
m
i N j N in m

j

m
n m

i j Nn m
j

n
n N n N

x V V m n i m

x V m V V m n i m n

x V m V m n i m n

x V n V

−

−

− − −− +
=

−
−

−− +
=

− −

 = − = − = −

  
 = Σ − − − − = − = 
   


 
= − − = − = 

  

= Σ − − −  

∑

∑


  

Теорема 2.7 (окончание) 

 

Доказательство теоремы 2.7 

Для N-ядра минимум эксцессов всегда достигается на некотором сба-

лансированном покрытии [34]. Для игр с нулевыми играми малых коалиций 

множество возможных сбалансированных покрытий уменьшается всего до 

( 2)n +  возможных вариантах. Первое – покрытие состоит из индивидуальных 

коалиций { }0 1,...,i n
i =Π =  . Второе – ( 1)n − -кратное покрытие, состоящее из всех 

дополняющих коалиций { }1 1,...,
\n i n

N i+ =Π = . И, наконец, n  покрытий, состоящих 

из пар «игрок – дополняющая коалиция» { }, \ , 1,...,ni i N i iΠ = = . Все другие по-

крытия содержат хотя бы одну коалицию с нулевым выигрышем, а эксцесс 

такой коалиции мажорируется эксцессом индивидуальной коалицией. 

Для начала определим дополнительную функцию 0( ) ( 2)N Nf V n V−= Σ − − . 

Достаточно легко убедиться, что верны соотношения 



 65 

1 1 0 2 2( ) ... ( ) ( ) ( ) ... ( ),n n nf V f V f V f V f V V M− −≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ∀ ∈ .    (2.11) 

Например 0 0 1
( 1)( ) ( ) ( ) ( ) 0,n n
n nf V f V f V f V V V V M−

− − −− = − = − ≥ ∀ ∈ . 

Обозначим через ( )σ Π  максимально возможный эксцесс некоторого по-

крытия Π . Рассмотрим первый шаг вычисления N-ядра. Посчитаем макси-

мально возможные эксцессы всех покрытий. Вспомним, что эксцессы инди-

видуальных коалиций равны значениям выигрышей: (i) x , 1,...,i i nσ = = , а эксцес-

сы дополняющих коалиций определяются по формулам: 

( \ ) ( ) , 1,...,N i iN i V x V i nσ −= − − = . Максимально возможные эксцессы определяются 

из условий равенства эксцессов всех коалиций покрытия: 

( )
( )

1 1
0

1 1
2

1 1
1

( ) ;

( ) ,i 1,...,n;

( ) (n 1) .

Nn

i N i

n N Nn

V

V V

V

σ

σ

σ
−

+ −

Π =

Π = − =

Π = − − Σ

        (2.12) 

Можно заметить, что минимальным эксцессом второй строчки (2.12) яв-

ляется эксцесс 1
1( )σ Π . Сравнивая полученные эксцессы между собой, получа-

ем соотношения:  

1 1 1
1 1

1 1 0
0 1

1 1 2 2
0 1

( ) ( ) (V) 0;

( ) ( ) (V) 0;

( ) ( ) (V) 0.

n

n

n

f

f

f

σ σ

σ σ

σ σ

+

+
−

Π ≥ Π ⇔ ≥

Π ≥ Π ⇔ ≥

Π ≥ Π ⇔ ≥

 

Таким образом, получаем, что в области 1M  на первом шаге минимум 

эксцессов достигается на покрытии 1n+Π  и все компоненты N-ядра определя-

ются за один шаг и вычисляются из условий (N\ i) (N\ ), i, j 1,...,njσ σ= ∀ = = . В об-

ласти 2 1nM −  на первом шаге минимум эксцессов достигается на покрытии 0Π  

и все компоненты N-ядра определяются за один шаг и вычисляются из усло-

вий , i, j 1,...,ni jx x= ∀ = =  . В областях 2 2 2,..., nM M −  на первом шаге минимум экс-

цессов достигается на покрытии 1Π  и первая компонента N-ядра определяет-

ся из условия 1 (N\1)x σ= . Геометрически доказанные утверждения подтвер-

ждают правильность заполнения первой и последней строк, а также первого 

столбца таблицы векторов N-ядер. 



 66 

Далее по индукции будем доказывать корректность заполнения таблицы 

векторов N-ядер для строк m , 2n m−  и столбца m  ( 2,..., 1m n= − ). По предполо-

жению индукции первые и последние 1m −  строк заполнены, а также вычис-

лены значения первых 1m −  компонент искомого вектора. Здесь в качестве 

минимальных сбалансированных покрытий выступает аналогичная тройка: 

набор индивидуальных коалиций { }0 1,...,i n
i =Π = ,  ( 1)n − -кратное покрытие, со-

стоящее из всех дополняющих коалиций { }1 1,...,
\n i n

N i+ =Π = , и, наконец, наи-

меньшее парное покрытие { }, \m m N mΠ = . Теперь найдем максимально воз-

можные эксцессы покрытий (из условий равенства эксцессов всех коалиций 

покрытия): 

( )

1
1

0 2( 1)
1

1
2

1
1

1 2( 1)
1

( ) ( 3) ;

( ) ;

( ) 2 (2 1) .

m
m

j Nn m
j

m
m N m

m
m

n j N Nn m
j

V m V

V V

V n m V

σ

σ

σ

−

−− +
=

−

−

+ − −− +
=

 
Π = − − 

 
 

Π = −

 
Π = − Σ + − − 

 
 

∑

∑

    (2.13) 

Теперь сравним полученные эксцессы и найдем минимальный из них во 

всех возможных случаях: 

1

0
0 1

2 1
0

( ) ( ) (V) 0;

( ) ( ) (V) 0;

( ) ( ) (V) 0.

m m m
m n

m m
n

m m n m
m

f

f

f

σ σ

σ σ

σ σ

+

+
− −

Π ≥ Π ⇔ ≥

Π ≥ Π ⇔ ≥

Π ≥ Π ⇔ ≥

 

Таким образом, получаем, что в области mM  на m -м шаге минимум экс-

цессов достигается на покрытии 1n+Π  и все компоненты N-ядра определяются 

за m  шагов и вычисляются из условий (N\ i) (N\ ), i, j ,...,nj mσ σ= ∀ = = . В области 

2n mM −  на m -м шаге минимум эксцессов достигается на покрытии 0Π  и все 

компоненты N-ядра определяются за m  шагов и вычисляются из условий 

, i, j ,...,ni jx x m= ∀ = =  . В областях 1 2 1,...,m n mM M+ − −  на m -м шаге минимум эксцес-

сов достигается на покрытии mΠ  и m -я компонента N-ядра определяется из 

условия (N\ )mx mσ= . Геометрически доказанные утверждения подтверждают 
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правильность заполнения m -й и (2n m− )-й строк, а также m -го столбца табли-

цы векторов N-ядер. 

Итак, по индукции мы доказали корректность заполнения всей таблицы, 

кроме одной последней ячейки в центральной строке. Но эта компонента N-

ядра в области nM  может быть легко вычислена по формуле 
1

1

n
n
n N j

j

x V x
−

=
= −∑ , т.к. 

N-ядро является дележом. 

Доказательство (окончание) 

 

 

 
12

( 2)
N

N

nV

n V
− −Σ −

> −
1 22 ( 1)

( 2)
N

N

V n V

n V
− − −Σ − − −

> −
1 2 32 ( 2)

( 2) *
N

N

V V n V

n V
− − − −Σ − − − −

> −
 
…… 

1 2 3( 2)

( 2) *N

V V n V

n V
− − −+ + −

> −
 1 2( 1)

( 2) N

V n V

n V
− −+ −

> −
1

( 2) N

nV

n V
−

> −
 

1 Да Да Да …… Да Да Да 

2  Нет Да Да …… Да Да Да 

*3  Нет Нет Да …… Да Да Да 

… … … … …… … … … 

n  Нет Нет Нет …… Да Да Да 

… … … … …… … … … 

*2 3n − Нет Нет Нет …… Нет Да Да 

2 2n −  Нет Нет Нет …… Нет Нет Да 

2 1n −  Нет Нет Нет …… Нет Нет Нет 

Таблица 2.1. Области для игры 3n ≥  лиц (* только при 4n ≥ ) 

 

 1x  2x  3x * …
nx  

1 
1 ( V )N Nn V− −Σ + −

 
1

2( V )N Nn V− −Σ + −  
1

3( V )N Nn V− −Σ + −  …
1 ( V )N N nn V− −Σ + −  

2  
1

12 ( )NV V−−  
1

1 22( 1) (2 V )N Nn V V− − −− Σ − + −
 

1
1 32( 1) (2 V )N Nn V V− − −− Σ − + −

 

… 1
12( 1) (2 V )N N nn V V− − −− Σ − + −

 

3* 1
12 ( )NV V−−  1

22 ( )NV V−−  
1

1 2 32( 2) (2 )Nn V V V− − − −− Σ − − −
 

… 1
1 22( 2) (2 )N nn V V V− − − −− Σ − − −

 

… … … … … … 

n  1
12 ( )NV V−−  1

22 ( )NV V−−  1
32 ( )NV V−−  … 1

2 ( ( 3) )N n NV n V− −Σ − − −  

… … … … … … 
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2 3n −
* 

1
12 ( )NV V−−  1

22 ( )NV V−−  
1

1 22( 2) ( )n V V− −− +  … 1
1 22( 2) ( )n V V− −− +  

2 2n −  1
12 ( )NV V−−  1

12( 1) ( )Nn V V−− +  1
12( 1) ( )Nn V V−− +  … 1

12( 1) ( )Nn V V−− +  

2 1n −  1
Nn V  1

Nn V  1
Nn V  … 1

Nn V  

Таблица 2.2. Значения векторов для игры 3n ≥  лиц (* только при 4n ≥ ) 

 

2.5.2.1 Три игрока 

Любую игру 3 лиц можно привести к игре с нулевыми выигрышами ма-

лых коалиций, при условии, что выигрыши парных коалиций будут меньше 

единицы. 

Обозначим ненулевые выигрыши: 

3

2

1

,

,

,

.N

a V

b V

c V

d V

−

−

−

=
=
=
=

 

 2 2a b c d+ − >  2a c d+ >  2b c d+ >  3c d>  

1 Да Да Да Да 

2 Нет Да Да Да 

3 Нет Нет Да Да 

4 Нет Нет Нет Да 

5 Нет Нет Нет Нет 

Таблица 2.3. Области для игры трех лиц 

 

 1x  2x  3x  

1 
1
3 ( )a b c d c+ + + −

 
1
3 ( )a b c d b+ + + −  1

3 ( )a b c d a+ + + −  

2 1
2 ( )d c−  1

4 (2 2 )a b c d b+ + + −  
1
4 (2 2 )a b c d a+ + + −

 

3 1
2 ( )d c−  1

2 ( )d b−  1
2 ( )b c+  

4 1
2 ( )d c−  1

4 ( )d c+  1
4 ( )d c+  

5 1
3 d  1

3 d  1
3 d  

Таблица 2.4. Значения векторов для игры трех лиц 
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Полученный результат с точностью до обозначений совпадает с резуль-

татом, полученным в работе [34]. 

2.5.2.2 Четыре игрока 

Обозначим ненулевые выигрыши коалиций для игры 4 лиц: 

4

3

2

1

,

,

,

,

.N

a V

b V

c V

d V

e V

−

−

−

−

=
=
=
=
=

 

 2 2 2 2 2a b c d e+ + − > 2 2 2a b c d e+ − + > 2 2a c d e+ + > 2 2b c d e+ + >  3 2c d e+ > 4 2d e>  

1 Да Да Да Да Да Да 

2 Нет Да Да Да Да Да 

3 Нет Нет Да Да Да Да 

4 Нет Нет Нет Да Да Да 

5 Нет Нет Нет Нет Да Да 

6 Нет Нет Нет Нет Нет Да 

7 Нет Нет Нет Нет Нет Нет 

Таблица 2.5. Области для игры четырех лиц 

 

 1x  2x  3x  4x  

1 1
4 ( )a b c d e d+ + + + −  1

4 ( )a b c d e c+ + + + −  1
4 ( )a b c d e b+ + + + −  1

4 ( )a b c d e a+ + + + −  

2 1
2 ( )e d−  1

6 (2 2 2 )a b c d e c+ + + + −  1
6 (2 2 2 )a b c d e b+ + + + −  1

6 (2 2 2 )a b c d e a+ + + + −

3 1
2 ( )e d−  1

2 ( )e c−  1
4 (2 2 )a b c d b+ + + −  1

4 (2 2 )a b c d a+ + + −  

4 1
2 ( )e d−  1

2 ( )e c−  1
2 ( )e b−  1

2 ( )b c d e+ + −  

5 1
2 ( )e d−  1

2 ( )e c−  1
4 ( )c d+  1

4 ( )c d+  

6 1
2 ( )e d−  1

6 ( )e d+  1
6 ( )e d+  1

6 ( )e d+  

7 1
4 e  1

4 e  1
4 e  1

4 e  

Таблица 2.6. Значения векторов для игры четырех лиц 
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2.5.3 Дополнительные исследования игр с нулевыми играми малых 

коалиций 

В этом разделе будут представлены результаты для некоторых частных 

случаях игр с нулевыми выигрышами малых коалиций. 

 

Утверждение 2.7 (без доказательства) 

Для строго сбалансированных игр с нулевыми выигрышами малых коа-

лиций прямая проекция крайней вершины большого предъядра 

( )1, ,N N nV V V V− −− −…  на плоскость дележей ( ( ) Nx N V= ), вычисляется по формуле 

1, ,N N N N
n

V V
V V

n n
− −

− −
Σ + Σ + − − 
 

…

 и совпадает с N-ядром в случае, когда выполне-

но следующее соотношение 12 ( 2)N NnV n V− −Σ − ≥ − . 

 

Утверждение 2.8 (без доказательства) 

Для строго сбалансированных игр с нулевыми выигрышами малых коа-

лиций большое предъядро является симплексом в том и только в том случае, 

когда 1 ( 2)N NV n V− −Σ − ≥ − . 

 

Утверждение 2.9 (без доказательства) 

Для строго сбалансированных игр с нулевыми выигрышами малых коа-

лиций в случае, когда большое предъядро является симплексом, проекция 

вершины симплекса на плоскость дележей совпадает с N-ядром. 

 

2.6 Метрика в пространстве дележей 

Обозначим множество дележей для игры n  лиц: 

1

, 0, 1,..., .
n

n n
i N i

i

D x x V x i n
=

 
= ∈ = ≥ ∀ = 
 

∑ℝ  

Введем метрику на nD . 

1,...,
, : ( , ) maxn

xy i i
i n

x y D M x y M x y
=

∀ ∈ ≡ = − . 



 71 

Возможно ввести и другую метрику на nD , используя индекс Лузмора – 

Хэндби [9]. 

1
2

1,...,

, : ( , )n
xy i i

i n

x y D L x y L x y
=

∀ ∈ ≡ = −∑ . 

Основным преимуществом данных метрик является тот факт, что на 

множестве дележей расстояние между любой парой точек принимает значе-

ния на отрезке [ ]0; ( )V N , причем значение ( )V N  достигается. Далее приведем 

два несложных утверждения. 

 

Утверждение 2.10 

В трехмерных играх метрики L  и M  совпадают: 
3, : xy xyx y D M L∀ ∈ = . 

 

Утверждение 2.11 

Для игр с нулевыми выигрышами малых коалиций eсли 

2
, 1,...,i N

n
V V i n

n−
−= ∀ = , то C-ядро игры представимо в следующем виде: 

{ }1: ( , )
n

Core x M x Nucl= ≤ . 

 

Последнее утверждение можно использовать как сигнал к использова-

нию именно метрику xyM  в качестве основной в пространстве дележей. Мет-

ризация пространства дележей понадобится в главе 4 для анализа результатов 

экспериментов. Второй плюс такой метрики заключается в том, что N-ядро 

всегда принадлежит центру C-ядра в смысле данной метрики. Это следует из 

первого шага вычисления N-ядра. 
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2.7 Основные результаты главы 2 

Главным объектом исследования второй главы является динамическая 

кооперативная игра, получаемая из кооперативной функции с помощью аук-

циона с наведенными заявками. 

В данной главе вводятся новые понятия кооперативной теории игр, 

большое и малое предъядра, а также доказывается критерии их не пустоты. 

На основе введенных понятий описываются множества достижимости в 

динамической кооперативной игре и блокирующих состояния. 

Наряду с исследованием произвольной динамической кооперативной 

игры, выделяется новый класс кооперативных игр с нулевыми выигрышами 

малых коалиций. Данный класс исследуется более детально, в частности, 

аналитически решается задача нахождения N-ядра. 
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Глава 3 Программный комплекс для проведения экспе-

риментов 

Существует несколько подходов к изучению рыночных механизмов. 

Одним из наиболее популярных методов анализа экономических ситуаций и 

рыночных взаимодействий является теоретико-игровой подход. В рамках 

данной работы такой подход применяется в главах 1 и 2 для анализа динами-

ческих проектных игр с наведенными заявками. 

Другим способом исследования эффективности рыночных механизмов 

является подход экспериментальной экономики, основной идеей которого 

является создание лабораторных рынков. Такой подход активно применяется 

в лаборатории экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН. Основная 

идея такого подхода состоит в построении модельной ситуации в лаборато-

рии, оборудованной компьютерным классом с последующим анализом пове-

дения мотивированных участников экспериментов.  

3.1 Предпосылки создания программного комплекса 

Существую несколько программных оболочек для эффективного созда-

ния различных классов лабораторных экономических ситуаций на сети ком-

пьютеров (локальной или Интернете). В лаборатории экспериментальной 

экономики МФТИ и ВЦ РАН наиболее популярными оболочками для прове-

дения экспериментов являются «z-Tree» и «FTS». 

Программная оболочка «z-Tree» [5, 6] разработана в Цюрихском Уни-

верситете (Швейцария). Она является средой программирования практически 

любых дискретных экономических ситуаций. Под дискретной экономиче-

ской ситуацией понимается игра, где игроки одновременной и независимо 

делают свои ходы, а затем программа диспетчер собирает действия-ходы иг-

роков и на их основе выдает решение и начисляются выигрыши игрокам. Та-

кие игры могут быть как одношаговыми, так и многошаговыми. 
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Программная оболочка «FTS» [54] разработана в Университете Карнеги 

Меллон (США). Она является симулятором финансовой торговой систе-

мы [30, 37] и предназначена для проведения лабораторных экспериментов, 

использующих открытый непрерывный двойной аукцион. Основная идея 

проведения аукциона – создание множества независимых рынков отдельных 

ценных бумаг.  

В 2006-2007 гг. в лаборатории экспериментальной экономики МФТИ и 

ВЦ РАН проводились серии экспериментов по изучению модельного сетево-

го рынка. Данный лабораторный рынок получил название «сетевой газовый 

рынок TRUE» [31, 32]. Основной целью экспериментов было эксперимен-

тальное сравнение трех различных аукционных механизмов: сетевого аукци-

онного механизма с диспетчером, двойного сетевого аукциона с производ-

ными контрактами и сетевого аукциона с наведенными заявкам. 

Первый механизм – сетевой аукцион с диспетчером. Основной особен-

ностью сетевого аукциона с диспетчером является использование механизма 

централизованного сбора закрытых заявок программой-диспетчером, которая 

решает задачу максимизации некоторого заданного функционала выигрыша. 

Пример использования такого аукциона можно найти, например, в рабо-

те [10]. Программная оболочка «z-Tree» удовлетворяет всем необходимым 

требованиям для создания подобного рода лабораторных аукционов. 

Второй механизм – непрерывный двойной аукцион. Основные требова-

ние этого аукциона – обеспечить работу системы в реальном времени, чтобы 

без задержек отображать состояние торговой сессии, и удобный пользова-

тельский интерфейс, чтобы минимизировать не вынужденные ошибки участ-

ников аукциона. Пример использования финансового рынка для моделирова-

ния сетевого можно найти, например, в работе [29]. Как уже было сказано, 

идеальной оболочкой для проведения лабораторных игр с использованием 

финансовых рынков является «FTS». 

Третий механизм – аукцион с наведенными заявками [41, 43]. Сетевой 

аукционный механизм с наведенными заявками по отношению к предыду-
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щим можно назвать компромиссным вариантом, сочетающим в себе про-

зрачность ценообразования и организованность взаимодействия участников 

аукциона. Основная идея аукциона с наведенными заявками состоит в том, 

что для каждого агента совокупность заявок всех остальных агентов порож-

дает для него встречную заявку. В основе работы данного торгового меха-

низма лежит составление для каждого агента наведенных заявок по совокуп-

ности заявок остальных со своей заявкой. Это позволяет каждому агенту ра-

ботать только на одном рынке. Прозрачность ценообразования сохраняется, 

поскольку всегда можно либо согласиться с наведенной заявкой, либо изме-

нить свою, продолжая торг с виртуальным партнером. Роль диспетчера в 

данном механизме сводиться к корректному распространению наведенных 

заявок. 

Обе вышеупомянутые оболочки оказываются непригодными для созда-

ния лабораторных игр с наведенными заявками. Программа «z-Tree» непри-

способленна для игр в непрерывном времени. Программа «FTS» не позволяет 

создавать приватные рынки с непрерывными двойными аукционами, а также 

в ней не предусмотрено возможности централизованного сбора заявок, т.е. 

все созданные им финансовые рынки являются независимыми. 

Итак, одной из целей настоящей работы стало создание программного 

комплекса для проведения лабораторных сетевых аукционов с наведенными 

заявками. 

3.2 Требования к реализации  

Основное требование к программной реализации аукциона – это созда-

ние полноценной программной оболочки для проведения лабораторных экс-

периментов. Это означает, что с помощью нее можно будет провести не 

только одну или несколько серий заданных экспериментов, а она должна по-

зволять проводить любые эксперименты, допускающие лабораторное пред-

ставление экономических аукционов с наведенными заявками. 
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Как видно из главы 1 аукцион с наведенными заявками применим не 

только к сетевым рынкам, но и к более широкому классу экономических си-

туаций – проектным играм. 

Аукцион с наведенными заявками, сочетая в себе плюсы остальных ме-

ханизмов, предъявляет более жесткие требования к программной реализации. 

С одной стороны он требует в режиме реального времени обрабатывать сете-

вые запросы и производить сложные рыночные расчеты, а с другой обеспе-

чивать удобный пользовательский интерфейс. 

Программный комплекс для проведения сетевых аукционов должен со-

стоять из прикладного сервера и множества клиентских модулей участников 

аукциона. Также в некоторых случаях может быть выделен управляющий 

модуль для оператора аукциона. Основное требование к системе – обеспече-

ние быстрого и надежного сетевого взаимодействия, а также достаточно низ-

коуровневая работа с ресурсами ЭВМ, позволяющая производить сложные 

расчеты в режиме реального времени. 

Технически работа диспетчера заключатся в принятии потока заявок от 

участников аукциона, перерасчета состояния рынка и выдачи ответа всем 

участникам. Еще одна особенность механизма с наведенными заявками – все 

заявки участников должны поступать на обработку строго последовательно. 

Также в системе должна быть предусмотрена возможность проведения серии 

последовательных экспериментов – т.е. последовательность единичных экс-

периментов с заданным правилом изменения параметров. 

Для проведения произвольной проектной игры в системе должен быть 

механизм описания игры в виде входного файла, который будет загружаться 

в систему для инициализации лабораторного рынка. 

Для получения и дальнейшего анализа результатов экспериментов, не-

обходимо, чтобы система вела журнал событий, который должен быть пред-

ставлен в виде одного или нескольких файлов по окончанию экспериментов. 

В этом журнале должны быть отражены все события, происходившие в сис-

теме: все действия игроков и диспетчера. 
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Рисунок 3.1. Общая схема программного комплекса 

3.3 Технология Генератор Проектов 

В качестве инструментария для создания программного комплекса была 

выбрана технология «Генератор проектов» [44, 45]. Слово проект в данном 

случае никак не связано с понятием проектной игры, и совпадение чисто слу-

чайно. Кратко опишем основные преимущества Генератора проектов (ГП), 

описание которого можно найти, например, в работах [24, 53]. Данная техно-

логия предназначена для автоматизации разработки программных комплек-

сов, использующих следующие информационные технологии. Многоуровне-

вая клиент-серверная архитектура, удаленный пользовательские рабочие 

места, режим реального времени выполнения бизнес-процедур, использова-

ние реляционных и сетевых структур данных, оконный интерфейс пользова-

тельских приложений, защита информации от несанкционированного досту-

па – вот основные концепции ГП. Основным механизмом автоматизации яв-

ляется автоматическая генерация текстов программ по формальному описа-

нию проекта разрабатываемой системы. 

Описание
игры

СЕРВЕР Протокол

Игрок

Игрок

Игрок

Оператор

Протокол

Протокол
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Теперь остановимся более подробно на использовании преимуществ 

технологии ГП при разработке программной реализации аукциона с наведен-

ными заявками. Основными участниками аукциона являются диспетчер и иг-

роки. Причем основная функция диспетчера – обеспечение взаимодействия 

игроков между собой, соблюдая бизнес логику в соответствие с теоретико-

игровой моделью. Такая архитектура (клиент-сервер) соответствует основной 

концепции ГП: прикладной бизнес сервер выполняет функции диспетчера, а 

клиентские модули раздаются игрокам. Также выделяет еще один клиент-

ский модуль для управления и мониторинга за ходом торгов. 

Сетевое взаимодействие между модулями в ГП реализовано таким обра-

зом, что прикладная логика работы бизнес сервера осуществляется в одном 

потоке, что позволяет обрабатывать запросы строго последовательно. Это со-

гласуется с одним из главных постулатов механизма: все заявки участников 

должны поступать на обработку строго последовательно.  

Подсистема информационной безопасности позволяет без искажений 

передавать данные в сети, в том числе и глобальной. Наличие системы аутен-

тификации позволяет привязывать каждого игрока к его логину и не терять 

контекст аукциона даже при возможных разрывах связи, а так же оперативно 

передавать их игроку после успешной повторной аутентификации. 

Технически работа диспетчера заключатся в принятии потока заявок от 

участников аукциона, перерасчета состояния рынка и выдачи ответа всем 

участникам. Такая модель аукциона легко реализуется с помощью штатных 

средств ГП – запросов и оповещений.  

Сложная модель проектной игры может быть описана в рамках техноло-

гии ГП посредством сетевой модели данных – базового механизма програм-

мирования на Генераторе. 

Единственным слабым местом ГП в реализации сетевого аукциона явля-

ется ограниченный функционал по созданию пользовательского интерфейса. 

Но технология ГП предоставляет программный интерфейс для разработки 

внешних модулей, интегрируемых в систему. Таким образом, пользователь-
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ский интерфейс был реализован силами студентов (участников эксперимен-

тов), который удобен и более привычен для них по другим сетевым аукцио-

нам.  

Наличие встроенного в ГП лексического анализатора позволило создать 

язык описания сетевых аукционов, тем самым, позволяя с помощью разрабо-

танной системы проводить широкий спектр экспериментов, модель которых 

укладывается в аукцион с наведенными заявками.  

Итогом торгов является набор колоночных файлов с результатами тор-

говых сессий. Встроенная в ГП система протоколирования и формирования 

журналов позволяет формировать необходимые файлы заданного формата. 

В дополнение можно отметить, что сильными сторонами ГП являются 

обеспечение быстрого и надежного сетевого взаимодействия, а также доста-

точно низкоуровневая работа с ресурсами ЭВМ, позволяющая производить 

сложные расчеты в режиме реального времени. 

3.4 Сетевая модель данных 

Как уже было сказано, основным языком описания сущностей в Генера-

торе проектов является сетевая модель данных [38]. Сетевое представление 

проектной игры может быть получено с использованием 4-х объектов типа 

запись с данными, 1-го объекта запись без данных 4-х сингулярных набора 

(набора без владельца) и 4-х наборов с владельцами. Четыре записи с данны-

ми и соответствующие им сингулярные наборы строятся для 4-х основных 

структурных единиц проектной игры: проект, операция, агент и игрок. С по-

мощью 2-х наборов с владельцами и одного набора без данных описывается 

связь проектов и операций типа «многие ко многим». Еще 2 набора служат 

для описания принадлежности агентов к операциям и игрокам. И, наконец, 

доходы проектов и затраты агентов задаются в соответствующих записях с 

данными. Диаграмма сетевой модели данных приведена на рис. 3.2. Под ти-

пом операции понимается альтернатива: затратная или прибыльная. 
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Для упрощения схемы описания проектной игры было введено новая 

сущность: позиция игрока на рынке операции. Позиция – это совокупность 

всех агентов одного игрока, выполняющих одну и ту же операцию. Такая эк-

вивалентная замена понятий в достаточной мере упрощает внутреннюю ор-

ганизацию программы. Модифицированная сетевая модель проектной игры 

представлена на рис. 3.3. Чтобы не загромождать диаграмму, названия набо-

ров опущены. 

 

Агент
Затраты агента

Игрок
Название роли

Игрок-
агент

Опреация-
агент

Игрок

Операция
Название операции
Тип операции

Проект
Название проекта
Доход проекта

Проект-
операция

Опреация Проект

Операция-
проект

. . .

Агент

 

Рисунок 3.2. Основная сетевая модель проектной игры 
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Операция
Название операции
Тип операции

Проект
Название проекта
Доход проекта

Позиция

Роль
Название роли

Агент
Затраты

. . .

 

Рисунок 3.3. Модифицированная сетевая модель проектной игры 

 

3.5 Расширение модели для динамической игры 

В предыдущем разделе была описана статическая модель проектной иг-

ры. Однако, в динамической проектной игре с наведенными заявками в до-

полнение к модели появляются наборы заявок: простых и наведенных. Про-

стые заявки подаются игроками от лица агентов (в модифицированном слу-

чае заявка поступает на позицию). Таким образом, простая заявка должна 

иметь ссылку на операцию и на игрока (позицию), а также должна содержать 

номинал заявки. Для удобства в системе предусмотрены кратные заявки, т.е. 
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заявки с указанием их кратности. Максимальная кратность заявки естествен-

но ограничена количеством активных агентов игрока на данной позиции.  

По правилу сравнения для каждой операции можно определить наилуч-

шую простую заявку. По доказанному в главе 1 утверждению, достаточно 

строить только наилучшую заявку для каждой связной пары «операция-

проект» (естественно, такие заявки будут состоять из наилучших простых). 

Таким образом, у каждой операции есть две упорядоченные очереди заявок: 

простых и наведенных. Сделки образуются согласно клиринговому механиз-

му, при этом начисляются прибыли агентов и выигрыши игроков. 

Сетевая модель динамической проектной игры с наведенными заявками 

представлена на рис. 3.4. 

 

Операция
Название операции
Тип операции

Проект
Название проекта
Доход проекта

Позиция

Игрок
Название роли

Единица
Затраты

. . .

Простая заявка
Цена заявки

Навед. заявка
Цена заявки

 

Рисунок 3.4.Сетевая модель динамической проектной игры 

 

Дополнительно необходимо отметить, что все заявки поддаются интер-

претации в терминах финансовых рынков. Для затратных операций простые 

заявки агентов можно интерпретировать как заявку на продажу «ask», а 

встречные наведенные – как заявку на покупку «bid». Для прибыльных опе-

раций заявки меняются местами, причем их номиналы умножаются на коэф-
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фициент 1− . Таким образом, получается, что все классические правила не-

прерывного двойного аукциона оказываются выполненными: наилучшая за-

явка типа «ask» имеет наименьший номинал, а наилучшая заявка типа «bid» – 

наибольший номинал. При этом клиринг (сделка) происходит, когда при по-

даче очередной заявки заявка типа «bid» оказывается больше либо равна за-

явке типа «ask» на рынке некоторой операции. 

3.6 Серия из последовательных игр 

На практике лабораторные эксперименты проводят не по одному, а це-

лыми сериями. По этой причине одной из важных задач при создании ком-

плекса стало обеспечение возможности проведения серии экспериментов. 

При проведении последовательной серии экспериментов необходимо 

помимо проектной структуры игры задать правила переходов от попытки к 

попытке. Определим роль участника эксперимента как игрока в проектной 

игре. Тогда при переходе от попытки к попытке роль каждого игрока может 

меняться по заданному правилу, например, оставаться постоянной или ме-

няться случайным образом. 

Числовые параметры проектной игры тоже могут меняться при перехо-

дах от попытки к попытке. Для этого все эти параметры (доходы проектов и 

затраты агентов) объявляются переменными. Переменные в программе могут 

быть одного из трех типов. Первый тип – константа, задается числовым зна-

чением. Второй тип – циклическая переменная, задается в виде числового 

ряда и принимает последовательно все значения ряда. Третий тип перемен-

ных – случайная величина с заданным интервалом равномерного распреде-

ления. Такой тип переменных может быть использован для моделирования 

проектных игр с неполной информацией.  

3.7 Кратное количество участников 

Необходимо отметить еще один важный момент при проведении серии 

экспериментов. В большинстве случаях количество участников лаборатор-

ных экспериментов превышает количество ролей в игре. Для таких случаев в 
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программе предусмотрена опция клонирования проектной игры. Другими 

словами, при описании игры задается, сколько независимых копий данной 

проектной игры нужно создать. Заданное количество аукционов будет сопро-

вождаться в рамках одной сессии.  

Еще одним преимуществом данного подхода является тот факт, что при 

последовательных розыгрышах игр игроки могу случайным образом обмени-

ваться ролями и попадать в другие группы. 

Дополнительно, есть возможность проводить так называемые экспери-

менты с конкуренцией. В таких играх на каждую роль создается несколько 

игроков, имеющую одинаковые позиции на рынках операций. 

3.8 Язык описания проектных игр 

Для того чтобы инициализировать эксперимент, используя динамиче-

скую проектную игру с наведенными заявками, необходимо создать файл с 

описанием игры. Описательный файл должен иметь определенную структу-

ру. Это текстовый файл, содержащий заголовок и три секции. 

Заголовок файла должен содержать ключевое слово «netmarket», двоето-

чие и кратность проектной игры – количество независимых проектных рын-

ков. Далее внутри пары фигурных скобок должны последовательно распола-

гаться три секции: переменные, модель проектной игры и общие настройки 

проводимого эксперимента. 

Секция переменных начинается с ключевого слова «var», далее в паре 

фигурных скобок через символ «;» перечисляются все используемые пере-

менные. Переменные типа «константа» определяются так: ключевое слово 

«const», уникальный идентификатор переменной, символ «=», число. Цикли-

ческие переменные определяются через ключевое слово «trial», идентифика-

тор переменной, символ «=», и разделенный запятыми набор чисел в круглых 

скобках. Случайные переменные определяются через ключевое слово «disp», 

идентификатор переменной, символ «=», интервал равномерного распреде-

ления в виде пары чисел через запятую в квадратных скобках. 
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Основная секция содержит описание проектной игры. Синтаксическая 

диаграмма этой секции представлена на рис. 3.5. Сначала идет описание всех 

рынков игры (по количеству операций). Начинается с ключевого слова «mar-

ket», далее уникальные идентификатор рынка (операции), символ «:», тип 

рынка («sell» для затратных операций и «buy» для прибыльных), в конце 

символ «;». После описания рынков идет описание проектов. Начинается с 

ключевого слова «project», далее уникальные идентификатор проекта, символ 

«:», затраты проекта в виде идентификатора описанной выше переменной, в 

конце символ «;». После описания рынков и проектов располагается описа-

ние матрицы инцидентности. Начинается с ключевого слова «projmark», да-

лее уникальные идентификатор проекта, символ «:»,уникальные идентифика-

тор рынка, в конце символ «;». При этом идентификаторы проекта и рынка 

должны быть из списка вышеописанных.  

Следующий блок описывает множество ролей в игре. Начинается с клю-

чевого слова «role», далее уникальные идентификатор роли, символ «:», 

кратность роли (отлична от единицы только для конкурентных проектных 

игр), в конце символ «;». 

Последний блок основной секции файла описания содержит информа-

цию об агента. Как уже было написано, похожие агенты объединяются в по-

зиции. Описание позиции начинается с ключевого слова «position», а далее в 

фигурных скобках заключено описание позиции игрока на рынке. Сначала 

задается привязка позиции к рынку: ключевое слово «market», символ «=», 

далее описанный выше идентификатор рынка, в конце символ «;». Далее за-

дается привязка позиции к роли: ключевое слово «role», символ «=», далее 

описанный выше идентификатор роли, в конце символ «;». В завершении 

описания позиции описывается множество агентов. Начинается с ключевого 

слова «agent», символ «=», далее в круглых скобках затраты агентов в виде 

идентификаторов описанных выше переменных, в конце символ «;». 

Последняя секция отвечает за общие настройки игры. Она начинается с 

ключевого слова «config», а далее в фигурных скобках определяются основ-
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ные параметры игры. Определяются значения основных системных перемен-

ных: «timemax» – время торговой сессии (попытки), «timewait» – перерыв 

между сессиями, и «sessmax» – максимальное количество сессий. Данными 

переменным присваивается целое положительно значение через символ «=» и 

разделение символом «;. 

 

Рисунок 3.5. Синтаксическая диаграмма 

3.9 Выходные данные 

Основным результатом лабораторного эксперимента является протокол 

проведенной серии. Он необходим для анализа проведенного эксперимента. 

Протокол описываемой программы состоит из трех текстовых файлов в ко-

лоночном формате. Это удобно для последующего преобразования в нужный 

формат для аналитической программы.  

Первый файл протокола пишется в конце каждой попытки в разрезе иг-

роков и содержит следующую информацию: номер попытки, уникальный 

идентификатор игрока, ФИО, роль игрока в данной попытке, выигрыш в дан-

ной попытке и суммарный накопленный выигрыш.  
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Во второй файл данные записываются дважды за попытку: в начале и в 

конце. Данный файл содержит следующую информацию: номер попытки, 

уникальный идентификатор игрока, наименование операции, затраты для ка-

ждого агента, количество нереализованных единиц и выигрыш всех агентов 

по данной позиции. 

Третий протокольный файл является подробным логом всех действий 

игроков и диспетчера. Поля, отражаемые в протоколе: номер попытки, уни-

кальный идентификатор игрока, наименование операции, действие (заявка 

или совершение сделки), цена заявки или сделки, выигрыш (только в случае 

сделки). Дополнительно, для удобства, во время каждого действия отмечает-

ся наилучшая пара заявок на рынке данной операции. 

3.10 Производительность и надежность 

В Лаборатории экспериментально экономики МФТИ и ВЦ РАН было 

проведено достаточно большое количество экспериментов с динамическими 

проектными играми с наведенными заявками. Описываемый программный 

комплекс работал без сбоев. Среди экспериментов был и один с высокой сте-

пенью конкуренции. В этом эксперименте количество заявок достигало не-

скольких заявок в секунду. Несмотря на такую высокую нагрузку, сервер 

программы в режиме реального времени (без видимых задержек) успевал об-

рабатывать поток входящих заявок, вычислять наведенные и рассылать акту-

альные значения наилучших пар заявок. 

3.11 Основные результаты главы 3 

Третья глава носит, в основном, описательный характер. Главной ценно-

стью является непосредственно сам программный комплекс, переданный в 

Лабораторию экспериментально экономики МФТИ и ВЦ РАН. 
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Глава 4 Анализ экспериментов 

В Лаборатории экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН было 

проведено достаточно большое количество лабораторных экспериментов с 

использованием динамических проектных игр с наведенными заявками. Все 

эксперименты проводились в рамках курса «Экспериментальная экономика», 

читаемого студентам старших курсов ФУПМ МФТИ. Во всех экспериментах 

использовался программный комплекс, описанный в главе 3. 

Для анализа были выбраны только несколько самых значимых экспери-

ментов. Основные результаты исследований поведения участников лабора-

торных экспериментов можно найти в работах [16, 46, 48-51]. 

4.1 Общий подход к анализу 

Для постановки экспериментов выбирается некоторая экономическая 

ситуация, которая может быть представлена в виде игры с несколькими уча-

стниками, имеющими возможность вступать кооперацию. Другими словами, 

для проведения эксперимента необходимо построить проектную игру. 

4.1.1 Описание одной игры (элементарная игра) 

В игре участвует группа из заданного количества человек (обычно 3 или 

4). Каждый игрок получает одну из ролей, в каждой роли игрок управляет 

одним или несколькими экономическими агентами. Игроки посредством 

своих агентов участвуют в непрерывном двойном аукционе с наведенными 

заявками. Торги обычно длятся от одной до пяти минут. По истечении ука-

занного времени все игроки получают выигрыши согласно правилам (см. 

главу 1).  

4.1.2 Описание серии игр (сценарий последовательности) 

Для проведения серии экспериментов необходимо количество участни-

ков, кратное количеству ролей в игре. Игроки случайным образом делятся на 

группы (тройки или четверки), далее внутри каждой группы случайным об-
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разом назначаются роли. Сам процесс торгов будем называть попыткой. По-

сле окончания очередной попытки делается пауза от 5 до 30 секунд. Процесс 

разбиения на группы и определение ролей повторяется. Обычно количество 

попыток находится в пределах от 5 до 20. 

4.1.3 Мотивация участников 

В экспериментальной экономике принято проводить эксперименты, 

привлекая мотивированных участников. Обычно для мотивации участников 

используются денежные вознаграждения. Но также возможна учебная моти-

вация. 

Выигрыши участников это некоторая функция выигрышей игроков во 

всех попытках. Это могут быть либо денежные вознаграждения, либо учеб-

ные очки.  

В данном случае во всех сериях использовался именно второй тип по-

ощрения. Но, как показывает практика, такой способ мотивации обычно не 

снижает общей эффективности поведения игроков. 

4.1.4 Постановка эксперимента 

Перед началом экспериментов всем участникам раздается инструкция с 

описанием правил игры. В инструкции освещается общее описание экономи-

ческой ситуации. Далее описывается механизм взаимодействия участников. 

После этого рассказывается о правилах переходов от попытки к попытке. И, 

наконец, оговариваются правила начисления выигрышей.  

Для того чтобы удостовериться, что все адекватно поняли правила, опе-

ратор эксперимента отвечает на вопросы участников. 

4.1.5 Извлечение данных для анализа 

Каждое действие (заявка) игроков протоколируется, поэтому в результа-

те проведения экспериментов получаются довольно большие файлы с прото-

колом хода экспериментов. В них содержится полная информация обо всех 

действиях игроков и программы-диспетчера за весь период игры. 
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Для данного анализа выбираются только векторы итоговых выигрышей 

игроков в каждой «элементарной игре». Сведения обо всех действиях и со-

вершенных сделках с привязкой ко времени опускаются. 

Полученный набор векторов будем считать реализациями некоторого 

случайного вектора. Причем каждая серия это отдельный случайный вектор. 

4.1.6 Проблема повторяемости и стационарности  

Будем предполагать независимость реализаций случайных векторов. В 

пользу такого предположения есть несколько аргументов. Для этого сравним 

наш непрерывный аукцион с закрытым аукционом. 

Когда проводится серия игр с закрытыми заявками, то эта серия высту-

пает больше как одна повторяющаяся игра, нежели как последовательность 

независимых игр. Это происходит вследствие того, что при принятии реше-

ния, игрок не имеет никакой информации о текущей игре: он может исполь-

зовать только опыт предыдущих игр. Таким образом, в каждой серии уста-

навливается некоторое равновесное поведение игроков.  

Рандомизация групп игроков и ролей внутри группы частично решает 

проблему зависимости последовательных игр, но все равно при большом ко-

личестве игр в серии устанавливается коллективное равновесие. 

Непрерывный двойной аукцион позволяет (в течение одной игры) каж-

дому игроку взаимодействовать с другими контрагентами, используя рыноч-

ные механизмы. То есть игроки в одной группе могут в реальном времени 

сойтись к некоторому компромиссному исходу. Таким образом, опыт преды-

дущих игр уходит на второй план для игроков, когда они принимают реше-

ние, как действовать. 

Рандомизация групп игроков и ролей внутри группы окончательно ни-

велирует влияние предыдущих игр на текущий розыгрыш. 

Приведенные рассуждение, конечно, нельзя считать доказательством не-

зависимости испытаний, но в то же время их можно использовать в качестве 

весомого аргумента в предположении независимости наблюдений. 
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4.2 Сравнительный анализ кооперативных игр трех лиц 

 

Для исследования свойств аукциона с наведенными заявками была по-

ставлена серия экспериментов. Эксперименты проводились на базе Лабора-

тории экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН в 2010 году. Участ-

никами эксперимента были студенты 6 курса ФУПМ МФТИ.  Результаты 

анализа можно найти в работах [16, 46, 49-51]. 

Одной из главных трудностей проведения экспериментов является мо-

тивирование участников. Наиболее распространенный способ мотивации 

участников – это выплата им денежных вознаграждений в зависимости от 

достигнутых ими результатов. Существуют и другие способы стимулирова-

ния участников.  

Анализируемые в данной работе серии экспериментов проводились в 

рамках учебного курса «Экспериментальная экономика». Мотивация участ-

ников обеспечивалась начислением учебных очков, которые влияли на зачет-

ную оценку по данному курсу. В таких условиях отсутствие денежных возна-

граждений чаще всего не снижает мотивацию участников. 

Напомним, что приведенная кооперативная игра трех лиц однозначно 

задается тремя числовыми параметрами – выигрышами парных коалиций. 

В качестве лабораторных кооперативных игр трех лиц были взяты пять 

различных характеристических функций с различным размером ядра, оцени-

ваемым параметром κ  (см. таблицу 4.1). 

 a  b  c  d  κ  

I 50 65 70 100 7.5 

II 40 50 90 100 10 

III 10 65 75 100 25 

IV 10 25 45 100 55 

V 10 20 30 100 70 

Таблица 4.1. Примеры характеристических функций 
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В работе [34] были выведены формулы вычисления N-ядра для всевоз-

можных характеристических функций для игры трех лиц (см. таблицу 4.2). 

Можно заметить, что пространство характеристических функций разделяется 

на пять областей по способу вычисления N-ядра. Вышеуказанные пять набо-

ров параметров выбирались таким образом, чтобы каждый набор попал в од-

ну из этих областей. 

 

 2 2a b c d+ − > 2a c d+ >  2b c d+ >  3c d>  x1 x2 x3 

I Да Да Да Да 
2

3

a b c d+ − +

 

2

3

a c b d+ − +

 

2

3

c b a d+ − +

 

II  Нет Да Да Да 
2

d c−

 

2 2

4

a c d b+ + −

 

2 2

4

b c d a+ + −

III  Нет Нет Да Да 
2

d c−

 2

d b−

 2

c b+

 

IV Нет Нет Нет Да 
2

d c−

 4

d c+

 4

d c+

 

V Нет Нет Нет Нет 
3

d

 3

d

 3

d

 

Таблица 4.2. Значения N-ядер для кооперативной игры трех лиц 

  

4.2.1 Отличительные особенности аукциона с наведенными заявками 

и предполагаемое поведение участников 

Построенный аукцион с наведенными заявками имеет ряд особенностей. 

Во-первых, нет гарантии, что исход игры будет дележом, т.е. может реализо-

ваться любая парная коалиция, а также может не реализоваться ни одной 

коалиции. Если образуется максимальная коалиция, то реализовавшийся де-

леж будет внутренней точкой ядра.  

Во-вторых, в случае высоких выигрышей парных коалиций (маленькое 

ядро) может возникнуть «эффект первой секунды»: все хотят побыстрее 
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вступить в любую коалицию, чтобы получить хоть какой-то выигрыш, что 

может приводить к образованию парных коалиций.  

В-третьих, в случае маленьких выигрышей парных коалиций (большое 

ядро) может возникнуть «эффект последней секунды»: игра входит в некото-

рое равновесное состояние, когда парные коалиции заведомо невозможны, и 

все ждут окончания игры в надежде, что контрагенты смягчат свои заявки, 

что может приводить к бескоалиционному (нулевому) исходу. 

 

4.2.2 Описание экспериментов 

Наиболее интересными для анализа представляются три серии экспери-

ментов 19-11-2010, 26-11-2010 и 03-12-2010. Первую обозначим «Х», вторую 

«Y», а третью «Z». В первой серии участвовало 12 человек, а во второй и 

третьей было по 15 участников, причем большая часть студентов участвовала 

во всех трех экспериментах.  

Игра состояла из последовательных раундов по 60 секунд (длительности 

начальных раундов были увеличены до 120-180 секунд для того, чтобы уча-

стники привыкли к интерфейсу). При розыгрыше каждого раунда игры все 

участники эксперимента случайным образом разбивались на тройки, а внутри 

каждой тройки случайным образом распределялись роли. Характеристиче-

ские функции менялись циклически каждые пять раундов, т.е. в раундах 1-5 

была характеристическая функция I, в раундах 6-10 – II и т.д., всего 33 раун-

да. Таким образом, в первой серии было проведено 132 игры трех лиц, а во 

второй и третьей сериях – 165. 

Перед началом всех серий экспериментов участникам были подробно 

описаны правила аукциона, алгоритмы смены раундов и способы распреде-

ления ролей внутри троек среди участников в каждом раунде. Отличиями в 

информированности участников было то, что во втором и третьем случаях 

участникам было рассказано о существовании в данной игре блокирующих 

стратегий, в третьей была выдана таблица значений N-ядер.  



 94 

Напомним, что приведенная игра трех лиц является с кооперативной иг-

рой с нулевыми выигрышами малых коалиций, поэтому большое предъядро 

является усеченным параллелепипедом и расщепляется на индивидуальные 

блокирующие стратегии. А значения N-ядер – это нормативные точки, коор-

динаты которых можно вычислить, использую таблицу 4.2. 

Итак, степень информированности участников можно наглядно предста-

вить в таблице 4.3. 

 

Дата 
Кол-во 

студентов 

Кол-во 

игр 3 лиц 

Информированность  

участников 

19-11-2010 (X) 12 132 Правила игры 

26-11-2010 (Y) 15 165 
Правила игры 

Блокирующие стратегии 

03-12-2010 (Z) 15 165 

Правила игры 

Блокирующие стратегии 

Значения N-ядер 

Таблица 4.3. Информированность участников в кооперативных играх 

 

4.2.3 Анализ влияния информации о блокирующих стратегиях 

Для анализа влияния дополнительной информации о блокирующих 

стратегиях будем сравнивать две серии экспериментов: «X» и «Y».  

Распределения реализовавшихся коалиций приведены в таблице 4. 

Можно заметить, что для характеристической функции I (маленькое ядро) 

наблюдается 100%-ная реализация коалиций. Также можно отметить, что в 

случаях IV и V (большое ядро) парные коалиции не образуются. Это согласу-

ется с ожидаемой реализацией коалиций.   

 

Серия набор ( ) 0V ∅ =  (1,2)V a=  (1,3)V b=  (2,3)V c=  (1,2,3)V d=  Σ  
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X I 0 5 14 11 10 40 

X II 0 1 1 30 0 32 

X III 0 1 11 3 5 20 

X IV 1 0 0 0 19 20 

X V 1 0 0 0 19 20 

 Всего      132 

        

Y I 0 5 7 12 26 50 

Y II 1 0 2 14 23 40 

Y III 2 0 1 1 21 25 

Y IV 3 0 0 0 22 25 

Y V 2 0 0 0 23 25 

 Всего      165 

Таблица 4. Результаты экспериментов. Реализованные коалиции 

 

Для анализа эффектов первой и последней секунды разделим все раунды 

на три части по времени так, чтобы в каждый интервал попало примерно 

равное количество сделок. Получается, что начало раунда – это первые 15 се-

кунд, а конец – последние 5. В таблице 4.5 приведены процентные соотно-

шения игр, завершившихся образованием коалиций в начале раунда, а также 

игр, завершившихся в конце раунда (сюда же вошли игры, завершившиеся 

без образования коалиций). Эффектом первой (последней) секунды назовем 

такое распределение исходов, в котором доля игр завершившихся в начале 

(конце) раунда значительно превышает треть исходов. В серии X для игр с 

малым ядром (наборы I,II,III) ярко выражен эффект первой секунды, а в слу-

чае достаточно большого ядра (набор V) отмечается эффект последней се-

кунды. В серии Y эффекта первой секунды не наблюдается, а эффект послед-

ней секунды появляется и увеличивается с ростом ядра. 

 

Серия Набор 

Игры, завер-

шившиеся в 

начале раунда 

Игры, завер-

шившиеся в 

конце раунда 

 Серия Набор 

Игры, завер-

шившиеся в 

начале раунда 

Игры, завер-

шившиеся в 

конце раунда 

X I 45% 5%  Y I 20% 36% 
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X II 69% 0%  Y II 25% 48% 

X III 80% 5%  Y III 24% 52% 

X IV 30% 15%  Y IV 8% 76% 

X V 20% 55%  Y V 4% 84% 

Таблица 4.5. Результаты экспериментов. Эффекты первой и последней 

секунды 

 

 Поведение участников в проведенных лабораторных экспериментах в 

целом согласуется с предполагаемым поведением игроков на аукционе с на-

веденными заявками. Это говорит о том, что применяемый способ мотивиро-

вания игроков не снижает рациональности их поведения. 

4.2.3.1 Проверка статистических гипотез 

Теперь проведем анализ влияния информированности участников на ре-

зультаты экспериментов. Так как в рамках серии разбиение на тройки и рас-

пределение ролей внутри тройки было случайным, то последовательность 

получившихся коалиций можно считать независимыми реализациями неко-

торых дискретных случайных величин MX  в первой серии экспериментов и 

MY  во второй серии (где { , , , , }M I II III IV V∈ ). 

Для каждого M  проверим гипотезу, что MX  и MY   являются реализация-

ми одной случайной величины. Осуществлено 2k =  последовательных серии 

независимых наблюдений, состоящих из 1,..., kn n  наблюдений соответственно, 

при этом в каждом опыте наблюдаются некоторый переменный признак, 

принимающий одно из s  различных значений (исходов). Пусть ijν  – число 

реализаций i -го исхода в j -ой серии, так что 
1

, 1,...,
s

ij j
i

n j kν
=

= =∑ . 

Проверим гипотезу 0H  о том, что все наблюдения производились над 

одной и той же случайной величиной. Воспользуемся критерием однородно-

сти 2χ  [28]. В качестве статистики возьмем функцию 
2

1 1 * *

1
s k

ij

i j j i

T n
ν

ν ν= =

 
= −  

 
∑∑ . При 
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n → ∞  ( )2
0( | ) ( 1)( 1)L T H s kχ→ − − , где критическая область задается в виде 

1 { }t tα αΓ = ≥ . 

Полученные значения статистик и соответствующие значения p-value 

приведены в таблице 4.6. Таким образом, при наиболее распространенном 

уровне значимости 95α =  гипотеза однородности отвергается для экспери-

ментов с характеристическими функциями I, II и III. Мы можем сделать вы-

вод, что дополнительная информация о наличии блокирующих стратегий ра-

дикальным образом повлияла на результаты экспериментов. Также можно 

сказать, что наличие блокирующих стратегий в данном механизме является 

нетривиальным фактом, требующим детального анализа аукциона. 

 

Набор парам. Степени свободы (s-1) Значение статистики p-value (%) 

I 3 8.481522 96.2959 

II 4 30.64091 99.9996 

III 4 21.89423 99.9790 

IV 1 0.672256 58.7734 

V 1 0.160714 31.1500 

Таблица 4.6. Значения статистик и p-value для сравнения серий X и Y. 

 

Для характеристических функций IV и V экспериментальные данные не 

противоречат гипотезе однородности. Этот факт является предсказуемым, 

т.к. в данных случаях парные коалиции слабы и практически любая стратегия 

будет блокирующей. 

4.2.4 Анализ влияния информации о значениях N-ядер 

Значение N-ядер является дележом, поэтому для анализа следует отбро-

сить все исходы, кроме реализации коалиции трех игроков. В силу причин, 

описанных в предыдущем разделе, в эксперименте «X» очень мало дележей 

(см., например, таблицу 4). Поэтому для анализа влияния дополнительной 

информации о значениях N-ядер будем сравнивать две серии экспериментов: 

«Y» и «Z».  
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Для оценки близости точек на множестве дележей потребуется некото-

рая метрика. Обозначим множество дележей: 

{ }( ) , 0, 1,..., .n n
N iD x x N V x i n= ∈ = ≥ ∀ =ℝ Тогда на множестве nD  можно ввести 

метрику: 
1,...,

, : ( , ) maxn
xy i i

i n
x y D M x y M x y

=
∀ ∈ ≡ = − . Основной оцениваемый параметр 

– расстояние до N-ядра:, 
1,...,

max i i
i n

y Nuclη
=

= − , 
1,...,

max i i
i n

z Nuclθ
=

= − . 

 

4.2.4.1 Проверка статистических гипотез 

Теперь проведем анализ влияния информированности участников на ре-

зультаты экспериментов. Так как в рамках серии разбиение на тройки и рас-

пределение ролей внутри тройки было случайным, то последовательность 

получившихся расстояний до N-ядра можно считать независимыми реализа-

циями некоторых непрерывных случайных величин MY  во второй серии экс-

периментов и MZ  в третьей серии (где { , , , , }M I II III IV V∈ ). 

Для разных пар реализаций проверим гипотезу 0H , что эти наборы яв-

ляются реализацией одной и той же случайной величины, а это означает, что 

функции распределения равны: 1 2( ) ( )F x F x= . Воспользуемся критерием одно-

родности Смирнова [28]. В качестве статистики возьмем функцию 

1 2sup ( ) ( )nm n m
x

D F x F x
−∞< <+∞

= − , где 1 ( )nF x  и 2 ( )mF x  эмпирические функции распреде-

ления случайных величин, измеренных n  и m  раз соответственно. По теоре-

ме Смирнова нормированная статистика nm nm

nm
T D

n m
=

+
 удовлетворяет сле-

дующему предельному соотношению: при ,n m → ∞ вероятность подчиняется 

закону ( ) 2 22
0| H (t) ( 1)

j
j j t

nm
j

P T t K e
=+∞

−

=−∞

< → = −∑ , и критическая область задается в 

виде 1 { }t tα αΓ = ≥ . 

Графики эмпирических функций распределения величин « MY » и « MZ » 

представлены на рис. 4.1-4.5. Сравнение эмпирических функций распределе-

ния проведено попарно для каждого значения { , , , , }M I II III IV V∈ . 
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Рис. 4.1. Эмпирические функции распределения величин « 1Y » и « 1Z » 

 

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 10.00 12.00 14.00

M

F(M)

Y

Z

 

Рис. 4.2. Эмпирические функции распределения величин « 2Y » и « 2Z » 
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Рис. 4.3. Эмпирические функции распределения величин « 3Y » и « 3Z » 
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Рис. 4.4. Эмпирические функции распределения величин « 4Y » и « 4Z » 
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Рис. 4.5. Эмпирические функции распределения величин « 5Y » и « 5Z » 

 

Набор параметров nmD  Значение статистики p-value (%) 

I 0.2692 1.0634 79.1856 

II 0.3003 1.0984 82.1053 

III 0.7043 2.2243 99.9899 

IV 0.5758 1.8872 99.8388 

V 0.7391 2.5065 99.9993 

Таблица 4.7. Значения статистик и p-value для игры распределения рас-

стояний 

 

Полученные значения статистик и соответствующие значения p-value 

приведены в таблице 4.7. Таким образом, при уровне значимости не меньше, 

чем 99α =  гипотеза однородности отвергается для экспериментов с характе-

ристическими функциями III, IV и V. Мы можем сделать вывод, что допол-

нительная информация о наличии и значении N-ядра радикальным образом 

повлияла на результаты экспериментов. Также можно сказать, что имеет ме-

сто эффект фокусировки. 

Для характеристических функций I и II экспериментальные данные не 

противоречат гипотезе однородности. Этот факт является предсказуемым, 

т.к. в данных случаях малый размер ядра, поэтому разброс вокруг N-ядра – 
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центра ядра – является небольшим. Эффект фокусировки в этих случаях не 

проявляется. 

4.2.5 Интерпретация результатов 

В ходе эксперимента получен результат, заключающийся в радикальном 

изменении поведения участников при дополнительной информации о блоки-

рующих стратегиях. 

Этот результат позволят сделать заключение о том, что наличие блоки-

рующих стратегий является нетривиальным фактом. Это в некотором смысле 

оправдывает подробный анализ аукциона с наведенными заявками для коо-

перативных игр, проведенного в главе 2. 

 

4.3 Сравнительный анализ игр по сетевому газовому аукциону 

В ЛЭЭ достаточно много экспериментов и работ посвящено изучению 

сетевого аукциона «TRUE» [31, 32]. С одной стороны это рынок является 

достаточно простым для неподготовленных участников, а также имеет на-

глядную экономическую интерпретацию. С другой стороны он имеет нели-

нейную структуру и интересен для проведения экспериментов. 

Большая часть работ содержит, в основном, качественный анализ ре-

зультатов. В работе [33], например, используется индекс Лузмора–Хэндби [9] 

для сравнения различных серий. Но все равно там не приводятся доказатель-

ства статистической значимости полученных числовых результатов. В част-

ности там утверждается, что на «рынке холдингов» все игроки пытаются 

максимизировать прибыль всех своих экономических агентов, независимо от 

состава и размера холдингов. 

Целью данной работы является постановка нескольких серий экспери-

ментов для проверки упомянутой статистической гипотезы. 
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4.3.1 Построение проектных игр 

Для данной серии экспериментов выбрано четыре различных проектных 

представления сетевого аукциона «TRUE». Первое – простое проектное 

представление игры «TRUE». В этом аукционе участвуют четыре игрока 

(Turk, Rus, Ukr, Eur), которые управляют семью экономическими агентами: 

два продавца газа (T и R), два покупателя (U и E) и три газопровода  (T->R, 

R->U и U->E).  На рис. 4.6 в вершинах и ребрах расположены агенты сетево-

го рынка, которые вертикальными секциями поделены между игроками. В 

квадратах указаны ограничения на добычу, транспортировку и потребление 

газа, в кружках – затраты на единицу произведенной и доставленной продук-

ции для продавцов и транспортировщиков, а также в ромбах отмечена вы-

купная стоимость для покупателей. 

 

 

Рис. 4.6. Сетевой газовый рынок TRUE 

 

В качестве второй модели предлагается изоморфное представление рын-

ка – «Проектная игра TRUE-28». Нетрудно заметить, что на рынке присутст-

вует 28 экономических действий (2 единицы добычи в узле T, 2 транспорти-

ровки из T в R и т.д.), причем эти действия можно объединить в четыре при-

быльных проекта. Самый прибыльный проект: полная поставка одной еди-

ницы газа из T в E (добыча в T, транспортировка по всем трем газопроводам 

и потребление в E, цена проекта – 130 – цена газа в E минус затраты на до-

бычу и транспортировку). Остальные три проекта – это полные поставки 

единицы газа из R в E, из T в U и из R в U с ценами 110, 90 и 70. 
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Следующее представление – это «Проектная игра TRUE-7». В этом слу-

чае участниками проектов будут не элементарные действия экономических 

агентов, а сами агенты – по два производителя и покупателя и три транспор-

тировщика. Здесь проектами будут минимальные прибыльные коалиции 

агентов [48]. Коалиция всех кроме U имеет максимальную цену – 700. Еще 

три проекта – поставка пары единиц газа из T в E, из T в U и из R в U – будут 

иметь цены 260, 180 и 140 соответственно. И пятый проект – поставка четы-

рех единиц газа из R в E с ценой 440. 

И, наконец, четвертое представление – это «Проектная игра TRUE-4» 

или просто кооперативная игра «TRUE». В этом случае вообще нет никакого 

разбиения на агентов, т.е. каждые игрок играет только за одного себя. Здесь 

проекты – это коалиции с положительным выигрышем, а доходы – значения 

характеристической функции [48]: ( , ) 140V Rus Ukr = , ( , , ) 180V Turk Rus Ukr = , 

( , , ) 440V Rus Ukr Eur =  и ( , , , ) 700V Turk Rus Ukr Eur = . 

4.3.2 Планирование и проведение серий экспериментов 

Данный эксперимент был спланирован и проведен на базе лаборатории 

экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН в 2008 году. Участниками 

эксперимента были студенты 6 курса ФУПМ МФТИ. Всего для анализа было 

выбрано пять серий, обозначенных «V», «W», «X», «Y», «Z». Детальная ин-

формация о сериях отображена в таблице 4.8. 

 

Серия Дата Игра 
Кол-во  

участников 

Кол-во  

попыток 

Кол-во игр 

(четверок) 

V 2008-11-22 TRUE 16 6 24 

W 2008-11-29 TRUE-28 16 3 12 

X 2008-12-06 TRUE-28 16 5 20 

Y 2008-12-06 TRUE-7 20 8 40 

Z 2008-12-06 TRUE-4 20 11 55 

Таблица 4.8. Различные представления игры «TRUE» 
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Все основные условия проведения серий были одинаковы. Главное от-

личие серий друг от друга – это различное проектное представление сетевого 

аукциона «TRUE» (кроме пары «W», «X»). Перед началом каждой серии бы-

ли подробно рассказаны правила, а также внимание участников было акцен-

тировано на проектных различиях. 

4.3.3 Извлечение данных для анализа 

Как уже говорилось ранее, для анализа выбираются только итоговые ре-

зультаты из каждого периода. То есть для каждой четверки в каждой попытке 

получается вектор выигрышей игроков в группе. 

Полученный набор векторов будем считать реализациями некоторого 

случайного вектора. Причем каждая серия это отдельный случайный вектор. 

4.3.4 Построение гипотезы для пары серий 

Основная идея – проверить влияет ли разное проектное представление 

на результирующие распределения выигрышей. 

Для различных пар серий проверим гипотезу, что полученные реализа-

ции принадлежат одному закону распределения. 

4.3.5 Сворачивание случайного вектора в случайную величину 

В работе [35] сделана попытка анализа сетевого аукциона «TRUE» ме-

тодами кооперативной теории игр. Основным расхождением теории и экспе-

риментов заключались в различии выигрышей «Rus» и «Ukr». Теория гово-

рит, что эти выигрыши должны быть равны, а в экспериментах наблюдается 

превосходство выигрышей в 1.5 – 2.5 раза. 

В силу указанных причин, предметом исследований является соотноше-

ние выигрышей игроков «Rus» и «Ukr». Поэтому в качестве скалярной слу-

чайной величины выберем разницу выигрышей этих игроков: Rus Ukru uξ = − . 

Итак, мы получили реализации пяти («V», «W», «X», «Y», «Z») случайных 

величин. Далее применим методы математической статистики. 
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4.3.6 Применение критерия согласия Смирнова для проверки гипоте-

зы однородности 

Для разных пар реализаций проверим гипотезу 0H , что эти наборы яв-

ляются реализацией одной и той же случайной величины, а это означает, что 

функции распределения равны: 1 2( ) ( )F x F x= . Воспользуемся критерием одно-

родности Смирнова [28]. В качестве статистики возьмем функцию 

1 2sup ( ) ( )nm n m
x

D F x F x
−∞< <+∞

= − , где 1 ( )nF x  и 2 ( )mF x  эмпирические функции распреде-

ления случайных величин, измеренных n  и m  раз соответственно. По теоре-

ме Смирнова нормированная статистика nm nm

nm
T D

n m
=

+
 удовлетворяет сле-

дующему предельному соотношению: при ,n m → ∞ вероятность подчиняется 

закону ( ) 2 22
0| H (t) ( 1)

j
j j t

nm
j

P T t K e
=+∞

−

=−∞

< → = −∑ , и критическая область задается в 

виде 1 { }t tα αΓ = ≥ . 

Графики эмпирических функций распределения величин «V», «W» и 

«X» представлены на рис. 4.7, для величин «X», «Y» и «Z» – на рис. 4.8. 

Сравнение эмпирических функций распределения проведено попарно внутри 

каждой тройки. 
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Рис. 4.7. Эмпирические ФР величин «V», «W» и «X» 

 

Рис. 4.8. Эмпирические ФР величин «X», «Y» и «Z» 

 

Пара экспериментов nmD  Значение статистики p-value (%) 

VW 0.1667 0.4714 2.0637 

VX 0.1333 0.4404 0.9824 

WX 0.2667 0.7303 33.9614 

XY 0.2750 1.0042 73.4431 

XZ 0.5955 2.2804 99.9939 

YZ 0.5500 2.6467 99.9998 

Таблица 4.9. Значения статистик и p-value для игры «TRUE» 

 

Полученные значения статистик и соответствующие значения p-value 

приведены в таблице 4.9. Таким образом, при наиболее распространенном 

уровне значимости 95α =  гипотеза однородности отвергается для пар экспе-

риментов  «XZ» » и «YZ». 

4.3.7 Интерпретация результата 

Как уже было сказано, предпосылками к данному эксперименту стало 

несоответствие результатов экспериментов с предсказаниями теории игр. 

Полученный в данном анализе результат можно трактовать в пользу пра-

вильности введения проектной игры, т.к. она дает более детальное представ-

ление экономической ситуации по сравнению с кооперативной игрой. 
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4.4 Моделирование рынка программного обеспечения в лабо-

ратории 

Одним из примеров товара коллективного пользования является про-

граммное обеспечение (ПО). Будучи один раз разработанным, ПО может 

быть тиражировано и использована на многих компьютерах.  

4.4.1 Рынок банковского программного обеспечения  

Описываемая в данном разделе игра получило название «BNK» [52]. 

Есть фирма F, которая может произвести три различных программных про-

дукта с затратами , 1,2,3f
kc k = . Есть 2 банка (A и B). Каждый банк состоит из 

двух подразделений: бизнес и ИТ. Бизнес-подразделение банка A знает, что 

если будет использовать софт 1, то получит от этого прибыль 1
av , а если будет 

использовать софт 3, то прибыль 3
av . Отдел ИТ может внедрить только одну 

из программ с затратами 0
ac . Аналогично, бизнес-подразделение банка B зна-

ет, что если будет использовать софт 2, то получит от этого прибыль 2
bv , а ес-

ли будет использовать софт 3, то прибыль 3
bv . отдел ИТ может внедрить толь-

ко одну из программ с затратами 0
bc . 

Возможна реализация трех проектов. Проект 1: производство софта 1 

фирмой F + внедрение банком A + потребление банком A. Проект 2: произ-

водство софта 2 фирмой F + внедрение банком В + потребление банком В. 

Проект 3: производство софта 3 фирмой F + внедрение банком A + потребле-

ние банком A + внедрение банком В + потребление банком В. 

Реализация третьего продукта исключает реализацию первых двух, так 

как каждый из банков может внедрить только один из продуктов. Графиче-

ское представление данной игры приведено на рис. 4.9. 
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Рис. 4.9. Проектное представление игры «BNK» 

 

Для полноты описания игры необходимо добавить, что часть числовых 

параметров не являются константами: это случайные параметры, с заданным 

распределением. Точные значения и границы равномерного распределения 

указаны в таблице 4.10. 
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 Таблица 4.10. Затраты и выкупные стоимости в игре «BNK» 

 

Необходимо отметить, что ИТ отделы банков имеют как техническое, 

так и логическое назначение. Технически в проектной игре они помогают ис-

ключить внедрение двух продуктов одновременно. Логически разделение 

банка на два отдела подчеркивает, что внедрение нового дает некоторые бо-

нусы для развития банка, а также требует определенных постоянных затрат 

на внедрение. 
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4.4.2 Аукцион с наведенными заявками 

Каждый игрок выставляет заявки на свои операции. Фирма выставляет 

три заявки типа «ask» на продажу своих продуктов , 1,2,3f
kp k = . Банки от лица 

своих отделов ИТ подают по одной заявке типа «ask» на оказание услуги 

внедрения продукта 0 0,a bp p . Также банки от лица бизнес отделов подают заяв-

ки типа «bid» на покупку программ: 1 3 2 3, , ,a a b bp p p p . Итак, в каждом проекте есть 

множество «продавцов» и «покупателей». Очевидно, что проект может реа-

лизоваться, только если суммарная цена покупки (суммарный bid) будет не 

меньше суммарной цены продажи (суммарный ask).  

Запишем это для каждого проекта: 

1 1 0

2 2 0

3 3 3 0 0

1: ,

2 : ,

3 : .

a f a

b f b

a b f a b

p p p

p p p

p p p p p

≥ +

≥ +

+ ≥ + +  

В каждом проекте k  обозначим множество покупателей kB , а множество 

продавцов 
kS . Тогда каждый продавец s  проекта k  получает встречную на-

веденную заявку типа bid с ценой \k k

s j i
k k k

j B i S s

q p p
∈ ∈

= −∑ ∑
; а каждый покупатель b  

проекта k  получает встречную наведенную заявку типа ask с ценой 

\k k

b i j
k k k

i S j B b

q p p
∈ ∈

= −∑ ∑
. Каждый из отделов ИТ может участвовать сразу в двух 

проектах, поэтому они получат по две наведенные заявки. Система автома-

тически выбирает для них наилучшую из заявок. 

 Далее идет сценарий, аналогичный сценарию для финансовых рынков. 

Все игроки подают свои заявки или соглашаются со встречными и получают 

соответствующие выигрыши. При соглашении с встречной заявкой сделка 

происходит по цене встречной заявки. 

За совершенные сделки игроки получают выигрыши: 

seller seller seller

buyer buyer buyer

u p c

u v p

= −
= −  
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Сортировка заявок в очередях осуществляется стандартным образом: 

наверху очереди bid стоит заявка с самой высокой ценой, для ask – с самой 

низкой, в случае равенства цен «лучше» та, которая была подана (а точнее 

принята системой) раньше. 

4.4.3 Особенности игры «BNK»  

Банки могут использовать только одну из программ. Таким образом, 

существует альтернатива: либо реализуется проект с изготовлением третьего 

продукта коллективного пользования, либо реализуются одиночные продук-

ты (оба или один из двух). Эффективные доходы проектов можно вычислить 

по формулам: 

1 1 1 0

2 2 2 0

3 3 3 3 0 0

,

,

.

a f a

b f b

a b f a b

h v c c

h v c c

h v v c c c

= − −

= − −

= + − − −  

 Средний доход проектов 1 и 2 равен 50, то есть средний суммарный до-

ход индивидуальных проектов равен 100. Средний доход коллективного про-

екта также равен 100.  

Такое соотношение выбрано специально: априори неизвестно, какой 

кооперативный исход будет более выгоден для всех игроков. Это одна из це-

лей эксперимента: определить, поможет ли аукцион с наведенными заявками, 

как рыночный механизм, выявить наиболее выгодный вариант. 

Также можно построить характеристическую функцию для данной игры. 

1

2

3 1 2

( ) ,

( ) ,

( ) max( ; ).

V FA h

V FB h

V FAB h h h

=
=

= +  

4.4.4 Пробный эксперимент 

Данный эксперимент был спланирован и проведен на базе Лаборатории 

экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН в 2012 году (30 ноября). 

Участниками эксперимента были студенты 6 курса ФУПМ МФТИ. Все уча-

ствовало 15 студентов, и было разыграно 55 игр. Результаты эксперимента 
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изображены на рис. 4.10. Каждая точка означает единичный розыгрыш игры 

«BNK». На оси абсцисс отмечена разница 3 2 1h h h− − , а по оси ординат эффек-

тивность участников, т.е. отношение реализованного выигрыша к макси-

мально возможному. Таким образом, в правой области графика реализация 

коллективного продукта была выгоднее, а в левой, наоборот, выгоднее было 

реализовать два индивидуальных продукта.  

Для удобства все точки разделены на две группы – коалиционные исхо-

ды, когда все три игрока участвовали в сделке, и остальные. Необходимо от-

метить, что не все коалиционные исходы имеют 100% эффективности. Мож-

но заметить, что в правой части графика около прямой под 45 градусов со-

средоточено достаточно много коалиционных точек. Эти точки соответству-

ют исходам, в которых было реализовано два индивидуальных товара, хотя 

выгоднее было один общий. 

Также достаточно много бескоалиционных исходов: нулевые, когда не 

было ни одной сделки, и исходы с одной индивидуальной сделкой.  

 

 

 Рис. 4.10. Пробный эксперимент «BNK» 
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Дополнительно можно отметить, что средняя эффективность участников 

достигла в этом эксперименте 73%. Это достаточно высокая эффективность 

для такого сложного проектного аукциона с неполной информацией.  

4.4.5 Основные эксперименты 

Данный эксперимент был спланирован и проведен на базе Лаборатории 

экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН в 2013 году (19 апреля). 

Участниками эксперимента были студенты 5 курса ФУПМ МФТИ. Все уча-

стники были поделены на две группы: 6 и 9 студентов. В каждой группе было 

разыграно 24 и 36 игр соответственно. 

Результаты экспериментов представлены на рисунках 4.11 и 4.12. 

 

 

Рис. 4.11. Первый эксперимент «BNK» 
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Рис. 4.12. Второй эксперимент «BNK» 

 

В этих экспериментах видно, что участники в большинстве случаях 

смогли с помощью рыночного механизма найти оптимальное кооперативное 

решение, но все равно осталось достаточно много бескоалиционных исходов. 

Средние эффективности в этих экспериментах значительно выше проб-

ных и составляют 84% и 81%. 

Таким образом, можно сделать заключение, что аукцион с наведенными 

заявками можно эффективно использовать для достаточно сложных проект-

ных игр с неполной информацией. 

4.5 Основные результаты главы 4 

Основными результатами четвертой главы являются подтверждение 

двух гипотез о поведении игроков в лабораторных экспериментах. Первая 

гипотеза заключается в том, что дополнительная информация может в неко-

торых случаях радикально менять результаты идентичных экспериментов. 

Вторая гипотеза заключается в том, что различные теоретико-игровые пред-

ставления одной и той же экономической ситуации могут радикально менять 

результаты экспериментов.  
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Еще одним важным выводом четвертой главы является то, что аукцион с 

наведенными заявками с высокой степенью эффективности можно использо-

вать для достаточно сложных игр с неполной информацией.   
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Заключение 

Основные результаты работы 

• Введена концепция проектной игры, которая является математи-

ческой моделью взаимодействия нескольких участников, имею-

щих возможность вступать в кооперацию. Частным случаем про-

ектной игры являются  кооперативные игры, сетевые аукционы и 

рынки товаров коллективного пользования. 

• Для произвольной проектной игры разработан алгоритм построе-

ния динамической игры, которая позволяет формализовать пере-

говорный процесс, приводящий к реализации дележа. Переговор-

ный процесс реализован с помощью универсального механизма: 

непрерывного двойного аукциона с наведенными заявками. Дока-

зана корректность определения полученной динамической игры. 

• Для анализа динамической кооперативной игры с наведенными 

заявками введены понятия большого и малого предъядра. Данные 

понятия позволили описать множество достижимости, а также 

множество блокирующих состояний игры. Установлена связь по-

лученных результатов на основе введенных определений с класси-

ческими результатами кооперативной теории игр. 

• Выделен и детально проанализирован класс кооперативных игр с 

нулевыми выигрышами малых коалиций. В частности, для этого 

класса кооперативных игр получена аналитическая формула для 

вычисления N-ядра. 

• Разработан язык описания проектных игр. Реализован программ-

ный комплекс для проведения в лаборатории проектных игр с ис-

пользованием аукциона с наведенными заявками.  

• С помощью постановки, проведения и анализа результатов после-

довательных серий лабораторных экспериментов подтверждены 

следующие гипотезы о поведении участников: 
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o информация о наличии блокирующих стратегий в динамиче-

ской кооперативной игре существенно влияет на результаты 

эксперимента; 

o различные проектные представления одного и того же сете-

вого рынка существенно влияют на результаты эксперимен-

та. 

• В лабораторных условиях проведено моделирование рынка про-

граммного обеспечения, который является примером рынка това-

ров коллективного пользования. 

 

Оценка полноты решений поставленных задач 

Построена математическая модель проектной игры. Данная концепция 

позволяет описывать все виды целевых экономических ситуаций: коопера-

тивную игру, сетевой аукцион и рынок товаров коллективного пользования. 

Необходимо отметить, что данная модель не исчерпывается приведенными 

классами теоретико-игровых ситуаций и может быть применена и в некото-

рых других случаях. 

Для произвольной проектной игры построен универсальный механизм 

переговоров, основанный на двойном аукционе с наведенными заявками. 

При построении аукциона использовано лексикографическое правило упоря-

дочивания наведенных заявок. Это позволило при достаточно общих предпо-

ложениях построить детерминированный механизм взаимодействия игроков. 

Построенный аукцион был реализован программно. Полученный про-

граммный комплекс позволяет проводить лабораторные эксперименты с ис-

пользованием аукциона с наведенными заявками для произвольной экономи-

ческой ситуации, описываемой проектной игрой. 

С помощью реализованного программного комплекса были проведены 

несколько серий лабораторных экспериментов в Лаборатории эксперимен-

тально экономики МФТИ и ВЦ РАН. Эксперименты проводились в рамках 
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курса «Экспериментальная экономика», читаемого студентам 5 и 6 курсов 

факультета управления и прикладной математики МФТИ. 

Из достаточно большого количества серий проведенных экспериментов 

были выбраны несколько для анализа. В ходе анализа были эксперименталь-

но подтверждены две важные гипотезы о поведении участников лаборатор-

ных экспериментов. Первая гипотеза заключается в том, что дополнительная 

информация может в некоторых случаях радикально менять результаты 

идентичных экспериментов. Вторая гипотеза заключается в том, что различ-

ные теоретико-игровые представления одной и той же экономической ситуа-

ции могут радикально менять результаты экспериментов. Дополнительно 

были проведены серии игр, моделирующих рынок товаров коллективного 

пользования. Выбранная модель является игрой с неполной информацией. 

Эксперименты показали, что аукцион с наведенными заявками является 

вполне эффективным для достаточно сложных моделей игр с неполной ин-

формацией. 

В ходе постановки, проведения и анализа результатов проведенных 

экспериментов возникли новые задачи, относящиеся к области математиче-

ского моделирования и теории игр. В частности, для анализа динамической 

кооперативной игры с наведенными заявками были введены новые понятия: 

большое и малое предъядро. С помощью введенных определений были опи-

саны множества достижимости и блокирующие состояния в динамической 

игре. 

Для проведения лабораторных экспериментов были выбраны простей-

шие кооперативные игры – игры трех лиц. При дальнейшем анализе выясни-

лось, что большинство свойств кооперативных игр трех лиц могут быть пе-

ренесены на обобщающий класс игр с нулевыми выигрышами малых коали-

ций. В частности, для полученного класса было получено аналитическое ре-

шение задачи нахождения N-ядра, которая в общем случае является доста-

точно сложной лексикографической задачей линейного программирования. 
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Из всего изложенного можно сделать вывод, что все целевые задачи 

были решены в полной мере, а также было получено решение для некоторых 

важных сопутствующих задач. 
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