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ОБЩАЯ ХАРАКТЕРИСТИКА РАБОТЫ  

Актуальность темы 

Экспериментальная экономика – актуальное направление современных 

междисциплинарных исследований. Методы экспериментальной экономики по-

зволяют в контролируемых условиях лаборатории сконструировать и разыграть 

социально-экономическую ситуацию и полностью записать все действия участ-

ников, которые принимают решения, используя компьютеры, объединенные в 

сеть. 

Значимость этого подхода была отмечена присуждением Нобелевской пре-

мии по экономике Вернону Смиту. Он обосновал возможность использования 

лабораторных рынков как инструмента проверки теоретических гипотез эконо-

мического поведения, а также для конструирования новых эффективных рыноч-

ных механизмов.  

Развитие экспериментальной экономики упирается в необходимость разра-

ботки новых математических методов. Потребности экспериментальной эконо-

мики порождают неисследованные ранее вопросы и задачи, которые относятся к 

области теории игр. Такие математические задачи необходимо решать при ана-

лизе результатов экспериментов.  

Для того чтобы исследовать экономическую ситуацию в лаборатории, тре-

буется сначала построить ее математическую модель. Трудность создания такой 

модели состоит в том, что она должна охватывать широкий спектр экономиче-

ских ситуаций и в то же быть реализованной на основе единого подхода. На базе 

разработанной модели требуется создать программный комплекс для проведе-

ния лабораторных исследований.  

К настоящему времени создано некоторое количество таких моделей и со-

ответствующих программных комплексов, однако, остаются существенные про-

белы. В частности, не существует общей модели для исследования экономиче-

ских ситуаций с возможностью кооперации участников. Данная работа в значи-

тельной степени решает эту актуальную задачу. 
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Эффективность предложенного подхода подтверждается совокупностью 

лабораторных экспериментов, проведенных в лаборатории экспериментальной 

экономики МФТИ и ВЦ РАН.  

Цель работы 

• Разработка единой математической модели описания игр нескольких участ-

ников, имеющих возможность вступать в кооперацию. Данная концепция долж-

на включать в себя такие известные классы экономических ситуаций, как коопе-

ративные игры, сетевые аукционы и рынки товаров коллективного пользования.  

• Построение универсального механизма переговоров между участниками о 

возможном исходе игры.  

• Создание языка для формального описания лабораторной модели игры не-

скольких участников, имеющих возможность вступать в кооперацию.  

• Разработка программного комплекса для проведения лабораторных экспе-

риментов. 

• Планирование и проведение серии лабораторных экспериментов с исполь-

зованием универсального механизма переговоров.  

• Исследование особенностей поведения участников лабораторных экспери-

ментов при изменении внешних условий. 

Методы исследования 

В работе применялись методы теории игр и экспериментальной экономики. 

Для разработки программного комплекса использовался инструментальный 

комплекс «Генератор проектов».  

Для проведения экспериментов были использованы методики, разработан-

ные в лаборатории экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН. 

Для анализа результатов экспериментов использовались численные методы 

математической статистики. 

Научная новизна 

• Разработана новая математическая модель проектных игр для описания 

взаимодействия нескольких участников, имеющих возможность вступать в коо-

перацию. Модель является обобщением таких классов теоретико-игровых объ-
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ектов, как кооперативные игры, сетевые аукционы и рынки товаров коллектив-

ного пользования. 

• Создан язык описания проектных игр. 

• Аукцион с наведенными заявками для сетевых рынков обобщен на случай 

произвольной проектной игры.  

• Применение аукциона с наведенными заявками (в рамках концепции про-

ектных игр) порождает новый класс динамических игр. Эти игры удалось ис-

следовать как теоретически, так и на основе проведения серий лабораторных 

экспериментов. 

• Для класса кооперативных игр с нулевыми выигрышами малых коалиций 

получена аналитическая формула для вычисления N-ядра. 

Практическая ценность работы 

Модель проектных игр, язык описания и программная реализация аукциона 

с наведенными заявками может быть использована в прикладных исследованиях 

экономических механизмов методами экспериментальной экономики и теории 

игр. 

Разработанный программный комплекс передан в лабораторию экспери-

ментальной экономики МФТИ и используется для проведения лабораторных 

работ по курсу «Экспериментальная экономика», который читается студентам 

факультета управления и прикладной математики МФТИ. 

Апробация и публикации 

По теме диссертации опубликовано 15 работ, в том числе одна работа [11] – 

в журнале из списка изданий, рекомендованных ВАК РФ. Результаты диссерта-

ционного исследования докладывались, обсуждались и получили одобрение 

специалистов на научных конференциях и семинарах: 

• 50-я, 51-я, 53-я, 54-я, 55-я, 56-я научные конференции МФТИ (2007, 2008, 

2010, 2011, 2012, 2013 года); 

• VI-я, VII-я научные конференции по исследованию операций (ORM-2010, 

ORM-2013); 
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• Семинар отдела «Математическое моделирование экономических систем» 

ВЦ РАН (Москва, 2013). 

Структура диссертации 

Диссертация состоит из введения, четырех глав, заключения и списка лите-

ратуры, включающего 54 наименования (в том числе 15 публикаций автора по 

теме диссертации). Общий объем работы составляет 124 страницы. 

КРАТКОЕ СОДЕРЖАНИЕ ДИССЕРТАЦИИ 

Во введении сформулированы цели работы, обоснована ее актуальность, 

описаны научная новизна и ценность. 

В первой главе вводится понятие проектной игры, которая является мате-

матической моделью игры нескольких участников, имеющих возможно всту-

пать в кооперацию. В игре принимают участие n  игроков. Каждый игрок управ-

ляет множеством своих агентов. Каждый агент может выполнить определенную 

операцию с заданными затратами. Каждый допустимый проект задается в виде 

набора операций и дохода от его реализации. 

Для реализации проекта необходимо, чтобы для каждой операции из данно-

го проекта существовал ровно один агент, выполняющий эту операцию. При 

этом каждый агент может участвовать не более чем в одном проекте. Доход реа-

лизованного проекта распределяется между агентами-участниками. Разные 

агенты, выполняющую одну операцию, конкурируют между собой за право уча-

стия в проектах. Возможна одновременная реализация нескольких одинаковых 

проектов.  

Формально проектной игрой будем называть следующий объект 

{ } { } { } ( ) ( ){ }, , , , , , , ,
j M j Mj j

i l l ll A l A l Ai D
D M e N A d n c h

∈ ∈

∈ ∈ ∈∈
Γ = , где множества операций 

{ }1,...,D d= , проектов { }1,...,M m= , игроков { }1,...,N n=  и агентов { }1,...,A a=  – ос-

новные структурные единицы проектной игры. Связи между элементами зада-

ются матрицей инцидентности { } j Mj
i i D

e
∈

∈
 операций и проектов и двумя отображе-

ниями множества агентов во множества операций { }l l A
d

∈
 и игроков { }l l A

n
∈

. Чи-
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словые параметры игры задаются векторами доходов проектов ( ) j Mj mh
∈

∈ℝ  и за-

трат агентов ( ) a
l l A

c
∈

∈ℝ . 

Проектную игру можно интерпретировать как начальные условия для неко-

торой динамической игры, причем возможные исходы этой динамической игры 

можно описать на основании заданной проектной игры. Сделкой ( )ϕ Γ  в проект-

ной игре Γ  называется набор агентов ( )B Aϕ ⊆ , реализующих некоторый проект 

( )j Mϕ ∈  и распределение дохода данного проекта между этими агентами. При 

этом сумма доходов агентов, реализующих проект, должна равняться доходу 

проекта: ( )

( )

j
l

l B

p h ϕ

ϕ∈

=∑ , а доход агента должен быть не меньше его затрат 

l lp c l B≥ ∀ ∈ . 

Дележом ( )Φ Γ  в проектной игре Γ  будем называть любую совокупность 

сделок, с непересекающимися множествами агентов. Прибыль агентов, участ-

вующих в дележе, равна доход минус затраты: ,l l lu p c l B= − ∈ , прибыли осталь-

ных агентов нулевые. Выигрыш игрока в дележе ( )Φ Γ  – сумма прибылей всех 

агентов, управляемых игроком: 
:

,
l

k
l

l A n k

U u k N
∈ =

= ∈∑ .  

Понятно, что динамическую проектную игру можно построить разными 

способами. Естественное условие для построения динамической игры заключа-

ется в том, чтобы исходы построенной игры были дележами заданной проект-

ной игры. Целью данной работы является построение динамической проектной 

игры с помощью аукциона с наведенными заявками. Под аукционом в данном 

случае понимается механизм взаимодействия агентов, управляемых игроками. 

Игра проходит в заданном промежутке времени [ ]0,t T∈ , в течение которого 

каждый агент l A∈  варьирует свою заявку ( )lp t  на получение дохода. Эта заявка 

означает готовность агента выполнить свою операцию (без уточнения, в рамках 

какого проекта она будет выполнена) и получить за это доход не меньше ( )lp t . В 

качестве информации о текущем состоянии игры каждый агент получает 

встречную (наведенную) заявку * ( )lq t , которая означает предложение поучаство-

вать в наиболее выгодном для данного агента проекте. Встречная заявка для 

агента составляется и вычисляется на основе заявок остальных агентов. В мо-
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мент, когда заявка некоторого агента l  станет равной или меньшей наведенной, 

реализуется проект, включающий агента l  и всех тех агентов, которые образо-

вали для него наилучшую наведенную заявку. При этом агенты, вступившие в 

проект, выходят из игры и получают доход, согласно своим заявкам. 

Наведенной заявкой для агента l  от некоторой сделки ϕ  будем называть за-

явку с номиналом ( )

( )\

( ) j
l x

x B l

q h pϕ

ϕ
ϕ

∈

= − ∑ . Данная заявка означает остаток, который 

может получить агент за выполнение операции i  от реализации проекта j  при 

условии, что контрагенты получат свой заявленный доход. Наведенной заявкой 
* ( )lq t  для агента является наилучшая заявка из всех возможных, т.е. заявка с наи-

большим номиналом. 

В работе предлагается алгоритм определения наилучшей наведенной заяв-

ки без перебора всех возможных сделок. Используется тот факт, что наилучшая 

наведенная заявка состоит из наилучших простых заявок. На основе наилучших 

простых заявок можно определить наилучшие заявки, наведенные на операцию 

с каждого инцидентного ей проекта. Выбрав из данных заявок максимальную, 

получаем наилучшую наведенную заявку для каждой операции, которая и будет 

наилучшей наведенной заявкой для всех агентов, выполняющих эту операцию. 

Алгоритм определения номинала наилучшей заявки описан. Если агент со-

глашается с наведенной заявкой, то он вступает в сделку, а также в сделку всту-

пают все контрагенты, которые образовали для него эту наилучшую заявку. Но 

возникает проблема однозначного выбора набора контрагентов, в случае, если 

несколько наведенных заявок имеют одинаковый номинал. Для решения этой 

задачи используется лексикографическое правило сравнения наведенных заявок. 

Под простой заявкой будем понимать пару ( , ),l l lp l Aρ τ= ∈  – номинал и время 

последнего изменения номинала. Тогда наведенной заявкой от потенциальной 

сделки ϕ  будем понимать ( )(1)(| | 1)
( ) ( ), ,..., ,0jl l D

qρ ϕ ϕ τ τ
−

=ɶ , где (1)(| | 1)
...jD

τ τ
−

> >  – упоря-

доченные по убыванию времена простых заявок контрагентов.  

Формально аукцион можно описать следующим клиринговым механизмом. 

Если при подаче агентом l  очередной заявки ( , )pρ τ=  на рынок li d=  в момент 

времени τ  выполняется условие: *
ip q≤ , то происходит сделка, и заявка агента l  
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удовлетворяется по номиналу наведенной заявки, а все те простые, из которых 

состоит наведенная, удовлетворяются по своим номиналам. При этом все аген-

ты, совершившие сделку, выходят из игры. 

В работе сформулирована и доказана теорема о корректности построения 

динамической проектной игры с наведенными заявками. 

Теорема 1.1. На каждом такте клиринговый механизм совершает сделки 

тогда и только тогда, когда существуют сделки, согласованные с заявками. 

Если на очередном такте существует несколько сделок, согласованных с заяв-

ками, то клиринговый механизм выбирает ту, в которой максимальный доход 

получает тот агент, который подал свою заявку последним. В случае, когда 

таких сделок несколько, выбирается та, в которой совокупность контраген-

тов раньше всех в смысле лексикографического порядка обеспечила возмож-

ность такой сделки. 

Перейдем к моделированию экономических ситуаций с помощью проект-

ных игр на основе трех основных частных случаев. 

Рассмотрим кооперативную игру { },coopG N V= , где {1,..., }N n=  – множество 

игроков, : 2NV +→ℝ  – характеристическая функция, задающая выигрыши коали-

ций. Идея построения проектной игры по кооперативной заключается в сле-

дующем. Множество игроков, агентов и операций отождествляются с множест-

вом игроков в кооперативной игре. Множеством проектов становится множест-

во коалиций. Матрица инцидентности операций и проектов соответствует уча-

стию игроков кооперативной игры в коалициях. Доходы проектов соответству-

ют значениям характеристической функции – выигрышам коалиций. Затраты 

агентов полагаются нулевыми. 

Рассмотрим сетевой аукцион на двухполюсном графе ( , )G V E= . На каждом 

ребре данного графа находятся три типа агентов S T BA A A A= ∪ ∪ : продавцы, 

транспортировщики и покупатели. Каждый продавец и транспортировщик 

S Tl A A∈ ∪  может произвести или транспортировать одну единицу товара с затра-

тами 0lc > , а выкупная стоимость покупателя Bl A∈  равна 0lv > . Также есть за-

данное множество собственников N  и отображение множества агентов во мно-

жество собственников. По заданному сетевому аукциону проектная игра строит-
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ся следующим образом. Множество операций – это множество дуг в двухпо-

люсном графе, множество проектов – это всевозможные пути графа, не содер-

жащие циклов, из источника в сток. Матрица инцидентности операций и проек-

тов соответствует принадлежности дуг к маршрутам. Множество игроков – это 

множество собственников, множество агентов проектной игры совпадает с 

множеством атомарных агентов сетевого аукциона. Распределение агентов по 

операциям совпадает с расположением агентов на ребрах, а распределение аген-

тов по игрока совпадает с распределением по собственникам. Затраты продав-

цов и транспортировщиков остаются неизменными, а в качестве затрат покупа-

телей берутся их выкупные стоимости со знаком минус. Доходы проектов пола-

гаются равными нулю. Получаемая проектная игра характеризуется тем, что в 

каждом проекте есть одна особая прибыльная операция: все агенты, выполняю-

щие эту операцию, имеют отрицательные затраты. 

Товары коллективного пользования характеризуются тем, что при произ-

водстве единицы такого товара прибыль от его реализации могут получить сразу 

несколько экономически агентов. Это принципиальное отличие данных товаров 

от тех, которые рассматривались в разделе с сетевыми аукционами. Там в сделке 

участвовал только один покупатель, который самостоятельно оплачивал реали-

зацию этого товара. При реализации товаров коллективного пользования у по-

купателей есть принципиальная возможность объединяться и оплачивать все за-

траты на производство товара вскладчину. Таким образом, проектные игры, за-

дающие рынки товаров коллективного пользования, характеризуются наличием 

проектов, в которых больше одной прибыльной операции (отрицательные затра-

ты).  

Во второй главе рассматриваются динамические кооперативные игры с 

наведенными заявками. Кооперативная игра представляет собой пару 

{ },coopG N V= , где {1,..., }N n=  – множество игроков, : 2NV +→ℝ  – супераддитивная 

характеристическая функция, ( ){ }0
S N

V V S
⊆

= ≥ , ( ) 0V ∅ = , 

( ) ( ) ( ) , :V S V T V S T S T N S T+ ≤ ∪ ∀ ⊆ ∩ = ∅ . 

Одним из ключевых понятий в кооперативной теории является дележ. Де-

леж – исход игры, при котором реализуется максимальная коалиция ( N ) и все 
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игроки получают неотрицательные выигрыши. Пусть 1( ,..., )nx x x=  – это вектор 

выигрышей игроков. 

Подмножество дележей, в которых каждая коалиция получает выигрыш, не 

меньший, чем она могла бы получить, отделившись от максимальной коалиции, 

называется ядром или C-ядром: 

( ) ( )

( ) ( ),

V N x N

V S x S S N

=
 ≤ ∀ ⊂

 

Кооперативная игра называется сбалансированной, если для любого сба-

лансированного покрытия [ ]: 2 0;1Nα → , 
:

( ) 1,
S N i S

S i Nα
⊂ ∈

= ∀ ∈∑ , выполнено условие 

( ) ( ) ( )
S N

S V S V Nα
⊂

≤∑ . По теореме Бондаревой–Шепли ядро игры не пусто тогда и 

только тогда, когда она сбалансирована. 

Определение. Малое предъядро для игры { },G N V=  – это множество в про-

странстве n
ℝ , удовлетворяющее условиям: 

 
( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( \ ) .

V N x N

V S x S S N

x S V N V N S S N

<
 < ∀ ⊂
 < − ∀ ⊂

 

Определение. Большое предъядро для игры { },G N V=  – множество в про-

странстве n
ℝ , удовлетворяющее условиям: 

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( \ ) : ( \ ) 0.

V N x N

V S x S S N

x S V N V N S S N V N S

<
 < ∀ ⊂
 < − ∀ ⊂ >

 

Определение. Кооперативная игра называется строго сбалансированной, 

если для любого сбалансированного покрытия [ ]: 2 0;1Nα → , 
:

( ) 1,
S N i S

S i Nα
⊂ ∈

= ∀ ∈∑ , 

выполнено условие ( ) ( ) ( )
S N

S V S V Nα
⊂

<∑ . 

Теорема 2.1. Для кооперативной игры n лиц следующие утверждения экви-

валентны: 

• Игра строго сбалансирована. 

• Ядро игры имеет размерность 1n − . 

• Малое предъядро игры не пусто. 

• Большое предъядро не пусто. 
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Приведем идею доказательства. Доказательство эквивалентности первого и 

второго пунктов аналогично доказательству теоремы Бондаревой–Шепли. Да-

лее, если внутренность ядра непуста, то можно из любой точки внутренности 

немного «подняться» вдоль одной из осей и оказаться в малом предъядре. Ма-

лое предъядро содержится в большом, поэтому из непустоты малого следует не-

пустота большого. И, наконец, из любой точки большого предъядра можно 

«спуститься» вдоль направления к началу координат и попасть во внутреннюю 

точку ядра. 

Теперь можно перейти к формальному определению динамической коопе-

ративной игры с наведенными заявками. 

Определение. Полной динамической кооперативной игрой с наведенными 

заявками будем называть динамическую кооперативную игру с наведенными за-

явками, в которой для каждой коалиции существует соответствующий про-

ект. 

Определение. Очищенной динамической кооперативной игрой с наведен-

ными заявками будем называть динамическую кооперативную игру с наведен-

ными заявками, в которой проекты построены для тех и только тех коалиций 

S N⊆ , у которых выигрыш положителен ( ) 0V S > . 

Напомним, что аукцион с наведенными заявками строится следующим об-

разом. Каждый игрок управляет своей простой заявкой на получение выигрыша. 

Помимо номинала простая заявка характеризуется временем подачи или по-

следнего изменения. От каждой коалиции игроку выставляется наведенная заяв-

ка, номинал которой равен выигрышу коалиции минус заявки всех остальных 

участников коалиции. Наведенная заявка имеет упорядоченный по убыванию 

вектор времен простых заявок, создающих данную наведенную. Наилучшей на-

веденной заявкой является заявка с наибольшим номиналом. При равенстве но-

миналов сравниваются векторы времен: лучшая заявка та, которая имеет лекси-

кографически меньший вектор времен. Главным следствием такого сравнения 

наведенных заявок является следующая лемма, на которую опираются все тео-

ремы о свойствах динамической кооперативной игры с наведенными заявками. 

Лемма 2.6. Для динамической кооперативной игры с наведенными заявками 

справедливо следующее утверждение. Чтобы наведенная заявка Nρ  от макси-
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мальной коалиции была лучше наведенной заявки ρ  от другой коалиции необхо-

димо и достаточно, чтобы ее номинал ( )Np ρ  был строго больше номинала дру-

гой заявки: ( ) ( )Np pρ ρ> . 

Следующие два определения описывают исследуемые характеристики ди-

намической кооперативной игры. 

Определение. Множество достижимости в динамической кооперативной 

игре – это подмножество дележей, которое может реализоваться в игре.  

Определение. В динамической кооперативной игре с наведенными заявка-

ми блокирующим состоянием назовем активное состояние np∈ℝ , в котором 

никакой игрок своим ходом не может реализовать никакую коалицию, кроме 

коалиции всех игроков N . 

Под активным состоянием понимается состояние, в котором все игроки ак-

тивны, т.е. еще ни один игрок не вступил в сделку. Теперь можно сформулиро-

вать доказанные в работе теоремы. 

Теорема 2.2. В полной динамической кооперативной игре с наведенными 

заявками множество блокирующих состояний совпадает с малым предъядром. 

Теорема 2.3. В очищенной динамической кооперативной игре с наведенны-

ми заявками множество блокирующих состояний совпадает с большим предъя-

дром. 

Теорема 2.4. Множество достижимости для динамической кооператив-

ной игры с наведенными заявками совпадает с множеством внутренних точек 

ядра. 

Задача построения динамической кооперативной игры – это обратная зада-

ча к задаче, рассматриваемой в кооперативной теории. По заданной характери-

стической функции строится динамическая игра. К полученной динамической 

игре можно применить кооперативный подход и построить новую характери-

стическую функцию. При этом сразу возникает вопрос: совпадает ли новая ха-

рактеристическая функция с исходной? Назовем динамическую кооперативную 

игру согласованной, если характеристическая функция, построенная по динами-

ческой игре, совпадает с исходной характеристической функцией. Ответ на по-

ставленный вопрос дает следующее утверждение. 
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Утверждение. Для того чтобы динамическая кооперативная игра с наве-

денными заявками была согласованна, необходимо и достаточно, чтобы любая 

подыгра исходной кооперативная игры была строго сбалансирована. 

Теперь отвлечемся от общего случая и рассмотрим некоторые частные слу-

чаи. Наиболее простой, а поэтому интересный для лабораторных эксперимен-

тов, является случай игры трех лиц. Нетрудно посчитать, что у характеристиче-

ской функции будет семь компонент. С помощью замены переменных можно 

добиться, чтобы индивидуальные выигрыши игроков стали нулевыми, а также 

нормировать характеристическую функцию на выигрыш коалиции всех трех иг-

роков. Таким образом, остается три свободных параметра – выигрыши парных 

коалиций. Приведенная игра трех лиц является достаточно полно исследован-

ным объектом. 

В работе был найден класс игр, который обобщает приведенную игру трех 

лиц на случай большего количества игроков. Полученный класс был детально 

исследован. Далее приводится его формально определение и доказанные теоре-

мы о свойствах данного класса игр. 

Определение. Игра с нулевыми выигрышами малых коалиций – это коопе-

ративная игра с характеристической функцией, удовлетворяющей условиям: 

( ) 0, : 2;

( ) 0, : 1.

V S S N S n

V S S N S n

 = ∀ ⊂ ≤ −
 > ∀ ⊂ = −

 

Обозначим выигрыши ненулевых коалиций и сумму выигрышей всех соб-

ственных коалиций следующим образом: ( \ ) ,iV N i V i N− ∀ ∈≜ ; ( ) NV N V≜ ; N i
i N

V− −
∈

Σ ∑≜ . 

Без ограничения общности будем считать, что выполняется условие 

10 n NV V V− −< ≤ ≤ ≤… . 

Теорема 2.5. Игра с нулевыми выигрышами малых коалиций строго сба-

лансирована тогда и только тогда, когда выполнено условие 0min( , ) 0i
i N

κ κ κ
∈

= > , где 

0 1
N

NV
n

κ −Σ
= −

−
, ,i N iV V i Nκ −= − ∀ ∈ .  

Теорема 2.6. Для строго сбалансированных игр с нулевыми выигрышами 

малых коалиций большое предъядро является усеченным параллелепипедом: 
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( )

0
N

i

i N i

V x N

x i N

x V V i N−

 <


< ∀ ∈
 < − ∀ ∈

. 

Эксцессом вектора x  относительно коалиции S называется число 

( , ) ( ) ( )e x S x S V S= − . Для каждого дележа x  возьмем упорядоченный по возраста-

нию вектор эксцессов { }( , ) S N
e x S

⊂ . Дележ, доставляющий лексикографический 

максимум упорядоченному вектору эксцессов, называется N-ядром. 

Теорема 2.7 (о вычислении N-ядра). Для игр 3n ≥  лиц с нулевыми выигры-

шами малых коалиций N-ядро вычисляется как функция параметров { }iV− . При-

чем пространство значений { }iV−  делится на (2 1)n −  областей, в каждой из ко-

торых все компоненты N-ядра вычисляются линейными функциями парамет-

ров { }iV− . Каждая область { } 1,...,2 1m nmM
= −

 задается в виде условий: 

{ }1 1| ( ) 0M V M f V= ∈ ≥ , 

{ }1| ( ) 0, ( ) 0 , 2,..., 1m m mM V M f V f V m n−= ∈ ≤ ≥ = − , 

{ }1| ( ) 0, ( ) 0n n nM V M f V f V−= ∈ ≤ ≥ , 

{ }2 2 1 2| ( ) 0, ( ) 0 , 2,..., 1n m n m n mM V M f V f V m n− − − −= ∈ ≤ ≥ = − , 

{ }2 1 2 2| ( ) 0n nM V M f V− −= ∈ ≤ , 

где { } 1,...,2 2
( )

m nmf V
= −

 набор из (2 2)n −  функций, удовлетворяющий условиям: 

1

( ) 2 ( ) ( 2) , 1,..., 1
m

m
N j m N

j

f V V n m V n V m n− − −
=

= Σ − − − − − = −∑ ; 

2 1

1

( ) ( ) ( 2) , 1,..., 1
m

n m
j m N

j

f V V n m V n V m n− −
− −

=
= + − − − = −∑ . 

Обозначим 1{ ,..., }, 1,...,2 1m m m
nucl nx x x m n= = −  значения N-ядер в каждой из облас-

тей { } 1,...,2 1m nmM
= −

. Тогда значения задаются следующими формулами: 
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( )

( ) ( )

( ) ( )

( )

1
2

1
1

2 1
1

1
2 1

2 1
1

1
2

, 2,...,2 2, 1,..., 1;

2 3 , 1,..., 1, ,..., ;

3 , 1,..., 1, ,..., ;

3 .

m
i N i

m
m
i N j N in m

j

m
n m

i j Nn m
j

n
n N n N

x V V m n i m

x V m V V m n i m n

x V m V m n i m n

x V n V

−

−

− − −− +
=

−
−

−− +
=

− −

 = − = − = −

  
 = Σ − − − − = − = 
   


 
= − − = − = 

  

= Σ − − −  

∑

∑




 

В третьей главе приводится описание программного комплекса для прове-

дения лабораторных экспериментов. Данная глава носит описательный харак-

тер, а главной ценностью ее является программный комплекс, переданный в ла-

бораторию экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН. Предпосылками к 

созданию нового программного комплекса стало отсутствие в лаборатории ин-

струментальных средств для проведения экспериментов с использованием аук-

циона с наведенными заявками. Программный комплекс «z-Tree» (Цюрихский 

Университет, Швейцария) позволяет моделировать широкий спектр экспери-

ментов в дискретном времени, а симулятор непрерывных финансовых рынков 

«FTS» (Университет Карнеги Меллон, США) не предоставляет возможности 

централизованного сбора заявок. 

Программный комплекс состоит из прикладного сервера и клиентских мо-

дулей: для игрока и для оператора эксперимента. Для описания проектных игр 

разработан специальный язык. Для проведения эксперимента достаточно произ-

вольную проектную игру описать на данном языке. После этого с помощью 

управляющего модуля загрузить полученный файл в программу. Встроенный 

лексический анализатор переводит заданное описание во внутреннюю структу-

ру данных, основанную на сетевой модели. После проведения серии экспери-

ментов система выдает протокол проведенного эксперимента в виде набора из 

трех файлов: полный журнал всех действий игроков и диспетчера, журнал на-

чальных и конечных состояний агентов, а также агрегированный по участникам 

эксперимента журнал выигрышей. 

Для создания программного комплекса было выбрано инструментальное 

средство «Генератор проектов», разработанное в ВЦ РАН. Основными преиму-

ществами данного средства для разработки комплекса стали клиент-серверная 

архитектура, сетевая модель данных, встроенный лексический анализатор, под-
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система протоколирования и возможность выполнения бизнес-процедур в ре-

жиме реального времени. 

В четвертой главе рассматриваются проведенные эксперименты. В лабо-

ратории экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН было проведено дос-

таточно большое количество лабораторных экспериментов с использованием 

динамических проектных игр с наведенными заявками. Все эксперименты про-

водились в рамках курса «Экспериментальная экономика», читаемого студентам 

старших курсов ФУПМ МФТИ. Во всех экспериментах использовался про-

граммный комплекс, описанный в главе 3. Для анализа были выбраны только 

несколько самых значимых экспериментов. 

В экспериментальной экономике принято проводить эксперименты, при-

влекая мотивированных участников. Обычно для мотивации участников исполь-

зуются денежные вознаграждения. Но также возможна учебная мотивация. Вы-

игрыши участников - это некоторая функция выигрышей игроков во всех по-

пытках. Это могут быть либо денежные вознаграждения, либо учебные очки. В 

данном случае во всех сериях использовался именно второй тип поощрения. Как 

показывает практика, такой способ мотивации обычно не снижает общей эф-

фективности поведения игроков. 

Для анализа выбраны три набора экспериментов. Первый набор – это лабо-

раторная кооперативная игра трех лиц. Второй – сетевой газовый аукцион 

«TRUE». В качестве третьего набора выбраны эксперименты, моделирующие 

рынок программного обеспечения. 

В первой группе экспериментов было выбрано пять экземпляров приведен-

ных игр трех лиц. Каждая игра характеризуется тремя числовыми параметрами 

– выигрышами парных коалиций. Выбор делался таким образом, чтобы каждый 

набор параметров попал в одну из пяти областей вычисления N-ядра. Также ка-

ждому набору соответствует разный размер C-ядра, характеризуемый парамет-

ром κ . Эксперимент состоял из трех последовательных серий. В каждой серии 

последовательно разыгрывались игры трех лиц (наборы параметров менялись 

каждые пять попыток). Участниками были студенты 6 курса ФУПМ МФТИ, в 

качестве мотивации использовались учебные очки. Отличие между тремя се-

риями заключалось только в информированности участников, влияние которой 
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и было предметом исследования. В первой серии участникам были сообщены 

только правила игры – непрерывного двойного аукциона с наведенными заявка-

ми. Во второй серии участникам эксперимента было дополнительно сообщено о 

наличии блокирующих стратегий. В третьей – помимо блокирующих стратегий 

было рассказано про N-ядро как «справедливый» дележ и выписаны его значе-

ния. 

Результаты влияния дополнительной информации о блокирующих страте-

гиях можно кратко охарактеризовать следующим образом. Гипотеза о том, что 

информация не влияет на проведение участников, была проанализирована с по-

мощью критерия согласия 2χ  для дискретной случайной величины 1 2 3u u uξ = + +  

– суммарного выигрыша игроков. При малом размере ядра наличие дополни-

тельной информации о блокирующих стратегиях радикально влияет на резуль-

таты экспериментов. Гипотеза однородности выборок должна быть отвергнута 

при уровне значимости 0.05α =  (а в некоторых случаях даже при 0.001α = ). При 

большом ядре экспериментальные данные не противоречат гипотезе о том, что 

дополнительная информация не влияет на поведение участников. Это согласует-

ся с ожиданиями, потому что в случае большого ядра парные коалиции слабы и 

практически любая стратегия будет блокирующей. 

Для анализа влияния дополнительной информации о значениях N-ядер бы-

ли выбраны все коалиционные исходы из второй и третьей серии. Гипотеза о 

том, что дополнительная информация не влияет на проведение участников, была 

проанализирована с помощью критерия согласия Смирнова для непрерывной 

случайной величины 
1,2,3

max i i
i

u Nuclξ
=

= −  – расстояния от реализованного дележа до 

N-ядра в смысле заданной метрики. При большом размере ядра наличие допол-

нительной информации об N-ядре радикально влияет на результаты экспери-

ментов. Гипотеза однородности выборок должна быть отвергнута при уровне 

значимости 0.01α =  (а в некоторых случаях даже при 0.001α = ). При малом ядре 

экспериментальные данные не противоречат гипотезе о том, что дополнитель-

ная информация не влияет на поведение участников. Это согласуется с ожида-

ниями, потому что в случае малого ядра разброс вокруг его центра (N-ядра) не-

велик. 
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Во второй группе экспериментов объектом исследования был сетевой газо-

вый аукцион «TRUE» – модельный сетевой рынок, изучаемый в лаборатории 

экспериментальной экономики МФТИ и ВЦ РАН. В этой игре 4 игрока – собст-

венника (Turk, Rus, Ukr, Eur), управляющие 7-ю экономическими агентами (по 

два продавца и покупателя и три транспортировщика). Также необходимо отме-

тить, что в данной игре агенты могут совершить 28 атомарных действий (покуп-

ка, продажа или транспортировка неделимой единицы товара). Многочисленные 

попытки предсказания поведения игроков с помощью кооперативной теории игр 

терпят неудачу. Проблема заключается в том, что характеристическая функция 

данной игры симметрична относительно игроков «Rus» и «Ukr», а в экспери-

ментах средний выигрыш игрока «Rus» в 1.5–2.5 раза больше выигрыша игрока 

«Ukr».  

Для экспериментов было выбрано четыре различных проектных представ-

ления данного сетевого рынка. Первое – простое проектное представление игры 

«TRUE». В качестве второй модели предлагается изоморфное представление 

рынка – «Проектная игра TRUE-28», где в качестве участников проекта высту-

пают атомарные действия агентов. Следующее представление – это «Проектная 

игра TRUE-7». В этом случае участниками проектов будут не элементарные 

действия экономических агентов, а сами агенты. И, наконец, четвертое пред-

ставление – это «Проектная игра TRUE-4» или просто кооперативная игра 

«TRUE». В этом случае вообще нет никакого разбиения на агентов, т.е. каждый 

игрок играет только за себя. Гипотеза о том, что различные проектные пред-

ставления не влияют на проведение участников, была проанализирована с по-

мощью критерия согласия Смирнова для непрерывной случайной величины 
Rus Ukru uξ = −  – разница выигрышей игроков «Rus» и «Ukr». Оказалось, что экспе-

риментальные данные не противоречат гипотезе однородности для любой пары 

различных многоагентных представления игры «TRUE». А вот поведение уча-

стников в кооперативной игре «TRUE-4» существенно отличается от поведения 

в любом многоагентном представлении, т.е. гипотеза однородности выборок 

должна быть отвергнута при уровне значимости 0.0001α = . 

Целью третьей группы экспериментов было получение опыта моделирова-

ния рынка программного обеспечения в лаборатории. Для исследования был 
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выбран следующий рынок. Есть фирма – производитель программного обеспе-

чения, и два банка – пользователя ПО. Фирма может сделать три программы: 

две по индивидуальному заказу банков и одну универсальную, подходящую 

обоим банкам. Каждый банк может использовать только одну из программ, по-

лучая от этого заданный выигрыш. По данной экономической ситуации была 

построена проектная игра. Полученная игра, в отличие от предыдущих, была 

игрой с неполной информацией: затраты фирмы на производство товаров и вы-

купные стоимости банков были приватными параметрами с известными распре-

делениями. Распределения приватных параметров были подобраны таким обра-

зом, что математическое ожидание суммарного выигрыша от коллективного 

продукта было равно сумме математических ожиданий суммарных выигрышей 

индивидуальных продуктов. Таким образом, априори было неизвестно, какой 

исход будет наиболее выгодным с точки зрения всеобщей кооперации. Главной 

целью эксперимента была проверка предположения, что с помощью аукциона с 

наведенными заявками участники эксперимента смогут найти наиболее выгод-

ную комбинацию разрабатываемого программного обеспечения. 

Результаты экспериментов показали, что участники в большинстве случаях 

смогли с помощью рыночного механизма найти оптимальное кооперативное 

решение. Средняя эффективность участников (отношение реализованного выиг-

рыша к максимально возможному) в этих экспериментах достигала 84%. Таким 

образом, можно сделать заключение, что аукцион с наведенными заявками 

можно эффективно использовать для достаточно сложных проектных игр с не-

полной информацией. 

В заключении перечислены основные результаты работы. 

ОСНОВНЫЕ РЕЗУЛЬТАТЫ РАБОТЫ 

• Введена концепция проектной игры, которая является математической 

моделью взаимодействия нескольких участников, имеющих возможность всту-

пать в кооперацию. Частным случаем проектной игры являются кооперативные 

игры, сетевые аукционы и рынки товаров коллективного пользования. 

• Для произвольной проектной игры разработан алгоритм построения дина-

мической игры, которая позволяет формализовать переговорный процесс, при-

водящий к реализации дележа. Переговорный процесс реализован с помощью 
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универсального механизма: непрерывного двойного аукциона с наведенными 

заявками. Доказана корректность определения полученной динамической игры. 

• Для анализа динамической кооперативной игры с наведенными заявками 

введены понятия большого и малого предъядра. Данные понятия позволили 

описать множество достижимости, а также множество блокирующих состояний 

игры. Установлена связь полученных результатов на основе введенных опреде-

лений с классическими результатами кооперативной теории игр. 

• Выделен и детально проанализирован класс кооперативных игр с нулевы-

ми выигрышами малых коалиций. В частности, для этого класса кооперативных 

игр получена аналитическая формула для вычисления N-ядра. 

• Разработан язык описания проектных игр. Реализован программный ком-

плекс для проведения в лаборатории проектных игр с использованием аукциона 

с наведенными заявками.  

• С помощью постановки, проведения и анализа результатов последова-

тельных серий лабораторных экспериментов подтверждены следующие гипоте-

зы о поведении участников: 

o информация о наличии блокирующих стратегий в динамической коо-

перативной игре существенно влияет на результаты эксперимента; 

o различные проектные представления одного и того же сетевого рынка 

существенно влияют на результаты эксперимента. 

• В лабораторных условиях проведено моделирование рынка программного 

обеспечения, который является примером рынка товаров коллективного пользо-

вания. 
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