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Введение 

Существует широкий класс прикладных задач, формализуемых в виде 

многоиндексных задач (целочисленного) линейного программирования транспортного 

типа. Примерами таких задач являются задачи распределения ресурсов в иерархических 

системах: задача объемно-календарного планирования, задача формирования портфеля 

заказов, задача переработки газового конденсата, задача распределения мощностей 

каналов передачи данных, транспортная задача с промежуточными пунктами и др. [27, 28, 

29, 32, 61, 78, 79, 80]. Многоиндексные задачи транспортного типа возникают также в 

области статистики и в смежной области защиты статистических данных [133, 135, 137, 

162], в задаче целочисленного сбалансирования многоиндексных матриц [89, 90, 96]. 

Многоиндексные задачи о назначениях (подкласс многоиндексных транспортных задач 

целочисленного линейного программирования) возникают в теории расписаний при 

планировании изготовления скоропортящейся продукции, при планировании 

прохождения практики студентами, при планировании учебы клинических ординаторов 

по отделениям, при составлении расписания занятий, при планировании спортивных 

матчей и др. [113, 118, 127, 140, 142, 148, 158]; в области технического анализа данных 

при сопровождении объектов в многосенсорных системах [168, 169, 176]; в военной 

области при назначении военной техники на цели [111, 156]. Известны результаты, 

посвященные исследованию вопросов сводимости задач линейного и целочисленного 

линейного программирования к многоиндексным транспортным задачам [131, 132], что 

также расширяет область применения методов решения многоиндексных задач.  

Многоиндексные задачи линейного программирования транспортного типа 

относятся к классу задач линейного программирования, который согласно [103] является 

полиномиально разрешимым. Таким образом, для решения многоиндексных задач 

линейного программирования транспортного типа могут быть применены общие методы 

исследований задач линейного программирования – симплекс метод [128], алгоритм 

Кармаркара [152]. Выделим также следующие работы, посвященные алгоритмам решения 

задач линейного программирования, [39, 40, 46, 48, 76, 154, 160]. Существует ряд работ, 

посвященных непосредственно методам решения многоиндексных задач линейного 

программирования транспортного типа. Наиболее изученным является класс 

двухиндексных задач [42, 47]. В многоиндексном случае (число индексов не менее трех) 

наибольшее внимание уделено двум классам задач: многоиндексные аксиальные задачи и 

многоиндексные планарные задачи. Вопросы исследования совместности и построения 

алгоритмов решения данных задач обсуждаются в [55, 63, 88, 116, 170, 178]. В общей 



 5 

постановке (система ограничений содержит произвольные подсуммы) класс 

многоиндексных задач рассматривается в [88]. Условия, при которых удается понизить 

размерность и (или) сократить количество индексов многоиндексных транспортных задач, 

обсуждаются в [41, 151]. Геометрические свойства множества допустимых решений 

многоиндексных транспортных задач обсуждаются в [55, 56, 64, 130]. Вопросы оценки 

числа нецелочисленных вершин многогранника многоиндексных транспортных задач 

рассматриваются в [62, 66–68]. В ряде работ исследуются многоиндексные задачи 

транспортного типа с нелинейными критериями [91, 92, 98, 119, 134, 175], в том числе с 

минимаксными [74, 75, 136, 146, 155, 177] и c квадратичными [69, 94, 120, 121, 125] 

критериями. Многокритериальные многоиндексные задачи транспортного типа 

обсуждаются в [53, 72, 73, 78, 79, 85–87]. 

Особый интерес представляет решение многоиндексных задач целочисленного 

линейного программирования транспортного типа, относящихся к классу задач 

целочисленного линейного программирования [97]. В общей постановке класс 

целочисленных многоиндексных транспортных задач является NP-трудным уже в 

трехиндексном случае [50]. Более того, для задач данного класса не существует 

полиномиальных -приближенных алгоритмов, иначе P=NP, данный результат также 

справедлив уже в трехиндексном случае [126]. Класс целочисленных многоиндексных 

задач, как подкласс задач целочисленного линейного программирования, содержит ряд 

известных полиномиально разрешимых подклассов: задачи, матрица систем ограничений 

которых является абсолютно унимодулярной [49], задачи с фиксированным числом 

переменных [139, 157],  задачи N-кратного целочисленного программирования [129]. 

Приведем далее примеры соответствующих полиномиально разрешимых классов 

целочисленных многоиндексных задач. Как хорошо известно, матрица системы 

ограничений двухиндексной транспортной задачи является абсолютно унимодулярной, и 

тем самым класс двухиндексных задач целочисленного линейного программирования 

транспортного типа разрешим за полиномиальное время [42]. Класс многоиндексных 

задач целочисленного линейного программирования с фиксированным количеством 

индексов, каждый из которых принимает фиксированное количество значений, является 

полиномильно разрешимым согласно [157]. Примером полиномиально разрешимого 

класса задач N-кратного целочисленного программирования является класс 

трехиндексных планарных задач, в котором два из трех индексов принимают 

фиксированное количество значений [129]. При отсутствии дополнительных ограничений 

на параметры для решения многоиндексных задач целочисленного линейного 
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программирования транспортного типа применимы лишь экспоненциальные по верхней 

оценке вычислительной сложности общие методы целочисленного линейного 

программирования, например, метод динамического программирования, метод ветвей и 

границ, метод отсечения Гомори [95, 97, 100].   

Среди целочисленных многоиндексных транспортных задач наиболее изученным 

является класс многоиндексных задач о назначениях. Обзор результатов, связанных с 

анализом вычислительной сложности и построением приближенных алгоритмов решения 

специальных подклассов многоиндексных задач о назначениях приведен в [121, 167, 174]. 

Особое внимание уделяется двум классам многоиндексных задач о назначениях:  класс 

аксиальных задач о назначениях и класс планарных задач о назначениях.  

Многоиндексные аксиальные задачи о назначениях рассматриваются, например, в работах  

[44, 45, 114, 115, 122, 123, 126], планарные в [43, 54, 65, 93, 141, 161].  

Одним из перспективных направлений при разработке эффективных алгоритмов 

исследования многоиндексных задач линейного программирования является нахождение 

подклассов задач, для решения которых применимы потоковые методы. Важное влияние 

на развитие данного направления оказывают активные исследования в области сетевой 

оптимизации [1, 38, 51, 52, 59, 71, 99, 101, 102, 110, 117, 138, 143, 145, 163, 166, 172]. 

Существующие эффективные потоковые алгоритмы позволяют в случае сводимости задач 

линейного программирования к потоковым задачам построить алгоритмы их решения, 

обладающие более низкими оценками вычислительной сложности по сравнению с 

оценками общих методов решения задач линейного программирования. В ряде случаев 

сведение к потоковым задачам также позволяет предложить алгоритм решения исходной 

задачи, гарантирующий нахождение целочисленного решения, и тем самым позволяет 

выделять полиномиально разрешимые подклассы задач в NP-трудном классе задач 

целочисленного линейного программирования. Возможность сводимости задач линейного 

программирования к потоковым задачам исследовалась в [60, 70, 159, 147], важным 

различием которых являются применяемые концепции сводимости, в частности внимание 

уделяется распознаванию потоковой постановки в имеющейся задаче линейного 

программирования.  

Рассматриваемая в диссертационной работе проблема сводимости многоиндексных 

транспортных задач линейного программирования к потоковым задачам является менее 

исследованной. Ранее было известно о сводимости двухиндексных задач к задаче поиска 

потока в сети [42]. Вопрос сводимости многоиндексных задач с произвольным числом 

индексов и произвольными многоиндексными подсуммами системы ограничений впервые 
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рассматривался в работах [8, 9, 20, 22, 25, 28, 32], которые легли в основу 

диссертационной работы.  

Из ученых существенный вклад в развитие рассматриваемого в диссертационной 

работе класса многоиндексных задач внесли Гимади Э.Х., Гольштейн Е.Г., Емеличев В.А., 

Канторович Л.В., Кириченко И.О., Кравцов М.К., Прилуцкий М.Х., Раскин Л.Г., 

Сергеев С.И., Сигал И.Х., Цурков В.И., Юдин Д.Б., Burkard R.E., Danzig G.L., De Loera J., 

Koopmans T.C., Onn S., Spieksma F.C.R. и др. Существенный вклад в развитие методов 

сетевой оптимизации, применяемых в работе при исследовании многоиндексных задач, 

внесли Диниц Е.А., Карзанов А.В., Новикова Н.М., Edmonds J., Ford L.R., Fulkerson D.R., 

Goldberg A.V., Karp R.M., Orlin J.B., Rao S., Skutella M., Tardos E., Tarjan R. E. и др. 

Цель работы 

Целью диссертационной работы является исследование вопросов сводимости 

многоиндексных задач транспортного типа к классу задач поиска потока в сети. 

Нахождение условий сводимости и выделение подклассов сводимых многоиндексных 

задач. Построение алгоритмов решения (целочисленных) многоиндексных задач, 

основанных на полученных результатах сводимости, анализ вычислительной сложности 

построенных алгоритмов.  

Методы исследований  

В работе используются методы сетевой оптимизации, теории линейного и 

целочисленного линейного программирования, теории графов, а также теория 

вычислительной сложности. 

Достоверность результатов 

Достоверность полученных в диссертационной работе результатов обусловлена 

строгостью математических доказательств. 

Научная новизна 

1. Формализованы схемы сведения задач линейного программирования к классу задач 

поиска потока в сети. В рамках построенных схем сведения исследованы вопросы 

сводимости многоиндексных задач транспортного типа к классу задач поиска потока в 

сети. 

2. В рамках схемы сведения с сохранением соответствия ребер получен исчерпывающий 

ответ вопроса сводимости к классу задач поиска потока в сети: 
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– установлен критерий сводимости многоиндексных задач; 

– на основе критерия сводимости выделен класс сводимых многоиндексных задач – 

класс многоиндексных задач с 2-вложенной структурой, возникающий в ряде 

прикладных задач; 

– предложена конструктивная схема сведения класса многоиндексных задач с 2-

вложенной структурой являющаяся оптимальной (сведение с асимптотически 

меньшими вычислительными затратами невозможно, любое увеличение 

вычислительных затрат на сведение не приводит к расширению класса сводимых 

многоиндексных задач); 

– разработан подход к решению 2-вложенных (целочисленных) многоиндексных задач 

транспортного типа, основанный на сводимости к поиску потока в сети; данный 

подход применен также при исследовании несовместных 2-вложенных 

многоиндексных систем и многокритериальных 2-вложенных многоиндексных задач с 

кусочно-постоянными критериями оптимальности. 

3. В рамках схемы сведения с сохранениями соответствия ребер получен 

исчерпывающий ответ вопроса сводимости к классу задач поиска потока в 

древовидной сети: 

– установлен критерий сводимости многоиндексных задач; 

– на основе критерия сводимости выделен класс сводимых многоиндексных задач – 

класс многоиндексных задач с 1-вложенной структурой, возникающий в ряде 

прикладных задач; 

– предложена конструктивная схема сведения класса многоиндексных задач с 1-

вложенной структурой также являющаяся оптимальной; 

– разработан подход к решению 1-вложенных (целочисленных) многоиндексных задач 

транспортного типа, основанный на сводимости к поиску потока в сети; данный 

подход применен также при исследовании многокритериальных 1-вложенных 

многоиндексных задач с кусочно-постоянными критериями оптимальности. 

4. Полученные результаты сводимости обобщаются при исследовании более широкого 

класса схем сводимости. В рамках схемы сведения с сохранением целочисленности  

установлен критерий сводимости, справедливый при выполнении известной гипотезы 

о неравенстве классов P и NP. 

5. В рамках схемы сведения с сохранением соответствия циклов исследованы вопросы 

сводимости к классу задач поиска потока в сети: 

– найдено достаточное условие сводимости многоиндексных задач; 
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– на основе условия сводимости выделен класс сводимых многоиндексных задач – класс 

многоиндексных задач с декомпозиционной структурой, возникающий в ряде 

прикладных задач; 

– разработан подход к решению декомпозиционных (целочисленных) многоиндексных 

задач транспортного типа, основанный на сводимости к поиску потока в сети; данный 

подход применен также при исследовании несовместных декомпозиционных 

многоиндексных систем, многокритериальных декомпозиционных многоиндексных 

задач с кусочно-постоянными критериями оптимальности; 

– выделен новый полиномиально разрешимый подкласс в NP-трудном классе 

целочисленных многоиндексных задач; 

– результаты сводимости применены при разработке приближенных алгоритмов 

решения ряда NP-трудных целочисленных многоиндексных задач с декомопзицонной 

структурой. 

Теоретическая и практическая ценность работы 

Полученные в диссертационной работе теоретические результаты относятся к 

теории многоиндексных задач транспортного типа и сетевой оптимизации. 

В рамках исследованного класса многоиндексных задач ставятся различные 

прикладные задачи распределения ресурсов в производственных системах, транспортных 

системах, сетях передачи данных и так далее.  

Предложенные в диссертационной работе методы исследования многоиндексных 

задач транспортного типа были использованы при разработке следующих программных 

систем: программное обеспечение «Заказ-О», программное обеспечение «Нагнетатель», 

программное обеспечение «Проектировщик-1», программное обеспечение 

«Проектировщик-2», заказчик ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ», г. Саров; «Модуль расчета 

оптимального  плана производства для диалоговой системы объемно-календарного 

планирования производственных мощностей, функционирующей на предприятии», 

заказчик ОАО «ОКБМ Африкантов», г. Нижний Новгород; программная система ПО 

«Кристалл», заказчик ФГУП «ФНПЦ НИИИС им. Ю.Е. Седакова», г. Нижний Новгород, 

(см. приложения 1-7).  

Проведенные исследования выполнены в рамках заданий Минобразования РФ 

номер госрегистрации 0120.0506816, тема НИР «Математическое моделирование и 

создание новых методов анализа динамических систем и систем оптимизации », номер 

госрегистрации 01.2.00 1 07703, тема НИР «Математическое моделирование и создание 
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новых методов анализа динамических систем и систем оптимизации», номер 

госрегистрации 01201252499, тема НИР «Математическое моделирование и создание 

новых методов анализа эволюционных систем и систем оптимизации»; гранта Президента 

Российской Федерации для государственной поддержки молодых российских ученых - 

кандидатов наук, МК-3473.2010.1, тема  «Быстрые алгоритмы решения задач глобальной 

оптимизации и их приложения»; ФЦП при финансовой поддержке Минобрнауки России, 

го  14.B37.21.0878., тема «Высокоточные супервычисления и решение 

задач глобальной оптимизации на основе информационного подхода». 

Результаты диссертационной работы используются в учебном процессе 

Нижегородского государственного университета им. Н.И. Лобачевского на факультете 

ВМК при преподавании курсов «Моделирование сложных систем», «Модели и методы 

эффективного использования распределенных вычислительных систем» и спецсеминара 

магистров кафедры ИАНИ [21, 26, 31] (см. приложение 8). 

Апробация результатов  

Полученные в диссертационной работе результаты обсуждались на Всероссийской 

конференции КоГраф (Н.Новгород, 2002 г.); Международных научно-практических 

семинарах «Высокопроизводительные параллельные вычисления на кластерных 

системах» (Н.Новгород, 2002, 2003 г.); Нижегородских сессиях молодых ученых (Саров, 

2003 г., 2004 г., Нижний Новгород, 2004 г.); Научно-технической конференции ООО 

ТЕКОМ «Технические, программные и математические аспекты управления сложными 

распределенными системами» (Н.Новгород, 2003 г.); Юбилейной научно-технической 

конференции ВМК ННГУ и НИИ ПМК, «Математика и кибернетика 2003» (Н.Новгород, 

2003 г.); VI международном конгрессе по математическому моделированию (Н.Новгород, 

2004 г.); Конференциях «Технологии Microsoft в теории и практике программирования» 

(Москва, 2005 г., Н.Новгород,  2006 г., 2007 г., 2009 г.); Международной научной 

конференции, приуроченной к 200-летию со дня рождения Карла Густава Якоби 

(Калининград, 2005 г.); XIV, XV, XVI Международных конференциях «Проблемы 

теоретической кибернетики» (Пенза, 2005 г., Казань 2008 г., Нижний Новгород 2011 г.); V, 

VI Московских международных конференциях по исследованию операций (Москва 

2007 г.,  2010 г.); Международной научной конференции «Параллельные вычислительные 

технологии» (Нижний Новгород, 2009 г.); VIII Международной конференции 

«Дискретные модели в теории управляющих систем» (Москва, 2009 г.); X 

Международном семинаре «Дискретная математика и ее приложения»  (Москва, 2010 г.), 

Одесском семинаре по дискретной математике (Одесса, 2011 г.).  
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Результаты работы также обсуждались на научных семинарах отделения 

информатики университета г. Падерборна (Германия, г. Падерборн, 2005 г., 2007 г., 

руководитель семинара  профессор Monien B.), научных семинарах Кафедры 

информатики и автоматизации научных исследований факультета Вычислительной 

математики и кибернетики Нижегородского государственного университета им. Н.И. 

Лобачевского (2006 г., 2011 г., 2013 г., руководитель семинара профессор Прилуцкий 

М.Х.), научном семинаре Кафедры исследования операций Математико-механического 

факультета Санкт-Петербургского государственного университета (2012 г., руководитель 

семинара профессор Романовский И.В.), научном семинаре центра исследования операций 

и бизнес статистики университета г. Левен (Бельгия, г. Левен, 2012 г., руководитель 

семинара профессор Spieksma F.C.R.), научном семинаре Вычислительного центра имени 

А.А. Дородницына Российской академии наук (2012 г., руководитель семинара академик 

Евтушенко Ю.Г.).  

Основные результаты, полученные в ходе выполнения диссертационной работы, 

отражены в 41 научной работе [2–20, 22–25, 27–30, 32–37, 81–85, 105–107], в том числе в 

11 статьях, опубликованных в ведущих рецензируемых научных журналах (Автоматика и 

телемеханика, Известия РАН. Теория и системы управления, Управление большими 

системами, Вестник Нижегородского университета им. Н.И. Лобачевского) из списка, 

рекомендованного ВАК, [8, 9, 13, 20, 22, 25, 27, 28, 29, 30, 85], а также в 3 учебно-

методических работах [21, 26, 31]. 

Все основные результаты, выносимые на защиту, получены автором 

самостоятельно. 

Структура и содержание работы 

Работа состоит из введения, пяти глав, заключения, списка литературы и 

приложения. 

Во введении отражена актуальность класса многоиндексных задач транспортного 

типа, приведен обзор основных результатов в области многоиндексных транспортных 

задач, сформулированы цели исследования, показана научная новизна работы. 

В главе 1 приводится обзор прикладных задач, относящихся к классу 

многоиндексных задач транспортного типа. Описываются содержательные постановки 

подобных прикладных задач, строятся их математические модели.  

В главе 2 излагаются общие методы исследования задач транспортного типа: поиск 

потока в сети с двусторонними пропускными способностями; поиск потока в древовидной 

транспортной сети; поиск потока в несовместной транспортной сети; построение 
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циклической  декомпозиции потока; метод ортогональных проекций при решении 

транспортных систем; решение многокритериальных транспортных задач с кусочно-

постоянными критериями оптимальности. Предложенные алгоритмы используются далее 

при разработке методов исследования многоиндексных задач транспортного типа, 

основанных на полученных в работе результатах сводимости. 

В главе 3 описываются постановки исследуемых многоиндексных задач 

транспортного типа. Постановки задач приводится с использованием разработанной 

схемы формализации многоиндексных задач. Данная формализация используется далее в 

работе при описании результатов исследования многоиндексных задач. В главе 

описывается общая формализация схем сводимости, применяемая далее при 

классификации схем сведения многоиндексных задач к классу задач поиска потока в сети.   

В главе 4 описываются результаты исследования сводимости с сохранением 

соответствия ребер класса многоиндексных задач к классу задач поиска потока 

минимальной стоимости в сети. Особенностью рассматриваемой концепции сводимости 

является существование соответствия между переменными исходной задачи и дугами 

вспомогательной сети. Предлагаемая схема сведения гарантирует, что произвольный 

оптимальный поток вспомогательной сети будет определять такое оптимальное решение 

исходной задачи, в котором переменным присваивается значение потока вдоль 

соответствующих дуг сети. В рамках рассматриваемой схемы сведения в данной главе 

устанавливается, что условие 2-вложенности множества подмножеств индексов, по 

которым происходит суммирование в системе ограничений задачи, является критерием 

сводимости. Предлагается конструктивная схема сведения класса многоиндексных задач с 

2-вложенной структурой, являющаяся оптимальной (сведение с асимптотически 

меньшими вычислительными затратами невозможно, любое увеличение вычислительных 

затрат на сведение не приводит к расширению класса сводимых многоиндексных задач). В 

главе описывается подход к решению 2-вложенных (целочисленных) многоиндексных 

задач транспортного типа, основанный на сводимости к поиску потока в сети. Данный 

подход применяется также при исследовании несовместных 2-вложенных 

многоиндексных систем и многокритериальных 2-вложенных многоиндексных задач с 

кусочно-постоянными критериями оптимальности. В главе 4 также получены 

аналогичные результаты при исследовании сводимости с сохранением соответствия ребер 

класса многоиндексных задач к классу задач поиска потока минимальной стоимости в 

древовидной сети. В рамках рассматриваемой схемы сведения в данной главе 

устанавливается, что условие 1-вложенности является критерием сводимости к классу 
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задач поиска потока в древовидной сети. Предлагается конструктивная схема сведения 

класса многоиндексных задач с 1-вложенной структурой, также являющаяся оптимальной. 

В главе описывается подход к решению 1-вложенных (целочисленных) многоиндексных 

задач транспортного типа, основанный на сводимости к поиску потока в древовидной 

сети. Данный подход применяется также при исследовании многокритериальных 1-

вложенных многоиндексных задач с кусочно-постоянными критериями оптимальности. 

Полученные результаты сводимости обобщаются в главе 4 при исследовании более 

широкого класса схем сводимости. В рамках схемы сведения с сохранением 

целочисленности устанавливается критерий сводимости, справедливый при выполнении 

известной гипотезы о неравенстве классов P и NP. 

В главе 5 описываются результаты исследования сводимости с сохранением 

соответствия циклов класса многоиндексных задач к классу задач поиска потока 

минимальной стоимости в сети. Особенностью рассматриваемой концепции сводимости 

является существование соответствия между переменными исходной задачи и простыми 

циклами вспомогательной сети. Предлагаемая схема сведения гарантирует, что 

произвольный оптимальный поток вспомогательной сети будет определять такое 

оптимальное решение исходной задачи, в котором переменным присваиваются значения 

потока вдоль соответствующих простых циклов. Величина потока вдоль простых циклов 

определяется через циклическую декомпозицию потока. В рамках рассматриваемой схемы 

сведения в данной главе устанавливается, что условие декомпозиционности 

многоиндексной задачи является достаточным условием сводимости. Предлагается 

конструктивная схема сведения класса многоиндексных задач с декомпозиционной 

структурой. В главе описывается подход к решению декомпозиционных (целочисленных) 

многоиндексных задач транспортного типа, основанный на сводимости к поиску потока в 

сети. Данный подход применяется также при исследовании несовместных 

декомпозиционных многоиндексных систем,  многокритериальных декомпозиционных 

многоиндексных задач с кусочно-постоянными критериями оптимальности. Результаты 

сводимости применены также при разработке приближенных алгоритмов решения ряда 

NP-трудных целочисленных многоиндексных задач с декомопзицонной структурой. 

В заключении подведены основные итоги проведенных в диссертационной работе 

исследований. 
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Глава 1. Многоиндексные задачи распределения ресурсов 

Широкий класс прикладных задач распределения ресурсов относится к классу 

многоиндексных задач транспортного типа [24, 27–29, 32, 35–37, 61, 78, 79]. В главе 

приводятся содержательные постановки подобных прикладных задач и строятся их 

математические модели. Далее в главе 3 будет определена общая схема формализации 

многоиндексных задач и определено соответствие между рассмотренными прикладными 

задачами и классами многоиндексных задач транспортного типа. Полученные в главах 4 и 

5 теоретические результаты сводимости многоиндексных задач к классу задач поиска 

потока в сети также будут проиллюстрированы на примере приведенных в данной главе 

прикладных задач. 

1.1. Транспортная задача с промежуточными пунктами 

Содержательная постановка 

Имеются пункты производства, промежуточные пункты и пункты потребления 

однородного продукта. Заданы максимально возможные объемы производства продукта 

каждым пунктом производства, минимально допустимые объемы потребления продукции 

каждым пунктом потребления, ограничения на объемы перевозки продукта от каждого 

пункта производства до каждого промежуточного пункта, ограничения на объемы 

перевозки продукта от каждого промежуточного пункта до каждого пункта потребления.  

Требуется найти план перевозок, обеспечивающий эффективное 

функционирование системы и удовлетворяющий ограничениям пунктов на возможные 

производимые, потребляемые и передаваемые объемы однородного продукта. 

Исходные параметры 

Пусть I – множество пунктов производства, J – множество промежуточных 

пунктов, K – множество пунктов потребления. Обозначим через iA  максимальный объем 

производства продукта пунктом производства i; kB  – минимально допустимый объем 

продукта, который необходимо доставить в пункт потребления k; ijC - максимальное 

количество продукта, которое может быть доставлено из пункта производства i в пункт 

потребления k; jkD - максимальный объем продукта, который может быть доставлен из 

промежуточного пункта j в пункт потребления k, i I, j J, k K. 
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Варьируемые параметры 

Обозначим через ijkx  количество продукта, которое будет перевезено из пункта 

производства i через промежуточный пункт j в пункт потребления k, i I, j J, k K. 

Ограничения математической модели 

Общая математическая модель проблемы перевозки однородного продукта 

представляет собой следующую систему ограничений: 

,  , IiAx i

Jj

ijk

Kk

  
(1.1) 

(объем производства продукта пунктом производства не должен превышать максимально 

возможного объема); 

,  , KkBx k

Ii Jj

ijk
 (1.2) 

(пункт потребления должен получить объем продукта не ниже минимально допустимого 

объема); 

, ,  , JjIiCx ij

Kk

ijk
 (1.3) 

(объем перевозки продукта от пункта производства до промежуточного пункта не должен 

превышать максимально допустимого объема); 

,, , KkJjDx jk

Ii

ijk
 (1.4) 

(объем перевозки продукта от промежуточного пункта до пункта потребления не должен 

превышать максимально допустимого объема); 

, , , ,0 KkJjIixijk  (1.5) 

(естественные ограничения на переменные). 

Критерий оптимальности 

Критерии оптимальности, определяющие эффективность функционирования 

системы, могут зависеть от различных показателей искомого плана перевозок. 

Рассмотрим стоимостные показатели плана. Обозначим через ia  себестоимость 

производства единицы продукции пунктом производства i; kb  – цену реализации единицы 

продукции пункту потребления k; ijc  – стоимость доставки единицы продукции из пункта 
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производства i в промежуточный пункт j; jkd  – стоимость доставки единицы продукции 

из промежуточного пункта j в пункт потребления  k. Задача минимизации расхода 

заключается в определении такого плана перевозок ,ijkx  i I, j J, k K, для которого 

выполняются ограничения (1.1)-(1.5), и принимает оптимальное значение критерий 

.min)(
Ii Jj Kk

ijkjkiji xdca  (1.6) 

Задача максимизации дохода заключается в определении такого плана перевозок 

,ijkx  i I, j J, k K, для которого выполняются ограничения (1.1)-(1.5), и принимает 

оптимальное значение критерий 

.max
Ii Jj Kk

ijkk xb  (1.7) 

Задача максимизации прибыли заключается в определении такого плана перевозок 

,ijkx  i I, j J, k K, для которого выполняются ограничения (1.1)-(1.5), и принимает 

оптимальное значение критерий 

.max)(
Ii Jj Kk

ijkjkijik xdcab  (1.8) 

В качестве показателей плана могу быть рассмотрены показатели, основанные на 

предпочтениях, определяемых контролируемыми элементами системы. Пусть 

контролируемыми элементами системы являются пункты потребления. С каждым из 

пунктов потребления k  будем связывать функцию предпочтения RRk : , 

определяющую предпочтение потребителя k  относительно объема потребляемого им 

продукта, Kk . Заметим, что объем продуктов, потребленных элементом k , 

определяется как 
Ii Jj

ijkx , Kk . На практике потребители затрудняются определить 

свои предпочтения относительно каждого из возможного объема потребленного ими 

продукта. Такие предпочтения обычно задаются путем ранжирования интервалов 

соответствующих объемов продукта. Формализация такого рода предпочтений связана с 

определением конечной вложенной последовательности интервалов соответствующих 

объемов продукта. Пусть каждый из потребителей задает p+1 вложенных интервалов 

],[ klkl BB , pl ,0 , Kk . Вложенность интервалов означает выполнение следующих 

условий ],,[],[ 11 klklklkl BBBB
 

1,0 pl , Kk . Так интервал ],[ 00 kk BB  является наиболее 

предпочтительным для потребителя k , интервал ],[ 11 kk BB  менее предпочтителен и т.д.    
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Тогда функции предпочтения определяются как кусочно-постоянные функции 

следующего вида: 

],[    если ,1

],[ ],,[    что },,...,1{    найдется   если ,

],[   если ,0

)( 11

00

kpkp

klklklkl

kk

k

BBup

BBuBBupll

BBu

u , 

где ,Ru  .Kk  Тогда задача выбора наиболее предпочтительного плана перевозок 

ставится как следующая задача многокритериальной оптимизации. Необходимо 

определить план перевозок ,ijkx  i I, j J, k K, для которого выполняются ограничения 

(1.1)-(1.5) и принимают оптимальные значения критерии, определяющие предпочтения 

пунктов потребления: 

min,)(
Ii Jj

ijkk x  Kk . (1.9) 

Если множество потребителей упорядочено с точки зрения их приоритета при 

определении эффективности функционирования всей системы в целом, то при решении 

задачи многокритериальной оптимизации (1.1)-(1.5),(1.9) может быть рассмотрена 

лексикографическая схема компромисса. В случае равнозначности потребителей в 

качестве схемы компромисса при решении задачи многокритериальной оптимизации 

(1.1)-(1.5),(1.9) может быть рассмотрена максиминная свертка.  

1.2. Задача формирования портфеля заказов 

Содержательная постановка 

Имеется предприятие, состоящее из подразделений. Определены такты 

планирования (в качестве тактов могут рассматриваться сутки, месяца, кварталы и т.д.) 

работы предприятия. Каждое из подразделений характеризуется минимально допустимым 

и максимально возможным объемом работ, который может быть выполнен в 

подразделении за период планирования. Также подразделения характеризуется 

минимально допустимым и максимально возможным объемом работ, который может быть 

выполнен в подразделении в каждый из тактов планирования. Известны заказы, 

поступающие на предприятие. Заказы характеризуются минимально допустимым и 

максимально требуемым объемом работ. Для каждого из заказов задано ранее время 

начала и позднее время окончания работ.  
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Требуется определить план выполнения работ по заказам. В случае, если 

имеющиеся мощности предприятия не позволяют выполнить работы по всем заказам в 

заданные сроки, требуется определить план выполнения работ, удовлетворяющий 

«жестким» ограничениям и минимизирующий штрафы за нарушения «желательных» 

ограничений. Постановка задачи определяется выбором жестких и желательных 

ограничений.  

Исходные параметры 

Пусть I – множество подразделений предприятия, J – множество заказов, 

},...,2,1{ pT  – множество номеров тактов планирования. Обозначим через iA  и iA  

минимально допустимый и максимально возможный объем работ, который подразделение 

i способно выполнить в течение всего периода планирования; itB  и itB  – минимально 

допустимый и максимально возможный объем работ, который подразделение i способно 

выполнить в такт планирования t ; jC  и jC  – минимально возможный и максимально 

требуемый объем работ по заказу j; jt  и jt  – минимально раннее время начала 

выполнения работ и максимально позднее время окончания выполнения работ по заказу j , 

i I, j J, t T. 

Варьируемые параметры 

Обозначим через ijtx  объем работ, выполненный подразделением i  по заказу j  в 

такт планирования t , i I, j J, t T. 

Ограничения математической модели 

Допустимым портфелем заказов будем называть набор значений ijtx , i I, j J, t T, 

удовлетворяющий следующей системе ограничений:  

,  , IiAxA i

Jj Tt

ijti
 (1.10) 

(объем работ, выполненный подразделением в течение всего периода планирования, 

должен удовлетворять заданным двусторонним ограничениям); 

,,  , TtIiBxB it

Jj

ijtit
 (1.11) 

(объем работ, выполненный подразделением в течение такта планирования, должен 

удовлетворять заданным двусторонним ограничениям); 
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,  , JjCxC j

Ii Tt

ijtj
 (1.12) 

(объем выполненных работ по заказу должен удовлетворять заданным двусторонним 

ограничениям); 

,,},,...,{\ ,0 JjIittTtx jjijt  (1.13) 

(работы по заказу могут выполняться лишь в течение заданного периода); 

,, ,0 TtJI, j ixijt  (1.14) 

(естественные ограничения на переменные). 

Критерий оптимальности 

Пусть система (1.10)-(1.14) несовместна. Несовместность может быть вызвана 

несогласованностью внутренних ограничений предприятия. Вопрос о несогласованности 

внутренних ограничений связан с исследованием совместности системы 

(1.10),(1.11),(1.14). В общем случае несовместность обусловлена тем, что ограниченные 

мощности предприятия не позволяют выполнить требуемые работы по поступившим 

заказам в заданные сроки. Разобьем ограничения на «жесткие» и «желательные» и будем 

рассматривать задачу определения плана выполнения работ, удовлетворяющего жестким 

ограничениям и минимизирующего штрафы за нарушения желательных ограничений. 

Далее рассмотрим две задачи: задачу с возможными нарушениями требуемых объемов 

работ по заказам (соответствует случаю, когда ограничение (1.12) является желательным) 

и задачу с возможными нарушениями сроков выполнения работ по заказам (соответствует 

случаю, когда ограничение (1.13) является желательным). 

Рассмотрим задачу формирования портфеля заказов с возможными нарушениями 

требуемых объемов работ по заказам. Обозначим через jc  и jc штрафы за нарушение на 

единицу минимально возможного и максимально требуемого объем работ по заказу j ; jy  

и jy  – искомые величины, на которые будут нарушены нижняя и верхняя границы объема 

работ по заказу j , Jj . Введем дополнительные ограничения 

,  , JjyCxyC jj

Ii Tt

ijtjj
 (1.15) 

(объем выполненных работ по заказу с учетом возможных нарушений должен 

удовлетворять заданным двусторонним ограничениям); 
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,  ,0, Jjyy jj  (1.16) 

(естественные ограничения на переменные). Тогда задача формирования портфеля заказов 

с возможными нарушениями требуемых объемов работ по заказам заключается в 

определении величин ,ijkx  i I, j J, k K и ,  ,, Jjyy jj  удовлетворяющих системе 

ограничений (1.10),(1.11),(1.13)–(1.16) и минимизирующих суммарный штраф за 

нарушение требуемых объемов работ 

.min)(
Jj

jjjj ycyc

 
(1.17) 

Рассмотрим задачу формирования портфеля заказов с возможными нарушениями 

сроков выполнения работ по заказам. Обозначим через jd  и jd  штраф за нарушение 

начального и конечного сроков выполнения работ на один такт, на одну единицу объема.  

Тогда задача заключается в определении величин ,ijkx  i I, j J, k K и ,  ,, Jjyy jj  

удовлетворяющих системе ограничений (1.10)–(1.12),(1.14) и минимизирующих 

суммарный штраф за нарушение сроков выполнения работ 

.min)()(
1

1

1 Ii Jj

p

tt

ijtjj

Ii Jj

t

t

ijtjj

j

j

xttdxttd  (1.18) 

1.3. Объемно-календарное планирование переработки газового 

конденсата  

Предприятие по переработки газового конденсата представляет собой 

производственную систему с непрерывным циклом изготовления основной продукции, в 

которой из сырья, под воздействием технологических режимов, изготавливаются 

продукты производства. Основными элементами рассматриваемой системы являются: 

– емкости резервуарного парка, 

– технологические установки, 

– потребители продукции. 

Емкости характеризуются максимальной вместимостью. Для технологических 

установок заданы их производительности – минимально и максимально возможные 

объемы производимых продуктов в такт времени. Для потребителей в каждый из тактов 

планируемого времени заданы минимально возможные и максимально требуемые объемы 

продуктов.  
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Рассматриваемая производственная система функционирует по следующей схеме. 

Изначально сырье (газовый конденсат) поступает в емкости резервуарного парка 

предприятия, откуда по трубопроводам поступает на технологические установки. В 

технологических установках под воздействием технологических режимов из 

поступающего сырья производятся продукты производства (бензин АИ-92, АИ-80, ДТ, 

пропан и др.). Далее готовая продукция отправляется потребителям. Требуется 

определить план производства и поставки продуктов потребителям с учетом ограничений 

производственной системы и требований потребителей, при котором система будет 

функционировать эффективно. Условия эффективности формализуются в виде критериев 

оптимальности, которые определяют различные экономические показатели плана.    

Исходные параметры 

Пусть I – множество емкостей под сырье, J – множество технологических 

установок, K – множество различных видов готовой продукции, выпускаемой 

предприятием, P – множество потребителей готовой продукции, T – множество тактов 

планирования. Обозначим через iA  максимальную вместимость емкости i; jkB  и jkB  - 

минимальная и максимальная производительность технологической установки j по 

продукции k; ptkC  и ptkC  – минимально возможный и максимально требуемый для 

потребителя p в такт t объемы продукта k, i I, j J,  k K, p P, t T. 

Варьируемые параметры 

Обозначим через ijkptx  объем сырья, который из емкости i поступит на установку j 

для  изготовления продукта k, который будет отправлен потребителю p в такт t, i I, j J,  

k K, p P, t T. 

Ограничения математической модели 

Общая математическая модель объемно-календарного планирования процесса 

переработки газового конденсата представляет собой следующую систему ограничений: 

,  , IiAx i

Jj Kk Pp Tt

ijkpt
  (1.19) 

(объем сырья помещенные в емкость не должен превышать ее вместимости); 

,,,  , TtKkJjBxB jk

Ii Pp

ijkptjk
 (1.20) 
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(в каждый из тактов времени объем производимой продукции должен удовлетворять 

ограничениям на производительность установки); 

,,,  , KkTtPpCxC ptk

Ii Jj

ijkptptk
 (1.21) 

(объем каждого из видов продукции, получаемый потребителями в каждый из тактов 

времени, должен удовлетворять заданным двусторонним ограничениям); 

,,,, ,0 TtPpKkJI, j ixijkpt  (1.22) 

(естественные ограничения на переменные). 

Критерий оптимальности 

Условия эффективного функционирования системы связаны с различными 

экономическими показателями плана, которые определяются следующими параметрами: 

kpta  –ожидаемый доход от реализации единицы продукции k потребителю p в такт t; jkb  – 

затраты технологической установки j на переработку единицы сырья в продукцию k; ijc  – 

затраты на перемещения единицы сырья из емкости i в технологическую установку j;  td  – 

ожидаемая стоимость сырья в такт t; kpe  – затраты на доставку единицы готовой 

продукции k потребителю p, i I, j J, k K, p P, t T. 

Тогда задача максимизации суммарного дохода предприятия от реализации 

продукции заключается в определении такого плана ijkptx , i I, j J, k K, p P, t T, для 

которого выполняются ограничения (1.19)-(1.22) и принимает оптимальное значение 

критерий 

.max
Kk Pp Tt Ii Jj

ijkptkpt xa  (1.23) 

Задача минимизации суммарных затрат технологических установок на переработку 

сырья в готовую продукцию заключается в определении такого плана ijkptx , i I, j J, k K, 

p P, t T, для которого выполняются ограничения (1.19)-(1.22) и принимает оптимальное 

значение критерий 

.min
Jj Kk Ii Pp Tt

ijkptjk xb  (1.24) 

Задача минимизации суммарных затрат на перемещение сырья из емкостей в 

технологические установки заключается в определении такого плана ijkptx , i I, j J, k K, 
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p P, t T, для которого выполняются ограничения (1.19)-(1.22) и принимает оптимальное 

значение критерий 

.min
Ii Jj Kk Pp Tt

ijkptij xc  (1.25) 

Задача минимизации суммарных затрат на закупку предприятием сырья 

заключается в определении такого плана ijkptx , i I, j J, k K, p P, t T, для которого 

выполняются ограничения (1.19)-(1.22) и принимает оптимальное значение критерий 

.min
Tt Ii Jj Kk Pp

ijkptt xd  (1.26) 

Задача минимизации суммарных затрат на доставку предприятием готовой 

продукции потребителям заключается в определении такого плана ijkptx , i I, j J, k K, 

p P, t T, для которого выполняются ограничения (1.19)-(1.22) и принимает оптимальное 

значение критерий 

.min
Kk Pp Ii Jj Tt

ijkptkp xe  (1.27) 

Задача максимизации суммарной прибыли предприятия заключается в определении 

такого плана ijkptx , i I, j J, k K, p P, t T, для которого выполняются ограничения (1.19)-

(1.22) и принимает оптимальное значение критерий 

.min)(
Ii Jj Kk Pp Tt

ijkptkptijjkkpt xedcba  (1.28) 

1.4. Задача составления расписания занятий  

Для каждого из преподавателей известны занятия, которые он может провести, и 

время, в которое он может провести занятия. Для каждой из аудиторий известно время, 

когда она доступна. Необходимо составить допустимое расписание проведения занятий 

учебного заведения, т.е. определить время проведения занятий, преподавателя и выделить 

аудиторию с учетом описанных ограничений.  

Наряду с проблемой составления допустимого расписания будем рассматривать 

задачу построения оптимального расписания. Пусть для каждого из преподавателей 

заданы предпочтения относительно занятий и времени их проведения; для каждой 

аудитории известны предпочтения относительно времени, когда ее можно использовать.  

Необходимо составить расписание проведения занятий учебного заведения, 

максимизирующее суммарные предпочтения.  
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Исходные параметры 

Пусть I – множество преподавателей, J – множество занятий, K – множество 

аудиторий, T – множество непересекающихся интервалов времени, в которые занятия 

могут проходить. Обозначим через iA  – множество занятий, которые могут быть 

проведены преподавателем i , JAi ; iB  – множество интервалов времени, в которые 

преподаватель i  может провести занятия, TBi ; kC  – множество  интервалов времени, в 

течение которых аудитория k  доступна, TCk , i I, j J, k K. Предпочтения будем 

связывать с весовыми коэффициентами. Тогда дополнительно обозначим через ija  – 

предпочтение преподавателя i  относительно занятия j ; itb  – предпочтения преподавателя 

i  относительно интервала времени t ; ktc  – предпочтение для аудитории k относительно 

интервала времени t , i I, j J, k K, t T. 

Варьируемые параметры 

Обозначим через ijktx  переменную, принимающую значение равное 1, если 

преподаватель i проводит занятие j в аудитории k в интервал времени t, и принимающую 

значение равное 0, иначе, i I, j J, k K, t T. 

Ограничения математической модели 

Общая математическая модель проблемы составления допустимого расписания 

представляет собой следующую систему ограничений: 

,,  ,1 TtIix
Jj Kk

ijkt
  (1.29) 

(преподаватель может провести не более одного занятия в каждый из интервалов 

времени); 

,  ,1 Jjx
Ii Kk Tt

ijkt
 (1.30) 

(занятие должно быть проведено); 

,,  ,1 TtKkx
Ii Jj

ijkt
 (1.31) 

(в каждый интервал времени аудитория может быть выделена не более чем под одно 

занятие); 

,,,,\  ,0 TtKkIiAJjx iijkt  (1.32) 
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(преподаватель не проводит занятия, которые не может провести); 

,,,,\  ,0 KkJjIiBTtx iijkt  (1.33) 

(преподаватель не проводит занятия, в интервалы времени, в которые не может провести); 

,,,,\  ,0 KkJjIiCTtx kijkt  (1.34) 

(аудитория не может быть выделена в тот интервал времени, когда она недоступна); 

,,, },1,0{ TtKkJI, j ixijkt  (1.35) 

(естественные ограничения на переменные). 

Критерий оптимальности 

Задача составления оптимального расписания, максимизирующего суммарные 

предпочтения заключается в определении расписания ijktx , i I, j J, k K, t T, для 

которого выполняются ограничения (1.29)–(1.35) и принимает оптимальное значение 

критерий 

.max)(
Ii Jj Kk Tt

ijktktitij xcba  (1.36) 

Несложно увидеть, что проблема составления допустимого расписания (1.29)-(1.35) 

сводится к задаче составления оптимального расписания (1.29)-(1.31),(1.35),(1.36). 

Действительно, пусть  

i

i

ij
AJj

Aj
a

\ ,1

 ,0
, Ii ; 

i

i

it
BTt

Bt
b

\ ,1

 ,0
, Ii ; 

k

k

kt
CTt

Ct
c

\ ,1

 ,0
, Kk . 

Тогда система ограничений (1.29)-(1.35) совместна тогда и только тогда, когда 

оптимальное значение критерия в соответствующей задаче (1.29)-(1.31),(1.35),(1.36) равно 

нулю. 



 26 

Выводы 

Рассмотрены примеры постановок прикладных задач распределения ресурсов, 

относящихся к классу многоиндексных задач транспортного типа:  

– транспортная задача с промежуточными пунктами,  

– задача формирования портфеля заказов,  

– задача объемно-календарного планирования переработки газового конденсата, 

– задача составления расписания занятий.  

Далее в работе при описании общей схемы формализации многоиндексных задач 

транспортного типа будет определено место рассмотренных прикладных задач в классе 

многоиндексных задач транспортного типа. Приведенные прикладные многоиндексные 

задачи будут использованы также в диссертационной работе при иллюстрации 

полученных теоретических результатов.  
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Глава 2. Методы исследования транспортных задач  

Глава посвящена изложению методов исследования ряда задач транспортного типа, 

рассмотренных в [13, 29, 30, 32, 78, 80]. Строятся алгоритмы решения рассматриваемых 

транспортных задач, проводится анализ их вычислительной сложности. Далее в работе, 

если не оговорено иного, при анализе сложности алгоритмов будем оценивать, как и в 

[77], количество вычислительных операций (арифметических операции, логических 

операции, элементарных операций с памятью) на машине с произвольным доступом к 

памяти. Полученные в данной главе результаты будут использованы далее при 

построении алгоритмов решения многоиндексных задач транспортного типа, основанных 

на сводимости к классу задач поиска потока в сети.  

2.1. Поток в сети с двусторонними ограничениями 

Многие работы посвящены методам решения классических потоковых задач – 

задачи поиска максимального потока и задачи поиска потока минимальной стоимости 

заданной величины в сети с односторонними пропускными способностями. Обзор и 

оценки вычислительной сложности разработанных методов решения данных задач 

приводятся в [110, 145, 150]. В данном разделе рассматриваются задачи поиска потока в 

сети с двусторонними пропускными способностями. Приводится схема, позволяющая 

сводить задачи поиска потока в сети с двусторонними пропускными способностями к 

классическим задачам поиска потока в сети (с односторонними пропускными 

способностями). Формальное описание и доказательство корректности данной схемы 

были описаны в [13, 18, 81], сама схема основана на идеи, предложенной в [101]. Также 

отметим, что алгоритмы решения потоковых задач с двусторонними пропускными 

способностями применялись ранее при исследовании задач распределения ресурсов в 

иерархических системах [3, 4, 6, 10, 11, 14, 16, 17, 19, 23, 33, 82, 83, 105]. 

Задан ориентированный граф без петель ),( GG AVG , 
2

GG VA . Здесь GV  и GA  –  

множество вершин и дуг графа G  соответственно. Там, где это не вызывает 

неоднозначности, будем опускать нижний индекс G  при записи множества вершин и 

множества дуг графа. Среди множества вершин графа выделены специальные вершины , 

, называемые истоком и стоком соответственно, , . Обозначим через  и 

 заданные значения нижней пропускной способности, верхней пропускной способности 

s

t ts Vts, ijij ba ,

ijc
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и стоимости дуги , соответственно, . Здесь ijij ba0 , . Через  

обозначим поток вдоль дуги , ; через  – величину потока. 

Тогда задача поиска максимального потока заключается в нахождение значений 

,ijx
 

, и , являющихся решением следующей задачи линейного 

программирования: 

tiv

tsVi

siv

xx
Aij

ji

Aji

ij

 ,

},{\ ,0

 ,

),(),(

, (2.1) 

 
(2.2) 

 (2.3) 

Далее задачу (2.1)-(2.3) будем обозначать через )),(,;;;( AjibtsGz ijMF  (MF соответствует 

англоязычному названию max flow problem).  

Определение 2.1. Набор значений ijx , Aji ),( , удовлетворяющих системе 

ограничений (2.1),(2.2) задачи )),(,;;;( AjibtsGz ijMF  при фиксированном значении 

параметра v , будем называть потоком величины v . 

Определение 2.2. Пусть ijx , Aji ),( , и v  – решение задачи 

).),(,;;;( AjibtsGz ijMF  Тогда набор значений ijx , Aji ),( , будем называть 

максимальным потоком; а значение v  – величиной максимального потока. 

При фиксированном значение параметра v  задача поиска потока минимальной 

стоимости заданной величины заключается в нахождении значений ijx , Aji ),( , 

являющихся решением задачи линейного программирования с системой ограничений 

(2.1),(2.2) и критерием 

.min
),( Aji

ijijxc  
(2.4) 

Задачу (2.1),(2.2),(2.4) будем обозначать через )),(,,;;;;( AjicbvtsGz ijijMCF  (MCF 

соответствует англоязычному названию min cost flow problem). 

Проблема поиска допустимой циркуляции заключается в нахождении величин ijx , 

Aji ),( , удовлетворяющих системы линейных неравенств  

),( ji Aji ),( Aji ),( ijx

),( ji Aji ),( v

Aji ),( v

,),(,0 Ajibx ijij

.maxv
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,,0
),(),(

Vixx
Aij

ji

Aji

ij
 

(2.5)  

.),(, Ajibxa ijijij  (2.6) 

Проблему (2.5),(2.6) будем обозначать через )),(,;( AjibaGz ijijFC  (FС соответствует 

англоязычному названию feasible circulation problem). Задача поиска циркуляции 

минимальной стоимости ставится как задача линейного программирования (2.5),(2.6),(2.4) 

и обозначается через )),(,,;( AjicbaGz ijijijMCC  (MCC соответствует англоязычному 

названию min cost circulation problem). 

Определение 2.3. Набор значений ijx , Aji ),( , удовлетворяющих системе 

ограничений (2.5),(2.6) проблемы )),(,;( AjibaGz ijijFC , будем называть допустимой 

циркуляцией. 

Определение 2.4. Решение задачи )),(,,;( AjicbaGz ijijijMCC  будем называть 

циркуляцией минимальной стоимости. 

Приведем схему, позволяющую сводить проблему поиска допустимой циркуляции 

(задачу поиска циркуляции минимальной стоимости) к задаче поиска максимального 

потока (задаче поиска потока минимальной стоимости заданной величины).  

Определение 2.5. Пусть задана проблема поиска допустимой циркуляции 

)),(,;( AjibaGz ijijFC , где ),( AVG , тогда соответствующей задачей поиска 

максимального потока будем называть задачу )),(,;;;( AjibtsGz ijMF , определяемую 

следующим образом: 

– ),( AVG ,  

– },{ tsVV , где ts,  - новые вершины,  

– )}),(),,{(( tiisAA
Vi

, 

– ijijij abb , Aji ),( , 

– 
Aij

jisi ab
),(

, 
Aji

ijit ab
),(

, Vi . 
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Теорема 2.1. Для существования допустимой циркуляции проблемы 

)),(,;( AjibaGz ijijFC  необходимо и достаточно, чтобы величина максимального потока 

соответствующей задачи )),(,;;;( AjibtsGz ijMF  равнялась 
Aji

ija
),(

. 

Доказательство. Рассмотрим проблему поиска допустимой циркуляции 

)),(,;( AjibaGZZ ijijFCFC  и соответствующую ей задачу поиска максимального потока

)),(,;;;( AjibtsGZZ ijMFMF .  

Пусть ijx , Aji ),( , допустимая циркуляция проблемы 
FCz . Тогда покажем, что 

величина максимального потока в соответствующей задачи MFz  равна 
Aji

ija
),(

. Приведем 

конструктивное доказательство, основанное на построении максимального потока задачи 

MFZ . Определим значения ijx , Aji ),( , следующим образом: 

– ijijij axx , Aji ),( ; 

– 
Aij

jisi ax
),(

, 
Aji

ijit ax
),(

, Vi . 

Рассмотрим величины  
Aij

ji

Aji

ij xx
),(),(

, Vi . Рассмотрим следующие возможные 

случаи. Пусть si , тогда  

Aji

ji

Vi Aij

ij

Aji

ij

Aij

ji

Aji

ij aaxxx
),(),(),(),(),(

. 

Пусть ti , тогда  

.
),(),(),(),(),( Aji

ji

Vi Aji

ji

Aij

ji

Aij

ji

Aji

ij aaxxx  

Пусть Vi , тогда согласно (2.5) 

Aij

jisi

Aji

ijit

Aij

ji

Aji

ij xxxxxx
),(),(),(),(

 

0)()(
),(),(),(),(),(),( Aij

ji

Aji

ij

Aij

jiji

Aij

ji

Aji

ijij

Aji

ij xxaxaaxa . 

Отсюда ijx , Aji ),( , удовлетворяет ограничению (2.1), при фиксированном значении 

параметра 
Aji

ijav
),(

. Далее рассмотрим величины ijx , Aji ),( :  

sisi bx , 
itit bx , Vi ; ijijij axx , Aji ),( , 
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тогда в соответствии с неравенством (2.6) выполняется следующее условие 

ijijijij babx0 , Aji ),( . Таким образом, ijx , Aji ),( , удовлетворяет ограничению 

(2.2). Следовательно, ijx , Aji ),( , является потоком величины 
Aji

ija
),(

. По теореме о 

максимальном потоке и минимальном разрезе [102] величина максимального потока не 

превосходит пропускной способности любого из разрезов сети. Рассмотрим разрез 

}){\,( sVs , его пропускная способность равна 
Aji

ija
),(

, но так как величина потока ijx , 

Aji ),( , также равна 
Aji

ija
),(

, то построенный поток является максимальным. 

Далее пусть ijx , Aji ),( , максимальный поток величины 
Aji

ija
),(

 в задаче 
MFz . 

Тогда покажем, что существует допустимая циркуляция проблемы 
FCz . Приведем здесь 

также конструктивное доказательство, основанное на построении допустимой циркуляции 

ijx , Aji ),( .  Определим значения ijx , Aji ),( , следующим образом: ijijij axx , 

Aji ),( . Рассмотрим величины 
Aij

ji

Aji

ij xx
),(),(

, Vi . Заметим, что так как величина 

максимального потока ijx , Aji ),( , равна 
Aji

ija
),(

, то 
Aij

jisi ax
),(

, 
Aji

ijit ax
),(

, Vi . 

Отсюда согласно (2.1) 

Aij

jijiij

Aji

ij

Aij

ji

Aji

ij axaxxx
),(),(),(),(

)()(  

,0
),(),(),(),( Aij

ji

Aji

ijsi

Aij

jiit

Aji

ij xxxxxx .Vi  

Таким образом, ijx , Aji ),( , удовлетворяет ограничению (2.5) и является циркуляцией. 

Далее рассмотрим величины ijijij axx , Aji ),( . Так как ijijij abb , Aji ),( , то в 

соответствии с ограничением (2.2) справедливо следующее условие 

ijijijijijijij babaxxa , Aji ),( . Таким образом, ijx , Aji ),( , удовлетворяет 

ограничению (2.6). Следовательно, построенная циркуляция является допустимой 

циркуляцией проблемы 
FCz . Теорема доказана. 

На основании конструктивного доказательства теоремы 2.1 можно сформулировать 

следующее следствие. 

Следствие 2.1. Если величина максимального потока задачи 

)),(,;;;( AjibtsGzz ijMFMF , соответствующей проблеме поиска допустимой циркуляции 
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)),(,;( AjibaGzz ijijFCFC , равна 
Aji

ija
),(

 и ijx , Aji ),(  – максимальный поток задачи 

MFZ , то ijijij axx , Aji ),( , является допустимой циркуляцией проблемы 
FCz . 

Алгоритм 2.1. Поиск допустимой циркуляции. 

Вход. Проблема )),(,;( AjibaGzz ijijFCFC . 

Шаг 1. Построить задачу поиска максимального потока 

)),(,;;;( AjibtsGzz ijMFMF , соответствующую проблеме 
FCz . Перейти на шаг 2. 

Шаг 2. Найти максимальный поток ijx , Aji ),( , в задаче MFz . Перейти на шаг 3. 

Шаг 3. Если величина максимального потока задачи MFz  равна 
Aji

ija
),(

, то перейти 

на шаг 4; иначе проблема 
FCz  несовместна и алгоритм завершен. 

Шаг 4. Построить допустимую циркуляцию проблемы 
FCz  по следующему 

правилу ijijij axx , Aji ),( , алгоритм завершен. 

Согласно определению (2.5), количество вершин и дуг в графе G  задачи 

)),(,;;;( AjibtsGzz ijMFMF , соответствующей задаче )),(,;( AjibaGzz ijijFCFC , равно 

|)(|2|| VOV  и |)||(|||||2 AVOAV  соответственно. Применим для решения 

задачи поиска максимального потока MFz  алгоритм, требующий ),( mn  вычислительных 

операций, где n  и m  количество вершин и дуг графа G , соответственно. Отсюда: 

Утверждение 2.1. Алгоритм 2.1 решения проблемы )),(,;( AjibaGz ijijFC  требует 

|))||(||),(|( AVOVO  вычислительных операций. 

Определение 2.6. Пусть задана задача поиска циркуляции минимальной стоимости 

)),(,,;( AjicbaGz ijijijMCC , где ),( AVG , тогда соответствующей задачей поиска потока 

минимальной стоимости заданной величины будем называть задачу 

)),(,;;;;( AjicbvtsGz ijijMCF , определяемую следующим образом. Здесь граф ),( AVG , 

вершины ts,  и пропускные способности ijb , Aji ),( , зададим по аналогии с 

определением (2.5). Параметр v  зададим равным 
Aji

ija
),(

. Стоимости дуг определим 

следующим образом: ijij cc , Aji ),( ; 0ijc , AAji \),( . 
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Следствие 2.2. Если задача )),(,;;;;( AjicbvtsGzz ijijMCFMCF , соответствующая 

задаче поиска циркуляции минимальной стоимости )),(,,;( AjicbaGzz ijijijMCCMCC  

совместна и ijx , Aji ),(  – поток минимальной стоимости заданной величины задачи 

MCFz , то ijijij axx , Aji ),( , является циркуляцией минимальной стоимости задачи 

MCCz . 

Алгоритм 2.2. Поиск циркуляции минимальной стоимости. 

Вход. Задача )),(,,;( AjicbaGzz ijijijMCCMCC . 

Шаг 1. Используя алгоритм  2.1, решить проблему )),(,;( AjibaGzz ijijFCFC . Если 

проблема 
FCz  совместна, то перейти на шаг 2; иначе задача 

МССz  несовместна и алгоритм 

завершен. 

Шаг 2. Построить задачу поиска потока минимальной стоимости заданной 

величины )),(,;;;;( AjicbvtsGz ijijMCF , соответствующую задаче 
МССz . Перейти на шаг 2. 

Шаг 3. Найти поток минимальной стоимости заданной величины ijx , Aji ),( , 

задачи 
MCFz . Перейти на шаг 3. 

Шаг 4. Построить циркуляцию минимальной стоимости задачи 
МССz  по 

следующему правилу ijijij axx , Aji ),( , алгоритм завершен. 

Как уже было установлено, количество вершин и дуг в графе G  равно |)(|VO  и 

|)||(| AVO  соответственно. Применим для решения задачи поиска потока минимальной 

стоимости заданной величины 
MCFz  алгоритм, требующий ),( mn  вычислительных 

операций, где n  и m  количество вершин и дуг графа G  соответственно. Отсюда: 

Утверждение 2.2. Алгоритма 2.2 решения задачи поиска циркуляции минимальной 

стоимости )),(,,;( AjicbaGz ijijijMCC  требует |))||(||),(|( AVOVO +

|))||(||),(|( AVOVO  вычислительных операций. 

2.2. Поток в древовидной транспортной сети 

В данном разделе будут рассмотрены специальные потоковые алгоритмы анализа 

древовидных сетевых моделей, предложенные независимо в работах [80, 144]. Вопросы 

исследования древовидных сетевых моделей рассматривались также в [107].  
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Задано корневое ориентированное дерево , . Среди множества 

вершин дерева выделена специальная вершина s  – корень дерева, Vs , и подмножество 

T  – множество листьев, VT . Обозначим через 
ii ba ,  и 

ic  заданные значения нижней 

пропускной способности, верхней пропускной способности и стоимости вершины i  

соответственно, Vi . Здесь ii ba0 , Vi . Через 
ix  обозначим поток через вершину i , 

Vi . 

Тогда задача поиска потока минимальной стоимости в древовидной сети 

заключается в нахождение значений 
ix , Vi , являющихся решением следующей задачи 

линейного программирования: 

,\,0
),(

TVixx
Aji

ji
 (2.7) 

,),(, Ajibxa iii
 (2.8) 

.min
Vi

ii xc  (2.9) 

Далее задачу (2.7)-(2.9) будем обозначать через ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
 (MСFT 

соответствует англоязычному названию min cost flow problem in tree-like network). 

Проблему исследования совместности системы (2.8), (2.9) будем обозначать через 

),,;( VibaGz iiFFT
 (FFT соответствует англоязычному названию feasible flow problem in 

tree-like network). 

Определение 2.7. Набор значений 
ix , Vi , удовлетворяющих системе 

ограничений (2.8), (2.9) проблемы ),,;( VibaGz iiFFT
, будем называть допустимым 

потоком древовидной сети. 

Определение 2.8. Набор значений 
ix , Vi , являющийся решением задачи 

),,,;( VicbaGz iiiMCFT
, будем называть потоком минимальной стоимости древовидной 

сети. 

Рассмотрим приведенные величины ,p

ia  ,p

ib  Vi , которые определяются с 

помощью рекуррентных соотношений: 

),( AVG 2AV
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,i

p

i aa  Ti , 

,i

p

i bb  Ti , 

,,max
)(iQj

p

ji

p

i aaa  TVi \ , 

,,min
)(iQj

p

ji

p

i bbb  TVi \ , 

(2.10) 

где }),(|{)( AjijiQ , Vi . Метод исследования совместности системы (2.8), (2.9) 

основан на следующей теореме о приведенных границах [80]. 

Теорема 2.2. Система (2.8), (2.9) совместна тогда и только тогда, когда p

i

p

i ba , 

Vi . 

Доказательство. Необходимость условий теоремы очевидна. Доказательство 

достаточности проведем конструктивно. Покажем, что при выполнении условий теоремы 

специальным образом построенный набор значений неизвестных 
ix , Vi , является 

допустимым решением системы (2.8), (2.9). 

Так как по условию теоремы p

s

p

s ba , то найдется значение ],[ p

s

p

ss bax . Далее 

пусть для некоторого Vi  найдено значение переменной 
ix , что ],[ p

i

p

ii bax . Из 

рекуррентных соотношений (2.10), в случае выполнения условий теоремы, следует, что 

],[],[ ii

p

i

p

i baba , и тем самым ],[ iii bax . Значения неизвестных jx , )(iQj , 

определяются из следующих соотношений: 

Aji

ji xx
),(

, 
(2.11) 

p

jj

p

j bxa , )(iQj . (2.12) 

Система (2.11),(2.12) совместна в силу того, что ],[ p

i

p

ii bax  и 

],[],[
),(),( Aji

p

j

Aji

p

j

p

i

p

i baba . Построенный таким образом набор значений неизвестных 

является решением системы (2.8), (2.9). Теорема доказана. 

На основании конструктивного доказательства теоремы 2.2 можно построить 

алгоритм поиска допустимого потока древовидной сети. 
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Алгоритм 2.3. Поиск допустимого потока древовидной сети. 

Вход. Проблема ),,;( VibaGzz iiFFTFFT
. 

Шаг 1. Используя рекуррентные соотношения (2.10), вычислить приведенные 

границы ,p

ia  ,p

ib  Vi . Если p

i

p

i ba , Vi , перейти на шаг 2; иначе проблема 
FFTZ  

несовместна и алгоритм завершен. 

Шаг 2. Выбрать ],[ p

s

p

ss bax . Перейти на шаг 3. 

Шаг 3. Если найдется TVi \ , что величина 
ix  найдена и не найдены величины 

jx , )(iQj , то перейти на шаг 4; иначе построенный набор 
ix , Vi , является 

допустимым потоком древовидной сети проблемы FFTz , алгоритм завершен. 

Шаг 4. Вычислить величины jx , )(iQj , как решение системы уравнений 

(2.11),(2.12), для чего воспользуемся следующей процедурой. Определить начальные 

значения переменных p

jj ax , )(iQj . Просмотреть в произвольном порядке элементы 

)(iQj , если 
i

iQl

l xx
)(

, то ),min(:
)(iQl

lij

p

jjj xxxbxx  и перейти к следующему 

элементу множества )(iQ ; иначе система (2.11),(2.12) решена, и перейти на шаг 3. 

Граф G имеет древовидную структуру поэтому, используя обход дерева в ширину, 

можно упорядочить вершина графа таким образом, что },...,{ ||1 ViiV  и при этом 

},...,{)( ||1 Vll iiiQ , ||,1 Vl . Данная процедура требует |)(|VO  вычислительных 

операций. При вычислении приведенных границ ,p

ia  ,p

ib  Vi , на шаге 1 алгоритма 2.3, 

основанном на рекуррентных соотношениях (2.10), необходимо просматривать вершины 

упорядоченного множества },...,{ ||1 Vii  в обратном порядке, тем самым будет 

гарантированна корректность вычисления приведенных границ по данным рекуррентным 

соотношениям. При обработке каждый из вершин 
li  просматриваются приведенные 

границы вершин множества )( liQ . Так как  

|)(|)( VOiQ
Vi

, (2.13) 

то шаг 1 алгоритма 2.3 требует |)(|VO  вычислительных операций. Выбирать вершины на 

шаге 3 алгоритма 2.3 следует, просматривая упорядоченное множество },...,{ ||1 Vii  в прямом 

порядке. Тогда для каждой из просматриваемых вершин 
li  (кроме вершин множества T ) 
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будет выполнены соответствующие шаги 4 алгоритма. На шаге 4 предложенная процедура 

решения системы (2.11),(2.12) требует |)(| liQ  вычислительных операций. В силу (2.13) 

выполнение цикла шаг 3-4 алгоритма 2.3 требует |)(|VO  вычислительных операций. 

Отсюда: 

Утверждение 2.3. Алгоритм 2.3 решения задачи поиска допустимого потока 

),,;( VibaGz iiFFT
 требует |)(|VO  вычислительных операций. 

При исследовании задачи ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
, не уменьшая общности, будем 

считать, что 0ic , TVi \ . Действительно, если это не так, то для каждой из вершин 

Ti  рассмотрим путь 
tjj ,...,1
, соединяющий лист i  с корнем дерева, здесь Ajj ll ),( 1

, 

1,1 tl , и sj1
, ijt

; тогда определим модифицированную стоимость вершины i  как 

t

l

ii cc
1

. Модифицированные стоимость остальных вершин определим равными нулю, 

0ic , TVi \ . Легко увидеть, что задачи  ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
 и ),,,;( VicbaGz iiiMCFT

 

эквивалентны.  

Введем ряд вспомогательных обозначений необходимых далее при исследовании 

задачи поиска потока минимальной стоимости в древовидной сети. Обозначим через  

путь из корня  к листу i в дереве , таким образом, ),,...,()( 0 kvvit  где  – длина пути 

, , , , , . Через  обозначим множество всех 

путей из корня к листьям в графе , .  Пусть ),...,( 0 kvvt  – путь в 

графе  и Vv . Тогда для удобства будем обозначать tv , если путь  проходит через 

вершину v , т.е. найдется },...,0{ kj , что vv j ; в противном случае будем обозначать 

tv .  

Лемма 2.1. Пусть Ti*  такой, что |||| *ii cc , Ti . Если задача 

),,,;( VicbaGz iiiMCFT
 совместна, то существует оптимальное решение *

ix , Vi , задачи 

),,,;( VicbaGz iiiMCFT
 такое, что выполняется следующее соотношение 

0c если ),(max

0c если ),(min

*

1

*

1

*
1

}{\)(
,0

1

}{\)(
,0

*

i

k

jl vvQv

p

v

p

v
kj

i

k

jl vvQv

p

v

p

v
kj

i

ll

j

ll

j

ba

ab

x , (2.14) 

( )t i

s G k

)(it sv0 ivk Avv jj ),( 1 1,0 kj Ti )(GT

G }|)({)( TiitGT

G t
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где ),...,()( 0

*

kvvit . 

Доказательство. Пусть задача ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
 совместна, и ix , Vi , ее 

оптимальное решение задачи ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
. Обозначим через Ti*  лист дерева, 

для которого выполняется |||| *ii cc , Ti . Покажем, что можно построить оптимальное 

решение задачи, для  которого выполняется соотношение (2.14). Далее рассмотрим два 

случая: 0*i
c  и 0*i

c .  

1. Пусть 0*i
c . Обозначим )(min

1 }{\)(
,0

1

j

kl vvQv

p

v

p

v
kj

ll

j
abh , где ),...,()( 0

*

kvvit . Если 

hx
i*

, то для оптимального решения 
ix , Vi , выполняется соотношение (2.14), и лемма 

доказана. Если hx
i*

, то 
ix , Vi , не удовлетворяет системе (2.7),(2.8), однако это 

противоречит тому, что 
ix , Vi , – оптимальное решение задачи ),,,;( VicbaGz iiiMCFT

. 

Далее рассмотрим случай hx
i* .  

Если 0*i
c , то 0ic , Ti , и тогда произвольное допустимое решение задачи  

),,,;( VicbaGz iiiMCFT  
будет являться оптимальным решением. Тогда, если p

vv jj
bx , 

kj ,0 , то пусть )(min
,0 jj v

p

v
kj

xb  и модифицируем решение ix , Vi , по следующему 

правилу 
ii xx : , )( *iti .  Если 0*i

c , то покажем от противного, что существует 

},...,0{ kj  такой, что p

vv jj
bx . Предположим, что p

vv jj
bx , kj ,0 , и пусть  

)(min
,0 jj v

p

v
kj

xb . Тогда построим поток 
ix , Vi , по следующему алгоритму 

– 
ii xx : , Vi , 

– 
ii xx : , )( *iti . 

Несложно увидеть, что ix , Vi , удовлетворяет системе (2.7),(2.8). Т.к. 0 , то 

выполняется 
Vi

ii

Vi

ii xcxc , что противоречит оптимальности решения 
ix , Vi . 

Получаем противоречие, предположение неверно. Тогда обозначим 

}},...,0{,|max{ kjbxjj p

vv jj
. При этом kj , т.к. в противном случае hx

i*
.  
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Далее покажем от противного, что найдется }1,...,{ kjj  и }{\)( 1jj vvQv , 

что p

vv ax . Предположим, что p

vv ax , }{\)( 1jj vvQv , 1,kjj . Справедливо 

соотношение  

1

}{\)(

1

}{\)( 1

*

1

*

k

jl vvQv

p

vi

k

jl vvQv

viv

p

v

llll

jj
axxxxb , 

и, следовательно, hababx
k

jl vvQv

p

v

p

v
kj

k

jl vvQv

p

v

p

vi

ll

j

ll

j
)(min

1

}{\)(
,0

1

}{\)( 11

* . Однако hx
i* , 

получаем противоречие, предположение неверно. Далее пусть }1,...,{ kjj , 

}{\)( 1jj vvQv  и p

vv ax . Тогда найдется путь t  в дереве G  от v  до некоторого листа 

из T , что 0}{min p

vv
tv

ax . Обозначим через t  путь в дереве G  от 1jv  до *i . По 

построению  0}{min v

p

v
tv

xb .  

Определим *

ix , Vi , по следующему алгоритму 

– ii xx :* , Vi , 

– ),min(: **

ii xx , ti , 

– ),min(: **

ii xx , ti . 

По построению *

ix , Vi , удовлетворяет системе (2.7),(2.8). Кроме того, т.к. |||| *ii cc , 

Ti , и 0*i
c , то выполняется ii

cc * , Ti . Следовательно, 
Vi

ii

Vi

ii xcxc * . В силу 

оптимальности решения 
ix , Vi , набор 

*

ix , Vi , также является оптимальным 

решением задачи ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
. По построению **

*

ii
xx . Если hx

i

*
* , то 

соотношение (2.14) выполняется. В противном случае определим 
*: ii xx , Vi , и 

повторим построение, описанное выше. Несложно увидеть, что такое повторение 

возможно не более ||V  раз. Следовательно, за конченое число шагов будет построено 

оптимальное решение 
*

ix , Vi , удовлетворяющее соотношению (2.14). 

2. Пусть 0*i
c . Обозначим )(max

1

}{\)(
,0

1

k

jl vvQv

p

v

p

v
kj

ll

j
bah , где ),...,()( 0

*

kvvit . Если 

hx
i*

, то для оптимального решения 
ix , Vi , выполняется соотношение (2.14), и лемма 

доказана. Если hx
i* , то 

ix , Vi , не удовлетворяет системы (2.7),(2.8), однако это 
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противоречит тому, что 
ix , Vi , – оптимальное решение задачи ),,,;( VicbaGz iiiMCFT

. 

Далее рассмотрим случай hx
i* . 

Доказательство данного случая можно провести по аналогии с доказательством 

случая 1. По аналогии можно показать, что существует },...,0{ kj  такой, что p

vv jj
ax , и 

тогда обозначим }},...,0{,|max{ kjaxjj p

vv jj
. Также по аналогии можно показать, что 

найдется }1,...,{ kjj  и }{\)( 1jj vvQv , что 
p

vv bx . Тогда существует путь t  в 

дереве G  от v  до некоторого листа из T , что 0}{min v

p

v
tv

xb . Через t  обозначим 

путь в дереве G  от 1jv  до *i . По построению  0}{min p

vv
tv

ax . Далее определим 
*

ix , 

Vi , по следующему алгоритму 

– ii xx :*
, Vi , 

– ),min(: **

ii xx , ti , 

– ),min(: **

ii xx , ti . 

По построению 
*

ix , Vi , удовлетворяет системе (2.7),(2.8). Кроме того, т.к. |||| *ii cc , 

Ti , и 0*i
c , то выполняется ii

cc * , Ti . Следовательно, 
Vi

ii

Vi

ii xcxc *
. В силу 

оптимальности решения 
ix , Vi , набор 

*

ix , Vi , также является оптимальным 

решением задачи ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
. По построению **

*

ii
xx . Если hx

i

*
* , то 

соотношение (2.14) выполняется. В противном случае определим 
*: ii xx , Vi , и 

повторим построение, описанное выше. Как и в случае 1, такое повторение возможно не 

более ||V  раз. Следовательно, за конченое число шагов будет построено оптимальное 

решение 
*

ix , Vi , удовлетворяющее соотношению (2.14). Лемма доказана. 

 Доказанная лемма позволяет предложить следующий алгоритм поиска потока 

минимальной стоимости в древовидной сети.   

Алгоритм 2.4. Поиск потока минимальной стоимости древовидной сети. 

Вход. Задача ),,,;( VicbaGz iiiMCFT
. 

Шаг 1. Используя рекуррентные соотношения (2.10), вычислить приведенные 

границы ,p

ia  ,p

ib  Vi . Если 
p

i

p

i ba , Vi , перейти на шаг 2; иначе задача 

),,,;( VicbaGz iiiMCFT  
несовместна, и алгоритм завершен. 
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Шаг 2. Упорядочить множество листьев T  по невозрастанию модуля стоимости,

},...,{ ||1 TiiT , ||||
1jj ii cc , 1||,1 Tj . Далее пусть 1j , переход на шаг 3. 

Шаг 3. Определить *

jix , используя соотношение (2.14). Если || Tj , перейти на 

шаг 4; иначе пересчитать пропускные способности вершин пути )( jit  по следующему 

правилу )( ,: ),,0max(: **

jiiiiii itixbbxaa
jj

, удалить из графа G вершину ji , 1: jj , 

пересчитать приведенные границы ,p

ia  ,p

ib  Vi , и переход на шаг 3. 

Шаг 4. Используя найденные значения 
*

ix , Ti , и условие баланса (2.7), 

определить 
*

ix , TVi \ . Алгоритм завершен. 

Как уже отмечалось выше, расчет приведенных границ на шаге 1 может быть 

осуществлен, используя |)(|VO  вычислительных операций. Сортировка на шаге 2 требует 

)|(| 2VO  вычислительных операций. Выполнение вычислений, используя соотношение 

(2.14) и пересчет приведенных границ на шаге 3 может быть выполнено, используя 

|)(|VO  вычислительных операций. Шаг 3 повторяется |)(|VO  раз. Выполнение расчета на 

шаге 4 требует |)(|VO  вычислительных операций. Отсюда: 

Утверждение 2.4. Алгоритм 2.4 поиска потока минимальной стоимости 

древовидной сети ),,,;( VicbaGz iiiMCFT  
требует  )|(| 2VO  вычислительных операций. 

2.3. Поток в несовместной транспортной сети 

Рассматривается проблема исследования несовместной сетевой потоковой модели, 

представляющей собой систему линейных неравенств транспортного типа. Вопросы 

исследования несовместных систем линейных неравенств обсуждаются в [57, 104, 112, 

149, 153]. Ряд работ посвящен исследованию несовместных потоковых моделей. Так, в 

[164] приводится обзор результатов исследования задачи поиска "наименее" 

несовместных потоков для различных мер несовместности. Проблема поиска потока в 

сети сводится к поиску максимального потока, величина которого определяется 

величиной минимального разреза и служит критерием несовместности исходной сети. В 

[108] рассматривается задача поиска разреза минимальной мощности, являющегося 

причиной несовместности сети. В данном разделе рассматривается задача поиска потока 

(циркуляции) в несовместной сети, заключающаяся в поиске потока, удовлетворяющего 
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балансным ограничениям и минимизирующего штрафы за разрешенные 

изменения/нарушения  пропускных способностей дуг [2, 12, 30, 106]. 

Рассмотрим проблему поиска допустимой циркуляции  )),(,;( AjibaGZ ijijFC , где 

),( AVG . Система ограничений проблемы представляет собой систему ограничений 

(2.5),(2.6). Здесь условия (2.5) описывают балансные ограничения, (2.6) – ограничения 

пропускных способностей дуг. Введем вспомогательные обозначения: a

iju , b

iju  – 

параметры, определяющие дуги, для которых разрешены изменения пропускных 

способностей, так a

iju  ( b

iju ) равно 1, если для дуги ),( ji  разрешено изменение нижней 

(верхней) пропускной способности, и равно 0 в противном случае, a

iju , b

iju }1,0{ ; ijd , ije  – 

штрафы за изменение на  единицу нижней и верхней пропускных способностей дуги ),( ji  

соответственно, 0, ijij ed , Aji ),( ; ijp , ijq  – неизвестные величины, на которые будут 

изменены  нижняя и верхняя пропускные способности дуги ),( ji , соответственно, 

Aji ),( .  

Пусть система (2.5),(2.6) несовместна. Тогда задача поиска потока в несовместной 

сети заключается в нахождение значений ijx , ijp , ijq , Aji ),( , являющихся решением 

следующей задачи линейного программирования: 

,,0
),(),(

Vixx
Aij

ji

Aji

ij
 

(2.15)  

Ajiqubxpua ij

b

ijijijij

a

ijij ),(, , (2.16) 

Ajiqpx ijijij ),(,0,, , (2.17) 

min)(),(
),( Aji

ijijijij qepdqpf . (2.18) 

Далее задачу (2.15)-(2.18) будем обозначать через )),(,,,,,;( AjieduubaGz ijij

b

ij

a

ijijijFSIN  

(FSIN соответствует англоязычному названию flow search problem in infeasible network).  

Алгоритм решения задачи )),(,,,,,;( AjieduubaGz ijij

b

ij

a

ijijijFSIN  основан на ее 

сводимости к вспомогательной задаче поиска циркуляции минимальной стоимости. При 

доказательстве сводимости приводится схема построения вспомогательной задачи и 

устанавливается связь между решениями рассматриваемых задач. Проведем 

доказательство для частного случая задачи поиска потока в несовместной сети, когда 

изменения нижней и верхней пропускной способности разрешены для всех дуг сети. 
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Будем предполагать, что 1b

ij

a

ij uu , Aji ),( , соответствующую задачу будем обозначать 

через ),,,,;( ViedbaGz ijijijijFSIN . Далее будет показано, как обобщить предлагаемый 

алгоритм на случай, когда часть параметров b

ij

a

ij uu , , Aji ),( , могут принимать нулевые 

значения. 

Лемма 2.2. Пусть *** ,, ijijij qpx , Aji ),(  – решение задачи ),,,,;( ViedbaGz ijijijijFSIN . 

Тогда для каждой из дуг Aji ),(  выполняются следующие условия: 

a) если ijijij bxa * , то 0*

ijp , 0*

ijq ; 

b) если ijij ax* , то **

ijijij xap , 0*

ijq ; 

c) если *

ijij xb , то 0*

ijp , ijijij bxq ** ; 

d) ijij ap* . 

Доказательство. a) Доказательство от противного. Предположим, что 

выполняются условия леммы, но существует дуга Aji ),( , что jijiji bxa *  и 0*

jip . 

Тогда из условия (2.17) следует, что 0*

jip . Построим набор значений *

ijij xx , *

ijij qq , 

Aji ),( ; *

ijij pp , )},{(\),( jiAji , 0jip . Легко увидеть, что построенный набор 

значений удовлетворяет системе ограничений (2.15)-(2.17) и ),(),( ** qpfqpf , что 

противоречит условию леммы. Таким образом, предположение неверно. Случай, когда 

jijiji bxa *  и 0*

jiq , рассматривается по аналогии. 

b) Доказательство от противного. Предположим, что выполняются условия леммы, 

но существует дуга Aji ),( , что jiji ax*  и **

jijiji xap . Тогда из условия (2.16) 

следует, что **

jijiji pxa . Построим набор значений *

ijij xx , *

ijij qq , Aji ),( ; ,*

ijij pp  

)},{(\),( jiAji , *

jijiji xap . Легко увидеть, что построенный набор значений 

удовлетворяет системе ограничений (2.15)-(2.17) и ),(),( ** qpfqpf , что противоречит 

условию леммы. Таким образом, предположение неверно. Случай, когда jiji ax*  и  

0*

jiq  рассматривается по аналогии с пунктом (a). 

с) Доказательство аналогично доказательству пункта (b). 

d) Доказательство от противного. Предположим, что выполняются условия леммы, 

но существует дуга Aji ),( , что jiji ap* . Построим набор значений *

ijij xx , *

ijij qq , 
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Aji ),( ; *

ijij pp , )},{(\),( jiAji , jiji ap . Легко увидеть, что построенный набор 

значений удовлетворяет системе ограничений (2.15)-(2.17) и ),(),( ** qpfqpf , что 

противоречит условию леммы. Таким образом, предположение неверно. Лемма доказана. 

Введем для каждой из дуг Aji ),(  вспомогательные переменные ijy , ijz , ijw , 

которые будем интерпретировать следующим образом. Для заданного ориентированного 

графа ),( AVG  рассмотрим вспомогательный ориентированный мультиграф с 

множеством вершин V , в котором для каждой из дуг Aji ),(  заданного графа строятся 

(см. рис. 2.1): 

– обратная дуга из вершины j  в вершину i , поток вдоль которой обозначается через 

;jiw  

– две мультидуги из вершины i  в вершину j , поток вдоль которых обозначается через 

ijy  и ijz , соответственно. 

 

Рисунок 2.1 

Построенный мультиграф будет определять сеть, в которой  

– нижняя и верхняя пропускные способности дуги, связанной с переменной jiw , 

составляют 0 и ija  соответственно, стоимость дуги равна ijd ; 

– нижняя и верхняя пропускные способности  дуги, связанной с переменной ijy , 

составляют ija  и ijb  соответственно, стоимость дуги равна 0; 

– дуга, связанная с переменной ijz , имеет нулевую нижнюю и неограниченную верхнюю 

пропускные способности, стоимость дуги равна ije . 

Отметим, что в построенной сети, определяемой мультиграфом, величина входящего в 

вершину i , Vi , потока составляет  

Aji

ji

Aij

jiji wyz
),(),(

)( ; 
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величина исходящего из вершины i  потока составляет 

Aij

ij

Aji

ijij wyz
),(),(

)( . 

Рассмотрим вспомогательную задачу поиска циркуляции минимальной стоимости 

в построенной сети, определяемой мультиграфом: 

,,0)()(
),(),(),(),(

Viwyzwyz
Aji

ji

Aij

jiji

Aij

ij

Aji

ijij
 

(2.19)  

Ajibya ijijij ),(, , (2.20) 

ijji aw , (2.21) 

Ajizyw ijijji ),(,0,, , (2.22) 

min)(),(
),( Aji

jiijijij wdzewzg . (2.23) 

Лемма 2.3. Пусть *** ,, ijijji zyw , Aji ),(  – решение задачи (2.19)-(2.23). Тогда 

0**

ijji zw , Aji ),( . 

Доказательство.  Доказательство от противного. Предположим, что 

выполняются условия леммы, но существует дуга Aji ),( , что 0*

ijw  и 0*

jiz . Тогда 

из условия (2.22) следует, что 0*

ijw , 0*

jiz . Рассмотрим цикл, образуемый парой дуг, 

связанных с переменными *

ijw  и *

jiz . Пусть ),min( **

jiij zw , по предположению 0 . 

Уменьшим поток вдоль рассматриваемого цикла на величину , т.е. рассмотрим набор 

значений *

ijij yy , Aji ),( ; *

ijij zz , *

jiji ww   )},{(\),( jiAji ; *

ijij ww , 

*

jiji zz . Легко увидеть, что построенный набор значений удовлетворяет системе 

ограничений (2.19)-(2.22) и ),(),( ** wzgwzg , что противоречит условию леммы. Таким 

образом, предположение неверно. Лемма доказана. 

Покажем теперь, что задача )),(,,,,;( AjiedbaGz ijijijijFSIN  поиска потока в 

несовместной сети сводится к вспомогательной задаче (2.19)-(2.23) поиска потока 

минимальной стоимости. 

Лемма 2.4. Пусть *** ,, ijijij qpx , Aji ),(  – решение задачи 

)),(,,,,;( AjiedbaGz ijijijijFSIN , тогда набор значений *

ijji pw , ***

ijijijij qpxy , *

ijij qz , 

Aji ),( , удовлетворяет системе ограничений (2.19)-(2.22), и при этом ),(),( ** qpfwzg . 
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Доказательство. Пусть выполняются условия леммы. Тогда рассмотрим набор 

значений *

ijji pw , ***

ijijijij qpxy , *

ijij qz , Aji ),( . Подставим данные значения в 

ограничения (2.19)-(2.22). 

Рассмотрим ограничение (2.19): 

Aji

ji

Aij

jiji

Aij

ij

Aji

ijij wyzwyz
),(),(),(),(

)()(  

Aji

ij

Aij

jijijiji

Aij

ji

Aji

ijijijij pqpxqpqpxq
),(

*

),(

****

),(

*

),(

**** ))(())((  

0
),(

*

),(

*

Aij

ji

Aji

ij xx , Vi . 

Таким образом, ограничение (2.19) выполняется. 

Далее рассмотрим ограничение (2.20) для фиксированной дуги Aji ),( : 

– если ijijij bxa * , то из пункта (a) леммы 2.2 следует, что 0*

ijp , 0*

ijq , тогда 

*

ijij xy , и ограничение (2.20) выполняется; 

– если ijij ax* , то из пункта (b) леммы 2.2 следует, что **

ijijij xap , 0*

ijq , тогда 

ijij ay , и ограничение (2.20) выполняется; 

– если ijij bx* , то из пункта (с) леммы 2.2 следует, что 0*

ijp , ijijij bxq ** , тогда 

ijij by , и ограничение (2.20) выполняется. 

Выполнимость ограничения (2.21) автоматически следует из пункта (d) леммы (с). 

Неотрицательность величин jiw , ijz , Aji ),( , непосредственно следует из условия 

(2.17). Величины ijy , Aji ),( , являются неотрицательными, так как для них 

выполняются условия (2.20). Отсюда ограничение (2.22) выполняется. 

Наконец рассмотрим значение целевой функции (2.23):  

),()()(),( **

),(

**

),(

qpfpdqewdzewzg
Aji

ijijijij

Aji

jiijijij
. 

Лемма доказана. 
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Лемма 2.5. Пусть *

jiw , *

ijy , *

ijz , Aji ),(  – решение задачи (2.19)-(2.23), тогда набор 

значений ***

jiijijij wzyx , *

jiij wp , *

ijij zq , Aji ),( , удовлетворяет системе 

ограничений (2.15)-(2.17), и при этом ),(),( ** wzgqpf . 

Доказательство. Пусть выполняются условия леммы. Тогда рассмотрим набор 

значений ***

jiijijij wzyx , *

jiij wp , *

ijij zq , Aji ),( . Подставим данные значения в 

ограничения (2.15)-(2.17).  

Рассмотрим ограничение (2.15): 

Aij

ijjiji

Aji

jiijij

Aij

ji

Aji

ij wzywzyxx
),(

***

),(

***

),(),(

)()(  

0)()(
),(

*

),(

**

),(

*

),(

**

Aji

ji

Aij

jiji

Aij

ij

Aji

ijij wzywzy , Vi . 

Таким образом, ограничение (2.15) выполняется. 

Далее рассмотрим ограничение (2.16) для дуги .),( Aji  Из леммы  2.3 следует, что 

выполняется хотя бы одно из двух условий: 0*

ijz  или 0*

jiw . Из ограничения (2.20) 

следует, что 

– если 0*

ijz , то ijijijjiijijjiijjiijijij qbbwbxwywapa **** , таким 

образом, ограничение (2.16) выполняется; 

– если 0*

jiw , то  ijijijijijijijijijijijij qbzbxzyzaapa ***** , таким образом, 

ограничение (2.16) выполняется. 

Рассмотрим ограничение (2.17) для дуги Aji ),( . Воспользуемся здесь также 

леммой 2.3. Тогда  

– если 0*

ijz , то **

jiijij wyx , и из условий (2.20), (2.21) следует, что 0ijx ; 

– если 0*

jiw , то **

ijijij zyx , и из условия (2.22) следует, что 0ijx . 

Неотрицательность величин ijp , ijq , Aji ),( , непосредственно следует из условия (2.22). 

Таким образом, ограничение (2.17) выполняется. 

Наконец рассмотрим значение целевой функции (2.18): 

),()()(),( **

),(

**

),(

wzgzewdqepdqpf
Aji

ijijjiij

Aji

ijijijij
. 

Лемма доказана. 
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Теорема 2.3. Пусть *

jiw , *

ijy , *

ijz , Aji ),(  – решение задачи (2.19)-(2.23), тогда 

набор значений ***

jiijijij wzyx , *

jiij wp , *

ijij zq , Aji ),( , является решением задачи 

),,,,;( ViedbaGZ ijijijijFSIN . 

Доказательство. Доказательство от противного. Пусть выполняются условия 

теоремы, но набор значений ***

jiijijij wzyx , *

jiij wp , *

ijij zq , Aji ),( , не является 

оптимальным решением задачи ),,,,;( ViedbaGz ijijijijFSIN . Из леммы 2.5 следует, что 

построенный набор значений является решением системы (2.15)-(2.17) и 

),(),( ** wzgqpf . Пусть *

ijx , *

ijp , *

ijq , Aji ),(  –  оптимальное решение задачи 

),,,,;( ViedbaGz ijijijijFSIN , следовательно, ),(),( ** qpfqpf . Тогда из леммы 2.3 следует, 

что можно построить набор значений jiw , ijy , ijz , Aji ),( , удовлетворяющий системе 

(2.19)-(2.22), и при этом ),(),( ** qpfwzg . Тогда 

),(),(),(),( **** wzgqpfqpfwzg , что противоречит условию леммы. 

Предположение неверно. Теорема доказана. 

Теорема 2.3 позволяет предложить алгоритм решения задачи поиска потока в 

несовместной сети, основанный на решении вспомогательной задачи поиска циркуляции 

минимальной стоимости (2.19)-(2.23). 

Алгоритм 2.5. Поиск потока в несовместной сети. 

Вход. Задача )),(,,,,;( AjiedbaGz ijijijijFSIN . 

Шаг 1. Построить вспомогательную задачу (2.19)-(2.23). 

Шаг 2. Найти циркуляцию минимальной стоимости *

jiw , *

ijy , *

ijz , Aji ),( ,  задачи 

(2.19)-(2.23), используя алгоритм 2.2. 

Шаг 3. Построить решение задачи ),,,,;( ViedbaGz ijijijijFSIN  по следующему 

правилу ***

jiijijij wzyx , *

jiij wp , *

ijij zq , Aji ),( , алгоритм завершен. 

Транспортная сеть, связанная с задачей (2.19)-(2.23), содержит мультидуги. Для 

большинства потоковых алгоритмов предполагается отсутствие мультидуг сети. 

Преобразуем рассматриваемую транспортную сеть: для всех мультидуг произведем 

операцию подразбиения – заменим каждую из соответствующих дуг на две 

последовательных дуги. Соответствующие преобразования необходимо выполнить перед 

выполнением шага 2 алгоритма 2.5. Таким образом, при решении задачи 
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),,,,;( ViedbaGz ijijijijFSIN , где ),( AVG , мы приходим к задаче поиска циркуляции 

минимальной стоимости в сети, содержащей |)||(| AVO  вершин и |)(| AO  дуг. Тогда, 

согласно утверждению 2.2: 

Утверждение 2.5. Алгоритма 2.5 решения задачи поиска потока в несовместной 

сети ),,,,;( ViedbaGz ijijijijFSIN  требует |))||(||),||(|( AVOAVO  + 

|))||(||),||(|( AVOAVO  вычислительных операций. 

В общем случае при решении задачи ),,,,,;( VieduubaGz ijij

b

ij

a

ijijijFSIN  часть 

параметров b

ij

a

ij uu , , Aji ),( , может принимать нулевые значения. Тогда необходимо 

модифицировать схему построения вспомогательной сети, определяемой мультиграфом. 

Для каждой из дуг Aji ),(  исходного графа G введем дуги мультиграфа, связанные с 

переменными 

– ijy , ijz  и jiw , если 1a

iju , 1b

iju ; 

– ijy  и jiw , если 1a

iju , 0b

iju ; 

– ijy  и ijz , если 0a

iju , 1b

iju ; 

– ijy , если 0a

iju , 0b

iju . 

Модифицируем соответствующим образом схему построения вспомогательной задачи на 

шаге 1 алгоритма 2.5. Тогда алгоритм 2.5 может быть применен при решении общей 

задачи )),(,,,,,;( AjieduubaGz ijij

b

ij

a

ijijijFSIN  поиска потока в несовместной сети.  

2.4. Циклическая декомпозиция потока 

Рассмотрим задачу поиска циркуляции минимальной стоимости (2.5),(2.6),(2.4). 

Далее циркуляцией графа G  будем называть набор неотрицательных значений ijx , 

Aji ),( , удовлетворяющих системе ограничений (2.5). Если дополнительно Zxij , 

Aji ),( , то циркуляцию будем называть целочисленной. Допустимой циркуляцией (как 

уже было введено ранее) будем называть набор значений ijx , Aji ),( , удовлетворяющих 

системе ограничений (2.5),(2.6). Циркуляцией минимальной стоимости будем называть 

набор значений ijx , Aji ),( , являющийся решением задачи (2.5),(2.6),(2.4). Далее в 

данном разделе исследуется проблема декомпозиции циркуляции на потоки вдоль 

простых циклов сети [22]. 
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Далее для удобства простой цикл графа G  будем обозначать как ),...,( 11 kiiC , где 

Aii jj ),( 1 , kj ,1 ; 
11 kii ; jj ii  при jj , kjj ,1, . Для определенности будем 

считать, что jii1 , kj ,2  (здесь будем также предполагать, что |}|,...,1{ VV ). Пусть 

Avu ),( , ),...,( 11 kiiC . Тогда для удобства будем обозначать Cvu ),( , если цикл C  

проходит через дугу ),( vu , т.е. найдется } ..., ,2 ,1{ kj , что jiu , 1jiv ; в противном 

случае будем обозначать Cvu ),( . Легко увидеть, что число простых циклов в графе 

ограничено сверху, например, величиной 
||

1

|| )!1(
V

i

i

V iC  и, таким образом, множество 

простых циклов в графе является конченым. Множество всех простых циклов графа G  

будем обозначать через )(GC . 

Определение 2.9. Пусть ijx , Aji ),(  – циркуляция графа G. Циклической 

декомпозицией циркуляции будем называть такой набор неотрицательных значений 
Cy , 

)(GCC , что . ),(  ,
),)|((

Ajixy ij

CjiGCC

C
 Если дополнительно ZyC

, )(GCC , то 

циклическую декомпозицию будем называть целочисленной. 

Лемма 2.6. Пусть ijx , Aji ),( , – ненулевая циркуляция. Тогда существует простой 

цикл )(GCC , что 0min
),(

uv
Cvu

x . 

Доказательство. Докажем лемму конструктивно. Пусть выполняются условия 

леммы, тогда построим алгоритм нахождения требуемого простого цикла C  (далее 

Алгоритм 2.6): 

Шаг 1. Выберем произвольную дугу Avu ),( , что 0uvx . Пусть ui1 , vi2 , 

2k . Переход на Шаг 2. 

Шаг 2. Рассмотрим множество }0 ;),(|{ iik k
xAiiiQ . Если существует j , 

},....2,1{ kj , что Qi j , то jk ii :1 , ),...,(: 1kj iiC , алгоритм завершен. Иначе выберем 

произвольный Qi , далее iik :1
, 1: kk  и переход на Шаг 2. 

Покажем корректность построенного алгоритма. На шаге 1 дугу ),( vu  можно 

выбрать, так как циркуляция ненулевая. Далее необходимо доказать, что на каждом из 

шагов 2 множество Q . По построению для каждого из шагов 2 выполняется условие 

0
1 kk iix . Тогда из (2.5) следует, что 0

),( Aji

ji

k

k
x , отсюда Q . Конечность работы 
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алгоритма следует из конечности множества вершин графа. По построению, если 

алгоритм завершил свою работу, то C будет являться простым циклом и 0min
),(

uv
Cvu

x . 

Лемма доказана. 

Теорема 2.4. Для произвольной циркуляции существует ее циклическая 

декомпозиция. 

Доказательство. Докажем теорему конструктивно. Пусть выполняются условия 

теоремы, тогда построим алгоритм нахождения циклической декомпозиции 
Cy , )(GCC , 

для заданной циркуляции ijx , Aji ),( . 

Изначально пусть 0Cy , )(GCC . Введем вспомогательный набор значений 

ijij xz , Aji ),( . Рассмотрим следующий алгоритм (далее Алгоритм 2.7): 

Шаг 1. Если ijz , Aji ),(  – нулевая циркуляция, то алгоритм завершен. Иначе, 

переход на шаг 2. 

Шаг 2. При помощи алгоритма 1 выберем простой цикл )(GCC , что 

0min:
),(

uv
Cvu

zq . Переход на шаг 3. 

Шаг 3. Далее qzz ijij : , Cji ),( ; qyC : . Переход на шаг 1. 

Покажем корректность построенного алгоритма. Покажем, что к концу каждого из 

шагов 3 набор значений ijz , Aji ),( , является циркуляцией. Действительно, 

неотрицательность величин ijz , Aji ),( , непосредственно следует из выбранного 

значения q ; выполнение условий (2.1) следует из того, что C  является циклом.  

По построению для каждого из шагов 3 найдется Cvu ),( , что к началу шага 3 

0uvz , и 0uvz  к концу шага 3. Таким образом, величина |0,),(|),(| ijzAjiji  

возрастает минимум на единицу к концу каждого из шагов 3. Отсюда следует конечность 

построенного алгоритма. Кроме того, каждый из циклов )(GCC  может встретиться не 

более одного раза на шаге 2. Далее по построению, если алгоритм завершил свою работу, 

то найденный набор 
Cy , )(GCC , является циклической декомпозицией исходной 

циркуляции. Теорема доказана. 

При работе алгоритма 2.7 можно потребовать удаление всех дуг с нулевым 

потоком. Соответствующие действия необходимо выполнить перед началом работы 
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алгоритма 2.7 и на каждом из его шагов 3. Тогда алгоритм 2.6, используемый на шаге 2 

алгоритма 2.7, будет требовать |)(|VO  вычислительных операций. Действительно, при 

своевременном удалении дуг с нулевым потоком шаги 1 и 2 алгоритма 2.6 будут 

требовать )1(O  вычислительных операций; а общее число циклов шаг 1, шаг 2 алгоритма 

2.6 не превышает ||V . Каждый раз после выполнения шага 3 алгоритма 2.7 поток вдоль 

как минимум одной из дуг становится нулевым. Отсюда общее число циклов шаг 1, шаг 2, 

шаг 3 алгоритма 2.7 не превышает || A . Таким образом, можно сформулировать 

следующее утверждение. 

Утверждение 2.6. Алгоритм 2.7 построения циклической декомпозиции 

циркуляции требует |)||(| AVO  вычислительных операций. 

Согласно схеме работы алгоритма 2.7, в случае целочисленности исходной 

циркуляции ее циклическая декомпозиция, построенная алгоритмом 2.7, также будет 

являться целочисленной. Действительно, величина q , определяемая на шаге 2 алгоритма 

2.7, будет целочисленной и, следовательно,  величины ijz , Cji ),(  и 
Cy  на шаге 3 также 

будут целочисленными. Отсюда справедливо следующее следствие. 

Следствие 2.3. Для произвольной целочисленной циркуляции ее циклическая 

декомпозиция, построенная алгоритмом 2.7, также целочисленна. 

Заметим, что полученные результаты о циклической декомпозиции справедливы 

для произвольной циркуляции. В частности результаты справедливы, когда речь идет о 

допустимой циркуляции или циркуляции минимальной стоимости. Как известно, матрица 

системы ограничений (2.5),(2.6) абсолютно унимодулярна [49]. Отсюда в случае 

целочисленных исходных параметров и совместной системы (2.5),(2.6), существует 

целочисленная допустимая циркуляция, а тем самым и ее целочисленная циклическая 

декомпозиция.  

2.5. Метод ортогональных проекций при решении транспортных систем 

Одним из методов решения систем линейных неравенств является итерационные 

метод ортогональных проекций Агмона-Моцкина [109, 165]. В данном разделе 

описывается естественная модификация данного алгоритма при решении систем 

линейных неравенств транспортного типа, предложенная в [78]. Метод ортогональных 

проекций Агмона-Моцкина решения систем линейных неравенств заключается в 

следующем. Пусть необходимо найти решение системы  
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.,1 ,
1

mibxa i

n

j

jij  (2.24)  

Здесь jx , nj ,1 , – неизвестные; 
ib , ija , mi ,1 , nj ,1 , – заданные параметры. 

Обозначим mibxaxL i

n

j

jiji ,1 ,)(
1


. Выберем произвольный вектор nRx )0( . Далее 

предположим, что известен вектор )(x


, тогда обозначим через I  множество номеров 

линейных неравенств рассматриваемой системы, которые не выполняются при выбранном 

векторе )(x


:  

},1 ,0)( |{ )( mixLiI i


. 

Если I , то задача решена, иначе будем вычислять значение индекса 
0i  по следующей 

формуле:  

n

j

ij

i

Ii

a

xL
i

1

2

)(

0

)(
maxarg



. 

Тогда очередной вектор итерационного алгоритма определяется следующим образом: 

0

)()1(

iahxx


, 

где 
n

j

ji

i

a

xL
h

1

2

)(

0

0
)(



, а через вектор 
ia


 обозначается вектор с компонентами ),...,( 1 ini aa . В 

[109] было показано, что если система (2.24) совместна, то описанный итерационный 

процесс сходится к решению системы.  

При исследовании двусторонних систем линейных неравенств транспортного типа 

в [78] был предложен модифицированный метод ортогональных проекций Агмона-

Моцкина, учитывающий данную специфику. Рассмотрим систему линейных 

двусторонних неравенств транспортного типа  

,,1 ,
1

micxab i

n

j

jiji  (2.25)  

где }1,0,1{ija , mi ,1 , nj ,1 . Введем обозначения },1,1|{ njajN iji
, 

},1,1|{ njajN iji
, mi ,1 . Здесь подмножества iN  и iN  определяют компоненты 
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вектора неизвестных, которые входят в уравнение i с коэффициентами 1 и –1 

соответственно. Тогда для удобства запишем систему линейных неравенств (2.25) в 

следующем виде 

.,1 , micxxb i

Nj

j

Nj

ji

ii

 

Выберем произвольный вектор nRx )0( . Далее предположим, что известен вектор )(x


, 

тогда обозначим через s номер первого по порядку ограничения, условия которого 

нарушены. Если такое ограничение не может быть найдено, то система неравенств 

решена. Иначе вектор )1(x


 определяется следующим образом: 

.,1  
, если ,|)||(|)(

, если ,|)||(|)(

1

1

1 nj
cxxNNcxxx

xxbNNxxbx

x

s

Nl

l

Nl

lsss

Nl

l

Nl

l

v

j

Nl

l

Nl

lsss

Nl

l

Nl

ls

v

j

v

j

ssss

ssss

 

Недостатком метода ортогональных проекций Агмона-Моцкина  является то, что 

для его корректной работы необходимо уметь распознавать совместность системы (2.24). 

В данном случае возможно введение управляющих параметров:  – точности и H – 

количества шагов. Тогда для решения системы (2.24) можно воспользоваться следующей 

эвристикой: если за H шагом мы с -точностью не получили решение системы, то 

считаем, что система несовместна. 

2.6. Многокритериальные транспортные задачи 

При решении прикладных задач распределении ресурсов в сложных системах 

возникает задача определения плана работы системы по различным показателям: группам 

оборудования, периодам планирования, этапам изготовления, потребляемым ресурсам, 

видам продукции и т.д [78]. Показатели делятся на жесткие, требующие обязательного 

выполнения, и желательные, к достижению которых нужно стремиться. Жесткие 

показатели формализуются в виде ограничений, а желательные – в виде критериев 

оптимальности. Тогда задача ставится как многокритериальная задача учета желательных 

показателей с ограничениями в виде учета жестких показателей. Ограничения учета 

жестких показателей формализуются в виде системы линейных двусторонних неравенств 

транспортного типа (2.25). Далее приведем описание применяемых критериев 

оптимальности. Как показывает опыт решения прикладных транспортных задач [79, 86], 

формализация критериев в виде непрерывных функция для пользователя часто 

оказывается затруднительной. При решении прикладных задач пользователю 
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предпочтительней оценить заданные показатели, указав границы для величин отклонения, 

в которых эти величины являются «отличными», «очень хорошими», «хорошими», 

«удовлетворительными» и др. Тогда формализуемые критерии могут быть представлены в 

виде кусочно-постоянных функций, разбивающих множество величин отклонения по 

каждому критерию на области «качества» отклонений. В данном разделе приводится 

постановка многокритериальной задачи транспортного типа с кусочно-постоянными 

критериями оптимальности и описывается метод ее решения, основанный на подходе, 

предложенном в [78].  

Пусть определены k  показателей, формализуемых в виде линейных функций 

n

j

jij xd
1

, ki ,1 ; где }1,0,1{ijd , ki ,1 , nj ,1 . Для каждого из показателей задана 

совокупность из 1p  вложенных друг в друга сегментов 
)(l

iS , pl ,0 , что 
)1()( l

i

l

i SS , 

1,0 pl , ],[)( p

iS , ki ,1 . С каждым из таких показателей будем связывать 

функцию предпочтения )(wi
, ki ,1 , которая  определенна следующим образом: 

. если ,0

},,...,2,1{ где , и  если ,
)(

)0(

)1()(

i

r

i

r

i

i
Sw

prSwSwr
w  

Рассмотрим задачу поиска допустимого плана jx , nj ,1 , удовлетворяющего 

системе ограничений (2.25) и минимизирующего функции предпочтения для выбранных 

показателей: 

min)(
1

n

j

jiji xd , ki ,1 . (2.26)  

Поставленная задача (2.25), (2.26) является задачей многокритериальной оптимизации, 

при решении которой будем применять следующие схемы компромисса. Предполагая, что 

выбранные показатели упорядочены с точки зрения их значимости при определении 

эффективности функционирования иерархических системы, в качестве схемы 

компромисса будем рассматривать лексикографическое упорядочивание критериев 

оптимальности. В случае равнозначности показателей будем рассматривать максиминную 

свертку критериев.  

Формализация схемы компромисса рассматриваемой многокритериальной задачи 

требует введения некоторых вспомогательных величин. Пусть Nba, . Введем 

множество },1,,0|),...,,{( 21, biavvvvV ibba
. Тогда через baV ,  будем обозначать 
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множество вершин 1a -ичного b -мерного куба. Далее введем 1p -ичный k -мерный 

куб, на котором определим порядок . Каждой вершине куба kpVv ,


 поставим в 

соответствие систему )(v


. Система )(v


 содержит не зависящие от вершины куба 

ограничения (2.25) и ограничения, зависящие от вершины v


 следующим образом:  

)(

1

iv

i

n

j

jij Sxd , ki ,1 . (2.27)  

Таким образом, )(v


 представляет собой систему ограничений (2.25), (2.27). На 

множестве вершин куба зададим двузначную функцию )(vg


, принимающую значение 1, 

если система )(v


 совместна, и 0 в противном случае, kpVv ,


. Через 

}1)(,|{ , vgVvvV kp


 обозначим множество вершин 1p -ичного k -мерного куба, на 

которых функция g  принимает значение, равное 1. Не уменьшая общности, будем 

считать, что показатели плана упорядочены исходя из их приоритетов. В качестве порядка 

 рассмотрим лексикографическое отношение порядка: 21 vv


 тогда и только тогда, 

когда для некоторого },...,2,1{ kl  выполняется условие 
21

ll vv  и одновременно 21

rr vv , 

1,1 lr . 

Тогда будем рассматривать следующую задачу поиска оптимальной вершины куба

0v


: 

Vv 0 , (2.28)  

vv
 0 , Vv


. (2.29)  

Оптимальная вершина 0v


, являющаяся решением задачи (2.28), (2.29), определяет 

оптимальное решение многокритериальной задачи (2.25), (2.26) при лексикографической 

схеме компромисса. 

Отметим, что в силу вложенности сегментов 
)(l

iS , pl ,0 , ki ,1 , введенная 

функция g  обладает следующим свойством монотонности. 

Утверждение 2.7. Если uv


, kpVuv ,,


, то )()( ugvg


. 

Монотонность функции g  позволяет предложить алгоритм поиска оптимальной 

вершины куба, основанный на последовательном вычислении компонент оптимальной 

вершины 0v


. Каждая компонента вычисляется при помощи бинарного поиска, на каждом 

шаге которого вычисляется значение функции g . 
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Алгоритм 2.8. Поиск оптимальной вершины куба (лексикографическая свертка). 

Вход. Задача (2.28), (2.29). 

Шаг 1. Вычислить ),...,,( pppg , если 1),...,,( pppg , то пусть 1:t  и переход на 

шаг 2; иначе задача (2.28), (2.29) несовместна, и алгоритм завершен. 

Шаг 2. Пусть 
0

1

0

2

0

1 ,...,, tvvv  найденные первые 1t  компоненты вектора 0v


. 

Определим ую-t  компоненту как решение следующей оптимизационной задачи: 

},...,1,0{ py , (2.30)  

1),...,,,,,...,,( 0

1

0

2

0

1 pppyvvvg t , (2.31)  

miny . (2.32)  

Оптимальное решение 0y  задачи (2.30)-(2.32) находится при помощи бинарного поиска 

на множестве },...,1,0{ p , на каждой итерации которого вычисляется соответствующее 

значение ),...,,,,,...,,( 0

1

0

2

0

1 pppyvvvg t . Пусть 
00 yvt , переход на шаг 3. 

Шаг 3. Если kt , то 1: tt , переход на шаг 2; иначе алгоритм завершен. 

Работа алгоритма 2.8 связана с вычислением k  компонент вершины 0v


. Каждая из 

компонент находится при помощи бинарного поиска на множестве мощности 1p . На 

каждой итерации бинарного поиска вычисляется значение функции g , а следовательно 

проверяется на совместность система вида )(v


. Отсюда: 

Утверждение 2.8. Алгоритм  2.8 требует )log( pkO  проверок совместности систем 

ограничений вида )(v


. 

Дополнительно при решении многокритериальной задачи (2.25), (2.26) будем 

рассматривать максиминную свертку критериев оптимальности. Возникающая при этом  

оптимизационная задача ставится как задача (2.25), (2.33). 

min)(max
1

,1

n

j

jiji
ki

xd . (2.33)  

Данная задача может быть поставлена как задача (2.28), (2.34) поиска оптимальной 

вершины куба 0v


.  

.  ,maxmax
,1

0

,1
Vvvv i

ki
i

ki


 (2.34)  
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Монотонность функции g  позволяет предложить алгоритм поиска оптимальной вершины 

куба, основанный на вычислении минимально возможного общего значения  компонент 

вершины 0v


. Общее значение компонент вычисляется при помощи бинарного поиска, на 

каждом шаге которого вычисляется значение функции g . 

Алгоритм 2.9. Поиск оптимальной вершины куба (максиминная свертка). 

Вход. Задача (2.28), (2.34). 

Шаг 1. Вычислить ),...,,( pppg , если 1),...,,( pppg , то переход на шаг 2; иначе 

задача (2.28), (2.34) несовместна, и алгоритм завершен. 

Шаг 2. Определим оптимальное значение компонент вершины как решение 

следующей оптимизационной задачи. 

},...,1,0{ py , (2.35)  

1),...,,( yyyg , (2.36)  

miny . (2.37)  

Оптимальное решение 0y  задачи (2.35)–(2.37) находится при помощи бинарного поиска 

на множестве },...,1,0{ p , на каждой итерации которого вычисляется соответствующее 

значение ),...,,( yyyg . Пусть 
00 yvi , ki ,1 . Алгоритм завершен. 

Работа алгоритма 2.9 связана с вычислением общего значения компонент вершины 

0v


, определяемого при помощи бинарного поиска на множестве мощности 1p . На 

каждой итерация бинарного поиска вычисляется значение функции g , а следовательно, 

проверяется на совместность система вида )(v


. Отсюда: 

Утверждение 2.9. Алгоритм 2.9 требует )(log pO  проверок совместности системы 

ограничений вида )(v


. 

Для проверки совместности системы )(v


 можно воспользоваться общими 

методами решения систем линейных неравенств [104]. Т.к. )(v


 представляет собой 

систему линейных неравенств транспортного типа, то для ее решения можно также 

воспользоваться модифицированным методом ортогональных проекций, описанным в 

пункте 2.5. При решении ряда многоиндексных транспортных задач возникающая система 

ограничений )(v


 может быть решена потоковыми алгоритмами, соответствующие 

классы задач будут рассмотрены далее в работе при исследовании вопросов сводимости. 
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Выводы 

Рассмотрены методы решения ряда задач транспортного типа, построены оценки 

вычислительной сложности. Пусть ),( mn  и ),( mn  – количество вычислительных 

операций, требуемых для решения задачи поиска максимального потока и потока 

минимальной стоимости заданной величины соответственно,  где n  и m  – количество 

вершин и дуг сети. Описана и обоснована процедура поиска потока в сети с 

двусторонними пропускными способностями:  

– поиск допустимого потока требует |))||(||),(|( AVOVO  вычислительных операций,  

– поиск потока минимальной стоимости требует |))||(||),(|( AVOVO +

|))||(||),(|( AVOVO  вычислительных операций.  

Описана и обоснована процедура поиска потока в древовидной сети с двусторонними 

пропускными способностями:  

– поиск допустимого потока требует |)(|VO  вычислительных операций,  

– поиск потока минимальной стоимости требует )|(| 2VO  вычислительных операций.  

Разработан и обоснован алгоритм поиска потока в несовместной сети, требующий 

|))||(||),||(|( AVOAVO + |))||(||),||(|( AVOAVO  вычислительных операций. 

Разработан и обоснован алгоритм построения циклической декомпозиции потока, 

требующий |)||(| AVO  вычислительных операций.  Описана модификация метода 

ортогональных проекций решения систем линейных неравенств транспортного типа.  

Описан и обоснован метод решения k-критериальных задач транспортного типа с 

кусочно-постоянными (p+1)-значными критериями:  

– при лексикографической свертки алгоритм требует )log( pkO  проверок совместности 

систем транспортного типа,  

– при максиминной свертки критериев алгоритм требует )(log pO  проверок 

совместности систем транспортного типа. 

Полученные результаты используются далее в работе при построении алгоритмов 

решения многоиндексных задач транспортного типа, основанных на сводимости к классу 

задач поиска потока в сети.  
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Глава 3. Многоиндексные задачи транспортного типа 

Глава посвящена постановкам исследуемых многоиндексных задач транспортного 

типа. Постановки задач приведены с использованием введенной в [88] и далее развитой в 

[8, 9, 20] схемы формализации многоиндексных задач. Данная формализация используется 

в работе при описании результатов исследования многоиндексных задач. Описывается 

общая формализация схем сводимости, разработанная в [8, 9, 20], применяемая далее при 

классификации схем сведения многоиндексных задач к классу задач поиска потока в сети.    

3.1. Постановки многоиндексных задач транспортного типа 

При постановке многоиндексных задач транспортного типа воспользуемся 

следующей формализацией, основанной на обозначении, введенном в [88]. Пусть Ns  и 

},...,2,1{)( ssN . Каждому числу l  поставим в соответствие параметр 
lj , называемый 

индексом, который принимает значения из множества },...,2,1{ ll nJ , где 2ln , )(sNl . 

Там где это не вызывает неоднозначности, будем отождествлять номер индекса l  и индекс 

lj . Пусть )(},...,,{ 21 sNkkkf t ; 
1ii kk , 1,1 ti . Набор значений индексов fF =

fkkk t
jjj ),...,,(

21
 будем называть t-индексом. Множество всех t-индексов, соответствующих 

f , определим как }...|{
21 tkkkff JJJFFE . Там, где это не вызывает 

неоднозначности, будем опускать нижний индекс f  и записывать t-индекс как 
tkkk jjj ...

21
. 

Компоненту 
ij  набора fF  будем обозначать if jiF )( , fi . Пусть )(sNff , тогда 

обозначим fff FF )( , если ff EF , ff EF  и )()( iFiF ff , fi . Если ff EF , 

ff EF , где )(, sNff  и ff , то через ff FF  обозначим такой набор, что 

ffff EFF  и ffff FFF )( , ffff FFF )( . Далее определим fsNf \)( , тогда 

согласно введенному обозначению 
ffsN FFF )( , если fsNf FF )( )(  и 

fsNf
FF )( )(

. Пусть 

)(2 sNM , тогда будем обозначать }|{
~

MffM . 

Каждому набору fF  поставим в соответствие действительное число 
fFz , ff EF . 

Данное отображение множества t-индексов fE  в множество действительных чисел 

назовем t-индексной матрицей и обозначим через }{
fFz . Рассмотрим s-индексную матрицу 

}{ )(sNz  и введем следующее обозначение  
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11

...
kk tktk

ff

ff

ff

Jj Jj
FF

EF

FF zz , 
ff

EF . 

Введенное обозначение подсумм s-индексной матрицы будем использовать при 

формализации многоиндексных транспортных задач. 

Пусть М – заданное множество, )(2 sNM ; }{
f

Fa , }{
f

Fb  – заданные || f -индексные 

матрицы свободных коэффициентов, 
ff

FF ba0 , 
ff

EF , Mf ; }{
)( sNFc  – заданная s-

индексная матрица коэффициентов целевой функции; }{
)( sNFx  – s-индексная матрица 

неизвестных. Тогда многоиндексная задача линейного программирования транспортного 

типа формализуется следующим образом: 

MfEFbxa
ffF

EF

FFF
f

ff

fff

 , , , 
(3.1)  

0
)( sNFx , )()( sNsN EF , (3.2)  

min
)()(

)()(

sNsN

sNsN

EF

FF xc . 
(3.3)  

Задачу (3.1)-(3.3) будем обозначать }){;},{},{;,...,;;(
)(21 sNff

FFF cMfbannMsw , а класс всех 

многоиндексных задач линейного программирования (3.1)-(3.3) при фиксированном 

множестве M  будем обозначать )(MW . Систему ограничений (3.1),(3.2) будем 

обозначать )},{},{;,...,;;( 1 MfbannMsd
ff

FFs , а класс всех многоиндексных систем 

линейных неравенств (3.1),(3.2) при фиксированном множестве M  будем обозначать 

)(MD . 

Если )(MWw , то ограничение вида (3.1) задачи w , соответствующее  

фиксированному множеству Mf  и фиксированном набору 
ff

EF , обозначим 

),,(
f

Ffwd . Матрицу системы ограничений задачи w  обозначим через )(wMatr . Строку 

матрицы )(wMatr , определяемую двусторонним неравенством ),,(
f

Ffwd , обозначим 

),,(
f

Ffwrow , . , MfEF
ff

 Столбец матрицы )(wMatr , соответствующий переменной 

)( sNFx , обозначим  ),( )(sNFwcol , )()( sNsN EF . Пусть заданы последовательности 

,,...,
)()1( 1 Mff

k  
)1(

1

)1()1()1(

)()1( ,...,
kk

f

k

fff
EFEF  и ,,..., )(

)(

)(

)1(

)(
2

sN

k

sNsN EFF  тогда подматрицу, 

образованную элементами матрицы )(wMatr , находящимися на пересечении строк 
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),,( )()(

)(

i

f

i

i
Ffwrow , 1,1 ki  и столбцов ),( )(

)(

j

sNFwcol , 2,1 kj , будем обозначать 

),1 , ;,1  ), ,( ;( 2

)(

)(1

)()(

)(
kjFkiFfwMatr j

sN

i

f

i

i
. 

В ряде задач s-индексная матрица коэффициентов целевой функции }{
)( sNFc  имеет 

декомпозиционную структуру и может быть представлена в виде подсуммы 

многоиндексных матриц меньшей размерности. Пусть )(2 sNH  и заданы || H  

многоиндексных матриц коэффициентов }{
fFd , Hf , что  

Hf

FF fsNsN
dc )( )()(

, .)()( sNsN EF  

Тогда рассмотрим целевую функцию следующего вида: 

min
)()(

)()( )(

sNsN

sNfsN

EF Hf

FF xd . 
(3.4)  

Класс всех многоиндексных задач задача линейного программирования (3.1),(3.2),(3.4) 

при фиксированных множествах M  и H  будем обозначать ),( HMW . Справедливы 

следующие утверждения. 

Утверждение 3.1. Пусть )(2, sNHM , тогда )(),( MWHMW . 

Утверждение 3.2. Пусть )(2, sNHM  и HsN )( , тогда )(),( MWHMW . 

Пусть )(21 sNff  и заданы многоиндексные матрицы }{
)( sNFc , }{

1f
Fd , для 

которых выполняются условия 
1)()( )( fsNsN FF dc , .)()( sNsN EF

 
Тогда существует 

многоиндексная матрица }{
2f

Fd , что 
2)()( )( fsNsN FF dc , .)()( sNsN EF

 
 Такую матрицу можно 

определить следующим образом 
1)(2)( )()( fsNfsN FF dd , .)()( sNsN EF  Отсюда несложно увидеть, 

что справедливо следующее утверждение.  

Утверждение 3.3. Пусть  и для каждого  найдется , 

что . Тогда ),(),( 21 HMWHMW .  

Дополнительно среди задач класса ),( HMW  выделим задачи, удовлетворяющие 

следующему обобщенному неравенству треугольника. 

}{\

)()( )()(

fHf

FF fsNfsN
dd , )()( sNsN EF , Hf . (3.5)  

)(

21 2,, sNHHM 11 Hf 22 Hf

21 ff
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Подкласс всех задач класса ),( HMW , удовлетворяющих условию (3.5), при 

фиксированных множествах M  и H  будем обозначать ),( HMW .  

Особый интерес представляет решение целочисленной многоиндексной 

транспортной задачи, когда дополнительно необходимо выполнение  ограничения 

целочисленности переменных    

Zx
sNF )(

, )()( sNsN EF . (3.6)  

Задачу (3.1)-(3.3),(3.6) будем обозначать )},{},{;,...,;;( 1 MfbannMsw
ff

FFsZ
. Также 

будем добавлять нижний индекс Z  к обозначению класса многоиндексных задач, если 

дополнительно выполняется условий целочисленности (3.6). Тогда соответствующие 

классы систем целочисленных линейных неравенств (3.1),(3.6), задач целочисленного 

линейного программирования (3.1),(3.6),(3.3) и задач целочисленного линейного 

программирования (3.1),(3.6),(3.4) при фиксированных множествах M  и H  будем 

обозначать через )(MDZ , )(MWZ  и ),( HMWZ  соответственно. 

Рассмотрим задачу исследования несовместной многоиндексной системы 

линейных неравенств транспортного типа. Пусть многоиндексная система линейных 

неравенств несовместна. Известно подмножество двусторонних неравенств системы, для 

которых разрешены изменения левых и (или) правых границ. Ограничения, для которых 

разрешены изменения границ, будем называть "желательными", иначе "жесткими". 

Заданы штрафы за нарушения границ желательных ограничений. Содержательно 

рассматриваемая задача заключается в определении значений многоиндексной матрицы 

неизвестных, удовлетворяющих жестким ограничениям и минимизирующих суммарный 

штраф за нарушения желательных ограничений. 

Введем вспомогательные обозначения. Обозначим через 
a

F
f

u  (
b

F
f

u ) параметр, 

принимающий значение 1, если для неравенства ),,(
f

Ffwd  разрешено изменение нижней 

(верхней) границы, и значение 0 в противном случае; 
a

F
f

e  (
b

F
f

e ) –  штраф за изменение на 

единицу нижней (верхней) границы неравенства ),,(
f

Ffwd , 0, b

F

a

F
ff

ee ; 
a

F
f

y  (
b

F
f

y ) – 

неизвестная величина, на которую будет изменена нижняя (верхняя) граница неравенства 

),,(
f

Ffwd  
ff

EF , Mf , )(MWw . Пусть система ограничений задачи )(MWw  

несовместна и }){;},{},{;,...,;;(
)(1 sNff

FFFs cMfbannMsww . Тогда задача исследования 

несовместной многоиндексной системы заключается в определении многоиндексных 
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матриц неизвестных }{ a

F
f

y , }{ b

F
f

y , Mf  и }{
)( sNFx , являющихся решением следующей 

задачи линейного программирования: 

MfEFyubxyua
ff

b

F

b

FF

EF

FF

a

F

a

FF
fff

ff

fffff

 , , , 
(3.7)  

,0, b

F

a

F
ff

yy
ff

EF , Mf , (3.8)  

0
)( sNFx , )()( sNsN EF , (3.9) 

min)(
Mf EF

b

F

b

F

b

F

a

F

a

F

a

F

ff

ffffff

yueyue . 
(3.10)  

Класс всех задач задача линейного программирования (3.7)-(3.10) при фиксированном 

множестве M  будем обозначать )(MS .  

Рассмотрим многокритериальную многоиндексную задачу с кусочно-постоянными 

критериями оптимальности. Будем ассоциировать многоиндексные подсуммы 

многоиндексной матрицы неизвестных с определенными многоиндексными показателями 

задачи, которые будем разделять на «жесткие», требующие обязательного выполнения, и 

желательные, к достижению которых нужно стремиться. Жесткие показатели 

формализуются в виде ограничений, а желательные – в виде критериев оптимальности. 

Тогда задача ставится как многокритериальная задача учета желательных показателей с 

критериями, определяющими степень удовлетворения желательных. При определении 

критериев оптимальности будем использовать кусочно-постоянные критерии, ранжируя 

тем самым ступени удовлетворения желательных ограничений.  

С заданными множествами M  и H , )(2, sNHM , будем связывать жесткие и 

желательные показатели соответственно. Тогда множество M  определяет систему 

многоиндексных неравенств транспортного типа (3.1),(3.2). Множество H  определяет 

кусочно-постоянные критерии, формализация которых приводится далее. Пусть )(2 sNH  

и },|),{()( HfEFFfHP fff . Для каждой из пар ),( fFf  определим 1p  

вложенных сегментов )(

,

l

Ff f
S , pl ,0 , что )1(
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)(
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Ff ff
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Ff f
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)(),( HPFf f . Каждая из пар ),( fFf  определяет следующую функцию предпочтения  
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Тогда рассмотрим многокритериальную задачу определения s-индексной матрицы 

неизвестных }{
)( sNFx , удовлетворяющей системе ограничений (3.1),(3.2) и 

минимизирующей функции предпочтения 

min,)(,

ff

fff

EF

FFFf x  )(),( HPFf f .  (3.11)  

Класс многокритериальных задач (3.1),(3.2),(3.11) будем обозначать ),( HMU . Пусть 

множество )(HP  упорядочено по значимости соответствующих критериев. Тогда в 

качестве схемы компромисса при решении поставленной многокритериальной задачи 

(3.1),(3.2),(3.11) используем лексикографическое упорядочивание критериев 

оптимальности, соответствующий класс оптимизационных задач при фиксированных 

множествах M  и H  будем обозначать ),( HMU . Также в качестве схемы компромисса 

будем рассматривать максиминную свертку критериев оптимальности, соответствующий 

класс оптимизационных задач при фиксированных множествах M  и H  будем обозначать 

),(minmax HMU .  

3.2. Задачи распределения ресурсов как многоиндексные задачи 

Введенную схему формализации многоиндексных задач транспортного типа 

проиллюстрируем на примере прикладных многоиндексных задач распределения 

ресурсов, описанных в главе 1. Определим место описанных прикладных задач в классе 

многоиндексных задач транспортного типа. 

Транспортная задача с промежуточными пунктами 

Рассмотрим транспортную задачу с промежуточными пунктами, описанную в 

разделе 1.1.  Для данной задачи 3s , },,{)( kjisN  и }},{},,{},{},{{ kjjikiM . Здесь 

ограничение (1.1) соответствует множеству },{ kj , ограничение (1.2) – множеству },{ ji , 

ограничение (1.3) – множеству }{k , ограничение (1.4) – множеству }{i .  

Тогда поставленные многоиндексные задачи линейного программирования (1.1)-

(1.5),(1.6), задача (1.1)-(1.5),(1.7) и задача (1.1)-(1.5),(1.8) относятся к классу )(MW . 

Можно заметить, что коэффициенты целевых функций (1.6), (1.7) и (1.8) имеют 

декомпозиционную структуру – они определены в виде суммы многоиндексных матриц 

коэффициентов. Так для критерия (1.6) коэффициенты целевой функции имеют вид  

jkiji dca , KkJjIi ,, . Отсюда задача  (1.1)-(1.5),(1.6) относится к классу 

),( HMW , где }},{},,{},{{ kjjiiH . Задача  (1.1)-(1.5),(1.7) относится к классу ),( HMW , 
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где }}{{kH . Задача (1.1)-(1.5),(1.8) относится к классу ),( HMW , где 

}},{},,{},{},{{ kjjikiH . 

При постановке многокритериальной задачи выбора плана перевозок (1.1)-

(1.5),(1.9) в качестве показателей плана, определяющих критерии задачи, выбраны объемы 

продукта соответствующего потребителям системы. Объем продуктов потребленный 

элементом k  определяется как подсумма 
Ii Jj

ijkx , Kk .  Тогда поставленная 

многокритериальная задача (1.1)-(1.5),(1.9) относится к классу ),( HMU , где 

}},{},,{},{},{{ kjjikiM  – определяет жесткие показатели, формализуемые в виде 

системы ограничений (1.1)-(1.5), }}{{kH  – определяет желательные показатели, 

формализуемые в виде критериев (1.9). Если множество потребителей K  упорядочено с 

точки зрения их приоритета, то при решении многокритериальной задачи (1.1)-(1.5),(1.9) 

может быть рассмотрена лексикографическая свертка критериев. Соответствующая задача 

относится к классу ),( HMU . В случае равнозначности потребителей в качестве схемы 

компромисса при решении многокритериальной задачи (1.1)-(1.5),(1.9) может быть 

рассмотрена максиминная свертка. Соответствующая задача относится к классу 

),(minmax HMU . 

Задача формирования портфеля заказов 

Рассмотрим задачу формирования портфеля заказов, описанную в разделе 1.2.  Для 

данной задачи 3s , },,{)( tjisN  и }},{},,{},{,{ tjtijM . Здесь ограничение (1.10) 

соответствует множеству },{ tj , ограничение (1.11) – множеству }{ j , ограничение (1.12) – 

множеству },{ ti , ограничение (1.13) – множеству . Тогда поставленная проблема 

определения допустимого портфеля заказов (1.10)-(1.14) относится к классу )(MD . 

Пусть система (1.10)-(1.14) несовместна, что может быть вызвано 

несогласованностью внутренних ограничений предприятия. Вопрос о несогласованности 

внутренних ограничений связан с исследованием совместности системы 

(1.10),(1.11),(1.14), которая относится к классу )(MD , где }},{},{{ tjjM . Далее 

рассматриваются две задачи: задача формирования портфеля заказов с возможными 

нарушениями требуемых объемов работ по заказам и задача формирования портфеля 

заказов с возможными нарушениями сроков выполнения работ по заказам. 

Задача формирования портфеля заказов с возможными нарушениями требуемых 

объемов работ по заказам ставится как задача (1.10),(1.11),(1.13)-(1.17). В поставленной 
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задаче разрешены нарушения ограничения (1.12), определяемого множеством },{ ti . 

Отсюда задача (1.10),(1.11),(1.13)-(1.17) относится к классу )(MS , где 

}},{},,{},{,{ tjtijM , и при этом 0b

F

a

F
ff

uu ,  ,
ff

EF },{\ tiMf  и 1b

F

a

F
ff

uu , 

 ,
ff

EF },{ tif . 

Задача формирования портфеля заказов с возможными нарушениями сроков 

выполнения работ по заказам ставится как задача линейного программирования (1.10)-

(1.12),(1.14),(1.18). Поставленная задача относится к классу )(MW , где 

}},{},,{},{{ tjtijM . 

Объемно-календарное планирование переработки газового конденсата 

Рассмотрим задачу объемно-календарного планирования переработки газового 

конденсата, описанную в разделе 1.3.  Для данной задачи 5s , },,,,{)( tpkjisN  и 

}},,,{},,{},,{{ tpkjpijiM . Здесь ограничение (1.19) соответствует множеству },,,{ tpkj , 

ограничение (1.20) – множеству },{ pi , ограничение (1.21) – множеству },{ ji . Тогда 

поставленные многоиндексные задачи линейного программирования (1.19)-(1.22),(1.23), 

задача (1.19)-(1.22),(1.24), задача (1.19)-(1.22),(1.25), задача (1.19)-(1.22),(1.26), задача 

(1.19)-(1.22),(1.27) и задача (1.19)-(1.22),(1.28) относятся к классу )(MW .  

Можно заметить, что коэффициенты целевых функций рассматриваемых задач 

имеют декомпозиционную структуру. Отсюда задача (1.19)-(1.22),(1.23) относится к 

классу ),( HMW , где }},,{{ tpkH . Задача (1.19)-(1.22),(1.24) относится к классу 

),( HMW , где }},{{ kjH . Задача (1.19)-(1.22),(1.25) относится к классу ),( HMW , где 

}},{{ jiH . Задача (1.19)-(1.22),(1.26) относится к классу ),( HMW , где }}{{tH . Задача 

(1.19)-(1.22),(1.27) относится к классу ),( HMW , где }},{{ pkH . Задача (1.19)-(1.22), 

(1.28) относится к классу ),( HMW , где }},,{},,{},,{},,{},{{ tpkpkkjjitH . 

Задача составления расписания занятий  

Рассмотрим задачу составления расписания занятий, описанную в разделе 1.4.  Для 

данной задачи 4s , },,,{)( tkjisN  и }},,{},,{},,{,{ tkikjjiM . Здесь ограничение 

(1.29) соответствует множеству },{ kj , ограничение (1.30) – множеству },,{ tki , 

ограничение (1.31) – множеству },{ ji , ограничения (1.32), (1.33), (1.34) – множеству , 

ограничение (1.35) эквивалентно совокупности ограничений (3.12) и дополнительного 
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ограничения целочисленности переменных, при этом ограничение (3.12) также 

соответствует  множеству . 

.,, ,10 TtKkJI, j ixijkt  (3.12) 

Отсюда система целочисленных линейных неравенств (1.29)–(1.35) относится к классу 

)(MDZ
, задача целочисленного линейного программирования (1.29)–(1.36) относится к 

классу )(MWZ
. 

 Заметим, что с учетом ограничения неотрицательности переменных ограничения 

(1.32), (1.33), (1.34) могут быть записаны в следующей эквивалентной форме 

,,\  ,0 IiAJjx i

Kk Tt

ijkt  (3.13) 

,,\  ,0 IiBTtx i

Jj Kk

ijkt
 

(3.14) 

.,\  ,0 KkCTtx k

Ii Jj

ijkt
 

(3.15) 

Кроме того, ограничение (3.12) автоматически выполняется при выполнении ограничения 

(1.29) и ограничения неотрицательности переменных. Отсюда система целочисленных 

линейных неравенств (1.29)–(1.35) относится к классу )(MDZ , где 

}},,{},,{},,{},,{{ tkitkkjjiM .  Далее несложно увидеть, что коэффициенты целевой 

функции (1.36) имеют декомпозиционную структуру. Отсюда задача (1.29)–(1.36) 

относится к классу ),( HMW , где }},{},,{},,{{ tktijiH .  

3.3. Общая концепция сводимости многоиндексных задач 

При описании результатов сводимости одного класса задач к другому удобно 

использовать схему формализации сводимости, позволяющую классифицировать 

требуемые вычислительные затраты и применяемые процедуры при сведении. Приведем 

формализацию концепции сводимости, которую далее будем использовать при 

исследовании сводимости классов многоиндексных задач к классу задач поиска потока в 

сети.  

Пусть 
mnRA , nRbbb ,, , mRc  – заданные параметры, mRx  – вектор 

неизвестных. Через ),,( cbAw  будем обозначать задачу линейного программирования 

}0,|),min{( xbAxxc ; через ),,,( cbbAw  – задачу линейного программирования 

}0,|),min{( xbAxbxc . Для удобства через )(Anrow  и )(Ancol  будем обозначать 
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количество строк и столбцов матрицы A соответственно. Отметим, что задача 

),,,( cbbAw  может быть описана с использованием обозначения вида ),,( cbAw . Тем не 

менее будем использовать обозначение ),,,( cbbAw  в случае, когда хотим подчеркнуть, 

что система ограничений задачи представляет собой систему двусторонних неравенств. 

Также будем рассматривать задачи целочисленного линейного программирования. Если 

),,( cbAww  – задача линейного программирования, то через 
Zw  обозначим задачу 

целочисленного линейного программирования },|),min{( )( Ancol

Z ZxbAxxcw .  Пусть 

W  – произвольный класс задач линейного программирования. Соответствующий класс 

задач целочисленного линейного программирования определим как }|{ WwwW ZZ . 

Далее рассмотрим два класса задач линейного программирования W  и W . На 

содержательном уровне под сводимостью класса W  к классу W  понимается 

возможность построения для произвольной задачи Ww  соответствующей задачи 

Ww  таким образом, чтобы решение задачи w  определяло решение задачи w . При 

формализации схем сведения будем определять временные затраты и (или) конкретные 

вычислительные процедуры, связанные с:  

– построением матрицы системы ограничений задачи w  по исходным параметрам 

задачи w ; 

– построением свободных коэффициентов и коэффициентов целевой функции задачи w  

по исходным параметрам задачи w ; 

– построением решения задачи w  по решению задачи w . 

Предлагаемое далее обозначение схемы сведения вводится по аналогии с нотацией 

Р. Грэхема (R. Graham), используемой при классификации задач теории расписаний [124].  

Определение 3.1. Будем говорить, что класс W  является 
332211 || ststst  

сводимым к классу W , если для любой задачи WcbAww ),,(  можно за время )( 1tO  

с использованием процедуры 1s  построить матрицу A , за время )( 2tO  c использованием 

процедуры 
2s  построить векторы cb , , что WcbAww ),,(  и при этом 

– задача w  совместна (ограничена) тогда и только тогда, когда совместна (ограничена) 

задача w ; 

– если известно оптимальное (допустимое) решение  задачи w , то оптимальное 

(допустимое) решение x  задачи w  может быть построено за время )( 3tO  с 

использованием процедуры 
3s . 

x
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Здесь 
1s , 

2 s , 
3 s  – строковые обозначения вычислительных процедур, связанных с 

построением матрицы системы ограничений, с построением свободных коэффициентов и 

коэффициентов целевой функции и с построением решения задачи соответственно. 

Замечание. Опционально будем опускать записи вычислительных затрат 
1t , 

2t , 
3t  и 

(или) записи обозначений вычислительных процедур 
1s , 

2 s , 
3 s , если при сведении не 

конкретизируются соответствующие вычислительные затраты и (или) вычислительные 

процедуры. Задачу w  (см. определение 3.1) будем называть задачей, соответствующей 

задаче w . Решение x  (см. определение 3.1) будем называть решением, 

соответствующим решению . При определении вычислительных затрат 
1t , 

2t , 
3t , если 

не оговорено иного, будем оценивать, как и в [77], количество вычислительных операций 

на машине с произвольным доступом к памяти.  Иногда для удобства функции оценки 

вычислительной сложности 
1t , 

2t , 
3t  будем заменять обозначениями L  или P , 

подразумевая линейные или полиномиальные функции от размера матрицы A  

соответственно. В случае, когда при  определении 
1t , 

2t , 
3t  оценивается вычислительная 

сложность рассматриваемых вычислительных процедур, будем добавлять верхний индекс 

«*» в записи соответствующих оценок. В частности будем записывать 
*L  или 

*P , когда 

речь идет о линейной или полиномиальной оценках вычислительной сложности как 

функции от размера индивидуальной задачи соответственно. Схематично концепция 

332211 || ststst  сводимости представлена на рис. 3.1. 

 

Рисунок 3.1. 

В работе исследуется возможность сведения класса многоиндексных задач 

линейного программирования транспортного типа к классу задач поиска потока 

минимальной стоимости. В качестве потоковой задачи будем рассматривать задачу поиска 

x
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циркуляции минимальной стоимости в сети (2.5),(2.6),(2.4), обозначаемую 

)),(,;( AjicbaGz ijijijMCC . Класс всех задач (2.5),(2.6),(2.4) будем обозначать GraphW . Также 

нас будет интересовать возможность сведения к классу задач поиска циркуляции 

минимальной стоимости в древовидной сети. Под древовидной сетью задачи о 

циркуляции будем понимать сеть, определяемую графом ),( AVG , для которого 

существует корневое ориентированное дерево ),( AVG  с корнем Vs  и множеством 

листьев VT , что }|),{( TtstAA . Класс задач поиска циркуляции минимальной 

стоимости в древовидной сети будем обозначать 
TreeW , здесь GraphTree WW . 

Далее в работе исследуются вопросы 
332211 || ststst  сводимости классов 

многоиндексных задач )(MW  и ),( HMW  к классам задач поиска потока в сети GraphW  и  

TreeW . Применяемые при исследовании сводимости вычислительные процедуры 1s , 
2s , 

3s  

будут определены при описании  рассматриваемых схем сведения.  
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Выводы 

Описана общая схема формализации многоиндексных задач, применяемая в работе. 

Данная схема проиллюстрирована на примере прикладных многоиндексных задач, 

рассмотренных в главе 1. Полученные в работе теоретические результаты исследования 

многоиндексных задач будут изложены с использованием данной формализации. Описана 

общая схема формализации сводимости задач линейного программирования, применяемая 

далее при исследовании сводимости многоиндексных задач к классу задач поиска потока 

в сети. Результаты исследования сводимости будут применены в работе при построении 

алгоритмов решения поставленных многоиндексных задач )(MD , )(MW , ),( HMW , 

),( HMW  (и соответственно )(MDZ
, )(MWZ

, ),( HMWZ
, ),( HMWZ

) , а также )(MS , 

),( HMU  и ),(minmax HMU . 
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Глава 4. Сводимость с сохранением соответствия ребер 

Глава посвящена исследованию сводимости класса многоиндексных задач к классу 

задач поиска потока минимальной стоимости в сети с использованием схемы сведения с 

сохранением соответствия ребер [8, 20, 25, 27, 28, 32, 34, 84]. Особенностью 

рассматриваемой концепции сводимости является существование соответствия между 

переменными исходной задачи и дугами вспомогательной сети. Предлагаемая схема 

сведения гарантирует, что произвольный оптимальный поток вспомогательной сети будет 

определять такое оптимальное решение исходной задачи, в котором переменным 

присваивается значение потока вдоль соответствующих дуг сети. В рамках 

рассматриваемой схемы сведения в данной главе найдены условия сводимости класса 

многоиндексных задач линейного программирования к классу задач поиска потока в сети 

и к классу задач поиска потока в древовидной сети. Предлагается конструктивная схема 

сведения. На основе предложенной схемы сведения строятся алгоритмы решения 

многоиндексных задач, удовлетворяющих условиям сводимости. Результаты обобщаются 

при исследовании более широкого класса схем сводимости. 

4.1. Концепция  сводимости 

Введем схему  сводимости (сводимости с сохранением 

соответствия ребер), которая будет применяться в данной главе при исследовании 

сводимости многоиндексных задач к классу задач поиск потока в сети. Основные 

особенности предлагаемой схемы: 

– при построении вспомогательной сети пропускные способности дуг определяются 

равными соответствующим свободным коэффициентам двусторонних неравенств 

системы ограничений, стоимости дуг определяются равными соответствующим 

коэффициентам целевой функции (такая особенность сведения отражается в 

процедуре, обозначаемой  equal ); 

– при построении решения исходной задачи предполагается существование 

соответствия между ее переменными и дугами вспомогательной сети, при этом 

оптимальный поток вспомогательной сети определяет такое оптимальное решение 

исходной задачи, в котором переменным присваивается значение потока вдоль 

соответствующих дуг сети (такая особенность сведения отражается в процедуре, 

обозначаемой edge ).  

edgetequaltt 321 ||

edgetequaltt 321 ||
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Таким образом, рассматриваемая схема сведения является частным случаем схемы, 

описанной в определении 3.1, для которой  edgesequals 32  , . 

Определение 4.1. Пусть W  – класс задач линейного программирования с 

двусторонней системой линейных неравенств. Будем говорить, что класс W  является 

edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу GraphWW , если класс W  является 
321 || ttt  

сводимым к классу W , и дополнительно произвольная задача WcbbAww ),,,( , а 

также соответствующая ей задача WAjieulGzz GijijijMCC )),(,,,;(  удовлетворяют 

следующим условиям. Найдутся такие инъективные функции 
GAAnrow )}(,...,1{: , 

GAAncol )}(,...,1{: , что 

– iiii bubl )()( , , )(,1 Anrowi ; *

),(),( ,0 bul vuvu , })(,1|)({\),( AnrowiiAvu G , 

где 
)(

1

*
Anrow

k

kbb ; 

– ii ce )( , )(,1 Ancoli ; 0),( vue , })(,1|)({\),( AncoliiAvu G ; 

– если ,ijx  
GAji ),( , является оптимальным (допустимым) решением задачи z , то 

),...,( ))(()1( Ancolxx  будет являться оптимальным (допустимым) решением задачи w , 

соответствующим решению задачи z .  

Замечание. В качестве величины *b  выбрана величина, значение которой 

эквивалентно отсутствию (в данном контексте) верхней пропускной способности дуги. 

Схематично концепция edgetequaltt 321 ||  сводимости представлена на рис. 4.1. 

 

Рисунок 4.1. 
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Согласно определению 4.1, в случае  сводимости класса  к 

классу GraphWW  гарантируется, что если , GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,;(  и 

z  является задачей, соответствующей задаче , то при построении задачи поиска потока 

минимальной стоимости z  пропускные способности и стоимости дуг в задаче 

определяются через коэффициенты задачи , а решение задачи  находится через 

подмножество компонент решения задачи z . Тогда, согласно утверждению 2.2, можно 

предложить алгоритм решения задачи , основанный на решении соответствующей 

задачи z . Данный алгоритм требует 
321( tttO |))||(||),(|( GGG AVOVO + 

|))||(||),(|( GGG AVOVO  вычислительных операций, где ),( mn  и ),( mn  – количество 

вычислительных операций, требуемых для решения задачи поиска максимального потока 

MFz  и задачи поиска потока минимальной стоимости заданной величины 
MCFz  

соответственно в сети с  вершинами и  дугами. Обзор оценок вычислительной 

сложности для известных потоковых алгоритмов можно найти, например,  в [143, 145, 

166]. Если дополнительно известно, что 
TreeWW , то для решения задачи z  может быть 

применен алгоритм поиска потока минимальной стоимости в древовидной сети. Тогда, 

согласно утверждению 2.4, можно предложить алгоритм решения задачи w , основанный 

на решении соответствующей задачи z  поиска потока минимальной стоимости в 

древовидной сети и имеющий вычислительную сложность 
321( tttO  )|| 2V . 

 Далее в данной главе будут рассмотрены вопросы 
 

сводимости класса  к классам GraphW  и 
TreeW , а также некоторые обобщения. 

4.2. Многоиндексные задачи с 2-вложенной структурой 

Вид задач линейного программирования класса )(MW  определяется заданным 

множеством M. Поэтому нас будет интересовать нахождение условий, которым должно 

удовлетворять множество M, чтобы класс )(MW  являлся 
 

сводимым к классу GraphW .  

Теорема 4.1. Пусть )(2 sNM . Если класс )(MW  является edgetequaltt 321 ||  

сводимым к классу GraphW , то для произвольной задачи )(MWw  матрица )(wMatr  

является абсолютно унимодулярной. 

edgetequaltt 321 || W

Ww

w

w w

w

n m

edgetequaltt 321 ||

)(MW

edgetequaltt 321 ||
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Доказательство от противного. Пусть класс )(MW  является 

edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу GraphW , и найдется такая задача )(MWw , что 

матрица )(wMatr  не является абсолютно унимодулярной. Согласно [49], условие 

абсолютной унимодулярности матрицы является необходимым и достаточным условием 

целочисленности многогранника соответствующей системы линейных неравенств с 

целочисленными свободными коэффициентами. Отсюда существует задача )(MWw , 

удовлетворяющая следующим условиям: 

– )()( wMatrwMatr , 

– свободные коэффициенты задачи w  являются целочисленными, 

– система ограничений задачи w  совместна, 

– задача w  не имеет целочисленных решений. 

Класс )(MW  является edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу GraphW . Тогда 

рассмотрим задачу GraphWz , соответствующую задаче  w . По определению 4.1  задача 

поиска потока минимальной стоимости z  совместна и пропускные способности сети в 

задаче z  являются целочисленными. Матрица системы ограничений задачи z  является 

абсолютно унимодулярной, отсюда задача z  имеет целочисленное оптимальное решение. 

Тогда, согласно определению  4.1, задача w  также имеет целочисленное оптимальное 

решение. Получаем противоречие. Таким образом, предположение неверно. Теорема 

доказана.     

Определение 4.2. Множество M, 
)(2 sNM , называется k-вложенным, если 

существует разбиение множества M на k подмножеств },...,{ )()(

1

i

m

i

i i
ffM , ki ,1 , что 

)(

1

)( i

j

i

j ff , 1,1 imj , ki ,1 . 

Лемма 4.1. Пусть )(2 sNM  и множество M  является 1-вложенным, тогда 

|)(||| )(sN

Mf
f

EOE . 

Доказательство. Пусть )(2 sNM  и M  является 1-вложенным. Тогда по 

определению 4.2 },...,{ 1 mffM , где 1jj ff , 1,1 mj . Т.к. )(sNf j , mj ,1 , и 

ssN |)(| , то 1sm . Т.к. )(sNf j
, то |||| )(sNf

EE
j

, mj ,1 . Следовательно 

)(|||| )()( sNsN

Mf
f

EOEsE . Лемма доказана.     
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Было найдено следующее достаточное условие сводимости. 

Теорема 4.2. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

edgeLequalLL ||  сводимым к классу GraphW , достаточно, чтобы множество M было 2-

вложенным.   

Доказательство. Пусть множество )(2 sNM  является 2-вложенным. Тогда 

21 MMM , где },...,{ )()(

1

i

m

i

i i
ffM , )(

1

)( i

j

i

j ff , 1,1 imj , 2,1i . Рассмотрим 

произвольную задачу )()},{},{;,...,;;( 1 MWMfbannMsww
ff

FFs
. Не уменьшая 

общности, будем считать (для удобства описания схемы сведения), что  

– 
1M  и тогда )1(

1f , 

– 2|| 1M ,  

– 
2M ,  

в противном случае, добавим недостающие двусторонние неравенства, в качестве нижней 

границы которых выберем ноль, в качестве верхней – достаточно большую величину, 

например 
Mf EF

F

ff

f

b . Далее приведем процедуру построения задачи 

GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;( , соответствующей задаче w . 

Построим ориентированный граф ),( GG AVG  с множеством вершин 

},{} , |{ tsMfEFvV
ffFG

f

 и множеством дуг 
2211 AAAAAAG

, где 

– }1,1 , |),{( 1)(1 )1()1(
)1()1(

1
)1(

miEFvvA
ii

ifi
fif

ffFF ; 

– } |),{(
)1(

1

)1(

1
)1(

1

1
mm

m
f

ff
F EFvsA  

– }1,1 , |),{( 22 )2()2(
)2(

1

)
)2(

()2(

miEFvvA
ii

i
fif

F

if
ff

FF ; 

– } |),{(
)2(

2

)2(

2
)2(

2

2
mm

m
f

ff
F EFtvA ; 

– } |),{(},{
)1(

1
)1(

1
)2(

1
)1(

1
)1(

1

)( ffFF EFvvstA
fff

. 

Определим функцию  следующим образом:  
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– каждому ограничению ),,(
)1(

)1(

if
i Ffwd  поставим в соответствие дугу ),(

)1()1(
1

)1(
)(

ifi
fif

FF vv , 

таким образом, в задаче z  нижняя и верхняя границы данной дуги будут составлять 

)1(
if

Fa  и 
)1(

if

Fb  соответственно, 
)1()1(

ii ff
EF , 1,1 1mi ; 

– каждому ограничению ),,(
)1(

1
1

)1(

m
fm Ffwd  поставим в соответствие дугу ),(

)1(

1m
f

F
vs , таким 

образом, в задаче z  нижняя и верхняя границы данной дуги будут составлять 
)1(

1m
f

Fa  и 

)1(

1m
f

Fb  соответственно, 
)1(

1

)1(

1 mm
ff

EF ; 

– каждому ограничению ),,(
)2(

)2(

if
i Ffwd  поставим в соответствие дугу ),(

)2(
1

)2()2(
)(

i
fifif

FF vv , 

таким образом, в задаче z  нижняя и верхняя границы данной дуги будут составлять 

)2(
if

Fa  и 
)2(

if

Fb  соответственно, 
)2()2(

ii ff
EF , 1,1 2mi ; 

– каждому ограничению ),,(
)2(

2
2

)2(

m
fm Ffwd  поставим в соответствие дугу ),(

)2(

2

tv
m

f
F

, таким 

образом, в задаче z  нижняя и верхняя границы данной дуги будут составлять 
)2(

2m
f

Fa  и 

)2(

2m
f

Fb  соответственно, 
)2(

2

)2(

2 mm
ff

EF . 

Определим функцию  следующим образом: каждой переменной 
)( sNFx  поставим 

в соответствие дугу ),(
)()1(

2
)(

)( sN
f

sN
FF vv , )()( sNsN EF . Напомним, что )1(

1f , и 

следовательно, )1(

1)( fsN .  

Покажем, что построенная задача z  совместна тогда и только тогда, когда 

совместна исходная задача w . Действительно, пусть 
)( sNFx , )()( sNsN EF  – допустимое 

решение системы ограничений задачи w . Определим циркуляцию ijy , Aji ),( , в графе 

G  следующим образом:  

– 
)()()1(

2

)
)(

( sNsNF
f

sN
F Fvv xy , )()( sNsN EF ; 



 79 

– поток вдоль оставшихся дуг, т.е. дуг из множества } |),{(\ )()()( )()1(
2

)( sNsNFFG EFvvA
sN

f
sN

, 

рассчитывается однозначно через ограничение баланса (2.5) согласно структуре 

построенного графа G .  

По построению и с учетом ограничения (3.1) справедливы следующие соотношения 

;1,1  ,  , 1)1()1(
)1(

)1()1(

)1()1(
)1()1(

1

)
)1(

()1(

miEFbxya
iiif

ifif
ifif

if

F

i
fif

F

if
ff

F

EF

FFvvF  
(4.1) 

)1(

1)1(

1

)1(

1

)1(

1

)1(

1
)1(

1

)1(

1 m
f

m
f

m
f

m
fm

f

m
f

F

m
f

F

EF

FFsvF bxya , 
)1(

1

)1(

1 mm
ff

EF ; 
(4.2) 

;1,1  ,  , 2)2()2(
)2(

)2()2(

)2()2(
)2(

1

)
)2(

(
)2(

)2(

miEFbxya
iiif

ifif
ifif

i
fif

F

if

F

if
ff

F

EF

FFvvF  
(4.3) 

)2(

2)2(

2

)2(

2

)2(

2

)2(

2
)2(

2

)2(

2 m
f

m
f

m
f

m
fm

f

m
f

F

m
f

F

EF

FFtvF bxya , 
)2(

2

)2(

2 mm
ff

EF . 
(4.4) 

Тогда в соответствии с введенной функцией  набор , ),( , Ajiyij  будет являться 

допустимой циркуляцией задачи z .  

Далее, пусть  ,ijy
GAji ),(  – допустимая циркуляция задачи z . Согласно введенной 

функции  построим следующий набор значений переменных: 
)()1(

2

)
)(

()( ,
sNF

f
sN

FsN vvF yx , 

)()( sNsN EF . По построению, с учетом введенной функции  и с учетом ограничения 

(2.6) , справедливы соотношения (4.1)–(4.4). Отсюда построенный набор является 

допустимым решением задачи w .  

Пусть  ,ijy ,),( GAji  – циркуляция минимальной стоимости в задаче z . Используя 

функцию , построим следующий набор значений переменных 
)()1(

2

)
)(

()( ,
sNF

f
sN

FsN vvF yx , 

)()( sNsN EF , который (как показано выше) является допустимым решением задачи w . 

Теперь покажем от противного, что построенный набор будет оптимальным решением 

задачи w . Действительно, пусть это не так и 
)( sNFx , ,)()( sNsN EF  – оптимальное решение 

задачи w . Тогда по предположению 
)()(

)()(

)()(

)()(

sNsN

sNsN

sNsN

sNsN

EF

FF

EF

FF xcxc . По построению 

)()(

)()(

),( sNsN

sNsN

G EF

FF

Aji

ijij xcyc . Далее (аналогично описанной выше схеме) определим 

следующую циркуляцию  
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– 
)()()1(

2

)
)(

( sNsNF
f

sN
F Fvv xy , )()( sNsN EF ; 

– поток вдоль оставшихся дуг, т.е. дуг из множества } |),{(\ )()()( )()1(
2

)( sNsNFFG EFvvA
sN

f
sN

, 

рассчитывается однозначно через ограничение баланса (2.5) согласно структуре 

построенного графа G .  

Как уже было показано выше, построенный таким образом набор  , ),(  , Gij Ajiy  является 

допустимой циркуляцией задачи z . При этом 
)()(

)()(

)()(

)()(
       

sNsN

sNsN

sNsN

sNsN

EF

FF

EF

FF ycxc .  

GsNsN

sNsN

sNsN

sNsN

G Aji

ijij

EF

FF

EF

FF

Aji

ijij ycxcxcyc
),(),( )()(

)()(

)()(

)()(
, получаем противоречие, т.к.  ,ijy

,),( GAji  – циркуляция минимальной стоимости в задаче z . Таким образом, 

предположение неверно, и построенный набор  
)( sNFx , )()( sNsN EF , является оптимальным 

решением задачи w .  

Далее проведем анализ сложности вычислительных процедур, связанных с 

построением задачи z  и построением решения задачи w  по решению задачи z . Заметим, 

что исходная задача w  содержит || )(sNE  переменных. По построению граф G  в задаче z  

содержит 
2

1 1

||2||
)(

t

m

i
fG

t

t
i

EV  вершин и ||||1|| )(

2

1 1

)( sN

t

m

i
fG EEA

t

t
i

 дуг. По 

определению 4.2 множества 1M  и 2M  являются 1-вложенными. Тогда по лемме 4.1 

выполняется |)(||| )(sNG EOV , |)(||| )(sNG EOA . Отсюда построение задачи z  требует 

линейных от размера матрицы )(wMatr  вычислительных операций. Схема построения 

решения задачи w  по решению задачи z  определяется предложенным выше 

отображением  и, следовательно, также требует линейных от размера )(wMatr  

вычислительных операций. Отсюда )(MW  является  сводимым к 

классу GraphW . Теорема доказана.     

Конструктивная схема доказательства теоремы 4.2 в случае 2-вложенности 

множества M позволяет для задач класса )(MW  и для систем линейных неравенств класса 

)(MD  предложить алгоритм решения, основанный на сводимости к классу GraphW .  

Алгоритм 4.1. Решение 2-вложенных многоиндексных задач. 

Вход. Задача )(MWw  (система )(MDw ), где M  – 2-вложенное. 

edgeLequalLL ||
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Шаг 1. Используя конструктивную схему, применяемую при доказательстве 

теоремы 4.2, построить задачу GraphWz , соответствующую w . Перейти на шаг 2. 

Шаг 2. Найти оптимальное решение (допустимое решение) задачи z , используя 

алгоритм 2.2 (алгоритм 2.1). Если задача z  несовместна, то w  также несовместна, и 

алгоритм завершен; иначе переход на шаг 3. 

Шаг 3. Используя отображение , описанное при доказательстве теоремы 4.2, 

найти решение w  согласно определению 4.1. Алгоритм завершен. 

Матрица системы ограничений задачи GraphWz  абсолютно унимодулярна, поэтому 

для совместной задачи z  с целочисленными параметрами гарантируется существование 

целочисленного решения  [49]. При этом конструктивная схема построения задачи z , 

применяемая при доказательстве теоремы 4.2, гарантирует целочисленность ее 

параметров при целочисленности параметров задачи (системы) w . Согласно шагу 3 

алгоритма 4.1, в случае целочисленности решения задачи z  решение задачи (системы) w  

также является целочисленным. Отсюда алгоритм 4.1 применим также при исследовании 

целочисленных задач: )(MWZ
 и )(MDZ

. Для общности отметим, что если )(MWw Z
 (

)(MDw Z
) содержит нецелочисленные свободные коэффициенты, то в силу 

целочисленности коэффициентов матрицы системы ограничений w , задача (система) w  

при помощи округления параметров может быть преобразована к эквивалентной 

постановке с целочисленными параметрами.  

Заметим, что для задачи GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;( , соответствующей 

задаче w , согласно доказательству теоремы 4.2, выполняется |)(||| )(sNG EOV , 

|)(||| )(sNG EOA . Отсюда с учетом утверждений 2.1, 2.2 можно сформулировать 

следующее следствие.  

Следствие 4.1. Пусть множество )(2 sNM  является 2-вложенным, тогда алгоритм 

4.1 решения задач класса )(MW  и класса )(MWZ  (систем класса )(MD  и класса )(MDZ ) 

требует |))(||),(|( )()( sNsN EOEO + |))(||),(|( )()( sNsN EOEO  ( |))(||),(|( )()( sNsN EOEO ) 

вычислительных операций.  

Здесь, напомним, ),( mn  и ),( mn  – количество вычислительных операций 

алгоритма решения задачи поиска максимального потока и алгоритма решения задачи  

поиска потока минимальной стоимости заданной величины соответственно в сети с n  

вершинами и m  дугами. Применим для поиска потока минимальной стоимости заданной 
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величины алгоритм, предложенный в работе Орлина [166], обладающий оценкой 

))log(log( nm+nnmO . Для поиска максимального потока воспользуемся алгоритмом 

Слейтора-Тарьяна [173], обладающей оценкой )log( nnmO . Тогда, согласно следствию 

4.1, можно сформулировать следующее утверждение.  

Утверждение 4.1. Пусть множество )(2 sNM  является 2-вложенным, тогда 

существует алгоритм решения задач класса )(MW  и класса )(MWZ
 (систем класса )(MD  

и класса )(MDZ ), требующий |)|log|(| )(

22

)( sNsN EEO  ( |)|log|(| )(

2

)( sNsN EEO ) 

вычислительных операций.  

Далее покажем, что условие 2-вложенности является необходимым и достаточным 

условием сводимости многоиндексной транспортной задачи к задаче поиска потока 

минимальной стоимости. 

Определение 4.3. Пусть )(2 sNM  и )(sNg , тогда обозначим 

}|{)( MfgfgM . 

Определение 4.4. Пусть 
21 ss  и )(

1
12

sN
M , )(

2
22

sN
M . Тогда обозначим 

21 MM  , если существует подмножество )( 2sNg , 
1|| sg  и биективная функция 

)(: 1sNg , что }}|)({{
)(

1
2

fiiM
gMf

 . 

Содержательно определение 4.4 означает, что при «игнорировании» индексов 

множества gsN \)( 2  для любой задачи класса )( 1MW  существует задача класса )( 2MW  

содержащая (с точностью до перенумерации индексов ) ограничения соответствующей 

задачи класса )( 1MW . 

Лемма 4.2. Пусть 21 ss , )(

1
12

sN
M , )(

2
22

sN
M  и 21 MM   тогда, если 

существует задача )( 11 MWw , что матрица )( 1wMatr  не является абсолютно 

унимодулярной, то существует задача )( 22 MWw , что матрица )( 2wMatr  также не 

является абсолютно унимодулярной. 

 Доказательство. Пусть выполняются условия леммы. Тогда по определению 4.4 

существует подмножество )( 2sNg , 1|| sg  и биективная функция )(: 1sNg , что 

}}|)({{
)(

1
2

fiiM
gMf

 .  

Покажем, что для любой задачи )( 11 MWw  существует задача )( 22 MWw , что 

)( 1wMatr  является подматрицей )( 2wMatr .  Рассмотрим произвольную задачу ),( 11 MWw
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}){;},{},{;,...,;(
)1(1 1111 sNff

FFFs cMfbannsww  и выберем )( 22 MWw , 

}){;},{},{;,...,;(
)2(2 2122 sNff

FFFs cMfbannsww  такую, что )(ii nn , gi . Далее 

рассмотрим произвольную строку ),,(
1

11 f
Ffwrow  матрицы )( 1wMatr . Строка 

),,(
1

11 f
Ffwrow  также может быть задана как подматрица 

), ; , ;( )()()(11 1111
sNsNsNf

EFFFfwMatr  размера ||1 )(sNE .  Выберем 
22 Mf  так, что 

}|)({ 21 gfiif ; и выберем 
22 ff

EF , что ))(()(
12

iFiF
ff

, gfi 2  и 1)(
2

iF
f

, 

gfi \2 . В строке ),,(
2

22 f
Ffwrow  матрицы )( 2wMatr  рассмотрим элементы, 

находящиеся на пересечение со столбцами  ,)1,...,1,1(|),({ )()(2 22 ggsNsN FFFwcol  где 

}gg EF . Можно увидеть, что матрицы ) ); ,( ;( )()(11 111
sNsNf

EFFfwMatr  и 

),)1,...,1,1( ); ,( ;(
2

22 ggggf
EFFFfwMatr  размера ||1 )( 1sNE  совпадают с точностью до 

перестановки столбцов, которая определяется функцией . Отсюда матрица )( 1wMatr  

является подматрицей )( 2wMatr .   

Следовательно, если существует задача )( 11 MWw , что матрица )( 1wMatr  не 

является абсолютно унимодулярной (т.е. содержит минор отличный от 1 ,1 ,0 ), то 

существует задача )( 22 MWw  такая, что )( 2wMatr  также содержит минор отличный от 

1 ,1 ,0 . Лемма доказана. 

Лемма 4.3.  Пусть )(2 sNM . Если выполняется одно из следующих трех условий:  

1. 3s , }}3,2{},3,1{},2,1{{M ; 

2. 3s , }}3{},2{},1{{M ; 

3. 4s , }}4,1{},3,2{},2,1{{M ; 

то существует )(MWw , что матрица )(wMatr  не является абсолютно унимодулярной. 

Доказательство.  1. Пусть 3s , }}3,2{},3,1{},2,1{{M . По определению 

2,, 321 nnn , тогда выберем произвольную задачу )(MWw  и рассмотрим ее 

подматрицу  

H  ;(wMatr  

 ;)(1)({2,3},),(1)({1,3},),(1)({1,2}, {1}{2}{3}  
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 )(2,1,1),(1,2,1),(1,1,2) )3()3()3( NNN . 

Можно увидеть, что 

011

101

110

H  и 2det H . 

2. Пусть 3s , }}3{},2{},1{{M . Рассмотрим произвольную задачу )(MWw  

такую, что 3,, 321 nnn  и рассмотрим ее подматрицу 

H  ;(wMatr  

 ,)(2,2)({3},),(1,1)({3},),(2,3)({1},),(2,2)({1},),(1,3)({1}, {1,2}{1,2}{2,3}{2,3}{2,3}  

)(3,3)({2},),(1,2)({2}, {1,3}{1,3} ; 

 )(3,2,3),(3,1,3),(2,2,3),(2,2,2),(1,2,2),(1,1,3),(1,1,2) )3()3()3()3()3()3()3( NNNNNNN . 

Можно увидеть, что 

1100000

0000101

0011000

0000011

1010000

0001100

0100010

H  и 2det H . 

3. Пусть 4s , }}4,1{},3,2{},2,1{{M . По определению 2,, 321 nnn , тогда 

выберем произвольную задачу )(MWw  и рассмотрим ее подматрицу  

H  ;(wMatr  

 );(1,2)({1,4},),(1,1)({1,4},),(1,2)({2,3},),(1,1)({2,3},),(1,1)({1,2}, {2,3}{2,3}{1,4}{1,4}{3,4}  

 )(2,1,1,1),(1,2,1,1),(1,1,2,2),(1,1,2,1),(1,1,1,2) )4()4()4()4()4( NNNNN . 

Можно увидеть, что 

00110

10001

00101

01010

11000

H  и 2det H . Лемма доказана. 
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Замечание. Матрицы, используемые при доказательстве леммы 4.3, были получены 

при помощи параллельной программной системы, выполнявшейся на супер-ЭВМ 

вычислительного центра коллективного пользования ФГУП «РФЯЦ-ВНИИЭФ» [25]. 

Лемма 4.4.  Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы множество M  было 1-вложенным, 

необходимо и достаточно, чтобы для любых Mff 21 ,  существовали }2,1{,lk , lk , 

что 
lk ff . 

Доказательство. Доказательство необходимости. Пусть множество M  является 1-

вложенным, тогда, согласно 4.2, множество M  может быть представлено следующим 

образом },...,{ 1 mffM , где 1jj ff , 1,1 mj . Рассмотрим произвольные 

},...,2,1{, 21 mjj . Если 
21 jj , то 

21 jj ff , иначе
12 jj ff .  

Доказательство достаточности. Пусть для любых Mff 21 ,  существуют  

}2,1{,lk , lk , что 
lk ff . Упорядочим элементы множества M  по неубыванию их 

мощности, },...,,{
||21 Mttt fffM , ||||

1jj tt ff , 1||,1 Mj . Т.к. 
1jj tt ff  и ||||

1jj tt ff , то 

jj tt ff
1

, тогда по условию 
1jj tt ff , 1||,1 Mj . Отсюда по определению 4.2 

множество M  является 1-вложенным. Лемма доказана.     

Теорема 4.3. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы множество M  было 2-вложенным, 

необходимо и достаточно, чтобы для любых Mfff 321 ,,  существовали }3,2,1{,lk , 

lk , что 
lk ff . 

Доказательство. Доказательство необходимости. Пусть множество M  является 2-

вложенным, тогда, согласно определению 4.2, существует разбиение множества M  на 2 

подмножества  },...,{ )1()1(

11 1mffM , },...,{ )2()2(

12 2mffM , что )(

1

)( i

j

i

j ff , 1,1 imj , 2,1i . 

Рассмотрим произвольные .,, 321 Mfff  Существуют }3,2,1{,lk , lk  и }2,1{t , что 

tlk Mff , . Если |||| lk ff , то 
lk ff , иначе 

kl ff . 

Доказательство достаточности. Пусть для любых Mfff 321 ,,  существуют 

}3,2,1{,lk , lk , что 
lk ff . Проведем доказательство конструктивно, построим 

алгоритм нахождения разбиения },...,{ )1()1(

11 1mffM , },...,{ )2()2(

12 2mffM  множества M  

такого, что )(

1

)( i

j

i

j ff , 1,1 imj , 2,1i .  

Алгоритм 4.2. Разбиение множества M  на два 1-вложенных множества. 
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Вход. Множество )(2 sNM , удовлетворяющее условию теоремы. 

Шаг 1. Упорядочим элементы множества M  по неубыванию их мощности, 

},...,,{ ||21 MgggM , |||| 1jj gg , 1||,1 Mj . Далее пусть :, 21 MM , 1:j . Переход 

на шаг 2. 

Шаг 2. Упорядочим элементы множеств ,1M  
2M  по неубыванию их мощности, 

},...,{ )1()1(

11 1mffM , },...,{ )2()2(

12 2mffM , где |||| )(

1

)( i

l

i

l ff , 1,1 iml , 2,1i . Если || Mj , 

то алгоритм завершен; иначе переход на шаг 3. 

Шаг 3. Если существует }2,1{l , что j

l

m gf
l

)( , то }{: jll gMM ,  1: jj , 

переход на шаг 2; иначе переход на шаг 4. 

Шаг 4. Обозначим }},...,1{,|{ )(

lj

l

i

l

il migffI , ii
l

l
i Ifi

l )(
|

* min , 2,1l . Рассмотрим 

множество 21 III  и упорядочим его элементы по неубываню их мощности 

},...,,{ ||21 IqqqI , |||| 1ss qq , 1||,1 Is . Пусть 
21

11

 если 2,

 если 1,

Iq

Iq
t , 

21

11

 если 2,

 если 1,

Iq

Iq
r . 

Далее 
rtt IMM : , }{\: jrrr gIMM , 1: jj , переход на шаг 2. 

Приведем доказательство корректности построенного алгоритма. По построению к 

началу выполнения каждого из очередных шагов 2 справедливо 21 MM  и 

очередной элемент jg  добавляется в 1M  либо в 2M . Таким образом, после завершения 

работы алгоритма 
1M , 

2M  является разбиением множества M . Далее покажем, что перед 

каждым из шагов 2 множества 1M , 2M  являются 1-вложенными.  

Изначально 21 , MM  и, согласно определению 4.2, являются 1-вложенными. 

Пусть },,...,{ )()(

1

l

m

l

l l
ffM  

)(

1

)( l

i

l

i ff , 1,1 lmi , 2,1l . Если на шаге 3 найдется },2,1{l  

что j

l

m gf
l

)( , то }{: jll gMM  и, т.к. 
)(

1

)( l

i

l

i ff , 1,1 lmi , то множество lM  будет 

являться 1-вложенным. В случае перехода на шаг 4 справедливо jmm gff )2()1(

21
, , тогда 

,1

)1(

1
Ifm  ,2

)2(

2
Ifm  следовательно, 21 , II  и существуют величины 

*

2

*

1 ,ii . Т.к. множества 

21, MM  являются 1-вложенными, то },,...,{ )1()1(

1 1
*
1

mi
ffI

 
}.,...,{ )2()2(

2 2
*
2

mi
ffI  Схематично 

множества 1M  и 2M , как подмножества )(2 sN , можно отобразить следующим образом: 
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Рисунок 4.2. 

По построению jgq , Iq . С другой стороны, согласно построенному алгоритму, 

,|| qg j  ,Iq  отсюда ,qg j Iq . Рассмотрим произвольные 1Iq , 2Iq . Как уже 

было показано qqg j ,  и ,, jgqq  тогда, согласно условию леммы, выполняется 

одно из следующих соотношений: qq  или qq . Отсюда по лемме 4.4. множество I  

является 1-вложенным и 1ss qq , 1||,1 Is . По построению tIq1 . Далее либо 

tt IM \ , либо  },...,{\ )(

1

)(

1 *

t

i

t

tt
t

ffIM  и следовательно 1

)()(

1 ** qff t

i

t

i tt
. При этом 

rttt IMIMI \ . Отсюда построенное множество rtt IMM :  является 1-

вложенным. Далее либо rr IM \ , либо },...,{\ )(

1

)(

1 *

r

i

r

rr
r

ffIM  и по построению 

j

r

i
gf

r

)(

1* . Отсюда построенное множество }{\: jrrr gIMM  является 1-вложенным. 

Схематично построенные на шаге 4 множества 
1M  и 

2M , как подмножества )(2 sN , можно 

отобразить следующим образом:  

 

Рисунок 4.3. 

Следовательно, после завершения работы алгоритма построенные множества 1M , 

2M  представляют собой разбиение множества M  и являются 1-вложенными. Теорема 

доказана. 

Следствие 4.2. Пусть )(2 sNM . Если 12|| sM , то множество M  не является 2-

вложенным. Если 2|| sM , то множество M  не является 1-вложенным. 

Доказательство. Пусть 12|| sM . Т.к. )(2 sNM  и },...,1{)( ssN , то найдутся 

три различных множества Mfff 321 ,, , что |||||| 321 fff . Тогда  lk ff  для любых 

}3,2,1{,lk , lk . Отсюда по теореме 4.3. множество M  не является 2-вложенным.  
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Пусть 2|| sM . Т.к. )(2 sNM  и },...,1{)( ssN , то найдутся два различных 

множества Mff 21, , что |||| 21 ff . Тогда  lk ff  для любых }2,1{,lk , lk . Отсюда 

по лемме 4.4 множество M  не является 2-вложенным. Следствие  доказано.  

Заметим, что критерий 2-вложенности множества M , сформулированный в 

теореме 4.3, и следствие 4.2 позволяют предложить следующий алгоритм проверки два 

вложенности множество M .  

Алгоритм 4.3. Проверка 2-вложенности множества M . 

Вход. Множество )(2 sNM . 

Шаг 1. Если 12|| sM , то множество M  не 2-вложенное, алгоритм завершен; 

иначе переход на шаг 2.  

Шаг 2. Если для каждой тройки Mfff 321 ,,  выполняется условие теоремы 4.3, 

то множество M  является 2-вложенным; иначе множество M  не является 2-вложенным. 

Алгоритм завершен.  

Утверждение 4.2. Алгоритм 4.3 проверки 2-вложенности множества M  требует 

)( 4sO  вычислительных операций.  

Доказательство. Шаг 1 алгоритма связан с подсчетом числа элементов множества 

M , причем если 12|| sM , то алгоритм завершается. Таким образом, шаг 1 требует 

)(sO  вычислительных операций. Шаг 2 алгоритма связан с перебором всех троек 

Mfff 321 ,, , причем, на данном шаге sM 2|| . Отсюда общее число таких троек не 

превышает 38s . Для каждой тройки множеств 321 ,, fff  проверяется вложенность каждого 

из множеств в остальные, всего 6 проверок. В силу того, что )(2 sNM , выполняется: 

sf ||  для каждого Mf . Тогда проверка вложенности одного множества может быть 

осуществлена, используя )(sO  вычислительных операций. Таким образом, шаг 2 требует 

)( 4sO  вычислительных операций. Утверждение доказано.  

Проведем анализ сложности алгоритма разбиения 2-вложенного множества M  на 

два 1-вложенных множества, используемого при доказательстве теоремы 4.3. 

Утверждение 4.3. Алгоритм 4.2 разбиения 2-вложенного множества M  на два 1-

вложенных множества требует )( 3sO  вычислительных операций.  
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Доказательство.  Согласно следствию 4.2, т.к. множество M  является 2-

вложенным, то sM 2|| . Напомним, что )(2 sNM , и следовательно выполняется: sf ||  

для каждого Mf . Тогда проверка вложенности пар множеств из M  может быть 

осуществлено, используя )(sO  вычислительных операций.  

Шаг 1 алгоритма связан с сортировкой множества M  по неубыванию мощности 

множеств, входящих в M . Данная сортировка может быть осуществлена, используя 

)( 2sO  вычислительных операций (более точная оценка не изменит итоговую оценку 

алгоритма). Далее алгоритм состоит из )(|| sOM  повторений шагов 2, 3, 4. Шаг 2 связан 

с сортировкой множеств ,1M  
2M  по неубыванию мощности множеств, входящих в ,1M  

2M . Выполнение данной сортировки на шаге 2 можно избежать, если выполнять 

необходимую сортировку при модификации множеств ,1M  
2M  на шагах 3 и 4 

(сортировка была указана на шаге 2 лишь для краткости изложения доказательства 

теоремы 4.3). Шаг 3 связан с проверкой условий jm gf )1(

1
, jm gf )2(

2
 и следовательно, 

требует )(sO  вычислительных операций. Отметим, что при выполнении шага 4 

справедливо соотношение jMM |||| 21
. Тогда построение множеств 

21, II  требует 

)( jsO  вычислительных операций. Т.к. 
21 MMI , то jI || , следовательно, его 

построение и упорядочивание требует )( 2jO  вычислительных операций. Определение rt,  

может быть осуществлено, используя )1(O  вычислительных операций. Далее 

модификация множеств 
21, MM  может быть осуществлена, используя )( jO  

вычислительных операций. Таким образом, выполнение алгоритма 4.2 требует )( 2sO  + 

)()( sOsO  + 
s

j

jOjsOsO
2

1

2))()()((  = )( 3sO  вычислительных операций. Утверждение 

доказано. 

Далее рассмотрим произвольные множества )(,, 321 sNfff , для которых 

выполняется следующее условие: 

321 fff , 312 fff , 213 fff . 
 

(4.5) 

Условие (4.5) выполняется тогда и только тогда, когда существуют такие элементы 

)(sNaij , }{\}3,2,1{ ij , }3,2,1{i , что  
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212112 , fafa , 

313113 , fafa , 

121221 , fafa , 

323223 , fafa , 

131331 , fafa , 

232332 , fafa . 

Множество }}3,2,1{},{\}3,2,1{|{ iijaA ij  будем называть множеством, разделяющим 

321 ,, fff . Обозначим через ),,( 321 fffA  множество всех разделяющих 321 ,, fff  множеств.  

Из теоремы 4.3, используя понятие разделяющего множества, можно сформулировать 

следующее следствие. 

Следствие 4.3. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы множество M  было 2-

вложенным, необходимо и достаточно, чтобы ),,( 321 fffA  для любых Mfff 321 ,, . 

Пусть ),,( 321 fffAA , тогда }}3,2,1{},{\}3,2,1{|{ iijaA ij  и ,iij fa ,jij fa

}3,2,1{},{\}3,2,1{ iij . Обозначим через )(Ap  следующую величину  

|}{}{||}{}{||}{}{|)( 323123211312 aaaaaaAp . 

Пусть ||min),,(
),,(

321

*

321

Afffd
fffAA

. Тогда рассмотрим задачу выбора среди множеств, 

разделяющих 321 ,, fff , множества мощности ),,( 321

* fffd  с максимальным значением 

величины )(Ap : 

)(maxarg),,(
||),,(|),,(

321

*

321
*

321

ApfffA
AfffdfffAA

. (4.6) 

Решение ),,( 321

* fffA  задачи (4.6) обладает следующим важным свойством. 

Лемма 4.5. Пусть )(,, 321 sNfff , ),,( 321 fffA  и 

}}3,2,1{},{\}3,2,1{|{),,( *

321

* iijafffA ij , где ,*

iij fa ,*

jij fa }3,2,1{},{\}3,2,1{ iij . 

Если kij fa* , то **

kjij aa , где }3,2,1{,, kji , ji , ki , kj . 

Доказательство от противного. Предположим, что выполняются условия леммы, 

и найдутся такие }3,2,1{,, kji , ji , ki , kj , что kij fa* , но **

kjij aa . Рассмотрим 

множество }}3,2,1{ },{\}3,2,1{ |{ ttsaA st , построенное следующим образом 

*

ijij aa , 

*

ikik aa , 

*

jiji aa , 

*

jkjk aa , 

*

kiki aa , 

*

ijkj aa . 
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По предположению kijkj faa * , при этом по построению jijkj faa * . Отсюда 

}3,2,1{ },{\}3,2,1{ , , sstfafa tstsst  и ),,( 321 fffAA . Далее проведем 

доказательство, рассмотрев следующие два возможных случая: 

1. Пусть **

kikj aa . Т.к. **

kjkiki aaa , *

ijijkj aaa , то || A  

.|),,(| |}{}{}{}{}{}{|

  |}{}{}{}{}{|

 |}{}{}{}{}{|

  |}{}{}{}{}{}{|

321

*******

*****

fffAaaaaaa

aaaaa

aaaaa

aaaaaa

kjkijkjiikij

kijkjiikij

kijkjiikij

kjkijkjiikij

 

По построению iijkj faa *  и ikiki faa *
, таким образом, kikj aa . По условию **

kikj aa . 

Отсюда )(Ap   

|}{}{||}{}{||}{}{| kjkijkjiikij aaaaaa =

2|}{}{||}{}{| ****

jkjiikij aaaa  

и )),,(( 321

* fffAp
 

.1|}{}{||}{}{|

 |}{}{||}{}{||}{}{|

****

******

jkjiikij

kjkijkjiikij

aaaa

aaaaaa
  

Следовательно, 1)),,(()( 321

* fffApAp . Получаем противоречие. 

2. Пусть **

kikj aa . По предположению **

ijkj aa .  По построению kkj fa*  и kik fa*
, 

тогда **

ikkj aa . Далее по построению jkj fa* , jjkji faa ** , , тогда *** , jkjikj aaa . Отсюда 

|| A  

.1|),,(||}{\),,(|

  |}{}{}{}{}{|

 |}{}{}{}{}{|

  |}{}{}{}{}{}{|

321

**

321

*

*****

fffAafffA

aaaaa

aaaaa

aaaaaa

kj

kijkjiikij

kijkjiikij

kjkijkjiikij

 

Получаем противоречие. Таким образом, предположение неверно. Лемма доказана. 

Лемма 4.6. Пусть )(2 sNM . Если множество M  не является 2-вложенным, то 

выполняется одно из следующих трех условий:  

– M}}3,2{},3,1{},2,1{{ , 
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– M}}3{},2{},1{{ , 

– M}}4,1{},3,2{},2,1{{ . 

Доказательство.  Пусть множество )(2 sNM  не является 2-вложенным. Тогда, 

согласно следствию 4.3, найдутся такие Mfff 321 ,, , что ),,( 321 fffA . Рассмотрим 

множество }}3,2,1{},{\}3,2,1{|{),,( *

321

* iijafffA ij , где ,*

iij fa ,*

jij fa

}3,2,1{},{\}3,2,1{ iij , являющееся решением задачи (4.6). Схематично будем 

представлять возможные комбинации множества ),,( 321

* fffA  в виде графа fG  с 

множеством вершин }}3,2,1{ },{\}3,2,1{ |{ iijijV  и множеством дуг 

}, , ,|),{( ** Vklijklijaaklij klij . Проведем доказательство, рассмотрев следующее 

возможные два случая.  

1. Пусть для каждого }3,2,1{i  существует }{\}3,2,1{ iti , что 
ii kit fa* , где 

},{\}3,2,1{ ii tik . Рассмотрим элементы *

3

*

2

*

1 321
,, ttt aaa . По построению  

32

*

1 ,
1

ffa t
, 

31

*

2 ,
2

ffa t
, 

21

*

3 ,
3

ffa t . 

И следовательно ,, *

3

*

2

*

1 321 ttt aaa
 

,, *

3

*

1

*

2 312 ttt aaa
 

., *

2

*

1

*

3 213 ttt aaa
 
Тогда подграфа графа fG , 

индуцированный подмножеством вершин }3,2,1{ 321 ttt , будет иметь вид, представленный 

на рис. 4.4. 

 

Рисунок 4.4. 

Отсюда }),,({}}{},{},{{ *

3

*

2

*

1

*

3

*

2

*

1 321321 tttttt aaaMaaa  и, по определению 4.4, M}}3{},2{},1{{ .  

2. Пусть существует }3,2,1{i , что для каждого }{\}3,2,1{ ij ,  выполняется 

kij fa* , где },{\}3,2,1{ jik . Не уменьшая общности, будем считать, что 1i , в 

противном случае перенумеруем элементы. Тогда 3

*

12 fa , 2

*

13 fa . Согласно лемме 4.5, 

*

32

*

12 aa , 
*

23

*

13 aa .  По построению kkl fa*
, lkl fa*

, },{\}3,2,1{ kl  }3,2,1{k . 

Следовательно, 
**

lmkl aa , },{\}3,2,1{, lkm }3,2,1{l . По построению 3

*

12 fa , 3

*

13 fa , 

отсюда 
*

13

*

12 aa . Также по построению 1

*

13

*

23 faa , 1

*

21 fa , отсюда 
*

23

*

21 aa ; 
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1

*

12

*

32 faa , 1

*

31 fa , отсюда 
*

32

*

31 aa . Далее возможен один из двух подслучаев: 

*

31

*

21 aa  или 
*

31

*

21 aa . 

 2.1. Пусть 
*

31

*

21 aa . Тогда граф fG  будет иметь вид, представленный на рис. 4.5. 

 

Рисунок 4.5. 

Отсюда }),,({}},{},,{},,{{ *

21

*

13

*

12

*

21

*

12

*

21

*

13

*

13

*

12 aaaMaaaaaa  и, по определению 4.4, 

M}}3,2{},3,1{},2,1{{ .  

2.2. Пусть 
*

31

*

21 aa . Тогда граф fG  будет иметь вид, представленный на рис. 4.6. 

 

Рисунок 4.6. 

Отсюда }),,,({}},{},,{},,{{ *

31

*

21

*

13

*

12

*

31

*

12

*

21

*

13

*

13

*

12 aaaaMaaaaaa  и, по определению 4.4, 

M}}4,1{},3,2{},2,1{{ . Лемма доказана.  

Теорема 4.4. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу GraphW , необходимо, чтобы множество M было 

2-вложенным.  

Доказательство. Проведем доказательство от противного. Пусть класс )(MW  

является edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу , однако множество M не 

является 2-вложенным. Согласно лемме 4.6, выполняется одно из следующих трех 

условий: 

– M}}3,2{},3,1{},2,1{{ ; 

– M}}3{},2{},1{{ ; 

– M}}4,1{},3,2{},2,1{{ . 

GraphW
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Тогда, согласно леммам 4.2, 4.3, найдется )(MWw , что )(wMatr  не является абсолютно 

унимодулярной. С другой стороны,  из теоремы 4.1 следует, что матрица )(wMatr  

является абсолютно унимодулярной. Получаем противоречие, таким образом, 

предположение неверно. Теорема доказана. 

Согласно теоремам 4.2 и 4.4, найденное условие 2-вложенности является 

необходимыми и достаточным условием сводимости (согласно введенной концепции 

сведения) многоиндексных задач к задаче поиска потока минимальной стоимости. Более 

того, оказывается, что предложенная при конструктивном доказательстве теоремы 4.2 

схема сведения класса многоиндексных задач )(MW  с 2-вложенным множеством M , 

требующая линейных вычислительных затрат, является (в рамках рассматриваемой 

концепции edgetequaltt 321 ||  сводимости к классу GraphW ) оптимальной в том смысле, 

что  

– сведение с использованием вычислительных затрат асимптотически меньших 

линейных невозможно в связи с необходимостью считывания входных данных задачи   

(асимптотически меньшая оценка понимается в смысле оценки ()o , «о малое», 

принятой при анализе сложности алгоритмов [171]); 

– сколь угодное увеличение вычислительных затрат на сведение не приводится к 

расширению класса многоиндексных задач, сводимых к классу .  

Таким образом, в совокупности теоремы 4.2 и 4.4 представляют собой исчерпывающий 

результат исследования edgetequaltt 321 ||  сводимости классов многоиндексных задач 

)(MW  к классу задач поиска потока минимальной стоимости 
GraphW .  

Приведем пример многоиндексной транспортной задачи с 2-вложенной 

структурой, на котором проиллюстрируем схему сведения, предложенную при 

доказательстве теоремы 4.2. 

3

11 22

3213 j

Jj Jj

jjjj axa , , (4.7) 

1

22 33

3211 j

Jj Jj

jjjj bxb , 11 Jj , (4.8) 

32

11

32132 jj

Jj

jjjjj cxc , 22 Jj , 33 Jj , (4.9) 

, , , , (4.10) 

GraphW

33 Jj

0
321 jjjx 11 Jj 22 Jj 33 Jj
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min
11 22 33

321321

Jj Jj Jj

jjjjjj xd .

 

(4.11) 

Задача (4.7)-(4.11) относится к классу многоиндексных задач , где 

}}3,2{},2,1{},1{{M  и . Множество  является 2-вложенным, т.к. существует 

разбиение }}2,1{},1{{1M , }}3,2{{2M , удовлетворяющее определению 4.2. Отсюда, 

согласно теореме 4.2, класс  является edgeLequalLL ||  сводимым к классу 

. Далее рассмотрим схему сведения, используемой при конструктивном 

доказательстве теоремы 4.2, на примере задачи (4.7)-(4.11). Пусть . 

Приведем транспортную сеть, определяющую задачу поиска потока минимальной 

стоимости, соответствующую исходной многоиндексной задаче (см. рисунок 4.7). На 

рисунке 4.7 для ряда дуг приведены их пропускные способности и/или стоимости. Дуги, у 

которых не указаны пропускные способностей, имеют нулевую нижнюю и 

неограниченную верхнюю пропускные способности. Дуги, у которых не указаны 

стоимости, имеют нулевую стоимость. Согласно доказательству теоремы 4.2 и алгоритму 

4.1, решение исходной многоиндексной задачи определяется следующим образом: каждой 

переменной  многоиндексной задачи (4.7)-(4.11) присваивается значение потока 

вдоль дуги ),(
}3,2,1{321}3,2{32 ),,(),( jjjjj vv , который в свою очередь определяется как поток 

минимальной стоимости данной сети. 

  

Рисунок 4.7. 

)(MW

3s M

)(MW

GraphW

2|||||| 321 JJJ

321 iiix



 96 

Далее проиллюстрируем применимость метода исследования 2-вложенных 

многоиндексных задач класса , основанного на сводимости к классу задач поиска 

потока в сети, при решении ряда рассмотренных ранее многоиндексных задач. Пусть 

)(2 sNM  является 2-вложенным. Согласно теореме 4.2, класс задач )(MW  сводим к 

поиску потока в сети с |)(| )(sNEO  вершинами и |)(| )(sNEO  дугами. В рамках исследуемой 

схемы сведения пропускные способности дуг вспомогательной сети моделируют 

двусторонние ограничения исходной многоиндексной задачи. В случае несовместности 

многоиндексной задачи, соответствующая потоковая задача также является несовместной. 

Тогда можно построить алгоритм решения задач класса )(MS , основанный на сводимости 

к поиску потока в сети по схеме, предложенной при доказательстве теоремы 4.2, и 

решении соответствующей задачи поиска потока в несовместной сети при помощи 

алгоритма 2.5. Применим для поиска потока минимальной стоимости заданной величины 

алгоритм, предложенный в работе Орлина [166], для поиска максимального потока 

воспользуемся алгоритмом Слейтора-Тарьяна [173]. Данные алгоритмы используются в 

алгоритме 2.2 (на шаге 2 алгоритма 2.5). Тогда, согласно утверждению 2.5, можно 

сформулировать следующий результат. 

Утверждение 4.4. Пусть множество )(2 sNM  является 2-вложенным, тогда 

существует алгоритм решения задач класса )(MS , требующий |)|log|(| )(

22

)( sNsN EEO  

вычислительных операций.  

Рассмотрим задачу ),( HMU , 
)(2, sNHM . Для решения задачи ),( HMU может 

быть применен алгоритм 2.8, который, согласно утверждению 2.8, требует )log( pkO  

проверок совместности системы ограничений вида )(v


. Здесь 
Hf

fEk ||  и система 

ограничений вида )(v


 относится к классу  )
~

( HMD . Также отметим, что  
sH 2|| , 

|||| )(sNf EE , отсюда |)(||)|2( )()( sNsN

s EOEOk . Пусть множество HM
~

 является 2-

вложенным. Тогда, согласно утверждению 4.1, соответствующая системы вида )(v


 

может быть решена, используя |)|log|(| )(

2

)( sNsN EEO  вычислительных операций. Отсюда 

Утверждение 4.5. Пусть 
)(2, sNHM  и множество HM

~
 является 2-вложенным, 

тогда существует алгоритм решения задач класса ),( HMU , требующий 

)log||log|(| )(

3

)( pEEO sNsN  вычислительных операций.  

)(MW
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Дополнительно рассмотрим задачу ),(minmax HMU , решение которой, согласно 

утверждению 2.9, связано с решением )(log pO  систем вида )(v


. Таким образом, 

справедливо утверждение:   

Утверждение 4.6. Пусть 
)(2, sNHM  и множество HM

~
 является 2-вложенным, 

тогда существует алгоритм решения задач класса ),(minmax HMU , требующий 

)log||log|(| )(

2

)( pEEO sNsN  вычислительных операций.   

В качестве замечания отметим, что если множество  не является 2-

вложенным, то возможно отыскание 2-вложенного подмножества  и применение 

для решения систем класса  алгоритма 4.1. Полученное решение может быть 

использовано в качестве начальной точки при решении систем класса  

итерационным методом ортогональных проекций, описанным в главе 2.  

Дополнительно проиллюстрируем полученные результаты при решении ряда 

прикладных многоиндексных задач, поставленных в главе 1. Транспортная задача с 

промежуточными пунктами (1.1)-(1.5),(1.8) относится к классу )(MW , где 

}},{},,{},{},{{ kjjikiM . При этом 3s  и |||||||| )( KJIE sN . Заметим, что множество 

M  является 2-вложенным, т.к. существует разбиение }},{},{{1 jiiM , }},{},{{2 kjkM , 

удовлетворяющее определению 4.2. Отсюда, согласно утверждению 4.1, транспортная 

задача с промежуточными пунктами может быть решена, используя 

|))||||(|log|||||(| 2222 KJIKJIO  вычислительных операций. Многокритериальная задача 

выбора плана перевозок (1.1)-(1.5),(1.9) относится к классу ),( HMU , где }}{{kH . 

Рассмотрим соответствующие задачи ),( HMU  и ).,(minmax HMU  Заметим, что множество  

MkjjikiHM }},{},,{},{},{{
~

, как уже было показано, является 2-вложенным. Таким 

образом, согласно утверждениям 4.5, 4.6, задачи ),( HMU  и ),(minmax HMU  могут быть 

решены, используя )log|)||||log(||||||(| 333 pKJIKJIO  и 

)log|)||||log(||||||(| 222 pKJIKJIO  вычислительных операций соответственно. 

Проблема формирования допустимого портфеля заказов (1.10)-(1.14) относится к 

классу )(MD , где }},{},,{},{,{ tjtijM . При этом 3s  и |||||||| )( TJIE sN . Множество 

M  является 2-вложенным, т.к. существует разбиение }},{},{,{1 tjjM , }},{{2 tiM , 

удовлетворяющее определению 4.2. Отсюда, согласно утверждению 4.1, проблема 

)(2 sNM

MM

)(MD

)(MD
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определения допустимого портфеля заказов может быть решена, используя 

|))||||log(||||||(| 222 TJITJIO  вычислительных операций. В случае несовместности 

проблемы формирования допустимого портфеля заказов ставится задача 

(1.10),(1.11),(1.13)-(1.17) формирования портфеля заказов с возможными нарушениями 

требуемых объемов работ по заказам, относящаяся к классу )(MS . Тогда, согласно 

утверждению 4.4, проблема формирования портфеля заказов с возможными нарушениями 

требуемых объемов работ по заказам может быть решена, используя 

|))||||(|log|||||(| 2222 TJITJIO  вычислительных операций. Рассматривается также задача 

формирования портфеля заказов с возможными нарушениями сроков выполнения работ  

(1.10)-(1.12),(1.14),(1.18), относящаяся к классу )(MW , где }},{},,{},{{ tjtijM . 

Множество M  является 2-вложенным, отсюда, согласно утверждению 4.1, задача 

формирования портфеля заказов с возможными нарушениями сроков выполнения работ  

может быть решена, используя |))||||(|log|||||(| 2222 TJITJIO  вычислительных 

операций. 

4.3. Многоиндексные задачи с 1-вложенной структурой 

Далее будем рассматривать вопросы нахождения условий, которым должно 

удовлетворять множество M, чтобы класс )(MW  являлся 
 

сводимым к классу TreeW . Как было определено ранее, класс TreeW  представляет собой 

класс задач поиска циркуляции минимальной стоимости в древовидной сети, здесь под 

древовидной сетью понимается сеть, представляющая собой корневое ориентированное 

дерево, дополненное дугами из листьев в корень. Таким образом, GraphTree WW . 

Исследование сводимости к классу TreeW  представляет особый интерес, т.к. задачи 

данного класса эквивалентны задачам поиска потока минимальной стоимости в 

древовидной сети ),,,;( VicbaGz iiiMCFT . Таким образом, согласно утверждениям 2.3, 2.4:  

Утверждение 4.7. Существует поиска оптимального (допустимого) решения 

задачи TreeGijijijMCC WAjieulGz )),(,,,;( , требующий )|(| 2

GVO  ( ) вычислительных 

операций. 

Пусть множество )(2 sNM  является 1-вложенным, согласно определению 4.2, 

множество M  при этом также будет является и 2-вложенным. Тогда, применяя схему 

сведения, описываемую при доказательстве теоремы 4.2, для задач )(MWw  будет 

edgetequaltt 321 ||

|)(| GVO
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построена соответствующая задача 
GraphWz . Отметим, что если M  является 1-

вложенным, то при доказательстве теоремы 4.2 можно считать, что MM1
, 

2M . 

Несложно увидеть, что в данном случае сеть, описывающая задачу z , будет иметь 

древовидную структуру, и тем самым TreeWz . Тогда справедливо следующее следствие.  

Следствие 4.4. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

edgeLequalLL ||  сводимым к классу TreeW , достаточно, чтобы множество M было 1-

вложенным. 

Конструктивная схема доказательства теоремы 4.2 в случае 1-вложенности 

множества M позволяет для задач класса )(MW  и для систем линейных неравенств класса 

)(MD  предложить алгоритм решения, основанный на сводимости к классу TreeW .  

Алгоритм 4.4. Решение 1-вложенных многоиндексных задач. 

Вход. Задача )(MWw  (система )(MDw ), где M  – 1-вложенное. 

Шаг 1. Используя конструктивную схему, применяемую при доказательстве 

теоремы 4.2 (необходимо положить MM1
, 

2M ), построить задачу TreeWz , 

соответствующую w . Перейти на шаг 2. 

Шаг 2. Найти оптимальное решение (допустимое решение) задачи z , используя 

алгоритм, основанный на решении задачи поиска потока в древовидной сети (см. 

утверждение 4.7). Если задача z  несовместна, то w  также несовместна, алгоритм 

завершен; иначе переход на шаг 3. 

Шаг 3. Используя отображение , описанное при доказательстве теоремы 4.2, 

найти решение w , согласно определению 4.1. Алгоритм завершен. 

По аналогии с алгоритмом 4.1 алгоритм 4.4 применим также при исследовании 

целочисленного случая. Заметим, что для задачи TreeGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;( , 

соответствующей задаче w , согласно доказательству теоремы 4.2, выполняется: 

|)(||| )(sNG EOV , |)(||| )(sNG EOA . Отсюда, с учетом утверждения 4.7 справедливо 

следующее утверждение. 

Утверждение 4.8. Пусть множество )(2 sNM  является 1-вложенным, тогда 

существует алгоритм решения задач класса )(MW  и класса )(MWZ  (систем класса )(MD  

и класса )(MDZ ), требующий )|(| 2

)(sNEO  ( |)(| )(sNEO ) вычислительных операций. 
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Можно предложить следующий алгоритм проверки 1-вложенности множества M .  

Алгоритм 4.5. Проверка 1-вложенности множества M . 

Вход. Множество )(2 sNM . 

Шаг 1. Если 2|| sM , то множество M  не является 1-вложенным, и алгоритм 

завершен; иначе переход на шаг 2. 

Шаг 2. Упорядочим элементы множества M  по неубыванию их мощности, 

},...,{ ||1 MffM , |||| 1jj ff , 1||,1 Mj . Переход на шаг 2.  

Шаг 3. Если выполняется условие 1jj ff , 1||,1 Mj , то множество M  

является 1-вложенным; иначе множество M  не является 1-вложенным. Алгоритм 

завершен.  

Утверждение 4.9. Алгоритм 4.5 корректно решает задачу проверки 1-вложенности 

множества M  и требует )( 2sO  вычислительных операций.  

Доказательство. Если 2|| sM  на шаге 1, то, согласно следствию 4.2, 

множество M  не является 1-вложенным. Далее пусть выполнен шаг 2 алгоритма и 

элементы множества M  упорядочены по неубыванию их мощности, },...,{ ||1 MffM , 

|||| 1jj ff , 1||,1 Mj . Согласно лемме 4.4, для того, чтобы множество M  было 1-

вложенным, необходимо и достаточно, чтобы для любых |}|,...,1{, Mji , ji , 

выполнялось ji ff  или ij ff . Пусть ji , тогда по построению |||| ji ff . 

Следовательно, ij ff . Таким образом, для того, чтобы множество M  было 1-

вложенным, необходимо и достаточно, чтобы для любых |}|,...,1{, Mji , ji , 

выполнялось ji ff . Тогда по свойству транзитивности данный критерий может быть 

записан в следующей эквивалентной постановке. Для того, чтобы множество M  было 1-

вложенным, необходимо и достаточно, чтобы 1jj ff , 1||,1 Mj . Данное условие 

проверяется на шаге 3 алгоритма. Следовательно, алгоритм 4.5 корректно решает задачу 

проверки 1-вложенности множества M . 

Шаг 1 алгоритма связан с подсчетом мощности множества M  и проверкой условия 

2|| sM , следовательно, может быть выполнен, используя )(sO  вычислительных 

операций. На шаге 2 алгоритма 1|| sM , следовательно, выполняемая сортировка 
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множества M  может быть осуществлена, используя )( 2sO  вычислительных операций. 

Шаг 3 связан с )(sO  проверками вложенности множеств, мощность которых не 

превосходит s . Следовательно, каждая такая проверка вложенности требует )(sO  

вычислительных операций. Таким образом, алгоритм требует )( 2sO  вычислительных 

операций. Утверждение доказано.  

Далее покажем, что условие 1-вложенности является необходимым и достаточным 

условием сводимости многоиндексной транспортной задачи к задаче поиска циркуляции 

минимальной стоимости в древовидной сети. 

Рассмотрим задачу TreeijijijMCC WAjieulGz )),(,,;( . Пусть ),( AVG , тогда, 

согласно определению класса TreeW , существует корневое ориентированное дерево 

),( AVG  с корнем Vs  и множеством листьев VT , что }|),{( TtstAA . 

Обозначим через ( )t i  путь из корня s  к листу i  в дереве G , таким образом, 

),,...,()( 0 kvvit  где k  – длина пути )(it , sv0 , ivk , Avv jj ),( 1 , 1,0 kj , Ti . 

Тогда обозначим через )(GT  множество всех путей из корня к листьям в графе G , т.е. 

}|)({)( TiitGT .   

Пусть ),...,( 0 kvvt  – путь в графе G  и Ae . Тогда для удобства будем обозначать 

te , если путь t  проходит через дугу e , т.е. найдется }1,...,0{ kj , что evv jj ),( 1 ; в 

противном случае, будем обозначать te . Далее пусть Aee 21, , тогда будем обозначать 

21 ee  , если существуют )(),...,( 0 GTvvt k  и , ,  что 

11),(
11

evv jj , 21),(
22

evv jj ; в противном случае, будем обозначать 21 ee  . 

Лемма 4.7. Пусть  и существуют такие дуги 

Aeeeee 54321 ,,,, , что  

0
1el , 1

1eu ,  

0
2el , 2

2eu , 

0
3el , 3

3eu , 

4
4el , 4

4eu , 

5
5el , 5

5eu , 

0el , },0{ due , },,,,,{\ 54321 eeeeeAe  

где 
5

1
ie

i

d u . Тогда  либо задача z  несовместна, любо существует допустимое решение 

,, Aexe  задачи z  такое, что }|{}3,2,1{ Aexe . 

}1,...,0{, 21 kjj 21 jj

TreeijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;(
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Доказательство. Пусть для задачи TreeijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;(  

выполняются условия леммы. Тогда ),( AVG  и существует корневое ориентированное 

дерево ),( AVG  с корнем Vs  и множеством листьев VT , что }.|),{( TtstAA  

Не уменьшая общности, будем считать, что AAeeeee 54321 ,,,,  и ,0el due , 

AAe \ ; в противном случае, всегда можно перейти к эквивалентной постановке задачи 

z , удовлетворяющей данным требованиям.  

Покажем, что выполняется условие (4.12), иначе задача z  несовместна.  

54 ee  ,  (4.12) 

Действительно, предположим, что 54 ee  . Тогда из древовидности сети следует, что 

задача  несовместна. 

Далее пусть условие (4.12) выполняется. Отсюда выполняется одно из следующих 

двух условий 

– 45 ee  ; (4.13) 

– te4
 или te5  для любого пути )(GTt . (4.14) 

Отдельно рассмотрим два случая: (4.13) и (4.14). 

1. Пусть 5 4e e . Тогда найдется путь )(1 GTt , что 15 te , 14 te  и 1min
1

e
te

u ,  

иначе задача z  несовместна. Далее обозначим 1 4 5{ | ( ), , }T t t T G e t e t . Тогда 

1T  и  

, (4.15) 

иначе задача z  несовместна. Схематично данный случай приведен на рис. 4.8.  

 

Рисунок 4.8. 

z

4min
1Tt

e
te

u
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Далее пусть условие (4.15) выполняется. Тогда возможны лишь два подслучая :  

a. существует 
12 Tt , что ,4min

2

e
te

u  

b. min 4e
e t

u , 
1Tt . 

1.а. Пусть существует 
12 Tt , что 4min

2

e
te

u . Тогда построим допустимый поток ex , 

Ae , в задаче z  по следующему алгоритму:  

Шаг 1. 0:ex , Ae ;  

Шаг 2. 1: ee xx , 
1te ; 

Шаг 3. 4: ee xx , 
2te ; 

Шаг 4. ex , AAe \ , определяется однозначно через (2.5). 

Для полученного допустимого решения справедливо: }5,4,1,0{ex , Ae . Тогда 

}|{3,2 Aexe .   

1.b. Пусть min 4e
e t

u , 
1Tt . Из условий леммы и условия (4.15) следует, что 

существуют 132 , Ttt , что }2,1{min
2

e
te

u , 3min
3

e
te

u . Тогда построим допустимый поток ex , 

Ae , в задаче z  по следующему алгоритму:  

Шаг 1. 0:ex , Ae ; 

Шаг 2. 1: ee xx , 1te ; 

Шаг 3. 1: ee xx , 2te ; 

Шаг 4. 3: ee xx , 3te ; 

Шаг 5. ex , AAe \ , определяется однозначно через (2.5). 

Для полученного допустимого решения справедливо: }5,4,3,1,0{ex , Ae . Тогда 

}|{2 Aexe .   

2. Пусть te4  или te5  для любого пути ( )t T G . Далее обозначим 

}),(|{ 41 teGTttT , }),(|{ 52 teGTttT , тогда 21,TT  и  
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4min
1Tt

e
te

u , 5min
2Tt

e
te

u ,  (4.16) 

иначе задача z  несовместна. Схематично данный случай приведен на рис. 4.9. 

 

Рисунок 4.9. 

Далее возможны лишь четыре подслучая:  

a. Существуют 11 Tt  и 22 Tt , что 
1

min 4e
e t

u  и 
2

min 5e
e t

u ; 

b. существует 1 1t T , что 
1

min 4e
e t

u  и min 5e
e t

u , 2Tt ; 

c. существует 1 2t T , что 
1

min 5e
e t

u  и min 4e
e t

u , 1Tt ; 

d. min 4e
e t

u , 1Tt , и min 5e
e t

u , 2Tt . 

2.a. Пусть существуют 1 1t T  и 2 2t T , что 
1

min 4e
e t

u  и 
2

min 5e
e t

u . Тогда построим 

допустимый поток ex , Ae , в задаче z  по следующему алгоритму:  

Шаг 1. 0:ex , Ae ;  

Шаг 2. : 4e ex x , 1te ; 

Шаг 3. : 5e ex x , 2te ; 

Шаг 5. ex , AAe \ , определяется однозначно через (2.5). 

Для полученного допустимого решения справедливо }9,5,4,0{ex , Ae . Тогда 

}|{3,2,1 Aexe .   
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2.b. Пусть существуют 
1 1t T , что 

1

min 4e
e t

u  и min 5e
e t

u , 
2t T . Из условий леммы и 

условия (4.16) следует, что существуют 232, Ttt , что 2min
2

e
te

u , 3min
3

e
te

u . Тогда 

построим допустимый поток ex , Ae , в задаче z  по следующему алгоритму:  

Шаг 1. 0:ex , Ae ;  

Шаг 2. : 4e ex x , 
1te ; 

Шаг 3. : 2e ex x , 
2te ; 

Шаг 4. 3: ee xx , 3te ; 

Шаг 5. ex , AAe \ , определяется однозначно через (2.5). 

Для полученного допустимого решения справедливо }9,5,4,3,2,0{ex , Ae . Тогда 

}|{1 Aexe .   

2.c. Пусть существуют 
1 2t T , что 

1

min 5e
e t

u  и min 4e
e t

u , 
1t T . Из условий леммы и 

условия (4.16) следует, что существуют 2 3 2,t t T , что }2,1{min
2

e
te

u , 3min
3

e
te

u . Тогда 

построим допустимый поток ex , Ae , в задаче z  по следующему алгоритму:  

Шаг 1. 0:ex , Ae ;  

Шаг 2. : 5e ex x , 
1te ; 

Шаг 3. : 1e ex x , 2te ; 

Шаг 4. : 3e ex x , 3te ; 

Шаг 5. ex , AAe \ , определяется однозначно через (2.5). 

Для полученного допустимого решения справедливо }9,5,4,3,1,0{ex , Ae . Тогда 

}|{2 Aexe .   

2.d. Пусть min 4e
e t

u , 1Tt , и min 5e
e t

u , 2t T . Тогда из условий леммы следует 

6minmin 321

21

uuuuu
Tt

e
te

Tt

e
te

, что противоречит условию (4.16). 
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Получаем, что задача z , удовлетворяющая условиям леммы, либо несовместна, либо 

имеет допустимое решение Aexe , , такое, что }|{}3,2,1{ Aexe . Лемма доказана. 

Лемма 4.8. Пусть )(2 sNM . Если класс  является  

сводимым к классу , то класс  также является  

сводимым к классу . 

Доказательство. Пусть выполняются условия леммы. Если , то 

 и лемма доказана. Далее пусть . Рассмотрим задачу 

. Т.к. , то найдется задача 

, что 

 , ; 

 многоиндексные переменные задачи  совпадают с многоиндексными переменными 

задачи ,  тогда, не уменьшая общности, можно считать, что столбцы матриц  с 

одинаковыми номерами связаны с одними и теми же многоиндексными переменными 

задач  и ;    

 задача  содержит все ограничения задачи , тогда, не уменьшая общности, можно 

считать, что , , , , ; 

 . 

При этом, не уменьшая общности, будем считать, что  

 , , 

 ,  , . 

Таким образом, ограничения задачи , определяемые элементом , 

представляющие собой двусторонние ограничения на переменные задачи , задаются 

нижними строками матрицы . 

Т.к. )(MW  является  сводимым к классу , то, согласно 

определению 4.1, существует задача , 

соответствующая задаче . И при этом существует пара функций , , 

удовлетворяющих условиям определения 4.1. Далее опишем схему построения задачи 

, соответствующей задаче .  

)(MW edgetequaltt 321 ||

TreeW }){(MW edgetequaltt 321 ||

TreeW

M

MM }{ M

}){(),,,( MWcbbAww }{MM

)(),,,( MWcbbAww

)()( AcolAcol )()()( ArowAcolArow

w

w AA,

w w

w w

ijij AA ii bb ii bb )(,1 Arowi )(,1 Acolj

cc

1,)( iiArowA )(,1 Acoli

0,)( jiArowA }{\)(,1 iAcolj )(,1 Acoli

w }{M

w

A

edgetequaltt 321 || TreeW

TreeGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;(

w

TreeGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;( w
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Задача  отличаются от задачи  лишь наличием двусторонних ограничений на 

переменные. И при этом функция  определяет дуги задачи z , соответствующие 

переменным исходной задачи. Таким образом, каждую из таких дуг можно заменить на 

пару последовательных дуг, первая из которых будет соответствовать переменной задачи, 

а вторая двустороннему ограничению на эту переменную.  Тогда для построения задачи 

z  модифицируем задачу z  следующим образом. Пусть изначально zz . Для дуги 

),()( vui   преобразуем граф G  следующим образом: 

–  ,  

– ,  

где  – новая вершина, . Далее определим функции , 

 следующим образом: 

– , ; 

– , где , ; 

– , где , . 

Параметры , задачи  определяются через функции  и , согласно 

определению 4.1.   

Таким образом, по построению задача  является задачей, соответствующей 

задаче . Сеть, соответствующая задаче , имеет по построению древовидную 

структуру в силу древовидности структуры сети задачи . Отсюда  . 

Следовательно класс    является  сводимым к классу 

.  Лемма доказана. 

Теорема 4.5. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу TreeW , необходимо, чтобы множество M было 1-

вложенным. 

Доказательство. Доказательство от противного, пусть M  не является 1-вложенным, 

и класс )(MW  является edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу TreeW .    

w w

}{: iGG pVV

)},(),,{()},{(\: vppuvuAA iiGG

ip )(,1 Acoli
GAArow )}(,...,2,1{:

GAAcol )}(,...,2,1{:

),()()( что ,)}(,...,1{ существует если ),,(

})(,1 |)({)( если ),(
)(

vujiAcoljpu

Acoljjii
i

j

)(,1 Arowi

),())(( vpiArow i
),()( vui )(,1 Acoli

),()( ipui ),()( vui )(,1 Acoli

Gijijij Ajieul ),(,,, z

z

w z

z
TreeWz

}){(MW edgetequaltt 321 ||

TreeW
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Т.к. множество M не является 1-вложенным, то, согласно лемме 4.4, найдутся такие 

Mff , , что ff , ff . Тогда существуют )(, sNkk , kk  такие, что  

fk , fk , 

fk , fk . 

Рассмотрим s -индексные наборы )(sNF , , , где  

2)()( kF sN , 1)()( iF sN , }{\)( ksNi , 

2)()( kF sN , 1)()( iF sN , }{\)( ksNi , 

1)()( iF sN , )(sNi . 

Далее рассмотрим многоиндексные наборы 
f

F  и 
f

F , где  

1)(iF
f

, fi , 

1)(iF
f

, fi . 

Пусть )(MWw  и рассмотрим следующую подматрицу H  матрицы )(wMatr  (т.е. 

подматрицу матрицы системы ограничений задачи w ): 

H  ;(wMatr  

);,(),,(),,(),,(),,( )()()( sNsNsNff
FFFFfFf  

), )()()( sNsNsN FFF . 

Для произвольной задачи )(MWw  справедливо: 

H

100

010

001

110

101

. 

Тогда выберем задачу )(MWw  со следующей системой ограничений: 

44
ff

ff

EF

FFx ; dx
ff

ff

EF

FF0 , }{\
fff

FEF ; (4.17) 

)(sNF )(sNF
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55
ff

ff

EF

FFx ; dx
ff

ff

EF

FF0 , }{\
fff

FEF ; (4.18) 

10
)( sNFx ; 20

)( sNFx ; 30
)( sNFx ;  

00
)( sNFx , },,{\ )()()()()( sNsNsNsNsN FFFEF ; 

(4.19) 

dx
ff

ff

EF

FF0 , 
ff

EF , },,{\ 21 ffMf ; (4.20) 

где 1554321d . Тогда система (4.17)–(4.20) эквивалентна следующей системе 

линейных неравенств  

,

3

2

1

5

4

0

0

0

5

4

)(

)(

)(

sN

sN

sN

F

F

F

x

x

x

H

 

0
)( sNFx , },,{\ )()()()()( sNsNsNsNsN FFFEF . 

Отсюда задача  имеет единственное решение  

, , , 

, . 

По предположению класс )(MW  является edgetequaltt 321 ||  сводимым к 

классу TreeW . Тогда, согласно лемме 4.8, класс }){(MW  также является 

edgetequaltt 321 ||  сводимым к классу . Рассмотрим задачу 

TreeGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;( , соответствующую описанной выше задаче . 

Согласно определению 4.1, задача z  удовлетворяет условию леммы 4.7. По лемме 4.7, 

задача z  либо несовместна, либо имеет допустимое решение ijx , GAji ),( ,  такое, что 

}),(|{}3,2,1{ Gij Ajix . Задача  совместна и имеет единственное решение 
)( sNFx , 

)()( sNsN EF , при этом }|{}3,2,1{ )()()( sNsNF EFx
sN

. Однако, согласно определению 4.1, 

должно выполняться условие }),(|{}|{ )()()( GijsNsNF AjixEFx
sN

. Получаем 

противоречие. Таким образом, предположение неверно. Теорема доказана.     

Согласно следствию 4.4 и теореме 4.5, найденное условие 1-вложенности является 

необходимыми и достаточным условием сводимости (согласно введенной концепции 

w

1
)( sNFx 2

)( sNFx 3
)( sNFx

0
)( sNFx },,{\ )()()()()( sNsNsNsNsN FFFEF

TreeW

w

w



 110 

сведения) многоиндексных задач к задаче поиска потока минимальной стоимости в 

древовидной сети. Более того, оказывается (как и  для 2-вложенных множеств при 

сводимости к классу ), что предложенная при конструктивном доказательстве 

теоремы 4.2 схема сведения класса многоиндексных задач  с 1-вложенным 

множеством , требующая линейных вычислительных затрат, является (в рамках 

рассматриваемой концепции edgetequaltt 321 ||  сводимости к классу TreeW ) 

оптимальной в том смысле, что  

– сведение с использованием вычислительных затрат асимптотически меньших 

линейных невозможно; 

– сколь угодное увеличение вычислительных затрат на сведение не приводится к 

расширению класса многоиндексных задач сводимых к классу TreeW .  

Таким образом, в совокупности следствие 4.4 и теорема 4.5 представляют собой 

исчерпывающий результат исследования edgetequaltt 321 ||  сводимости классов 

многоиндексных задач )(MW  к классу задач поиска потока минимальной стоимости в 

древовидной сети .TreeW
  

Далее проиллюстрируем применимость метода исследования 1-вложенных 

многоиндексных задач )(MW , основанного на сводимости к классу задач поиска потока в 

древовидной сети, при решении ряда рассмотренных ранее многоиндексных задач. 

Рассмотрим задачу ),( HMU  и ),(minmax HMU  
)(2, sNHM . Согласно утверждениям 2.8 

и 2.9, решение данных задач связано с последовательным решением систем ограничений 

вида )(v


, относящейся к классу )
~

( HMD . Далее пусть множество HM
~

 является 1-

вложенным. Тогда, согласно утверждению 4.8, соответствующая система вида )(v


 

может быть решена, используя |)(| )(sNEO  вычислительных операций. Отсюда 

справедливы следующие утверждения.  

Утверждение 4.10. Пусть 
)(2, sNHM  и множество HM

~
 является 1-

вложенным, тогда существует алгоритм решения задач класса ),( HMU , требующий 

)log|(| 2

)( pEO sN  вычислительных операций.  

GraphW

)(MW

M
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Утверждение 4.11. Пусть 
)(2, sNHM  и множество HM

~
 является 1-

вложенным, тогда существует алгоритм решения задач класса ),(minmax HMU , требующий 

)log|(| )( pEO sN  вычислительных операций.   

Дополнительно проиллюстрируем полученные результаты при решении 

прикладной многоиндексной задачи, поставленной в главе 1. Рассмотрим проблему 

формирования допустимого портфеля заказов (1.10)-(1.14).  В случае несовместности 

системы ограничений (1.10)-(1.14) ставится задача идентификации причин 

несовместности. Так несовместность может быть вызвана несогласованностью 

внутренних ограничений предприятия. Вопрос о несогласованности внутренних 

ограничений связан с исследованием совместности системы (1.10),(1.11),(1.14), которая 

относится к классу )(MD , где }},{},{{ tjjM . При этом 3s  и |||||||| )( TJIE sN . 

Заметим, что по определению 4.2 множество M  является 1-вложенным. Отсюда, согласно 

утверждению 4.8, исследование несогласованности внутренних ограничений предприятия 

(при формировании портфеля заказов) может быть осуществлено, используя |)||||(| TJIO  

вычислительных операций. 

4.4. Условия ZtZtt 321 ||  сводимости 

Введем схему ZtZtt 321 ||  сводимости (сводимости с сохранением 

целочисленности), представляющую собой обобщение рассмотренной ранее схемы 

edgetequaltt 321 ||
 

сводимости. Для данной схемы сведения будут обобщены 

результаты сводимости, полученные ранее для edgetequaltt 321 ||  сводимости. 

Основные особенности предлагаемой схемы: 

– при построении вспомогательной сети пропускные способности дуг определяются 

таким образом, что пропускные способности являются целочисленными в случае 

целочисленности свободных коэффициентов двусторонних неравенств системы 

ограничений исходной задачи (такая особенность сведения отражается в процедуре, 

обозначаемой Z); 

– при построении решения исходной задачи строится целочисленное решение в случае 

целочисленности потока в сети (такая особенность сведения отражается в процедуре, 

обозначаемой Z).  
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Таким образом, рассматриваемая схема сведения является частным случаем схемы, 

описанной в определении 3.1, для которой Zs2
, Zs3 .  

Определение 4.5. Пусть W  – класс задач линейного программирования с 

двусторонней системой линейных неравенств. Будем говорить, что класс W  является 

ZtZtt 321 ||  сводимым к классу GraphWW , если класс W  является 321 || ttt  сводимым 

к классу W , и выполняются следующие условия. Пусть WcbbAww ),,,( , 

WAjieulGzz GijijijMCC )),(,,,;(  является задачей, соответствующей задаче w . Далее 

пусть ,ijx  GAji ),( , является оптимальным (допустимым) решением задачи z , а ix , 

)(,1 Acoli  является соответствующим ему оптимальным (допустимым) решением задачи 

w . Тогда: 

– если 
)(, ArowZbb , то Zul ijij , , GAji ),( , 

– если ,Zxij  GAji ),( , то Zxi , )(,1 Acoli . 

Схематично концепция edgetequaltt 321 ||  сводимости представлена на 

рис. 4.10. 

 

Рисунок 4.10. 

Несложно увидеть, что исследуемая ранее схема edgetequaltt 321 ||  сводимости 

является частным случаем более общей схемы ZtZtt 321 ||  сводимости. 

Действительно, согласно определению 4.1 в случае edgetequaltt 321 ||  сводимости 

выполняются условия целочисленности, описанные в определении 4.5. При этом схема 

ZtZtt 321 ||  сводимости описывает более широкий класс схем сведения (по сравнению 
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с edgetequaltt 321 ||  сводимостью), т.к. накладывает лишь условие целочисленности на 

процедуру сведения. Таким образом, согласно теореме 4.2, справедливо следующее 

следствие. 

Следствие 4.5. Пусть . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

ZLZLL ||  сводимым к классу GraphW  достаточно, чтобы множество M было 2-

вложенным.   

Далее покажем, что условие 2-вложенности является необходимым и достаточным 

условием ZPZPP *** ||  сводимости многоиндексной транспортной задачи к задаче 

поиск потока минимальной стоимости, иначе неверной является известная гипотеза о 

неравенстве классов P  и NP  (см., например, [50]). 

Теорема 4.6. Пусть 
)(2 sNM . Если класс )(MW  является ZPZPP *** ||  

сводимым к классу GraphW , то класс )(MWZ  разрешим за полиномиальное время. 

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы. Тогда для каждой задачи 

)(MWw  можно построить соответствующую ей задачу GraphWz . В силу 

ZPZPP *** ||  сводимости количество вершин и дуг, а также значения пропускных 

способностей в соответствующей потоковой задаче  полиномиально зависят от размера 

задачи . При этом, согласно определению 4.5, пропускные способности дуг в задаче  

при целочисленных свободных коэффициентах двусторонних ограничений задачи   

также являются целочисленными. Для общности отметим, что если )(MWw Z  содержит 

нецелочисленные свободные коэффициенты, то в силу целочисленности коэффициентов 

матрицы системы ограничений задачи w , задача w  при помощи округления параметров 

может быть преобразована к эквивалентной постановке с целочисленными параметрами.  

Как известно, матрица системы ограничений задачи линейного программирования 

z  является абсолютно унимодулярной [49]. Тогда в силу целочисленности пропускных 

способностей дуг, целочисленное решение задачи  может быть найдено за 

полиномиальное время [97]. Отсюда, согласно определению 4.5, построенное за 

полиномиальное время решение задачи  также будет являться целочисленным. 

Следовательно, найденное решение также будет являться решением задачи .  Таким 

образом, класс задач целочисленного линейного программирования )(MWZ  разрешим за 

полиномиальное время. Теорема доказана. 

)(2 sNM

z

w z

w

z

w

Zw
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Следствие 4.6. Пусть 
)(2 sNM . Если класс )(MWZ  является NP-трудным, то 

класс )(MW  не является ZPZPP *** ||  сводимым к классу GraphW , в противном случае 

NPP . 

Доказательство. Пусть класс задач )(MWZ  является NP-трудным, и класс )(MW  

является ZPZPP *** ||  сводимым к классу GraphW . Тогда по теореме 4.6 класс  

полиномиально разрешимым. Отсюда, согласно концепции NP-трудности,  [50]. 

Следствие доказано. 

Лемма 4.9. Пусть 
21 ss , 

)(

1
12

sN
M , 

)(

2
22

sN
M  и 

21 MM   тогда, если класс 

)( 1MWZ
 является NP-трудным, то класс )( 2MWZ

 также является NP-трудным. 

 Доказательство. Пусть выполняются условия леммы. Проведем доказательство 

путем полиномиального сведения NP-трудного класса задач )( 1MWZ  к классу )( 2MWZ .  

По определению 4.4 существует подмножество )( 2sNg , 
1|| sg  и биективная 

функция )(: 1sNg , что }}|)({{
)(

1
2

fiiM
gMf

 . Обозначим 

}},|)({|{)( 222121 MfgfiifffP , .11 Mf
 

Далее рассмотрим произвольную 

задачу )( 11 MWw Z , }){;},{},{;,...,,;(
)1(1 12111 sNff

FFFsZ cMfbannnsww  и построим задачу 

)( 22 MWw , }){;},{},{;,...,,;(
)2(2 22122 sNff

FFFsZ cMfbannnsww , удовлетворяющую 

следующим условиям: 

– )(ii nn , gi , 

– 2in , gsNi \)( 2
, 

– 
12 ff

FF aa , 
12 ff

FF bb , где 
gfgfff

FF
\2222

)1,...,1()( , ))(()()(
122

iFiF
fgff

, gfi 2 , 

22 ff
EF , , )( 12 fPf , 11 Mf , 

– 0
2f

Fa , 
*

2

bb
f

F , где 
22 ff

EF , ))((\
1

22 fPMf
Mf

 или 
gfgff

F
\\ 222

)1,...,1()( , 

gf \2 , ,
22 ff

EF  )(
1

2 fPf
Mf

, 

– 
)1()2( sNsN FF cc , где ,)1,...,1()( 2 ggsN FF  ))(()( )(

1

iFiF
ssNg , gi , gg EF , )()( 11 sNsN EF , 

– ,1*

)2(
cc

sNF  
}|)1,...,1({\)()( 22 ggggsNsN EFFEF , 

)(MWZ

NPP

11 ff
EF
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здесь , . 

Несложно увидеть, что по построению выполняются следующие условия:  

a. если задача 
2w  несовместна, то задача 

1w  также несовместна; 

b. пусть 
)()( 22)2(

, sNsNF EFx
sN

 – решение задачи 
2w , и ,

)2()2(

)2()2(

*

sNsN

sNsN

EF

FF xcF тогда  

b.1. если ** cF , то задача  
1w  несовместна; 

b.2. если ** cF , то решение задачи 
1w  может быть построено по следующему 

правилу:  

)2()1( sNsN FF xx , где ,)1,...,1()( 2 ggsN FF  ))(()( )(
1

iFiF
ssNg , gi , )()( 11 sNsN EF . 

Количество переменных в задаче 
1w  равно 

1

1

s

i

inn , по построению количество 

переменных в задаче 
2w  равно )(2

1

12

2

11

nOnnn
s

i

i

ss
s

i

i . Пусть )( 1wMatrA , 

)( 2wMatrA . Тогда число ограничений в задачах 
1w  и 

2w  равны ))(( 1wMatrnrow   и 

))(( 2wMatrnrow  соответственно. При этом 

),(2))((||||))((
1

1

1

1

1

)1(
1 1012

1 nOnCnEEwMatrnrow
s

i

i

s
s

j

j

s

s

i

i

f

f
Mf

f
sN

 

).(22))((||||))((
1

122

2

2

2

)2(
2 1012

2 nOnCnEEwMatrnrow
s

i

i

sss
s

j

j

s

s

i

i

f

f
Mf

f
sN

 

Таким образом,  

)(nO )()( AncolAnrow )( 2nO , 

)(nO )()( AncolAnrow )( 2nO . 

Также отметим, что параметры 
**,cb  вычислимы за полиномиальное время от размера 

задачи 
1w . Отсюда выполненное сведение класса )( 1MWZ  к классу )( 2MWZ  реализуемо за 

полиномиальное время. Тогда из NP-трудности класса )( 1MWZ  следует NP-трудность 

класса )( 2MWZ  [50]. Лемма доказана. 

Лемма 4.10.  Пусть )(2 sNM . Если выполняется одно из следующих трех 

условий:  

)1()1(

)1(
||**

sNsN

sN

EF

Fcbc
1

*

Mf EF

F

ff

f

bb
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1. 3s , }}3,2{},3,1{},2,1{{M , 

2. 3s , }}3{},2{},1{{M , 

3. 4s , }}4,1{},3,2{},2,1{{M , 

то класс )(MWZ  является NP-трудным. 

Доказательство. 1. Пусть 3s , }}3,2{},3,1{},2,1{{M . Согласно [50], класс 

трехиндексных аксиальных задач о назначениях (4.21)-(4.25) является NP-трудным. 

,,1  ,1
1 1

nky
n

i

n

j

ijk  
(4.21) 

,,1  ,1
1 1

njy
n

i

n

k

ijk  
(4.22) 

,,1  ,1
1 1

niy
n

j

n

k

ijk  
(4.23) 

,,1,,  },1,0{ nkjiyijk  (4.24) 

min,
1 1 1

n

i

n

j

n

k

ijkijk ye  
(4.25) 

где .,1,,  ,0 nkjieijk  
Далее рассмотрим ограничение  

.,1,,  , nkjiZyijk  (4.26) 

Легко увидеть, что система ограничений (4.21),(4.24) эквивалентна системе ограничений 

(4.21),(4.26). Таким образом, задача (4.21)-(4.25) может быть поставлена в виде (4.21)-

(4.23),(4.26),(4.25). В свою очередь задача (4.21)-(4.23),(4.26),(4.25) включена в 

рассматриваемый класс )(MWZ . Следовательно, класс )(MWZ  является NP-трудным. 

2. Пусть 3s , }}3{},2{},1{{M . Согласно [141], класс трехиндексных планарных  

задач о назначениях (4.27)-(4.29),(4.24),(4.25) является NP-трудным. 

,,1,  ,1
1

nkjy
n

i

ijk  
(4.27) 

,,1,  ,1
1

nkiy
n

j

ijk  
(4.28) 
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.,1,  ,1
1

njiy
n

k

ijk  
(4.29) 

По аналогии с пунктом 1 доказательства, задача (4.27)-(4.29),(4.24),(4.25) может быть 

поставлена в виде (4.27)-(4.29),(4.26),(4.25), которая в свою очередь включена в 

рассматриваемый класс )(MWZ
. Следовательно, класс )(MWZ

 является NP-трудным.  

3. Пусть 4s , }}4,1{},3,2{},2,1{{M . Проведем доказательство путем 

полиномиального сведения к классу )(MWZ  класса трехиндексных планарных  задач о 

назначениях (4.27)-(4.29),(4.24),(4.25), который, согласно [141],  является NP-трудным.  

Задаче (4.27)-(4.29),(4.24),(4.25) поставим в соответствие задачу  

)(}){;},{},{;,,,;;(
)(

MWcMfbannnnMsww ZFFFZ sNff
 такую, что  

, , ,1 MfEFba
ffFF

ff  

иначе  ,

  если  , 21432

4321

iie
c

iii

iiii , niiii ,1,,, 4321 , 

где 

n

i

n

j

n

k

ijke
1 1 1

1 . Тогда задача w  представляет собой задачу целочисленного 

линейного программирования (4.30)-(4.34). 

,,1,  ,1 43

1 11 2

4321
niix

n

i

n

i

iiii  
(4.30) 

,,1,  ,1 41

1 12 3

4321
niix

n

i

n

i

iiii  
(4.31) 

,,1,  ,1 32

1 11 4

4321
niix

n

i

n

i

iiii  
(4.32) 

,,1,,,  , 43214321
niiiiZx iiii  (4.33) 

min
1 1 1 11 2 3 4

43214321

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiii xc . 
(4.34) 

Заметим, что в силу, например, условий (4.30) и (4.33), если ,,1,,,  , 43214321
niiiix iiii  является 

допустимым решением задачи w , то niiiix iiii ,1,,,  },1,0{ 43214321
. 



 118 

Далее пусть }{ *

)( sNFx  – оптимальное решение задачи w . Покажем, от противного, 

что выполняются следующие условия 

0*

4321 iiiix , если 21 ii , niiii ,1,,, 4321 . (4.35) 

Предположим, что условие (4.35) не выполняется, т.е. существуют },...,1{,,, 4321 niiii ,  

21 ii , что 1*

4321 iiiix . Отсюда  

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiii xc
1 1 1 1

*

1 2 3 4

43214321
. 

Рассмотрим матрицу значений переменных }{
)( sNFx , определенную следующим образом  

иначе  ,0

1,1   или  1,1  если  ,1 4343143431

4311

niiniiiniiiii
x iiii , niii ,1,, 431 , 

0
4321 iiiix , 21 ii , niiii ,1,,, 4321 . 

Покажем, что построенная матрица }{
)( sNFx  является допустимым решением задачи w . С 

учетом },...,1{, 43 nii  выполняется: если 143 nii , то nii 11 43 ; если 

143 nii , то 111121 43 nnnnniinn . Для удобства 

обозначим 
иначе ,1

  1  если ,1
),(

43

4343

43
nii

niiii
ii , nii ,1, 43 . Как показано выше, 

},...,1{),( 43 nii , .  Отсюда  

1
434343

1

4311

1 2

4321 ),(),(

11 1

iiiiii

n

i

iiii

n

i

n

i

iiii xxx , nii ,1, 43 .

 

Таким образом, }{
)( sNFx

 
удовлетворяет (4.30). Обозначим 

}},...,1{),,(|{),( 3431341 niiiiiii , nii ,1, 41 . Пусть },...,1{, 41 nii . Покажем от 

противного, что 1|),(| 41 ii . Предположим что найдутся ),(, 4133 iiii , 33 ii , тогда 

если 1, 433 inii  или 1, 433 inii , то по построению ),(),( 4343 iiii ; если  

343 1 iini , то с учетом 133 nii  выполняется 1),( 4343 iiii , 

1),(111),( 43434343 iinininiiii  и ),(),( 4343 iiii , получаем 

nii ,1, 43
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противоречие, предположение неверно и следовательно 1|),(| 41 ii . Рассмотрим 

множество  

},1|),({ 343 niii  

}, 1|1{},1 1|1{ 3344334343 NiniinniiNiiniii  

},...,1{}1,...,1{},...,{ 44 nini . 

Тогда ),( 41 ii , и следовательно 1|),(| 41 ii . Отсюда  

1
),(11 1 413

4311

3

4311

2 3

4321

iii

iiii

n

i

iiii

n

i

n

i

iiii xxx , nii ,1, 41 .

 

Таким образом, }{
)( sNFx

 
удовлетворяет (4.31). Обозначим 

}},...,1{),,(|{),( 4431431 niiiiiii , по аналогично можно показать, что 1|),(| 31 ii , 

nii ,1, 31 . Отсюда 

1
),(11 1 324

4322

4

4322

1 4

4321

iii

iiii

n

i

iiii

n

i

n

i

iiii xxx , nii ,1, 32 .

 

Таким образом, }{
)( sNFx

 
удовлетворяет (4.32). Следовательно, }{

)( sNFx  является допустимым 

решением задачи w . При этом  

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiii

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiii xcxc
1 1 1 1

*

1 1 1 1 1 2 3 4

43214321

1 2 3 4

43214321
. 

Получаем противоречие, предположение неверно и условие (4.35) выполняется. 

 Далее обозначим **

iijkijk xy , nkji ,1,, . В силу условия (4.35) и ограничений (4.30)-

(4.33) набор *

ijky , nkji ,1,, , является допустимым решением задачи (4.27)-

(4.29),(4.24),(4.25) и по построению  

n

i

n

j

n

k

ijkijk

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiii yexc
1 1 1

*

1 1 1 1

*

1 2 3 4

43214321
. 

Далее покажем от противного, что *

ijky , nkji ,1,, , является оптимальным решением 

задачи (4.27)-(4.29),(4.24),(4.25). Предположим, что существует допустимое решение ijky , 

nkji ,1,, , задачи (4.27)-(4.29),(4.24),(4.25), что 
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n

i

n

j

n

k

ijkijk

n

i

n

j

n

k

ijkijk yeye
1 1 1

*

1 1 1

. 

Тогда опередим }{
)( sNFx  следующим образом  

4314311 iiiiiii yx , niii ,1,, 431 , 

0
4321 iiiix , 21 ii , niiii ,1,,, 4321 . 

Несложно увидеть, что в силу условий (4.27)-(4.29),(4.24) построенная многоиндексная 

матрица }{
)( sNFx

 
является допустимым решением задачи w , и при этом 

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiii

n

i

n

j

n

k

ijkijk

n

i

n

j

n

k

ijkijk

n

i

n

i

n

i

n

i

iiiiiiii xcyeyexc
1 1 1 1

*

1 1 1

*

1 1 11 1 1 1 1 2 3 4

43214321

1 2 3 4

43214321
.   

Получаем противоречие, предположение неверно и *

ijky , nkji ,1,, , является 

оптимальным решением задачи (4.27)-(4.29),(4.24),(4.25). 

Таким образом, NP-трудный класс трехиндексных планарных  задач о назначениях 

(4.27)-(4.29),(4.24),(4.25) полиномиально сводим к классу )(MWZ . Отсюда класс )(MWZ  

является NP-трудным [50].  Лемма доказана. 

Теорема 4.7. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

ZPZPP *** ||  сводимым к классу , необходимо и достаточно, чтобы множество 

M было 2-вложенным, в противном случае P=NP. 

Доказательство. Пусть множество )(2 sNM  является 2-вложенным, то, согласно 

следствию 4.5, класс )(MW  является  сводимым к классу  и, 

следовательно, является ZPZPP *** ||  сводимым к классу . 

Далее пусть множество M не является 2-вложенным, тогда, согласно лемме 4.6, 

выполняется одно из следующих условий 

– M}}3,2{},3,1{},2,1{{ , 

– M}}3{},2{},1{{ , 

– , 

GraphW

edgeLequalLL || GraphW

GraphW

M}}4,1{},3,2{},2,1{{
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и, согласно леммам 4.9, 4.10, класс  является NP-трудным. Отсюда на основании 

следствия 4.6 класс )(MW  не является ZPZPP *** ||  сводимым к классу GraphW , в 

противном случае NPP . Теорема доказана.   

Полученный результат является дополнительным обоснованием оптимальности 

условия 2-вложенности, как условия сводимости класса  к классу . 

Действительно, согласно теоремам 4.2 и 4.4, найденное условие 2-вложенности является 

необходимыми и достаточным условием edgetequaltt 321 ||  сводимости. При этом 

оказывается, что в случае полиномиальных вычислительных затрат применение более 

общего класса схем сведения, описываемых в рамках концепции  

сводимости, не приводит к расширению класса сводимых задач, иначе .   

)(MWZ

)(MW GraphW

ZPZPP *** ||

NPP
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Выводы 

Предложена схема edgetequaltt 321 ||  сводимости (сводимости с сохранением 

соответствия ребер) класса задач линейного программирования к классу задач поиска 

потока в сети .GraphW
 
При исследовании edgetequaltt 321 ||  сводимости класса  к 

классу  установлено: 

– для того, чтобы класс )(MW  являлся edgeLequalLL ||  сводимым к классу GraphW  , 

достаточно, чтобы множество M являлось 2-вложенным; 

– для того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу GraphW , 

необходимо, чтобы множество M является 2-вложенным; 

– пусть множество M является 2-вложенным, тогда существует алгоритм решения задач 

класса )(MW  и систем класса )(MD , требующий |)|log|(| )(

22

)( sNsN EEO  и 

|)|log|(| )(

2

)( sNsN EEO  вычислительных операций соответственно, данный алгоритм 

применим при исследовании целочисленного случая; 

– пусть множество M является 2-вложеннм, тогда существует алгоритм решения задач 

класса )(MS , требующий |)|log|(| )(

22

)( sNsN EEO  вычислительных операций; 

– пусть множество  является 2-вложенным, тогда существуют алгоритмы 

решения задач класса ),( HMU  и задач класса ),(minmax HMU , требующие 

)log||log|(| )(

3

)( pEEO sNsN  и )log||log|(| )(

2

)( pEEO sNsN  вычислительных операций 

соответственно. 

При исследовании edgetequaltt 321 ||  сводимости класса  к классу TreeW  

установлено: 

– для того, чтобы класс )(MW  являлся edgeLequalLL ||  сводимым к классу GraphW , 

достаточно, чтобы множество M было 1-вложенным; 

– для того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу GraphW , 

необходимо, чтобы множество M являлось 1-вложенным; 

– пусть множество M является 1-вложеннм, тогда существует алгоритм решения задач 

класса )(MW  и систем класса )(MD , требующий 2

)( |(| sNEO  и |)(| )(sNEO  

вычислительных операций соответственно, данный алгоритм также применим при 

исследовании целочисленного случая; 

)(MW

GraphW

)(MW edgetequaltt 321 ||

HM
~

)(MW

)(MW edgetequaltt 321 ||
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– пусть множество  является 1-вложенным, тогда существуют алгоритмы 

решения задач класса ),( HMU  и задач класса ),(minmax HMU , требующие 

)log|(| 2

)( pEO sN  и )log|(| )( pEO sN  вычислительных операций соответственно. 

Сформулирована схема ZtZtt 321 ||  сводимости класса  к классу ,  

являющаяся обобщением схемы edgetequaltt 321 ||  сводимости. Установлено, что для 

того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу , 

необходимо и достаточно, чтобы множество M было 2-вложенным, в противном случае 

P=NP. 

 

HM
~

)(MW GraphW

)(MW ZPZPP *** || GraphW
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Глава 5. Сводимость с сохранением соответствия циклов 

Глава посвящена исследованию сводимости класса многоиндексных задач к классу 

задач поиска потока минимальной стоимости в сети с использованием схемы сведения с 

сохранением соответствия циклов [5, 7, 9, 15, 22]. Особенностью рассматриваемой 

концепции сводимости является существование соответствия между переменными 

исходной задачи и циклами вспомогательной сети. Предлагаемая схема сведения 

гарантирует, что произвольный оптимальный поток вспомогательной сети будет 

определять такое оптимальное решение исходной задачи, в котором переменным 

присваиваются значения потока вдоль соответствующих простых циклов. В рамках 

рассматриваемой схемы сведения в данной главе найдены условия сводимости класса 

многоиндексных задач линейного программирования к классу задач поиска потока в сети. 

Предлагается конструктивная схема сведения. На основе предложенной схемы сведения 

строятся алгоритмы решения многоиндексных задач, удовлетворяющих условиям 

сводимости. Результаты применяются при исследовании ряда NP-трудных целочисленных 

многоиндексных задач. 

5.1. Концепция cycletequaltt 321 ||  сводимости 

Введем схему cycletequaltt 321 ||  сводимости (сводимости с сохранением 

соответствия циклов), которая будет применяться в данной главе при исследовании 

сводимости многоиндексных задач к классу задач поиск потока в сети. Основные 

особенности предлагаемой схемы: 

– при построении вспомогательной сети пропускные способности дуг определяются 

равными соответствующим свободным коэффициентам двусторонних неравенств 

системы ограничений (такая особенность сведения отражается в процедуре, 

обозначаемой equal ); 

– при построении решения исходной задачи предполагается существование 

соответствия между ее переменными и простыми циклами вспомогательной сети, при 

этом оптимальный поток вспомогательной сети определяет такое оптимальное 

решение исходной задачи, в котором переменным присваивается значение потока 

вдоль соответствующих циклов сети, величина потока вдоль простых циклов 

определяется через циклическую декомпозицию потока (такая особенность сведения 

отражается в процедуре, обозначаемой cycle ).  



 125 

Таким образом, рассматриваемая схема сведения является частным случаем схемы 

описанной в определении 3.1, для которой equals2
, cycles3 . 

 Определение 5.1. Пусть W  – класс задач линейного программирования с 

двусторонней системой линейных неравенств. Будем говорить, что класс W  является 

cycletequaltt 321 ||  сводимым к классу GraphW , если класс W  является 321 || ttt  

сводимым к классу GraphW , и дополнительно произвольная задача WcbbAww ),,,( , а 

также соответствующая ей задача GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;(  удовлетворяют 

следующим условиям. Найдутся такие инъективные функции GAAnrow )}(,...,1{: , 

)()}(,...,1{: GCAncol , что 

– iiii bubl )()( , , )(,1 Anrowi ; *

),(),( ,0 bul vuvu , })(,1|)({\),( AnrowiiAvu G , 

где 
)(

1

*
Anrow

k

kbb ; 

– если циркуляция ,ijx  GAji ),( , является оптимальным (допустимым) решением 

задачи z  и Cy , )(GCC , является циклической декомпозицией данной циркуляции, 

то ),...,( ))(()1( Ancolyy  будет являться оптимальным (допустимым) решением задачи w , 

соответствующим решению задачи z .  

Замечание. В качестве величины *b  выбрана величина, значение которой 

эквивалентно отсутствию (в данном контексте) верхней пропускной способности дуги. 

Схематично концепция edgetequaltt 321 ||  сводимости представлена на рис. 5.1. 

 

Рисунок 5.1. 



 126 

Согласно определению 5.1, в случае cycletequaltt 321 ||  сводимости класса  к 

классу GraphW  гарантируется, что если , GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,;(  и z  

является задачей, соответствующей задаче , то при построении задачи поиска потока 

минимальной стоимости z  пропускные способности в задаче определяются через 

свободные коэффициенты задачи , а решение задачи  находится через подмножество 

компонент циклической декомпозиции решения задачи z . Тогда, согласно утверждениям 

2.2 и 2.6, можно предложить алгоритм решения задачи , основанный на решении 

соответствующей задачи z  и имеющий вычислительную сложность 321( tttO  

|))||(||),(|( GGG AVOVO  + |)||(||),(|( GGG AVOVO  + |))||(| GG AVO
 

вычислительных 

операций, где ),( mn  и ),( mn  – количество вычислительных операций, требуемых для 

решения задачи поиска максимального потока 
MFz  и задачи поиска потока минимальной 

стоимости заданной величины MCFz  соответственно в сети с  вершинами и  дугами. 

Как было отмечено ранее, обзор оценок вычислительной сложности для известных 

потоковых алгоритмов можно найти, например,  в [143, 145, 166].  

Далее в данной главе будут рассмотрены вопросы cycletequaltt 321 ||
 

сводимости класса ),( HMW  к классу GraphW . 

5.2. Многоиндексные задачи с декомпозиционной структурой  

Согласно следующей теореме, выделение подклассов многоиндексных задач, 

сводимых (в рамках рассматриваемой концепции сводимости) к потоковым задачам, 

позволяет выделить в NP-трудном классе целочисленных многоиндексных задач 

полиномиально разрешимые подклассы. 

Теорема 5.1. Пусть 
)(2, sNHM . Если класс ),( HMW  является 

cyclePequalPP *** ||  сводимым к классу , то класс ),( HMWZ  разрешим за 

полиномиальное время. 

Доказательство. Пусть выполняются условия теоремы. Тогда для каждой задачи 

),( HMWw  можно построить соответствующую ей задачу . В силу 

cyclePequalPP *** ||  сводимости количество вершин и дуг, а также значения 

пропускных способностей в соответствующей потоковой задаче  полиномиально 

зависят от размера задачи . При этом, согласно определению 5.1, пропускные 

способности дуг в задаче  при целочисленных свободных коэффициентах двусторонних 

W

Ww

w

w w

w

n m

GraphW

GraphWz

z

w

z
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ограничений задачи  также являются целочисленными. Для общности отметим, что если 

),( HMWw Z  содержит нецелочисленные свободные коэффициенты, то в силу 

целочисленности коэффициентов матрицы системы ограничений задачи , задача  при 

помощи округления параметров может быть преобразована к эквивалентной постановке с 

целочисленными параметрами.  

Как известно, матрица системы ограничений задачи линейного программирования 

 является абсолютно унимодулярной [49]. Тогда в силу целочисленности пропускных 

способностей дуг, целочисленное решение задачи  может быть найдено за 

полиномиальное время [97]. Согласно следствию 2.3 и утверждению 2.6, целочисленная 

декомпозиция целочисленного решения задачи  может быть найдена за полиномиальное 

время. Тогда, согласно определению 5.1, построенное за полиномиальное время решение 

задачи  также будет являться целочисленным. Следовательно, найденное решение 

также будет являться решением задачи . Таким образом, класс задач целочисленного 

линейного программирования ),( HMWZ  разрешим за полиномиальное время. Теорема 

доказана. 

По аналогии со следствием 4.6 можно доказать следующий результат.  

Следствие 5.1. Пусть 
)(2, sNHM . Если класс ),( HMWZ  является NP-трудным, то 

класс ),( HMW  не является cyclePequalPP *** ||  сводимым к классу , в 

противном случае . 

Отметим, что конструктивная схема edgeLequalLL ||  сводимости, 

описываемая при доказательстве теоремы 4.2, обладает следующей особенностью. В 

случае 2-вложенности множества M  задаче )(MWw  ставится в соответствие задача 

GraphWz . Согласно определению 4.1, оптимальный поток задачи z  определяет такое 

оптимальное решение задачи ,w в котором переменным присваивается значение потока 

вдоль соответствующих дуг, определяемых функцией . При этом в построенной при 

доказательстве теоремы 4.2 задаче z  через каждую из дуг, определяемых функцией , 

проходит единственный простой цикл. Отсюда справедливо следующее следствие. 

Следствие 5.2. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

cycleLequalLL ||  сводимым к классу GraphW , достаточно, чтобы множество M было 2-

вложенным.   

w

w w

z

z

z

w

Zw

GraphW

NPP
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На основании теоремы 5.1 и лемм 4.6, 4.9, 4.10 справедливо следствие. 

Следствие 5.3. Пусть )(2 sNM . Для того, чтобы класс )(MW  являлся 

cyclePequalPP *** ||  сводимым к классу 
GraphW , необходимо и достаточно, чтобы 

множество M было 2-вложенным, в противном случае P=NP. 

Сформулированные выше следствия 5.2 и 5.3 обуславливают дальнейшие  

исследования сводимости частных подклассов класса )(MW . Таким образом, основное 

внимание в данной главе будет уделено вопросам исследования классов многоиндексных 

задач , которые могут быть сведены согласно концепции, введенной в 

определении 5.1, к потоковым задачам. Покажем, что таким подклассом является класс 

многоиндексных транспортных задач со специальной декомпозиционной структурой. 

Определение 5.2. Пусть 
)(2 sNM  и 

kff ,...,1
 – разбиение множества . Будем 

говорить, что множество M  является 
kff ,...,1

-декомпозиционным, если 

}1,1|{},1|{ 1 kiffkifM iii .  

Лемма 5.1. Пусть kff ,...,1  – разбиение множества )(sN , тогда ||  || )(

1

sN

k

i

f EE
i

. 

Доказательство. Пусть kff ,...,1  –  разбиение множества )(sN . Тогда  
i

i

fj

jf nE || , 

ki ,1 , и 
k

i

k

i

f

fj

j

s

l

lsN i

i

EnnE
1 11

)( |||| . Обозначим для удобства if mE
i
|| , ki ,1 , 

тогда 
k

i

isN mE
1

)( || . Так как 2ln , sl ,1 , то 2im , ki ,1 .  

Несложно увидеть, что 
i

ki

k

i

k
k

m

m

k

,1

11

max
2 . Далее, 

.max
max

max
1

,1

,1

1

,1
1

k

i

ki
ki

i
ki

k

i

k

i
ki

k

i

i mm
m

m

mkm

 

Лемма доказана. 

Лемма 5.2. Пусть kff ,...,1  – разбиение множества )(sN , тогда 

||  |||| )(

1

1
1 sN

k

i

ff EEE
ii

. 

),( HMW

)(sN
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Доказательство. Пусть kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . По аналогии с 

доказательством леммы 5.1 обозначим для удобства 2|| if mE
i

, ki ,1 , тогда 

k

i

isN mE
1

)( || . Очевидно при 1k  лемма верна. Далее пусть 2k .  

Несложно увидеть, что 
1

1,1

12

max
21

ii
ki

k

i

k
k

mm

m

k . Далее 

.max
max

max)1(
1

1
1,1

1
1,1

1
1

1,1

1

1

1

k

i

kii
ki

ii
ki

k

i

k

ii
ki

k

i

ii mmm
mm

m

mmkmm  Лемма доказана. 

Теорема 5.2. Пусть 
)(2, sNHM , kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Для того 

чтобы класс ),( HMW  являлся cycleEequalLL sN

2

)( ||||  сводимым к классу GraphW  

достаточно, чтобы множества M
~

 и H  были kff  ,...,1 -декомпозиционными.   

Доказательство. Пусть kff ,...,1  – разбиение множества )(sN  и множества M
~

, H  

являются kff  ,...,1 -декомпозиционными. Рассмотрим произвольную задачу 

),(}){;},{},{;,...,;;(
)(21 HMWcMfbannMsww

sNff
FFF . Согласно определению 5.2 

выполняется }.1 ,1|{} ,1|{ },1,1|{},1|{ 11 kiffkifHkiffkifM iiiiii

Тогда заданы || H  многоиндексных матриц коэффициентов }{
fFd , Hf , что 

Hf

FF fsNsN
dc )( )()(

. Не уменьшая общности, будем считать, что 

}1 ,1|{} ,1|{ 1 kiffkifM iii , в противном случае добавим недостающие 

двусторонние неравенства, в качестве нижней границы которых выберем ноль, в качестве 

верхней – достаточно большую величину, например 

ff

f
EF

Fb , где f  –  произвольный 

элемент из M . Также, не уменьшая общности, будем считать, что 

}1 ,1|{} ,1|{ 1 kiffkifH iii , в противном случае пусть 0
fFd , ff EF , 

Hkiffkiff iii \})1 ,1|{} ,1|({ 1 . Далее приведем процедуру построения задачи 

GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;( , соответствующей задаче w . 
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Построим ориентированный граф G  с множеством вершин 

},{},1 , |,{ tskiEFvvV
iiifif

ffFFG  и множеством дуг 321 AAAAG , где 

– },1 , |),{(1 kiEFvvA
iiifif

ffFF ; 

– }1 ,1,, |),{(
111

2 kiEFEFvvA
iiiiifif

ffffFF ; 

– )}.,{(}|),{(}|),{(
111

3 stEFtvEFvsA
kkkff ffFffF  

Определим функцию  следующим образом:  

– каждому ограничению ),,(
ifi Ffwd  поставим в соответствие дугу ),(

ifif
FF vv , таким 

образом, в задаче z  нижняя и верхняя границы данной дуги будут составлять 
if

Fa  и 

if
Fb  соответственно, 

ii ff EF , ki ,1 ; 

– каждому ограничению ),,(
11 ii ffii Fffwd  поставим в соответствие дугу 

),(
111

)()(
ifififififif

FF vv , таким образом, в задаче z  нижняя и верхняя границы данной 

дуги будут составлять 
1ifif

Fa  и 
1ifif

Fb  соответственно, 
11 iiii ffff EF , 1 ,1 ki .  

Определим стоимости дуг в задаче z  следующим образом: 

– kiEFde
iiifif

F
if

F ffFvv ,1 , , , 

– 1 ,1  ,  ,  ,
1111

kiEFEFde
iiiiififif

F
if

F ffffFFvv , 

– 3),(  ,0 Ajieij . 

По условию kff ,...,1  является разбиением множества )(sN . Отсюда каждый 

элемент )()( SNsN EF  однозначным образом представим в виде 
kffsN FFF  ...

1)( , где 

ii fsNf FF )( )( , ki ,1 . Введем следующее обозначение ),,,,...,,,(
11)(

stvvvvsC
kfkfffsN FFFFF

. 

По построению } |{)( )()()( sNsNF EFCGC
sN

. Тогда определим функцию  следующим 

образом: каждой переменной 
)( sNFx  поставим в соответствие простой цикл 

)( sNFC , 

)()( sNsN EF .  

Покажем, что построенная задача z  совместна тогда и только тогда, когда 

совместна исходная задача w . Действительно, пусть 
)( sNFx , )()( sNsN EF  – допустимое 

решение системы ограничений задачи w . Определим 
)()( sNsNF FC xy , )()( sNsN EF , далее 
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пусть . ),(  ,
),(|)(

G

CjiGCC

Cij Ajiyz  Набор Gij Ajiz ),(, , будет являться циркуляцией в графе 

G  и по построению: 

ifif

ififif
F

if
F

EF

FFvv xz , 
ii ff EF , ki ,1 ; 

11

111
)

1
()

1
(

ifififif

ififififififif
F

ififif
F

EF

FFvv xz , 
11 iiii ffff EF , 1 ,1 ki . 

Тогда в соответствии с введенной функцией  набор , ),( , Ajizij  будет являться 

допустимой циркуляцией задачи z .  

Далее, пусть  ,ijz GAji ),(  – допустимая циркуляция задачи v . Согласно теореме 

2.4, для данной циркуляции существует ее циклическая декомпозиции Cy , )(GCC . 

Согласно введенной функции , построим следующий набор значений переменных: 

, . Тогда  

ifif
F

if
F

ifif

if
F

if
Fif

Fvv

EF

CF bzya , 
ii ff EF , ki ,1 , 

11
)

1
()

1
(

11

11
1 ififififif

F
ififif

F

ifififif

ifif
F

ifif
Fifif

Fvv

EF

CF bzya , 
11 iiii ffff EF , 1 ,1 ki . 

Отсюда построенный набор является допустимым решением задачи .w  

Пусть  ,ijz ,),( GAji  – циркуляция минимальной стоимости в задаче z  и Cy , 

)(GCC  – ее циклическая декомпозиция. Используя функцию , построим следующий 

набор значений переменных 
)()( sNFsN CF yx , )()( sNsN EF , который (как уже было показано) 

является допустимым решением задачи w . Теперь покажем от противного, что 

построенный набор будет оптимальным решением задачи w . Действительно, пусть это не 

так и 
)( sNFx , )()( sNsN EF  – оптимальное решение задачи w . Тогда по предположению 

)()(

)()(

)()(

)()(

sNsN

sNsN

sNsN

sNsN

EF

FF

EF

FF xcxc . По построению 
GG Aji CjiGCC

Cij

Aji

ijij yeze
),( ),(|)(),(

 

.
)()(

)()(

)()(

)()(
)(

)( ),( sNsN

sNsN

sNsN

fsNsNF

EF

FF

EF Hf

FC

GCC Cji

ijC xcdyey
 

Определим 
)()( sNsNF FC xy , 

)()( sNsN EF , и . ),(  ,
),(|)(

G

CjiGCC

Cij Ajiyz  Как уже было показано ранее, построенный 

таким образом набор  , ),(  , Gij Ajiz  является допустимой циркуляцией задачи z . При 

)()( sNFsN CF yx
)()( sNsN EF



 132 

этом                      
)( ),(

)(

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

GCC Cji

ijC

EF Hf

FC

EF

CF

EF

FF eydyycxc
sNsN

fsNsNF

sNsN

sNFsN

sNsN

sNsN
   

GG Aji

ijij

Aji CjiGCC

Cij zeye
),(),( ),(|)(

. Тогда 
)()(

)()(

)()(

)()(

),( sNsN

sNsN

sNsN

sNsN

G EF

FF

EF

FF

Aji

ijij xcxcze  

GAji

ijij ze
),(

, получаем противоречие. Таким образом, предположение неверно, и 

построенный набор  
)( sNFx , )()( sNsN EF , является оптимальным решением задачи w .  

Далее проведем анализ сложности вычислительных процедур, связанных с 

построением задачи z  и построением решения задачи w  по решению задачи z . Заметим, 

что исходная задача w  содержит || )(sNE  переменных. По построению граф G  в задаче z  

содержит 
k

i

fi
EV

1

||22||  вершин и 
1

11

||||||||||1||
11

k

i

ff

k

i

fff iiik
EEEEEA

 
дуг. 

Применяя леммы 5.1 и 5.2, можно получить следующие оценки |)(||| )(sNEOV , 

|)(||| )(sNEOA .  

Отсюда построение задачи z  требует линейных от размера матрицы )(wMatr  

вычислительных операций. Схема построения решения задачи w  по решению задачи z  

определяется предложенным выше отображением  и связана с построением 

циклической декомпозиции циркуляции, которое, согласно утверждению 2.6, требует 

 вычислительных операций. Отсюда класс  является 

cycleEequalLL sN

2

)( ||||  сводимым к классу . Теорема доказана.
 

Конструктивная схема доказательства теоремы 5.2 позволят для задач класса 

),( HMW  и для систем линейных неравенств класса )(MD ,  где M
~

 и H  являются kff ,...,1

-декомпозиционными, kff ,...,1  – разбиение множества , предложить алгоритм 

решения, основанный на сводимости к классу GraphW .  

Алгоритм 5.1. Решение многоиндексных задач с декомпозиционной структурой. 

Вход. Задача ),( HMWw  (система )(MDw ), где M
~

 и H  являются kff ,...,1 -

декомпозиционными, kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . 

Шаг 1. Используя конструктивную схему, применяемую при доказательстве 

теоремы 5.2, построить задачу GraphWz , соответствующую w . Перейти на шаг 2. 

)|(||)||(| 2

)(sNEOAVO ),( HMW

GraphW

)(sN
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Шаг 2. Найти решение (допустимое решение) задачи z , используя алгоритм 2.2. 

(алгоритм 2.1). Если задача z  несовместна, то w  также несовместна, и алгоритм 

завершен; иначе переход на шаг 3. 

Шаг 3. Построить циклическую декомпозицию решения, найденного на шаге 2, 

применяя алгоритм 2.7. Перейти на шаг 4. 

Шаг 4. Используя отображение , описанное при доказательстве теоремы 5.2, 

найти решение w  согласно определению 5.1. Алгоритм завершен. 

Матрица системы ограничений задачи GraphWz  абсолютно унимодулярна, поэтому 

для совместной задачи z  с целочисленными параметрами гарантируется существование 

целочисленного решения  [49]. При этом конструктивная схема построения задачи z , 

применяемая при доказательстве теоремы 5.2, гарантирует целочисленность ее 

параметров при целочисленности параметров задачи (системы) w . Согласно следствию 

2.3, для произвольной целочисленной циркуляции ее циклическая декомпозиция, 

построенная алгоритмом 2.7 (применяемым на шаге 3 алгоритма 5.1), является  

целочисленной. Отсюда на шаге 4 алгоритма 5.1 в случае целочисленности решения 

задачи z  решение задачи (системы) w  также является целочисленным. Отсюда алгоритм 

5.1 применим также при исследовании целочисленных задач: ),( HMWZ  и )(MDZ . Как 

уже было отмечено при построении алгоритма 4.1, если ),( HMWw Z  ( )(MDw Z ) 

содержит нецелочисленные свободные коэффициенты, то в силу целочисленности 

коэффициентов матрицы системы ограничений w , задача (система) w  при помощи 

округления параметров может быть преобразована к эквивалентной постановке с 

целочисленными параметрами.  

Заметим, что для задачи GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;( , соответствующей 

задаче w , согласно доказательству теоремы 5.2, выполняется |)(||| )(sNG EOV , 

|)(||| )(sNG EOA . Отсюда с учетом утверждений 2.1, 2.2, 2.6 можно сформулировать 

следующее следствие.  

Следствие 5.4. Пусть 
)(2, sNHM , множества M

~
 и H  являются kff ,...,1 -

декомпозиционными, kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Тогда алгоритм 5.1 решения 

задач класса ),( HMW  и класса ),( HMWZ  (систем класса )(MD  и класса )(MDZ ) требует 
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|))(||),(|( )()( sNsN EOEO
 
+ |))(||),(|( )()( sNsN EOEO

 
+ )|(| 2

)(sNEO  |))(||),(|(( )()( sNsN EOEO

+ ))|(| 2

)(sNEO  вычислительных операций.  

Здесь, напомним, ),( mn  и ),( mn  – количество вычислительных операций 

алгоритма решения задачи поиска максимального потока и алгоритма решения задачи  

поиска потока минимальной стоимости заданной величины соответственно в сети с n  

вершинами и m  дугами. Применим, как и при исследовании алгоритма 4.1, для поиска 

потока минимальной стоимости заданной величины алгоритм, предложенный в работе 

Орлина [166], для поиска максимального потока воспользуемся алгоритмом Слейтора-

Тарьяна [173]. Тогда, согласно следствию 5.4, можно сформулировать следующее 

утверждение.  

Утверждение 5.1. Пусть 
)(2, sNHM , множества M

~
 и H  являются kff ,...,1 -

декомпозиционными, kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Тогда существует алгоритм 

решения задач класса ),( HMW  и класса ),( HMWZ
 (систем класса )(MD  и класса  

)(MDZ ), требующий |)|log|(| )(

22

)( sNsN EEO  ( |)|log|(| )(

2

)( sNsN EEO ) вычислительных 

операций.  

Схема  сводимости, предложенная при доказательстве 

теоремы 5.2, также является схемой cyclePequalPP *** ||  сводимости. На основании 

теоремы 5.1 справедливо следующее следствие. 

Следствие 5.5. Пусть 
)(2, sNHM , множества M

~
 и H  являются kff ,...,1 -

декомпозиционными, kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Тогда класса задач 

целочисленного линейного программирования ),( HMWZ  разрешим за полиномиальное 

время. 

Таким образом, полученные результаты сводимости позволили выделить новый 

полиномиально разрешимый подкласс , сформулированный в следствие 5.5, в 

NP-трудном классе многоиндексных задач целочисленного линейного программирования.  

Приведем пример многоиндексной транспортной задачи с декомпозиционной 

структурой, на котором проиллюстрируем схему сведения, предложенную при 

доказательстве теоремы 5.2. 

, , (5.1) 

cycleEequalLL sN

2

)( ||||

),( HMWZ

3

11 22

3213 j

Jj Jj

jjjj axa
33 Jj
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, , (5.2) 

1

22 33

3211 j

Jj Jj

jjjj cxc , 
11 Jj ,  (5.3) 

, 
11 Jj , 

22 Jj , (5.4) 

0
321 jjjx , 11 Jj , 22 Jj , 33 Jj , (5.5) 

.

 

(5.6) 

Задача (5.1)-(5.6) относится к классу многоиндексных задач , где 

}}3,2{},3,1{},2,1{},3{{M  и 3s . Многоиндексная матрица стоимостей }{
)( sNFc

 

задачи 

(5.1)-(5.6), определяемая выражением , может быть представлена в виде 

,)( )()(

Hf

FF fsNsN
dc  где }}3,2{},3{},2{{H . Таким образом, задача (5.1)-(5.6) относится к 

классу ),( HMW . Рассмотрим разбиение }1{1f , }2{2f , }3{3f  множества )3(N . 

Несложно увидеть, что }2,1|{}3,1|{,
~

1 iffifHM iii  и, согласно определению 5.2, 

множества M
~

 и H  являются }3{},2{},1{ -декомпозиционными. Отсюда, согласно теореме  

5.2, класс ),( HMW  является  сводимым к классу GraphW , здесь 

|||||||| 321)( JJJE sN . Далее рассмотрим схему сведения, используемой при 

конструктивном доказательстве теоремы 5.2, на примере задачи (5.1)-(5.6). Пусть 

2|||||| 321 JJJ . Приведем транспортную сеть, определяющую задачу поиска потока 

минимальной стоимости, соответствующую исходной многоиндексной задаче. 

 

Рисунок 5.2. 

2

11 33

3212 j

Jj Jj

jjjj bxb
22 Jj

21

33

32121 jj

Jj

jjjjj dxd

min)(
11 22 33

3213232

Jj Jj Jj

jjjjjjj xwvu

)(MW

3232 jjjj wvu

cycleEequalLL sN

2

)( ||||
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На рисунке 5.2 для ряда дуг приведены их пропускные способности и стоимости. Дуги, у 

которых не указаны пропускные способностей, имеют нулевую нижнюю и 

неограниченную верхнюю пропускные способности. Дуги, у которых не указаны 

стоимости, имеют нулевую стоимость. Согласно доказательству теоремы 5.2 и алгоритму 

5.1, решение исходной многоиндексной задачи определяется следующим образом: каждой 

переменной 
321 jjjx  многоиндексной задачи (5.1)-(5.6) присваивается значение потока вдоль 

соответствующего простого цикла ),,,,,,,,(
}3{3}3{3}2{2}2{2}1{1}1{1 )()()()()()( stvvvvvvs jjjjjj , которое, в 

свою очередь, получается в результате циклической декомпозиции потока минимальной 

стоимости данной сети. 

Далее проиллюстрируем применимость метода исследования декомпозиционных  

многоиндексных ),( HMW , основанного на сводимости к классу задач поиска потока в 

сети, при решении ряда рассмотренных ранее многоиндексных задач. Пусть )(2 sNM  и  

множества M
~

 и H  являются kff ,...,1 -декомпозиционными, где kff ,...,1  – разбиение 

множества )(sN . Согласно теореме 5.2, класс задач ),( HMW  сводим к поиску потока в 

сети с  вершинами и  дугами. В рамках исследуемой схемы сведения 

пропускные способности дуг вспомогательной сети моделируют двусторонние 

ограничения исходной многоиндексной задачи. В случае несовместности ограничений 

потоковой задачи для ее исследования может быть применен, как и при обосновании 

утверждения 4.4, алгоритм поиска потока в несовместной сети.  

Утверждение 5.2. Пусть  и  множество M
~

 является kff ,...,1 -

декомпозиционным, где kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Тогда существует алгоритм 

решения задач класса )(MS , требующий |)|log|(| )(

22

)( sNsN EEO  вычислительных 

операций.  

Рассмотрим задачи  и , . Тогда аналогично 

утверждениям 4.5 и 4.6, используя утверждение 5.1, справедливо: 

Утверждение 5.3. Пусть  и множество HM
~

 является kff ,...,1 -

декомпозиционным, где kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Тогда существует алгоритм 

решения задач класса , требующий  вычислительных 

операций.  

|)(| )(sNEO |)(| )(sNEO

)(2 sNM

),( HMU ),(minmax HMU )(2, sNHM

)(2, sNHM

),( HMU )log||log|(| )(

3

)( pEEO sNsN
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Утверждение 5.4. Пусть  и множество HM
~

 является kff ,...,1 -

декомпозиционным, где kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Тогда существует алгоритм 

решения задач класса ),(minmax HMU , требующий )log||log|(| )(

2

)( pEEO sNsN  

вычислительных операций.   

Дополнительно проиллюстрируем полученные результаты при решении ряда 

прикладных многоиндексных задач, поставленных в главе 1. Общая математическая 

модель проблемы объемно-календарного планирования переработки газового конденсата 

(1.19)-(1.22) относится к классу )(MD , где }},,,{},,{},,{{ tpkjpijiM . При этом 5s , 

},,,,{)( tpkjisN  и |||||||||||| )( TPKJIE sN . Рассмотрим разбиение }{1 if , }{2 jf , 

},{3 tkf , }{4 pf  множества )(sN . Заметим, что, согласно определению 5.2, множество 

M
~

 является }{},,{},{},{ ptkji -декомпозиционным, т.к. }3,1|{}4,1|{
~

1 iffifM iii . 

Отсюда, согласно утверждению 5.1, система (1.19)-(1.22) может быть решена, используя 

|))||||||||log(||||||||||(| 22222 TPKJITPKJIO  вычислительных операций. Ранее были 

рассмотрены различные постановки задачи объемно-календарного планирования 

переработки газового конденсата, различающиеся выбором критерия.  Задача (1.19)-

(1.22),(1.23) относится к классу ),( 1HMW , где }},,{{1 tpkH . Легко увидеть, что, 

согласно определению 5.2, множество 1H  является }{},,{},{},{ ptkji -декомпозиционным, 

т.к. }3,1|{}4,1|{ 11 iffifH iii . Задача (1.19)-(1.22),(1.24) относится к классу 

),( 2HMW , где }},{{2 kjH . Согласно утверждению 3.3, выполняется 

),(),( 22 HMWHMW , где }},,{{2 tkjH  и множество 2H  является -

декомпозиционным по определению 5.2. Задача (1.19)-(1.22),(1.25) относится к классу 

),( 3HMW , где }},{{3 jiH . Согласно определению 5.2, множество 
3H  является 

-декомпозиционным. Задача (1.19)-(1.22),(1.26) относится к классу 

),( 4HMW , где }}{{4 tH . Согласно утверждению 3.3, выполняется 

),,(),( 44 HMWHMW  где }},{{4 tkH  и 4H  является -

декомпозиционным по определению 5.2. Задача (1.19)-(1.22),(1.27) относится к классу 

),( 5HMW , где },{5 pkH . Согласно утверждению 3.3, выполняется 

),,(),( 55 HMWHMW  где }},,{{5 tpkH  и 5H  является -

декомпозиционным по определению 5.2. Задача (1.19)-(1.22),(1.28) относится к классу 

),( 6HMW , где }},,{},,{},,{},,{},{{6 tpkpkkjjitH . Согласно утверждению 3.3, 

)(2, sNHM

}{},,{},{},{ ptkji

}{},,{},{},{ ptkji

}{},,{},{},{ ptkji

}{},,{},{},{ ptkji
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выполняется ),,(),( 66 HMWHMW  где }},,{},,,{},,{{6 tpktkjjiH  и 6H  является 

-декомпозиционным по определению 5.2. Отсюда, согласно утверждению 

5.1, рассмотренные задачи объемно-календарного планирования переработки газового 

конденсата система могут быть решены, используя 

|)||||||||(|log|||||||||| 222222 TPKJITPKJI  вычислительных операций.  

Задача составления рассписания занятий (1.29)-(1.36), как было показано в главе 3, 

относится к классу ),( HMW , }},,{},,{},,{},,{{ tkitkkjjiM , }},{},,{},,{{ tktijiH .  

При этом 4s , },,,{)( tkjisN  и |||||||||| )( TKJIE sN . Рассмотрим разбиение }{1 jf , 

}{2 if , }{3 tf , }{4 kf  множества . Заметим, что, согласно определению 5.2, 

множества  и H  являются }{},{},{},{ ktij -декомпозиционным, т.к. 

}3,1|{}4,1|{,
~

1 iffifHM iii . Отсюда, согласно утверждению 5.1, задача 

составления расписания занятий (1.29)-(1.36) может быть решена, используя 

|))||||||(|log|||||||(| 22222 TKJITKJIO  вычислительных операций. Предлагаемый метод 

решения задачи составления расписания основан на полученных результатах сводимости 

многоиндексных задач к классу задач поиска потока в сети. Отметим, что в ряде случаев 

анализ схемы сведения для конкретных прикладных задач приводит к уточнению оценок 

сложности алгоритма. Так, применяя схему сведения, описанную при доказательстве 

теоремы 5.2, мы строим соответствующую задачу поиска потока 

. При этом |)||||||(||| TKJIOVG , 

)|||||||||||||(|||
Kk

k

Ii

i

Ii

iG CBATKJIOA , где из множества дуг 
GA

предварительно исключили дуги с нулевой верхней пропускной способностью. 

Обозначим |||||| KJId
Kk

k

Ii

i

Ii

i CBATK |||||||||| . Отсюда, согласно 

следствию 5.4, задача составления расписания занятий (1.29)-(1.36) может быть решена, 

используя )log( 22 ddO  вычислительных операций, что уточняет полученную в 

утверждение 5.1 общую оценку сложности алгоритма. 

5.3. Декомпозиционные NP-трудные многоиндексные задачи  

В общей постановке класс целочисленных многоиндексных транспортных задач 

является NP-трудным уже в трехиндексном случае [50]. Для задач данного класса не 

существует полиномиальных -приближенных алгоритмов, иначе P=NP, данный 

}{},,{},{},{ ptkji

)(sN

M
~

GraphGijijijMCC WAjieulGzz )),(,,,;(
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результат также справедлив уже в трехиндексном случае [126]. Более того, можно 

показать отсутствие эффективных приближенных алгоритмов для класса целочисленных 

многоиндексных задач, обладающих определенными декомпозиционными свойствами. 

Сформулируем используемое определение -приближенного алгоритма, приведенное в 

[50]. Пусть W  –  класс задач минимизации; V  – алгоритм, который для любой задачи 

Ww  возвращает допустимое решение )(wV  задачи w ; ))(( wVc  –  значение критерия 

задачи w  на допустимом решении )(wV ; )(wOPT  – оптимальное значение критерия 

задачи w . Тогда алгоритм V  будем называть -приближенным алгоритмом для задач 

класса W , где  – неотрицательная константа, если выполняется следующее условие:  

)()1())(( wOPTwVc , Ww . 

Рассмотрим далее ряд декомпозиционных классов многоиндексных задач, связанные с 

ними вопросы сложности и вопросы построения приближенных алгоритмов,  основанных 

на полученных результатах cycletequaltt 321 ||  сводимости. 

Утверждение 5.5. Пусть },1|{ kifM i , },1|{ 1mod kiffH kii , kff ,...,1  – 

разбиение множества , 3k . Тогда для задач класса ),( HMWZ  не существует 

полиномиального -приближенного алгоритма для любых , иначе . 

Доказательство. Проведем доказательство от противного. Пусть выполняются 

условия утверждения, и для задач класса  существует полиномиальный -

приближенный алгоритм для некоторого .0  

Рассмотрим трехиндексную аксиальную задачу о назначениях с матрицей 

стоимостей специального вида. Пусть Nm , 0,, )3()2()1(

jpipij uuu , mpji ,1,, . Тогда задача 

ставится как следующая задача целочисленного линейного программирования: 

1
1 1

m

i

m

j

ijpy , ,,1 mp  
(5.7) 

1
1 1

m
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m

k

ijpy , ,,1 mj  
(5.8) 
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ijpy , ,,1 mi  
(5.9) 
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,,1,, mpji  (5.10) 
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.min)(
1 1 1

)3()2()1(
m

i

m

j

m

p

ijpjpipij yuuu  
(5.11) 

В [126] было показано, что для класса задач (5.7)-(5.11) не существует полиномиального ε-

приближенного алгоритма для любых 0 , иначе P=NP. 

Несложно увидеть, что если 3k , то класс ),( HMWZ  включает в себя класс задач 

(5.7)-(5.11). Отсюда из существования полиномиального ε-приближенного алгоритма для 

задач класса ),( HMWZ  следует существование полиномиального ε-приближенного 

алгоритм для класса задач (5.7)-(5.11). Получаем противоречие. Далее пусть 4k . 

Рассмотрим задачу (5.7)-(5.11) и выберем задачу 

),(}){;},{},{;,...,;;(
)(1 HMWcMfbannMsww ZFFFsZ sNff

 такую, что mE
lf
|| , kl ,1  (не 

уменьшая общности, будем считать, что такой выбор возможен). Перенумеруем элементы 

множества 
lf

E : },...,{ )()1( m

fff lll
FFE , kl ,1 . Так как ),( HMWw Z , то ,)( )()(

Hf

FF fsNsN
dc  

,)()( sNsN EF  где }{
fFd , Hf  – заданные матрицы коэффициентов. Определим значения 

свободных коэффициентов двусторонних неравенств в задаче w  следующим образом:  

1
lflf

FF ba , 
ll ff EF , kl ,1 . 

Матрицы  }{
fFd , Hf ,  задающие матрицу коэффициентов целевой функции , 

определим следующим образом: 
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где 1(1 )
m
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jpipij uuu
1 1 1

)3()2()1( )( . 

 Пусть *

ijpy , mpji ,1,, , и *u  – оптимальное решение и оптимальное значение 

критерия задачи (5.7)-(5.11) соответственно. Т.к.  – разбиение множества , то  

}.,1,,1|...{
)()(

)(
1
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klmiFFE l
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f
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fsN
k

k
 

Рассмотрим многоиндексную матрицу }{ *

)( sNFx , построенную по следующему правилу: 

}{
)( sNFc

kff ,...,1
)(sN
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.,1,...,  ,
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Несложно увидеть, что }{ *

)( sNFx  является допустимым решением задачи w  и 

)()(

)()(

**

sNsN

sNsN

EF

FF xcu . Покажем от противного, что }{ *

)( sNFx  является оптимальным решением 

задачи  w . Предположим, что }{
)( sNFx  является оптимальным решением задачи w  и 

*

)()(
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uxc

sNsN
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EF

FF . Несложно увидеть, что ,0)()1(
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, 1 lii ;,1,..., 1 mii k  в противном случае *
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sNsN
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EF

FF , что противоречит 

предположению.  Тогда рассмотрим набор 
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mpji ,1,, . 

Несложно увидеть, что ijpy , mpji ,1,, , является допустимым решением задачи  (5.7)-

(5.11) и .)( *

1 1 1

)3()2()1(

)()(

)()(
uxcyuuu

sNsN

sNsN

EF

FF

m

i

m
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ijpjpipij
 Отсюда *

ijpy , mpji ,1,, , не 

является оптимальным решением задачи. Получаем противоречие, предположение 

неверно и, следовательно, }{ *

)( sNFx  является оптимальным решением задачи w . Таким 

образом, оптимальное значение критерия задачи  равно *u . 

 Далее применим для задачи  существующий (по предположению) 

полиномиальный -приближенный алгоритм. Пусть }{
)( sNFx  решение найденное данным 

алгоритмом. Тогда }{
)( sNFx  является допустимым решением задачи w  и 

*)1(
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FF . При этом *
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mpji ,1,, , будет являться допустимым 

решением задачи (5.7)-(5.11) и *

1 1 1
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Отсюда для класса задач (5.7)-(5.11) существует полиномиальный -приближенный 

w

w
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алгоритм, заключающийся в построении задачи  по описанной выше схеме, ее решении  

полиномиальным -приближенным алгоритмом и построении приближенного решения 

исходной задачи по описанному выше правилу. Получаем противоречие, предположение 

неверно. Утверждение доказано.     

 Пусть }1,1|{},1|{ 1 kiffkifM iii , },1|{ kifM i , 

},1|{ 1mod kiffH kii , kff ,...,1  – разбиение множества )(sN . Тогда класс задач 

),( HMWZ  включен в класс )(MWZ . Отсюда, согласно утверждению  5.5, справедливо: 

Утверждение 5.6. Пусть }1,1|{},1|{ 1 kiffkifM iii , kff ,...,1  – 

разбиение множества )(sN , 3k . Тогда для задач класса )(MWZ
 не существует 

полиномиального -приближенного алгоритма для любых 0 , иначе NPP . 

Далее пусть }1,1|{},1|{ 1 kiffkifM iii ,  – разбиение множества 

)(sN , 3k . Тогда рассмотрим класс задач )(MWZ . Согласно утверждению 5.6, для 

данного класса не существует полиномиальных -приближенных алгоритмов при 

выполнении известной гипотезы о неравенстве классов P  и NP . Данный факт 

обуславливает поиск эвристических методов решения задач класса )(MWZ
. В качестве 

такого метода может быть предложен следующий алгоритм, основанный на полученном в 

теореме 5.2  результате сводимости. Идея алгоритма заключается в выборе среди задач, 

для которых могут быть применены результаты сводимости, задачи наиболее «близкой» к 

исходной задаче.  

Алгоритм 5.2. Эвристический алгоритм решение многоиндексных задач с 

декомпозиционной системой ограничений. 

Вход. Задача )(}){;},{},{;,...,;;(
)(21 MWcMfbannMsww ZFFFZ sNff

, где 

}1,1|{},1|{ 1 kiffkifM iii ,  – разбиение множества , . 

Шаг 1. Пусть }1,1|{},1|{ 1 kiffkifH iii . Тогда определим 

многоиндексные матрицы }{ *

fFd , , и связанную с ними многоиндексную матрицу 

}{ *

)( sNFe
 
как решение следующей оптимизационной задачи 

Hf

FF fsNsN
de )( )()(

,  (5.12) 

min}){},({
)()( sNsN FF cedist , (5.13) 

w

kff ,...,1

kff ,...,1
)(sN 3k

Hf

,)()( sNsN EF
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где dist
 
некоторая функция «близости» многоиндексных матриц. Перейти на шаг 2. 

Шаг 2. Решить задачу }){;},{},{;,...,;;( *

21 )( sNff
FFFZ eMfbannMsww , используя 

алгоритм 5.1. Полученное решение будет являться приближенным решением задачи w . 

Алгоритм завершен. 

Корректность алгоритма 5.2 обосновывается следующим образом. Пусть 

}1,1|{},1|{ 1 kiffkifH iii . Согласно определению 5.2, множества  и  

являются kff ,...,1 -декомпозиционными. Тогда ),( HMWw Z . И, следовательно, для 

решения задачи w  может быть применен алгоритм 5.1. Системы ограничений задач w  и 

w  совпадают. Тем самым решение задачи w  будет являться допустимым решением 

задачи w .   

Конкретная реализация алгоритма 5.2 определяется выбором функции близости 

dist . Так в качестве такой меры близости может быть выбрана сумма квадратов 

отклонений компонент матриц. Тогда задача (5.12),(5.13) может быть поставлена как 

следующая задача квадратичной безусловной оптимизации: 

.min)(
)()(

)()(

2

)(

sNsN

fsNsN

EF Hf

FF dc  (5.14) 

Для решения задачи (5.14) может быть применен метод минимизации суммы квадратов 

невязок [58]. Алгоритм 5.2 с использованием на шаге 1 решения задачи (5.14) будем 

называть алгоритмом 5.2 с минимизацией сумм квадратов отклонений.  

В качестве функции близости dist  также может быть выбран максимум 

относительного отклонения сверху компонент матриц. Тогда задача (5.12),(5.13) может 

быть поставлена как следующая задача линейного программирования: 

,
)()()( )( sNfsNsN F

Hf

FF cdc

 

,)()( sNsN EF  (5.15) 

.min  (5.16) 

Далее алгоритм 5.2 с использованием на шаге 1 решения задачи (5.15),(5.16) будем 

называть алгоритмом 5.2 с минимизацией максимума относительного отклонения. Для 

решения задачи (5.15),(5.16) могут быть применены общие методы решения задач 

линейного программирования [97]. Для приближенного алгоритма 5.2 с минимизацией 

максимума относительного отклонения справедлива следующая оценка отклонения от 

оптимума.  

M
~

H
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Теорема 5.3.  Пусть *c  – оптимальное значение критерия задачи w , c  – значение 

критерия задачи w  на приближенном решение, найденном алгоритмом 5.2 с 

минимизацией максимума относительного отклонения, 
*
 – оптимальное значение 

критерия в задаче (5.15),(5.16), соответствующей задаче w , тогда **cc , )(MWw Z ,

, где  – разбиение множества , . 

 Доказательство. Пусть )(}){;},{},{;,...,;;(
)(1 MWcMfbannMsww ZFFFsZ sNff

 и 

}{ *

)( sNFx  – оптимальное решения задачи w , }{
)( sNFx  – приближенное решение задачи w , 

найденное алгоритмом 5.2 с минимизацией максимума относительного отклонения. Тогда 

)()(
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sNsN

sNsN

EF

FF xcc ,  
)()(

)()(
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sNsN

EF

FF xcc . Далее пусть *

FFd , ff EF , Hf , 
*
 – решение 

задачи (5.15)-(5.16), соответствующей задаче w .  Согласно алгоритму 5.2, 

многоиндексная матрица }{
)( sNFx  является оптимальным решением задачи 

, где 
Hf

FF fsNsN
de *

)(

*

)()(
, )()( sNsN EF .  

Согласно условию (3.2) выполняется 0, *

)()( sNsN FF xx , )()( sNsN EF . Согласно (5.15) 

выполняется ,
)()()(
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FF cdc  )()( sNsN EF . Отсюда,  
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FF .  

Теорема доказана. 

Заметим, что оценка отклонения от оптимума, сформулированная в теореме 5.3, не 

является константой, т.к. зависит от исходных данных задачи w . Обратное, согласно 

утверждению 5.6, означало бы равенство классов P  и NP .  

Утверждение 5.7. Пусть , ,  – 

разбиение множества , 3k . Тогда класс задач ),( HMWZ  является NP -трудным. 

Доказательство. Пусть выполняются условия утверждения. Рассмотрим 

трехиндексную аксиальную задачу о назначениях (5.7)-(5.11), матрица стоимостей 

которой удовлетворяет неравенству треугольника: 

}1,1|{},1|{ 1 kiffkifM iii kff ,...,1 )(sN 3k

}){;},{},{;,...,;;( *

21 )( sNff
FFFZ eMfbannMsww

},1|{ kifM i },1|{ 1mod kiffH kii kff ,...,1

)(sN
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)3()2()1(0 jpipij uuu , mpji ,1,, , (5.17) 

)3()1()2(0 jpijip uuu , mpji ,1,, , (5.18) 

)2()1()3(0 ipijjp uuu , mpji ,1,, . (5.19) 

В [126] было показано, что класс задач (5.7)-(5.11) с матрицей стоимостей, 

удовлетворяющей условию (5.17)-(5.19), является NP -трудным. Проведем далее 

доказательство путем полиномиального сведения к классу  класса задач (5.7)-

(5.11) с матрицей стоимостей, удовлетворяющей условию (5.17)-(5.19). 

Несложно увидеть, что если 3k , то класс  включает в себя класс 

задач (5.7)-(5.11) с матрицей стоимостей, удовлетворяющей условию (5.17)-(5.19). Отсюда 

класс  является NP-трудным.  

Далее пусть 4k . Рассмотрим задачу (5.7)-(5.11) с матрицей стоимостей, 

удовлетворяющей условию (5.17)-(5.19), и выберем задачу 

),(}){;},{},{;,...,;;(
)(1 HMWcMfbannMsww ZFFFsz sNff

 такую, что mE
lf
|| , kl ,1  (не 

уменьшая общности, будем считать, что такой выбор возможен). Перенумеруем элементы 

множества : , kl ,1 . Так как , то  

 где ,  – заданные матрицы коэффициентов. Определим значения 

свободных коэффициентов двусторонних неравенств в задаче Zw  следующим образом:  

, , kl ,1 . 

Матрицы  , ,  задающие матрицу коэффициентов целевой функции , 

определим следующим образом: 
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kff ,...,1
)(sN
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}{\

)()( )()(
2

fHf

FF fsNfsN
dd , )()( sNsN EF , Hf . 

Следовательно матрица коэффициентов целевой функции удовлетворяет обобщенному 

неравенству треугольника (3.5). Отсюда ),( HMWw Z .  

Пусть }{ *

)( sNFx  является оптимальным решением задачи w . Тогда покажем от 

противного, что выполняется следующее условие: 

,0*

...
)()1(

1

ki

kf
i

f
FF

x  если существует },,...,4{ kl  что . (5.20) 

Предположим, что найдутся },...,1{,...,1 mii k  и },,...,4{ kl  что 1*

...
)()1(

1

ki

kf
i

f
FF

x . Тогда по 

построению 

)13(
)()(

)()(

* mxc
sNsN

sNsN

EF

FF
.   

Определим }{
)( sNFx  следующим образом:  

иначе ,0

,2, если ,1 1

...
)()1(

1

klii
x l

FF ki

kf
i

f

, mii k ,1,...,1 . 

Несложно увидеть, что }{
)( sNFx  является допустимым решением задачи w  и  

)()(

)()(

)()(

)()(

*)13(
sNsN

sNsN

sNsN

sNsN

EF

FF

EF

FF xcmxc .

 

Получаем противоречие, предположение неверно. Следовательно, условие (5.20) 

выполняется.   

 Определим  *

ijpy , mpji ,1,, , следующим образом: 
*

...

*
)()(

4

)(

3

)(

2

)(

1

i

kf
i

f
p

f
j

f
i

f
FFFFFijp xy , 

.,1,, mpji  Согласно условию (5.20) набор , , является допустимым 

решением задачи (5.7)-(5.11). При этом mxcyuuu
sNsN

sNsN

EF

FF

m

i

m

j

m

k

ijpjpipij 3)(
)()(

)()(

*

1 1 1

*)3()2()1(
. 

Докажем от противного, что , , является оптимальным решением задачи 

(5.7)-(5.11). Предположим, что ijpy , ,,1,, mpji  – оптимальное решение задачи  (5.7)-

(5.11) и выполняется 

m

i

m

j

m

k

ijpjpipij

m

i

m

j

m

k

ijpjpipij yuuuyuuu
1 1 1

*)3()2()1(

1 1 1

)3()2()1( )()( . 

miiii kl ,1,...,  , 11

*

ijpy mpji ,1,,

*

ijpy mpji ,1,,
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Тогда построим }{
)( sNFx  следующим образом 

 иначе 0,

,4 , если , 1

...

321
)()1(

1

kliiy
x

liii

FF ki

kf
i

f

, mii k ,1,...,1 . 

Несложно увидеть, что }{
)( sNFx  является допустимым решением задачи w  и   

myuuuxc
m

i

m

j

m

k

ijpjpipij

EF

FF

sNsN

sNsN
3)(

1 1 1

)3()2()1(

)()(

)()(
. 

Отсюда 

myuuuxc
m

i

m

j

m

k

ijpjpipij

EF

FF

sNsN

sNsN
3)(

1 1 1

)3()2()1(

)()(

)()(

)()(

)()(

*

1 1 1

*)3()2()1( 3)(
sNsN

sNsN

EF

FF

m

i

m

j

m

k

ijpjpipij xcmyuuu . 

Однако }{ *

)( sNFx  является оптимальным решением задачи w . Получаем противоречие, 

предположение неверно. Следовательно, , , – оптимальное решение задачи 

(5.7)-(5.11). 

Таким образом, NP-трудный класс класса задач (5.7)-(5.11) с матрицей стоимостей, 

удовлетворяющей условию (5.17)-(5.19) полиномиально сводим к классу . 

Отсюда класс  является NP-трудным [50]. Утверждение доказано.     

Далее пусть , ,  – разбиение 

множества , . Тогда, согласно утверждению 5.5, для задач класса ),( HMWZ  не 

существует полиномиального -приближенного алгоритма для любых 0 , иначе 

NPP . Рассмотрим подкласс ),( HMWZ , содержащий задачи класса ),( HMWZ , 

удовлетворяющие обобщенному неравенству треугольника (3.5). Согласно утверждению 

5.7, класс ),( HMWZ  является NP-трудным. Данный факт обуславливает поиск 

приближенных методов решения задач класса ),( HMWZ . В качестве такого метода 

может быть предложен следующий алгоритм, основанный на полученном в теореме 5.2 

результате сводимости. 

Алгоритм 5.3. Приближенный алгоритм решение многоиндексных задач с 

декомпозиционной структурой и матрицей стоимостей, удовлетворяющей обобщенному 

неравенству треугольника.  

*

ijpy mpji ,1,,

),( HMWZ

),( HMWZ

},1|{ kifM i },1|{ 1mod kiffH kii kff ,...,1

)(sN 3k
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Вход. Задача ),(}){;},{},{;,...,;;(
)(21 HMWcMfbannMsww ZFFFZ sNff

, где 

},1|{ kifM i , },1|{ 1mod kiffH kii , 
kff ,...,1
 – разбиение множества )(sN , .3k  

Шаг 1. Пусть }{
fFd , Hf  – заданные многоиндексные матрицы такие, что 

Hf

FF fsNsN
dc )( )()(

, )()( sNsN EF . Определим многоиндексную матрицу }{ )(

)(

i

F sN
c  следующим 

образом 

,
}{\

)(

)(

1mod

)()(

kii

fsNsN

ffHf

F

i

F dc  , (5.21) 

и обозначим }){;},{},{;,...,;;( )(

21 )(

i

FFFZi sNff

cMfbannMsww , ki ,1 . Переход на шаг 2.  

Шаг 2. Решим задачу iw  при помощи алгоритма 5.1, если задача iw  несовместна, то 

задача w  также несовместна и алгоритм завершен, ki ,1 .  Далее пусть }{ )(

)(

i

F sN
x  – 

оптимальное решение задачи iw , ki ,1 . Переход на шаг 3.  

Шаг 3. Определим *i  следующим образом  

)(minarg
)()(

)()(

)(

,1

*

sNsN

sNsN

EF

i

FF
ki

xci . 

Тогда }{ )( *

)(

i

F sN
x  является приближенным решением задачи w . Алгоритм завершен.  

 Далее приведем обоснование корректности алгоритма 5.3 и покажем, что 

построенный алгоритм является ε-приближенным алгоритмом для задач 

рассматриваемого класса .  

 Лемма 5.3. Пусть mnRA , nRb , 
m

l Rccc ,...,, 10 , Rd , lccdc ...10  и 

},|),min{(* m

ii ZxbAxxcg , li ,0 . Тогда 
*

0

1

* dgg
l

i

i . 

Доказательство. Пусть выполняются условия леммы. Обозначим через *

)(ix  

оптимальное решение задачи },|),min{( m

i ZxbAxxc , li ,0 . Тогда выполняется  

),(),( *

)0(

*

)(

* xcxcg iiii , li ,0 . 

Отсюда 

)()( sNsN EF

),( HMWZ
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.),(),(),( *

0

*

)0(0

1

*

)0(

1

*

)(

1

* dgxdcxcxcg
l

i

i

l

i

ii

l

i

i
 

Лемма доказана. 

Теорема 5.4. Пусть , ,  – разбиение 

множества , . Тогда алгоритм 5.3 является kk /)2( -приближенным 

алгоритмом для задач класса ),( HMWZ . 

Доказательство. Пусть , ,  – 

разбиение множества ,  и 

),(}){;},{},{;,...,;;(
)(21 HMWcMfbannMsww ZFFFZ sNff

. Тогда существуют  

многоиндексные матрицы  }{
fFd , Hf , что 

Hf

FF fsNsN
dc )( )()(

, )()( sNsN EF . Согласно 

шагу 1 алгоритма, строятся k задач }){;},{},{;,...,;;( )(

21 )(

i

FFFZi sNff

cMfbannMsww , где 

многоиндексная матрица }{ )(

)(

i

F sN
c  определяется согласно соотношению (5.21), ki ,1 . 

Пусть },...,1{ ki . Рассмотрим задачу iw . Обозначим }{\ 1modkiii ffHH . По 

построению  ),( iZi HMWw . Согласно определению 5.2, множества M
~

 и iH  являются 

iki ffff ,...,,,..., 11 -декомпозиционными. Следовательно, алгоритм 5.1 может быть 

применен для решения задачи iw  на шаге 2. Системы ограничений задач w  и iw  

совпадают, таким образом, задача w  совместна тогда и только тогда, когда совместна 

задача iw . 

Далее пусть  является оптимальным решением задачи , , }{ *

)( sNFx  – 

оптимальным решением задачи w . Т.к. системы ограничений задач w  и iw  совпадают, то 

 является допустимым решением задачи w , . Согласно соотношению (5.21), 

)()(

1mod

)()(
)1()1( )(

1 }{\

)(

1

)(

sNfsN

kii

fsNsN F

Hf

F

k

i ffHf

F

k

i

i

F ckdkdc , . 

Отсюда, согласно лемме 5.3, 

)()(

)()(

)()(

)()(

*

1

)()( )1(

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

EF

FF

k

i EF

i

F

i

F xckxc . 

Покажем от противного, что 

},1|{ kifM i },1|{ 1mod kiffH kii kff ,...,1

)(sN 3k

},1|{ kifM i },1|{ 1mod kiffH kii kff ,...,1

)(sN 3k

}{ )(

)(

i

F sN
x

iw ki ,1

}{ )(

)(

i

F sN
x ki ,1

)()( sNsN EF
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)()(

)()(

)()(

)()(

*)()(

,1

)1(
min

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

EF

FF

EF

i

F

i

F
ki

xc
k

k
xc . 

(5.22) 

Предположим, что 

)()(

)()(

)()(

)()(

*)()(

,1

)1(
min

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

EF

FF

EF

i

F

i

F
ki

xc
k

k
xc , тогда 

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

*)()(

,1
1

)()( )1(min

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

EF

FF

EF

i

F

i

F
ki

k

i EF

i

F

i

F xckxckxc . Получаем противоречие, 

предположение неверно и соотношение (5.22) выполняется.  

 По условию теоремы  , , тогда 

)1mod()()()1mod()(

1mod

)()( )(

)(

)(

}{\

)(
kififsNsNkififsN

kii

fsNsN F

i

FF

ffHf

FF dcddc , )()( sNsN EF , ki ,1 . 

 С другой стороны, согласно обобщенному неравенству треугольника (3.5) выполняется 

)(

}{\

)()( )(

1mod

)()1mod()(

i

F

ffHf

FF sN

kii

fsNkififsN
cdd , )()( sNsN EF , ki ,1 . 

Следовательно, 

)(

)(

)(

)()1mod()()()(
2 i

FF

i

FF sNkififsNsNsN
cdcc , )()( sNsN EF , ki ,1 . 

Тогда, в силу ограничения неотрицательности переменных (3.2), выполняется 

)()(

)()(

)()(

)()(

)()()( 2

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

EF

i

F

i

F

EF

i

FF xcxc , ki ,1 . 

Отсюда с использованием соотношения (5.22)  

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

)()(

*)()(

,1

)(

,1

)1(
2min2min

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

sNFsN

sNsN

EF

FF

EF

i

F

i

F
ki

EF

i

FF
ki

xc
k

k
xcxc . 

Согласно шагу 3 алгоритма . Тогда 

)()(

)()(

)()(

*

)()(

*)( 2
1

sNsN

sNsN

sNsN

sNsN

EF

FF

EF

i

FF xc
k

k
xc . 

Следовательно, алгоритм 5.3 является kk /)2( -приближенным алгоритмом для задач 

класса . Теорема доказана. 

Hf

FF fsNsN
dc )( )()( )()( sNsN EF

)(minarg
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,1
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FF
ki

xci
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Алгоритм 5.3 основан на решении k  задач, каждая из которых может быть решена 

алгоритмом 5.1. При этом т.к. 
kff ,...,1
 – разбиение множества )(sN , то sk . Тогда на 

основании утверждения 5.1 справедлива следующая оценка сложности алгоритма 5.3. 

Утверждение 5.8. Пусть , ,  – 

разбиение множества , . Тогда алгоритм 5.3 поиска приближенного решения 

задач класса ),( HMWZ  требует  вычислительных операций.  

 Заметим, что построенный kk /)2( -приближенный алгоритм для задач класса 

 обобщает, полученный в работе [126] результат, связанный с построением 

приближенного алгоритма для трехиндексных аксиальных задач о назначениях, 

удовлетворяющих неравенству треугольника. Несложно увидеть, что класс 

трехиндексных аксиальных задач о назначениях, удовлетворяющих неравенству 

треугольника, относится к классу , где , 

, }3{},2{},1{ 321 fff  – разбиение множества , 3sk . 

В данном случае алгоритм 5.3 будет представлять собой 1/3-приближенный алгоритм для 

класса трехиндексных аксиальных задач о назначениях, удовлетворяющих неравенству 

треугольника. Данная оценка для рассматриваемой задачи о назначениях совпадает с 

оценкой, полученной в [126]. Однако в отличие от метода, предложенного в работе [126], 

алгоритм 5.3 применим при исследовании гораздо более широкого класса задач – 

целочисленных многоиндексных задач линейного программирования транспортного типа, 

обладающих декомпозиционной структурой и удовлетворяющих обобщенному 

неравенству треугольника. 

  

},1|{ kifM i },1|{ 1mod kiffH kii kff ,...,1

)(sN 3k

|)|log|(| )(

22

)( sNsN EEO

),( HMW

),( HMW },1|{ kifM i

},1|{ 1mod kiffH kii )(sN
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Выводы 

Предложена схема  сводимости (сводимости с сохранением 

соответствия циклов) класса задач линейного программирования к классу задач поиска 

потока в сети  При исследовании  сводимости класса  к 

классу  установлено: 

– для того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу 

, достаточно, чтобы множества  и  были -декомпозиционными; 

– пусть множества ,  являются -декомпозиционными, тогда существует 

алгоритм решения задач класса  и систем класса , требующий 

 и  вычислительных операций 

соответственно, данный алгоритм применим при исследовании целочисленного 

случая, что позволяет выделить новый полиномиально разрешимый подкласс в NP-

трудном классе многоиндексных задач целочисленного линейного программирования; 

– пусть множество  является -декомпозиционным, тогда существует алгоритм 

решения задач класса , требующий  вычислительных 

операций; 

– пусть множество  является -декомпозиционным, тогда существуют 

алгоритмы решения задач класса ),( HMU  и задач класса ),(minmax HMU , требующие 

 и  вычислительных операций 

соответственно; 

где  – разбиение множества . 

Результаты исследования  сводимости применены также при 

построении приближенных алгоритмов решения ряда NP-трудных многоиндексных задач, 

обладающих декомпозиционной структурой:  

– рассмотрен класс задач , для которого не существует полиномиального -

приближенного алгоритма для любых , иначе ,  

; для задач класса  предложен 

полиномиальный приближенный алгоритм, находящий допустимое решение, 

cycletequaltt 321 ||
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отклоняющееся от оптимального значения критерия не более чем в *  раз, где *   

является оптимальным значение критерия вспомогательной задачи линейного 

программирования;   

– рассмотрен NP-трудный класс задач ),( HMWZ , где , 

; для задач класса ),( HMWZ  предложен полиномиальный 

kk /)2( -приближенный алгоритм;  

где  – разбиение множества , . 

},1|{ kifM i

},1|{ 1mod kiffH kii

kff ,...,1
)(sN 3k
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Заключение  

Основные результаты диссертационной работы заключаются в следующем. При 

исследовании вопросов сводимости класса многоиндексных задач линейного 

программирования транспортного типа к классу задач поиска потока минимальной 

стоимости в сети были предложены и исследованы две схемы сводимости:  

– сводимость с сохранением соответствия ребер (  сводимость),  

– сводимость с сохранением соответствия циклов (  сводимость). 

 При исследовании  сводимости класса многоиндексных 

задач  к классу задач поиска потока минимальной стоимости в сети GraphW  был 

получен исчерпывающий ответ вопроса сводимости: 

– для того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу , 

достаточно, чтобы множество M было 2-вложенным, 

– для того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу , 

необходимо, чтобы множество M было 2-вложенным. 

Более того, предложенная конструктивная схема сводимости класса  в случае 2-

вложенности множества M является оптимальной (сведение с асимптотически меньшими 

вычислительными затратами невозможно и сколько угодное увеличение вычислительных 

затрат на сведение не приводится к расширению класса сводимых задач). Были 

разработаны алгоритмы решения следующих многоиндексных задач, основанные на 

полученных результатах сводимости:  

– задач класса  и систем класса , а также задач соответствующих 

целочисленных классов )(MWZ  и )(MDZ , где множество M  является 2-вложенным, 

– задач класса , где множество M  является 2-вложенным, 

– задач класса ),( HMU  и задач класса , где множество  является 

2-вложенным. 

При исследовании  сводимости класса многоиндексных 

задач )(MW  к классу задач поиска потока минимальной стоимости в древовидной сети 

TreeW  был также получен исчерпывающий ответ вопроса сводимости: 

edgetequaltt 321 ||

cycletequaltt 321 ||

edgetequaltt 321 ||

)(MW

)(MW edgeLequalLL || GraphW

)(MW edgetequaltt 321 || GraphW

)(MW

)(MW )(MD

)(MS

),(minmax HMU HM
~

edgetequaltt 321 ||
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– для того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу TreeW , 

достаточно, чтобы множество M было 1-вложенным, 

– для того, чтобы класс  являлся  сводимым к классу TreeW , 

необходимо, чтобы множество M было 1-вложенным. 

Предложенная конструктивная схема сводимости класса  в случае 1-вложенности 

множества M здесь также является оптимальной. Были разработаны алгоритмы решения 

следующих многоиндексных задач, основанные на полученных результатах сводимости: 

– задач класса  и систем класса , а также задач соответствующих 

целочисленных классов )(MWZ
 и )(MDZ

, где множество M  является 1-вложенным, 

– задач класса ),( HMU  и задач класса , где множество  является 

1-вложенным. 

Была предложена схема  сводимости класса  к классу ,  

являющаяся обобщением схемы  сводимости. При исследовании 

 сводимости класса многоиндексных задач  к классу задач поиска 

потока минимальной стоимости в сети GraphW  были получены следующие результаты: 

– для того, чтобы класс  являлся ZLZLL ||  сводимым к классу , 

достаточно, чтобы множество M было 2-вложенным, 

– для того, чтобы класс  являлся  ZPZPP *** ||  сводимым к классу , 

необходимо и достаточно, чтобы множество M было 2-вложенным, в противном 

случае P=NP. 

При исследовании  сводимости класса многоиндексных задач 

 к классу задач поиска потока минимальной стоимости в сети GraphW  было 

установлено: для того, чтобы класс  являлся  

сводимым к классу , достаточно, чтобы множество чтобы множества  и  были 

-декомпозиционными, где  – разбиение множества . Были 

разработаны алгоритмы решения следующих многоиндексных задач, основанные на 

полученных результатах сводимости: 

)(MW edgeLequalLL ||

)(MW edgetequaltt 321 ||

)(MW

)(MW )(MD

),(minmax HMU HM
~

ZtZtt 321 || )(MW GraphW

edgetequaltt 321 ||

ZtZtt 321 || )(MW

)(MW GraphW

)(MW
GraphW

cycletequaltt 321 ||

),( HMW

),( HMW cycleEequalLL sN

2

)( ||||

GraphW M
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kff  ,...,1 kff  ,...,1
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– задач класса  и систем класса , а также задач соответствующих 

целочисленных классов ),( HMWZ
 и )(MDZ

, где множества M  и H  являются 

kff ,...,1
-декомпозиционными, 

– задач класса , где множество  является -декомпозиционным; 

– задач класса ),( HMU  и задач класса , где множество  является 

-декомпозиционным, 

здесь  – разбиение множества . Построенные результаты позволили выделить 

новый полиномиально разрешимый класс (класс , где множества  и  

являются -декомпозиционными,  – разбиение множества ) в NP-

трудном классе многоиндексных задач целочисленного линейного программирования. 

Полученные результаты сводимости применены также при построении приближенных 

алгоритмов решения ряда NP-трудных многоиндексных задач, обладающих 

декомпозиционной структурой:  

– рассмотрен класс задач , для которого не существует полиномиального -

приближенного алгоритма для любых , иначе ,  

; для задач класса  предложен 

полиномиальный приближенный алгоритм, находящий допустимое решение, 

отклоняющееся от оптимального значения критерия не более чем в  раз, где   

является оптимальным значение критерия вспомогательной задачи линейного 

программирования;   

– рассмотрен NP-трудный класс задач , где , 

},1|{ 1mod kiffH kii ; для задач класса ),( HMWZ  предложен полиномиальный 

kk /)2( -приближенный алгоритм;  

здесь  – разбиение множества , . 

 Применимость разработанных подходов была также проиллюстрирована на 

примере прикладных многоиндексных задач распределения ресурсов. Построенные 

алгоритмы были использованы при разработке программных систем, прошедших 

апробацию на ряде промышленных предприятий. 

),( HMW )(MD
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