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Â ðàáîòå ðàññìàòðèâàþòñÿ âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ñî ñâÿçàííûìè
îãðàíè÷åíèÿìè. Ââîäèòñÿ êëàññ ñèììåòðè÷íûõ âåêòîðíûõ ôóíêöèé, ôîð-
ìèðóþùèõ ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿ. Ïðåäëàãàþòñÿ ÿâíûå è íåÿâíûå, ãðà-
äèåíòíûå è ïðîêñèìàëüíûå ìåòîäû ïðîãíîçíîãî òèïà äëÿ ðåøåíèÿ âàðèà-
öèîííûõ íåðàâåíñòâ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äîêàçûâàåòñÿ èõ
ñõîäèìîñòü.

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Ðåøèòü âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè � ýòî çíà÷èò
íàéòè âåêòîð v∗ ∈ Ω0, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì

〈F (v∗), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0, g(v∗, w) ≤ 0, (1.1)

ãäå F (v) : Rn → Rn, g(v, w) : Rn × Rn → Rm, Ω0 ∈ Rn � âûïóêëîå çàìêíóòîå
ìíîæåñòâî.

Îñíîâíîå îòëè÷èå ýòîé ïîñòàíîâêè îò ñòàíäàðòíîé ñîñòîèò â ïðèñóòñòâèè ôóíê-
öèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé âèäà g(v, w) ≤ 0, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ïàðàìåòðû è ïåðåìåí-
íûå çàäà÷è. Íàëè÷èå ñâÿçàííûõ îãðàíè÷åíèé äåëàåò ýòè çàäà÷è ñëîæíûìè äëÿ
ðåøåíèÿ. Îäíàêî ñåðüåçíûå ìàòåìàòè÷åñêèå ìîäåëè âñåãäà ñîäåðæàò ñâÿçàííûå
îãðàíè÷åíèÿ. Ýòèì îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ñïåöèàëèñòîâ ê òàêîãî ñîðòà
çàäà÷àì. Â ëèòåðàòóðå ïî÷òè íåò ïóáëèêàöèé, ïîñâÿùåííûõ ìåòîäàì ðåøåíèé âàðèà-
öèîííûõ íåðàâåíñòâ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Â ñóùíîñòè âñÿ ëèòåðàòóðà
áàçèðóåòñÿ íà åäèíñòâåííîé ñòàòüå Äæ.Â. Ðîçåíà (1965) [1]. Íàïðîòèâ, ñòàíäàðòíîé
ïîñòàíîâêå çàäà÷è î âàðèàöèîííîì íåðàâåíñòâå, âêëþ÷àÿ è ìåòîäû ðåøåíèÿ, ïîñâÿ-
ùåíà îáøèðíàÿ íàó÷íàÿ ëèòåðàòóðà. Îòìåòèì, íàïðèìåð, ïîïóëÿðíûé îáçîð [2].

Îòìåòèì, ÷òî ïðîáëåìû ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè âîçíèêàþò âî ìíîãèõ
îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè. Ïðåæäå âñåãî óêàæåì íà ìîäåëè ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ,
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êîòîðûå, ïî îïðåäåëåíèþ, âñåãäà ñîäåðæàò áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ, ñîãëàñíî êîòî-
ðûì âåêòîð öåí, ñêàëÿðíî óìíîæåííûé íà âåêòîð îáúåìîâ òîâàðà, íå ïðåâûøàåò
àïðèîðè çàäàííûõ ðàñõîäîâ. Ýòè îãðàíè÷åíèÿ ïî ñâîåé ïðèðîäå âñåãäà ñâÿçàííûå [3].
Îáîáùåííûå ïîñòàíîâêè èãð n ëèö òàêæå ïðèâîäÿò ê âàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâàì
ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè [4]. Åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿ
ïîÿâëÿþòñÿ â çàäà÷àõ ðàâíîâåñíîãî [5] è èåðàðõè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [6]. Ðàç-
âèòèå ýòîé òåìàòèêè â ïðèëîæåíèÿõ ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè, ãäå âïåðâûå ïîÿâèëèñü
âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà, ïðèâîäèò ê ïîÿâëåíèþ íåðàâåíñòâ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè-
÷åíèÿìè [7]. Ýòîò íåáîëüøîé ñïèñîê ïðîáëåì ïîêàçûâàåò, ÷òî ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿ
íå ÿâëÿþòñÿ àòðèáóòîì êàêîé-òî îäíîé ïðîáëåìû. Îíè õàðàêòåðíû äëÿ î÷åíü øèðî-
êîãî êëàññà çàäà÷. Ïîýòîìó ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ðåøåíèÿ çàäà÷ ñî ñâÿçàííûìè îãðà-
íè÷åíèÿìè ïðåäñòàâëÿåòñÿ àêòóàëüíîé è ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîé. Â äàííîé ðàáîòå
ïðåäëàãàåòñÿ è îáîñíîâûâàåòñÿ ñõîäèìîñòü òðåõ äîñòàòî÷íî ðàçëè÷íûõ ìåòîäîâ ðå-
øåíèÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

2. Ïðîáëåìíûå çàäà÷è

Â ýòîì ïàðàãðàôå ñäåëàåì êðàòêèé îáçîð íàèáîëåå èçâåñòíûõ çàäà÷, â êîòîðûõ
ïîÿâëåíèå ñâÿçàííûõ îãðàíè÷åíèé âûòåêàåò èç ñóùåñòâà ñèòóàöèè.

1. Èãðà äâóõ ëèö ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Äëÿ ïðîñòîòû ðàññóæäå-
íèé ðàññìîòðèì èãðó äâóõ ëèö ñî ñâÿçàííûìè ñêàëÿðíûìè îãðàíè÷åíèÿìè [8, 4]
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ãäå f1, f2, g1, g2 : Rn × Rn → R1. Âñå ôóíêöèè âûïóêëû ïî ñîáñòâåííûì ïåðåìåííûì
ïðè ëþáîì çíà÷åíèè íåñîáñòâåííûõ ïåðåìåííûõ, ò.å. f1, g1 âûïóêëû ïî x1 ïðè ëþáîì
çíà÷åíèè x2 è, ñîîòâåòñòâåííî, íàîáîðîò, f2, g2 âûïóêëû ïî x2 ïðè ëþáîì çíà÷åíèè
x1.

Ëþáóþ èãðó n ëèö âñåãäà ìîæíî ñêàëÿðèçîâàòü è ñâåñòè ê çàäà÷å âû÷èñëåíèÿ
íåïîäâèæíîé òî÷êè ýêñòðåìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ. Âïåðâûå ýòà ïðîöåäóðà áûëà
îïèñàíà â ðàáîòå [9] äëÿ èãðû áåç ñâÿçàííûõ ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Îäíàêî
ýòà ïðîöåäóðà ìîæåò áûòü ïåðåíåñåíà è íà èãðû ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè.
Ïîêàæåì, êàê ýòî ìîæíî ñäåëàòü. Ââåäåì äâå íîðìàëèçîâàííûå ôóíêöèè âèäà

Φ(v, w) = f1(x1, y2) + f2(y1, x2), G(v, w) = g1(x1, y2) + g2(y1, x2),

ãäå v = (y1, y2), w = (x1, x2), v, w ∈ Ω0 = Q1 × Q2. Ñ ïîìîùüþ ââåäåííûõ ôóíêöèé
ñôîðìóëèðóåì çàäà÷ó: íàéòè âåêòîð v∗ ∈ Ω0, óäîâëåòâîðÿþùèé ýêñòðåìàëüíîìó
âêëþ÷åíèþ

v∗ ∈ Argmin{Φ(v∗, w) | G(v∗, w)−G(v∗, v∗) ≤ 0 w ∈ Ω0}. (2.2)

Ïîêàæåì, ÷òî âñÿêîå ðåøåíèå (2.2) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.1),
Äåéñòâèòåëüíî, çàäà÷à (2.2) ýêâèâàëåíòíà âûïîëíåíèþ íåðàâåíñòâà
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äëÿ âñåõ x1, x2, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì
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Â ÷àñòíîñòè, ýòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ âåðíà è äëÿ âñåõ ïàð âèäà x1, x
∗
2 ∈ Q1 × x∗2.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà ïðèíèìàåò âèä
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äëÿ âñåõ x1, x2, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó
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Òàê êàê ýòî ìíîæåñòâî ñîäåðæèò òî÷êó x∗1, òî, î÷åâèäíî, ïîñëåäíÿÿ ñèñòåìà íåðà-
âåíñòâ ýêâèâàëåíòíà ïåðâîé çàäà÷å èç (2.1). Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ, ïðîâåäåííûå
îòíîñèòåëüíî òî÷êè x∗1, x2, ïðèâîäÿò íàñ êî âòîðîé çàäà÷å (2.1).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî çàäà÷ó (2.2) â ñëó÷àå äèôôåðåíöèðóåìîñòè öåëåâîé ôóíêöèè
âñåãäà ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà

〈∇wΦ(v∗, v∗), w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0, G(v∗, w) ≤ G(v∗, v∗),

ãäå ∇wΦ(v, v) = ∇wΦ(v, w)|v=w.

2. Ïðîñòåéøàÿ ìîäåëü öåíîâîãî ðàâíîâåñèÿ. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøèé
ðûíîê, íà êîòîðîì äåéñòâóåò îäèí àãðåãèðîâàííûé ïîòðåáèòåëü [10]. Ïóñòü f(x)
� åãî ôóíêöèÿ ïîëåçíîñòè, β � ôèêñèðîâàííîå êîëè÷åñòâî äåíåã, èìåþùèõñÿ â
íàëè÷èè ó ïîòðåáèòåëÿ, à x � âåêòîð ðåñóðñîâ, êîòîðûå îí õî÷åò êóïèòü. Ñòîèìîñòü
ðåñóðñîâ îïèñûâàåòñÿ âåêòîðîì öåí p. Ñèòóàöèÿ õàðàêòåðèçóåòñÿ òåì, ÷òî ñ îäíîé
ñòîðîíû ïîòðåáèòåëü íå ìîæåò êóïèòü òîâàðû, ñòîèìîñòü êîòîðûõ áîëüøå β, à ñ
äðóãîé ñòîðîíû íåëüçÿ êóïèòü òîâàðîâ áîëüøå, ÷åì åñòü â íàëè÷èå íà ðûíêå, à
èìåííî � áîëüøå, ÷åì âåêòîð y0. Òàêèì îáðàçîì, ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ïîòðåáèòåëü
ïðè ïîêóïêå òîâàðîâ ìàêñèìèçèðóåò ñâîþ ôóíêöèþ ïîëåçíîñòè, ìû ïðèõîäèì ê
ñëåäóþùåé çàäà÷å: íàéòè âåêòîð ðàâíîâåñíûõ öåí p = p∗ è îïòèìàëüíûõ ðåñóðñîâ
x = x∗ òàêèõ, ÷òî

x∗ ∈ Argmax{f(x) | 〈p∗, x〉 ≤ β, x ∈ Q},
x∗ ≤ y0. (2.3)

Åñëè ìàòåðèàëüíûé áàëàíñ x∗ ≤ y0 â ýòîé çàäà÷å óñèëèòü òðåáîâàíèåì ôèíàíñîâî-
ãî áàëàíñà 〈p∗, x∗ − y0〉 = 0, òî ñîâîêóïíîñòü ýòèõ óñëîâèé áóäåò óäîâëåòâîðÿòü
íåðàâåíñòâó âèäà 〈p − p∗, x∗ − y0〉 ≤ 0 ∀p ≥ 0. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íåïîëîæèòåëüíûé
ëèíåéíûé ôóíêöèîíàë 〈p − p∗, x∗ − y0〉 äîñòèãàåò íà ïîëîæèòåëüíîì îðòàíòå ñâîåãî
ìàêñèìóìà â òî÷êå p∗. Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ïðèõîäèì ê çàäà÷å

x∗ ∈ Argmax{f(x) | 〈p∗, x〉 ≤ β, x ∈ Q},
p∗ ∈ Argmax{〈p− p∗, x∗ − y0〉 | p ≥ 0},

ðåøåíèå êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (2.3). Ïîëó÷åííàÿ çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé òèïà
(2.1).
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Àãðåãèðîâàííûé ïðîèçâîäèòåëü íà îáñóæäàåìîì ðûíêå ïðåäñòàâëåí âåêòîðîì
y0. Îäíàêî åãî ïðèñóòñòâèå íà ðûíêå ìîæíî ñóùåñòâåííî óñèëèòü, îáåñïå÷èâ åìó
âîçìîæíîñòü ìèíèìèçèðîâàòü ïðè çàäàííûõ öåíàõ ïðîèçâîäñòâî òîâàðîâ, êîòîðûå
íèêîãäà íå áóäóò êóïëåíû. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëó÷àåì ìîäåëü ñèòóàöèè

x∗ ∈ Argmax{f(x) | 〈p∗, x〉 ≤ β, x ∈ Q},
y∗ ∈ Argmin{〈p∗, y〉 | x∗ ≤ y, y ∈ Y }, (2.4)

ãäå Y � ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ ïëàíîâ ïðîèçâîäèòåëÿ. Â îáùåì ñëó÷àå ïðè ïðîèç-
âîëüíûõ öåíàõ p äîïóñòèìîå ìíîæåñòâî ïðîèçâîäèòåëÿ ìîæåò îêàçàòüñÿ ïóñòûì,
ïîýòîìó â çàäà÷å òðåáóåòñÿ âûáðàòü öåíû p = p∗ òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îáåñïå÷èòü
íåïóñòîòó ìíîæåñòâà

{y | x∗ ≤ y, y ∈ Y } 6= ∅,
à ñëåäîâàòåëüíî è ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ çàäà÷è.

3. Ìíîãîêðèòåðèàëüíàÿ ìîäåëü ïðèíÿòèÿ ðåøåíèé íà ïîäìíîæåñòâå
ýôôåêòèâíûõ òî÷åê. Ñïåöèôèêà ìíîãîêðèòåðèàëüíîé çàäà÷è ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ
[11] ñîñòîèò â òîì, ÷òî èìååòñÿ íåêîòîðîå ìíîæåñòâî àëüòåðíàòèâ x ∈ Q, íà êîòîðîì
çàäàí âåêòîðíûé êðèòåðèé ýôôåêòèâíîñòè f(x) = (f1(x), f2(x), . . . , fm(x)). Ëèöî,
ïðèíèìàþùåå ðåøåíèå, ñòàðàåòñÿ óâåëè÷èòü íà çàäàííîì ìíîæåñòâå àëüòåðíàòèâ
êàæäûé èç ñêàëÿðíûõ êðèòåðèåâ. Â âûïóêëîì ñëó÷àå ñêàëÿðèçàöèÿ âåêòîðíîãî
êðèòåðèÿ 〈λ, f(x)〉 =

m∑
i=1

λifi(x), ãäå λ ≥ 0, ïîçâîëÿåò îïèñàòü ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ
àëüòåðíàòèâ (ìíîæåñòâî Ïàðåòî) êàê ìíîæåñòâî îïòèìàëüíûõ ðåøåíèé ñåìåéñòâà
ñêàëÿðíûõ çàäà÷ îïòèìèçàöèè xλ ∈ Argmax{〈λ, f(x)〉 | x ∈ Q} [12]. Â îáùåì
ñëó÷àå â çàäà÷å ìíîãîêðèòåðèàëüíîãî ïðèíÿòèÿ ðåøåíèÿ òðåáóåòñÿ âûáðàòü çíà÷åíèå
ïàðàìåòðà λ = λ∗ è îòâå÷àþùåå åìó îïòèìàëüíîå ðåøåíèå x∗ òàê, ÷òîáû îáà âåêòîðà
ïðèíàäëåæàëè íåêîòîðîìó àïðèîðè çàäàííîìó ïîäìíîæåñòâó ýôôåêòèâíûõ òî÷åê,
ò.å.

x∗ ∈ Argmax{〈λ∗, f(x)〉 | x ∈ Q},
g(x∗, λ∗) ≤ 0. (2.5)

Ïðåäïîëàãàÿ, ÷òî ðàçìåðíîñòü âåêòîðîâ λ è g(x, λ) îäèíàêîâà è óñèëèâàÿ òðåáîâà-
íèå g(x∗, λ∗) ≤ 0 äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì 〈λ, g(x∗, λ∗)〉 = 0 ìû ïðèäåì, êàê è â (2.3),
ê çàäà÷å, ðåøåíèå êîòîðîé áóäåò ÿâëÿòüñÿ è ðåøåíèåì (2.5):

x∗ ∈ Argmax{〈λ∗, f(x)〉 | x ∈ Q},
λ∗ ∈ Argmax{〈λ− λ∗, g(x∗, λ∗)〉 | λ ≥ 0}.

Ýòà çàäà÷à òèïà (2.1).
Åñëè ìîäåëü (2.5) îïèñûâàåò êðóïíûé òåõíè÷åñêèé ïðîåêò, òî ìàêñèìèçàöèÿ âåê-

òîðíîãî êðèòåðèÿ îáåñïå÷èâàåò ýôôåêòèâíîñòü ïðîåêòà, à óñëîâèÿ g(x, λ) ≤ 0 îïèñû-
âàþò ôèíàíñîâûå, ýêîëîãè÷åñêèå è äðóãèå îãðàíè÷åíèÿ.

4. Êâàçèâàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà. Ðàññìîòðèì áèëèíåéíóþ èãðó äâóõ ëèö
íà ñâÿçàííûõ îãðàíè÷åíèÿõ, êîòîðûå çàäàþòñÿ ñ ïîìîùüþ âûïóêëîãî çàìêíóòîãî
ìíîæåñòâà K ∈ Q1 × Q2 ∈ Rn × Rn [7]. ×åðåç ëþáóþ ôèêñèðîâàííóþ òî÷êó x̄ =
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= (x̄1, x̄2) ∈ K ïðîâåäåì äâà ñå÷åíèÿ âèäà K1(x̄) = {x1 ∈ Rn|(x1, x̄2) ∈ K}, K2(x̄) =
= {x2 ∈ Rn|(x̄1, x2) ∈ K} è ðàññìîòðèì èãðó

x∗1 ∈ Argmin{〈A1x1, x
∗
2〉+ 〈l1, x1〉 | x1 ∈ K1(x

∗)},
x∗2 ∈ Argmin{〈x∗1, A2x2)〉+ 〈l2, x2〉 | x2 ∈ K2(x

∗)}, (2.6)

ãäå x∗ = (x∗1, x
∗
2). Åñëè ââåñòè ìàòðèöó A>, ãäå > � çíàê òðàíñïîíèðîâàíèÿ, ñ

ýëåìåíòàìè a11 = 0, a12 = A>
1 , a21 = A>

2 , a22 = 0 è âåêòîð l = (l1, l2), òî çàäà÷ó
(2.6) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ýêâèâàëåíòíîé ôîðìå êàê âàðèàöèîííîå íåðàâåíñòâî

〈A>x∗, x− x∗〉+ 〈l, x− x∗〉 ≥ 0 ∀x ∈ K(x∗), (2.7)

ãäå K(x∗) = K1(x
∗)×K2(x

∗).
Â ñëó÷àå, êîãäà A>

1 è A>
2 � äèôôåðåíöèàëüíûå îïåðàòîðû, ïðè ýòîì K ∈ Q1×

×Q2 ⊆ H1×H2, ãäå H1, H2 � ãèëüáåðòîâû ïðîñòðàíñòâà, òî çàäà÷à (2.7) íàçûâàåòñÿ
êâàçèâàðèàöèîííûì íåðàâåíñòâîì [7].

Çàìåòèì, ÷òî åñëè â çàäà÷å (2.1) ôóíêöèè g1(x1, x2) = g2(x1, x2), òî ýòà çàäà÷à
ïðèíèìàåò ôîðìó (2.6).

5. Äâóõóðîâíåâîå ïðîãðàììèðîâàíèå. Îáû÷íóþ çàäà÷ó ïîèñêà ìàêñèìèíà
ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó èåðàðõè÷åñêîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ [5].
Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ îïòèìàëüíîé ñòðàòåãèè, ìàêñèìèçè-
ðóþùåé ôóíêöèþ ìèíèìóìà:

max
x
{min

y
f(x, y) | g(x, y) ≤ 0, y ∈ Y } = max

x
min

y
{f(x, y) | g(x, y) ≤ 0, y ∈ Y }.

Çäåñü x ∈ X(y) ⊂ Rn è y ∈ Y ⊂ Rn. Ëþáàÿ òî÷êà ìíîãîîáðàçèÿ

y(x) = Argmin{f(x, y) | g(x, y) ≤ 0, y ∈ Y }

ìîæåò áûòü ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è. Îäíàêî åñëè f(x, y), g(x, y) âûïóêëû ïî y äëÿ
ëþáîãî x è x∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé ýêñòðåìàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ

x∗ ∈ Argmin{f(x∗, y) | g(x∗, y) ≤ 0, y ∈ Y },

òî çàäà÷à íà ìèíèìàêñ ìîæåò áûòü ñâåäåíà ê âû÷èñëåíèþ íåïîäâèæíîé òî÷êè ýòîãî
ýêñòðåìàëüíîãî îòîáðàæåíèÿ.

3. Ñèììåòðè÷íûå ôóíêöèè

Çàäà÷è ñî ñâÿçíûìè îãðàíè÷åíèÿìè ïîñòîÿííî ïðèâëåêàëè è ïðèâëåêàþò âíèìà-
íèå èññëåäîâàòåëåé. Ñîøëåìñÿ íà ðàáîòû [1], [13], ãäå îáñóæäàåòñÿ ãðàäèåíòíûå
ïîäõîäû ê ðåøåíèþ ýòèõ çàäà÷. Â [14] îáñóæäàþòñÿ èãðîâûå çàäà÷è ïðè ñâÿçàííûõ
îãðàíè÷åíèÿõ. Ïóáëèêàöèÿ [1] ñ÷èòàåòñÿ îäíîé èç ëó÷øèõ è äî ñèõ ïîð àêòèâíî
öèòèðóåòñÿ. Îñíîâíàÿ ïîñûëêà ýòèõ ðàáîò ñîñòîèò â ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî ôóíêöèÿ
g(v, w), ôîðìèðóþùàÿ îãðàíè÷åíèÿ, âûïóêëà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ v è w.
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Ýòî î÷åíü æåñòêîå òðåáîâàíèå, ïîñêîëüêó îíî íèêîãäà íå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ îãðàíè÷å-
íèé ìîäåëåé ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ, òàê êàê îíè âêëþ÷àþò îãðàíè÷åíèÿ áþä-
æåòíîãî òèïà: 〈p, x〉 ≤ m, ãäå p � öåíû, x � îáúåìû òîâàðîâ, m � çàäàííûå ðàñõîäû.
Çäåñü ôóíêöèÿ g(p, x) = 〈p, x〉 íå ÿâëÿåòñÿ âûïóêëîé ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ.

Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû îòêàçûâàåìñÿ îò òðåáîâàíèÿ âûïóêëîñòè ôóíêöèè g(v, w)
ïî ïåðåìåííûì v è w îäíîâðåìåííî, à âìåñòî ýòîãî èñïîëüçóåì ñâîéñòâî ñèììåòðèè
ýòîé ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî äèàãîíàëè êâàäðàòà Ω0 × Ω0, ò.å. ìíîãîîáðàçèÿ v = w.

Ââåäåì ñëåäóþùåå

Î ï ð å ä å ë å í è å 1 . Ôóíêöèþ g(v, w) èç IRn×IRn â IRm íàçîâåì ñèììåòðè÷-
íîé íà Rn ×Rn, åñëè îíà óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ

g(v, w) = g(w, v) ∀w ∈ Ω0, ∀v ∈ Ω0. (3.1)

Ïðèâåñòè ïðèìåðû ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé íåñëîæíî. Ýòî ïðåæäå âñåãî ôóíê-
öèè, ïîðîæäàþùèå áþäæåòíûå îãðàíè÷åíèÿ â ìîäåëÿõ ýêîíîìè÷åñêîãî ðàâíîâåñèÿ
âèäà: g(v, w) = 〈v, w〉 èëè g(v, w) = 〈Av,w〉, ãäå A � ñèììåòðè÷íàÿ ìàòðèöà.
Â ïðèëîæåíèÿõ øèðîêî èçâåñòíû ïðîèçâîäñòâåííûå ôóíêöèè Êîááà�Äóãëàñà è ñ
ïîñòîÿííîé ýëàñòè÷íîñòüþ çàìåíû ðåñóðñîâ: g(v, w) = Avαwβ è g(v, w) = A(αv−ω+
+βw−ω)−γ/ω, ãäå A > 0, α > 0, β > 0, ω > 0 � ïàðàìåòðû. Åñëè α è β ðàâíû,
òî ýòè ôóíêöèè ñèììåòðè÷íû â ñìûñëå (3.1). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ
Φ(v, w) = f(x1, y2) + f(y1, x2), ãäå v = (y1, y2), w = (x1, x2), ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé.

Âûÿñíèì õàðàêòåðèñòè÷åñêèå ñâîéñòâà ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé [15]. Ñ ýòîé
öåëüþ ïðîäèôôåðåíöèðóåì òîæäåñòâî (3.1) ïî ïåðåìåííîé w, òîãäà ïîëó÷èì

∇>
wg(v, w) = ∇>

v g(w, v) ∀w ∈ Ω0, ∀v ∈ Ω0, (3.2)

ãäå ∇>
wg(v, w), ∇>

v g(w, v) � ìàòðèöû m × n, ñòðîêàìè êîòîðûõ ñëóæàò âåêòîðû
∇vgi(w, v), ∇wgi(v, w), i = 1, 2, . . . , m.

Ïîëîæèì w = v â (3.2); òîãäà èìååì

∇>
wg(v, v) = ∇>

v g(v, v) ∀v ∈ Ω0. (3.3)

Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì ñôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùåå

Ñ â î é ñ ò â î 1 . Ìàòðèöû ãðàäèåíò-ñóæåíèé âåêòîðíîé ñèììåòðè÷íîé ôóíê-
öèè g(v, w) ïî ïåðåìåííûì v è w íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Ω0×Ω0 ðàâíû ìåæäó ñîáîé.

Ïî îïðåäåëåíèþ äèôôåðåíöèðóåìîñòè ôóíêöèè g(v, w) èìååì [16]

g(v + h,w + k) = g(v, w) +∇>
v g(v, w)h +∇>

wg(v, w)k + ω(v, w, h, k), (3.4)

ãäå ω(v, w, h, k)/(|h|2 + |k|2)1/2 → 0 ïðè |h|2 + |k|2 → 0. Ïóñòü w = v è h = k, òîãäà ñ
ó÷åòîì (3.3) èç (3.4) ïîëó÷èì

g(v + h, v + h) = g(v, v) + 2∇>
wg(v, v)h + ω(v, h), (3.5)
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ãäå ω(v, h)/|h| → 0 ïðè |h| → 0. Ïîñêîëüêó ôîðìóëà (3.5) åñòü ÷àñòíûé ñëó÷àé (3.4),
òî îíà îçíà÷àåò, ÷òî ñóæåíèå ãðàäèåíòà ∇>

wg(v, w) íà äèàãîíàëü êâàäðàòà Ω0 × Ω0

ÿâëÿåòñÿ ãðàäèåíòîì ∇>g(v, v) ôóíêöèè g(v, v), ò.å.

2∇>
wg(v, w)|v=w = ∇>g(v, v) ∀v ∈ Ω0. (3.6)

Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíî ñëåäóþùåå [17]

Ñ â î é ñ ò â î 2 . Îïåðàòîð 2∇wg(v, w)|v=w ÿâëÿåòñÿ ïîòåíöèàëüíûì è ñîâïàäà-
åò ñ ãðàäèåíòîì ñóæåíèÿ ñèììåòðè÷íîé ôóíêöèè g(v, w) íà äèàãîíàëè êâàäðàòà,
ò.å. 2∇>

wg(v, v) = ∇>g(v, v).

Ýòî êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé áóäåò èãðàòü ðåøàþùóþ â äàëüíåé-
øåì èçëîæåíèè.

Ìû óæå îòìå÷àëè, ÷òî åñëè â çàäà÷å (2.1) ôóíêöèè g1(x1, x2) è g2(x1, x2) ðàâíû, òî
çàäà÷à (2.1) ïðèâîäèòñÿ ê âèäó (2.6). Óáåäèìñÿ, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå íîðìàëèçîâàííàÿ
ôóíêöèÿ G(v, w) èç (2.2) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ñèììåòðèè (3.1). Äåéñòâèòåëüíî,
G(v, w) = g1(x1, y2)+g2(y1, x2) è G(w, v) = g1(y1, x2)+g2(x1, y2), íî òàê êàê g1(x1, x2) =
= g2(x1, x2), òî, î÷åâèäíî, G(v, w) = G(w, v). Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à (2.1) â îáñóæäàå-
ìîì ñëó÷àå èìååò ñâÿçíûå ñèììåòðè÷íûå îãðàíè÷åíèÿ.

4. Ñèììåòðèçàöèÿ

Ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿ â çàäà÷å (1.1) ìîãóò íå îáëàäàòü ñâîéñòâàìè ñèììåòðèè,
íàïðèìåð, îíè ìîãóò áûòü àíòèñèììåòðè÷íûìè, ò.å. óäîâëåòâîðÿòü óñëîâèþ g(v, w) =
= −g(w, v) ∀v, w ∈ Ω0. Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿ íå
âëèÿþò íà ðåøåíèå çàäà÷è (1.1) è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòè îãðàíè÷åíèÿ ìîæíî ñîâñåì
îòáðîñèòü. Äåéñòâèòåëüíî, ðàññìîòðèì ïàðó çàäà÷

〈F (v∗), w − v∗〉 ≥ 0, ∀w ∈ Ω0,

è
〈F (v∗), w − v∗〉 ≥ 0, g(v∗, w) ≤ 0, ∀w ∈ Ω0,

ãäå g(v, w) � àíòèñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèÿ. Òàêàÿ ôóíêöèÿ íà äèàãîíàëè êâàäðàòà
Ω0 × Ω0 âñåãäà ðàâíà íóëþ, òàê êàê ïðè v = w èç g(v, v) = −g(v, v) ñëåäóåò, ÷òî
g(v, v) = 0. Ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå äâóõ ìíîæåñòâ Ω0

⋂{w | g(v∗, w) ≤ 0}. Ýòî
ïåðåñå÷åíèå âñåãäà íåïóñòî (ñîäåðæèò òî÷êó v∗) è ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì Ω0. Òàê
êàê v∗ ÿâëÿåòñÿ òî÷êîé ìèíèìóìà ôóíêöèè 〈F (v∗), w − v∗〉 íà Ω0, ò.å. ðåøåíèåì
ïåðâîé çàäà÷è, òî îíà òåì áîëåå áóäåò ìèíèìóìîì ýòîé ôóíêöèè íà ëþáîì åãî
ïîäìíîæåñòâå, ò.å. ðåøåíèå âòîðîé çàäà÷è. Òàêèì îáðàçîì, àíòèñèììåòðè÷íûå
ñâÿçàííûå îãðàíè÷åíèÿ â ðàâíîâåñíûõ çàäà÷àõ âñåãäà ìîæíî îòáðîñèòü.

Â îáùåì ñëó÷àå, åñëè ôóíêöèÿ g(v, w) íå ÿâëÿåòñÿ íè ñèììåòðè÷íîé, íè àíòèñèì-
ìåòðè÷íîé, òî îãðàíè÷åíèÿ çàäà÷è (1.1) ìîæíî ñèììåòðèçîâàòü. Äåéñòâèòåëüíî,
ââåäåì äâà ïîäêëàññà âåêòîðíûõ ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé:

g(v, w)− g(w, v) = 0 ∀w ∈ Ω0, ∀v ∈ Ω0, (4.1)

7



g(v, w) + g(w, v) = 0 ∀w ∈ Ω0, ∀v ∈ Ω0. (4.2)
Ýòè óñëîâèÿ îáîáùàþò ïîíÿòèÿ ñèììåòðè÷íûõ è àíòèñèììåòðè÷íûõ ìàòðèö [17].
Òðàíñïîíèðîâàííóþ ôóíêöèþ îïðåäåëèì êàê g>(v, w) = g(w, v) [15]. Â òåðìèíàõ
ýòîé ôóíêöèè óñëîâèÿ ñèììåòðè÷íîñòè (4.1) è àíòèñèììåòðè÷íîñòè (4.2) èìåþò âèä

Φ(v, w) = Φ>(v, w), Φ(v, w) = −Φ>(v, w).

Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíûå ñîîòíîøåíèÿ Φ(v, w) = (Φ>(v, w))>, (Φ1(v, w) + Φ2(v, w))> =
= Φ>

1 (v, w)+Φ>
2 (v, w), íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî ëþáàÿ âåùåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ Φ(v, w)

èìååò ðàçëîæåíèå
g(v, w) = s(v, w) + k(v, w), (4.3)

ãäå s(v, w) � ñèììåòðè÷íàÿ, à k(v, w) � àíòèñèììåòðè÷íàÿ ôóíêöèè. Ýòî ðàçëîæåíèå
åäèíñòâåííî, ïðè÷åì

s(v, w) =
1

2
(g(v, w) + g>(v, w)), k(v, w) =

1

2
(g(v, w)− g>(v, w)). (4.4)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííîå ðàçëîæåíèå, ïðåäñòàâèì ôóíêöèîíàëüíûå îãðàíè÷åíèÿ
çàäà÷è (1.1) â ôîðìå {w | g(v∗, w) = s(v∗, w)+k(v∗, w) ≤ 0, w ∈ Ω0}. Èç ðàññóæäåíèé,
ïðîâåäåííûõ â íà÷àëå ýòîãî ïàðàãðàôà, ïî-âèäèìîìó, äîëæíî ñëåäîâàòü, ÷òî è çäåñü
àíòèñèììåòðè÷íóþ ÷àñòü îãðàíè÷åíèé ìîæíî îòáðîñèòü. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v∗

� ðåøåíèå çàäà÷è

〈F (v∗), w − v∗〉 ≥ 0, s(v∗, w) ≤ 0, w ∈ Ω0. (4.5)

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ äëÿ ìíîæåñòâ D = {w | g(v∗, w) ≤ 0, w ∈ Ω0} è K1 = {w |
| k(v∗, w) ≤ 0, w ∈ Ω0}, K2 = {w | k(v∗, w) > 0, w ∈ Ω0}. Ðàçîáüåì äîïóñòèìîå
ìíîæåñòâî èñõîäíîé çàäà÷è D íà äâå ÷àñòè D1 = D

⋂
K1 è D2 = D

⋂
K2, ïðè÷åì

D = D1∪D2. Äëÿ âñåõ w ∈ D2 âåëè÷èíó k(v∗, w) â íåðàâåíñòâå s(v∗, w)+k(v∗, w) ≤ 0,
w ∈ Ω0 ìîæíî îïóñòèòü è òîãäà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî D2 ⊂ {w | s(v∗, w) ≤ 0, w ∈
∈ Ω0}. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì ïåðåñå÷åíèå D1

⋂{w | s(v∗, w) ≤ 0, w ∈ Ω0},
êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåøåíèå v∗ è íà êîòîðîì ôóíêöèÿ 〈F (v∗), w − v∗〉 äîñòèãàåò
ìèíèìóìà. Ëþáàÿ òî÷êà ýòîãî ïåðåñå÷åíèÿ, êàê íåòðóäíî âèäåòü, óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ s(v∗, w) + k(v∗, w) ≤ 0, w ∈ Ω0. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè ðåøåíèå çàäà÷è (1.1)
èìååò âíóòðåííþþ îêðåñòíîñòü, íàïðèìåð, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå g(v∗, v∗) <
< 0, w ∈ Ω0, òî ðåøåíèå (4.5) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì (1.1).

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû íàéòè ðåøåíèå çàäà÷è (1.1), íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèììåòðè-
çîâàííóþ çàäà÷ó

〈F (v∗), w − v∗〉, g(v∗, w) + g>(v∗, w) ≤ 0, ∀w ∈ Ω0.

Èäåÿ ñèììåòðèçàöèè îãðàíè÷åíèé îòêðûâàåò ïðèíöèïèàëüíóþ âîçìîæíîñòü ðåøàòü
ðàâíîâåñíûå çàäà÷è ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè. Íåêîòîðûå ñîîáðàæåíèÿ î ñèì-
ìåòðèçàöèè ìíîæåñòâ ìîæíî íàéòè òàêæå â [18].
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5. Ïðèâåäåíèå ê ñåäëîâîé çàäà÷å

Çàäà÷ó (1.1) âñåãäà ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ëèíåéíîé
ôóíêöèè f(w) = 〈F (v∗), w − v∗〉 íà ìíîæåñòâå Ω = {w ∈ Ω0 | g(v∗, w) ≤ 0}. Ââåäåì
ôóíêöèþ Ëàãðàíæà L(v∗, w, p) = 〈F (v∗), w− v∗〉+ 〈p, g(v∗, w)〉 ∀w ∈ Ω0, ∀p ≥ 0, ãäå
v∗ � ðåøåíèå çàäà÷è, à w è p � ïðÿìûå è äâîéñòâåííûå ïåðåìåííûå. Òàê êàê v∗ �
ìèíèìóì f(w) íà Ω, òî ïàðà v∗, p∗ (ïðè âûïîëíåíèè íåêîòîðûõ óñëîâèé ðåãóëÿðíîñòè)
ÿâëÿåòñÿ ñåäëîâîé òî÷êîé L(v∗, w, p), ò.å. óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå íåðàâåíñòâ

〈F (v∗), v∗ − v∗〉+ 〈p, g(v∗, v∗)〉 ≤
≤ 〈F (v∗), v∗ − v∗〉+ 〈p∗, g(v∗, v∗)〉 ≤
≤ 〈F (v∗), w − v∗〉+ 〈p∗, g(v∗, w)〉

(5.1)

äëÿ âñåõ w ∈ Ω0 è p ≥ 0.
Ýòó ñèñòåìó íåðàâåíñòâ ìîæíî ïðåäñòàâèòü íåñêîëüêî èíà÷å

v∗ ∈ Argmin{〈F (v∗), w − v∗〉+ 〈p∗, g(v∗, w)〉 | w ∈ Ω0},
p∗ ∈ Argmax{〈p, g(v∗, v∗)〉 | p ≥ 0}. (5.2)

Ñóùåñòâóþò è äðóãèå ýêâèâàëåíòíûå ôîðìû ïðåäñòàâëåíèé ñèñòåìû (5.1). Ïðåäïî-
ëàãàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü g(v, w) ïî w äëÿ ëþáîãî v, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (5.2) êàê

〈F (v∗) +∇>
wg(v∗, v∗)p∗, w − v∗〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0,

〈−g(v∗, v∗), p− p∗〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0.
(5.3)

Ïîëó÷åííóþ ñèñòåìó âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñ èñïîëüçîâàíèåì îïåðàòîðà ïðîåê-
òèðîâàíèÿ ïðåäñòàâèì â ôîðìå îïåðàòîðíûõ óðàâíåíèé

v∗ = πΩ0(v
∗ − α(F (v∗) +∇>

wg(v∗, v∗)p∗),
p∗ = π+(p∗ + αg(v∗, v∗)),

(5.4)

ãäå π+(. . .), πΩ0(. . .) � îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ íåêîòîðîãî âåêòîðà íà ïîëîæè-
òåëüíûé îðòàíò Rn

+ è ìíîæåñòâî Ω0, α > 0 � ïàðàìåòð òèïà äëèíû øàãà.
Ïðåîáðàçóåì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ (5.3). Ïåðâîå íåðàâåíñòâî èç ýòîé ñèñòåìû ïðåä-

ñòàâèì êàê

〈F (v∗), w − v∗〉+ 〈p∗,∇wg(v∗, v∗)(w − v∗)〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0.

Çàòåì, ó÷èòûâàÿ êëþ÷åâîå ñâîéñòâî ñèììåòðè÷íûõ ôóíêöèé (3.6) è âûïóêëîñòü
ôóíêöèè g(v, w)v=w íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Ω0 × Ω0, îòäåëüíî ïðåîáðàçóåì ÷ëåí

〈p∗,∇wg(v∗, v∗)(w − v∗)〉 =
1

2
〈p∗,∇g(v∗, v∗)(w − v∗)〉 ≤ 1

2
〈p∗, g(w, w)− g(v∗, v∗)〉.

Îòñþäà îêîí÷àòåëüíî (5.3) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

〈F (v∗), w − v∗〉+
1

2
〈p∗, g(w, w)− g(v∗, v∗)〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0,

〈−g(v∗, v∗), p− p∗〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0.
(5.5)
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Òàêèì îáðàçîì, ðåøåíèå âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè
ñâåäåíî ê ñåäëîâîé çàäà÷å (5.5). Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è èìåþòñÿ ìåòîäû [19].
Îäíàêî ðàçâèòèå ìåòîäîâ â òåðìèíàõ èñõîäíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûé
èíòåðåñ ïî êðàéíåé ìåðå ïî äâóì ïðè÷èíàì: âî-ïåðâûõ, ýòè ìåòîäû èíòåðïðåòèðóþò-
ñÿ êàê äèíàìè÷åñêèå ìîäåëè ñîãëàñîâàíèÿ êîíôëèêòà ôàêòîðîâ èëè èíòåðåñîâ è, âî-
âòîðûõ, ýòè ìåòîäû ñòàíóò áàçîâûìè äëÿ ðàçëè÷íûõ ïðîöåäóð ñèììåòðèçàöèè äëÿ
çàäà÷ ñ íåñèììåòðè÷íûìè ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè.

6. Ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà

×òîáû ðåøèòü ñèñòåìó óðàâíåíèé (5.2), ðàññìîòðèì ìåòîä òèïà ïðîñòîé èòåðàöèè

vn+1 ∈ argmin{1
2
|w − vn|2 + α(〈F (vn), w − vn〉+ 〈pn, g(vn, w)〉) | w ∈ Ω0},

pn+1 = π+(pn + αg(vn+1, vn+1)).
(6.1)

Îäíàêî èçâåñòíî, ÷òî ýòîò ìåòîä íå ñõîäèòñÿ ê ðåøåíèÿì äàæå â ñëó÷àå çàäà÷
îïòèìèçàöèè, òåì áîëåå òðóäíî ðàññ÷èòûâàòü íà åãî ñõîäèìîñòü â ðàâíîâåñíîé ñèòóà-
öèè. Â îïòèìèçàöèè âûõîä áûë íàéäåí çà ñ÷åò èñïîëüçîâàíèÿ ìîäèôèöèðîâàííîé
ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Óáåäèìñÿ, ÷òî ýòà èäåÿ, ïîääåðæàííàÿ ñèììåòðèåé ôóíêöèè
g(v, w), ýôôåêòèâíà è â íàøåì ñëó÷àå [20, 21]. Ðàññìîòðèì ìåòîä ìîäèôèöèðîâàííîé
ôóíêöèè Ëàãðàíæà äëÿ âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè

vn+1 ∈ argmin{1
2
|w − vn|2 + αM(vn+1, w, pn) | w ∈ Ω0},

pn+1 = π+(pn + αg(vn+1, vn+1)), α > 0,
(6.2)

ãäå
M(v, w, p) = 〈F (v), w − v〉+

1

2α
|π+(p + αg(v, w))|2 − 1

2α
|p|2

îïðåäåëåíà äëÿ âñåõ v, w ∈ IRn× IRn, p ≥ 0. Çäåñü vn, pn � íàéäåííîå ïðèáëèæåíèå,
à vn+1, pn+1 � èñêîìîå ðåøåíèå. Ñîîòíîøåíèÿ (6.2) ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé óðàâíåíèÿ
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ vn+1, êîòîðûå âõîäÿò êàê â ëåâóþ, òàê è â ïðàâóþ ÷àñòü
âûðàæåíèÿ (íåÿâíàÿ ñõåìà).

Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (6.2) â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈vn+1 − vn + α(F (vn+1) +∇>
wg(vn+1, vn+1)π+(pn + αg(vn+1, vn+1)), w− vn+1〉 ≥ 0, (6.3)

〈pn+1 − pn − αg(vn+1, vn+1), p− pn+1〉 ≥ 0. (6.4)
äëÿ âñåõ w ∈ Ω0 è p ≥ 0. Èòåðàòèâíûå ôîðìóëû ïðîöåññà (6.2) è âàðèàöèîííûå
íåðàâåíñòâà (6.3) è (6.4) ýêâèâàëåíòíû.

Ñîïîñòàâëÿÿ ýòè âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà ñ èñõîäíîé çàäà÷åé (1.1), âàæíî îòìå-
òèòü, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à ñî ñâÿçàííûìè îãðàíè÷åíèÿìè çàìåíåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñ-
òüþ çàäà÷, ñîñòîÿùèõ èç ñèñòåìû äâóõ îáû÷íûõ (áåç ñâÿçàííûõ îãðàíè÷åíèé) âàðèà-
öèîííûõ íåðàâåíñòâ, äëÿ ðåøåíèÿ êîòîðûõ ðàçâèòà äîñòàòî÷íî áîãàòàÿ òåõíèêà ðàç-
ëè÷íûõ ìåòîäîâ [2].

Ïðåæäå ÷åì äîêàçûâàòü ñõîäèìîñòü ìåòîäà (6.2) (ìîíîòîííóþ ïî íîðìå) ê îäíîìó
èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé çàäà÷è, ñäåëàåì îäíî âàæíîå çàìå÷àíèå. Â óñëîâèÿõ òåîðå-
ìû òðåáóåòñÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè g(v, w) òîëüêî íà äèàãîíàëè êâàäðàòà Ω0 × Ω0 è
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íå òðåáóåòñÿ åå âûïóêëîñòü ïî ïåðåìåííîé w äëÿ ëþáîãî v. Îäíàêî â ìåòîäå (6.2)
ïðåäïîëàãàåòñÿ ìèíèìèçàöèÿ ðåãóëÿðèçîâàííîé ôóíêöèè M(vn+1, w, pn) ïî w äëÿ
ëþáîãî v, êîòîðàÿ ñîäåðæèò g(v, w). Ôóíêöèþ 1

2
|w − vn|2 + M(vn+1, w, pn) âñåãäà

ìîæíî ñ÷èòàòü âûïóêëîé, åñëè ïàðàìåòð α äîñòàòî÷íî ìàë. Ñîãëàñíî óñëîâèÿì
òåîðåìû ýòîò ïàðàìåòð ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå çíà÷åíèÿ, â òîì ÷èñëå è äîñòàòî÷íî
ìàëûå.

Óáåäèìñÿ, ÷òî ëþáóþ ôóíêöèþ, ãðàäèåíò êîòîðîé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèï-
øèöà, âñåãäà ìîæíî îâûïóêëèòü (ââåðõ èëè âíèç). Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü ãðàäèåíò
ôóíêöèè f(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà, ò.å. 〈∇f(x + h)−∇f(x), h〉 ≤ L|h|2
íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå, èëè

−L|h|2 ≤ 〈∇f(x + h)−∇f(x), h〉 ≤ L|h|2.

Èç ëåâîãî íåðàâåíñòâà ýòîé ñèñòåìû èìååì

〈(∇f(x + h) + LI(x + h))− (∇f(x) + LI(x), h〉 ≥ 0.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî ôóíêöèÿ fα(x) = f(x)+ (1/2)α|x|2 äëÿ âñåõ α ≥ L âûïóêëàÿ
(èëè äàæå ñèëüíî âûïóêëàÿ, åñëè α > L) íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå ïåðåìåíîé x.
Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî ïðàâîãî íåðàâåíñòâà ñèñòåìû ïðèâîäÿò íàñ
ê óòâåðæäåíèþ, ÷òî ôóíêöèÿ fα(x) = f(x)− (1/2)α|x|2 äëÿ âñåõ α ≥ L � âîãíóòàÿ íà
òîì æå ìíîæåñòâå. Äðóãèìè ñëîâàìè, ðåãóëÿðèçàöèÿ íåâûïóêëîé ôóíêöèè ïðèâîäèò
ê åå îâûïóêëåíèþ äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà ðåãóëÿðèçàöèè.

Ò å î ð å ì à 1 . Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íåïóñòî, îïåðàòîð F (v)
ìîíîòîííûé, âåêòîð-ôóíêöèÿ g(v, w) ñèììåòðè÷íàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî w äëÿ
ëþáîãî v, à åå ñóæåíèå g(v, w)|v=w íà äèàãîíàëü êâàäðàòà �- âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, Ω ⊆
⊆ IRn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, ïàðàìåòð α > 0, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (6.2), ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíî-
âåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ Ω∗ ïðè n →∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïîëîæèì â (6.3) w = v∗; òîãäà ñ ó÷åòîì âòîðîãî
óðàâíåíèÿ èç (6.2) èìååì

〈vn+1 − vn + αF (vn+1) + α∇>
wg(vn+1, vn+1)pn+1, v∗ − vn+1〉 ≥ 0.

Ïðåîáðàçóåì ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈F (vn+1), v∗ − vn+1〉+
+α〈∇>

wg(vn+1, vn+1)pn+1, v∗ − vn+1〉 ≥ 0.
(6.5)

Ó÷èòûâàÿ (3.6) è âûïóêëîñòü ôóíêöèè g(v, v), ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî ïîñëåäíåå ñëà-
ãàåìîå èç (6.5)

〈pn+1,∇wg(vn+1, vn+1)(v∗ − vn+1)〉 =
1

2
〈pn+1,∇g(vn+1, vn+1)(v∗ − vn+1)〉 ≤

≤ 1

2
〈pn+1, g(v∗, v∗)− g(vn+1, vn+1)〉,

(6.6)

11



òîãäà ïîëó÷èì

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈F (vn+1), v∗ − vn+1〉+

+
α

2
〈pn+1, g(v∗, v∗)− g(vn+1, vn+1)〉 ≥ 0.

(6.7)

Ïîëîæèì w = vn+1 â ïåðâîì íåðàâåíñòâå (5.5); òîãäà

〈F (v∗), vn+1 − v∗〉+
1

2
〈p∗, g(vn+1, vn+1)− g(v∗, v∗)〉 ≥ 0. (6.8)

Ñëîæèì (6.7) è (6.8)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ α〈F (vn+1)− F (v∗), v∗ − vn+1〉+

+
α

2
〈pn+1 − p∗, g(v∗, v∗)− g(vn+1, vn+1)〉 ≥ 0.

(6.9)

Äàëåå ïîëîæèì p = p∗ â íåðàâåíñòâå (6.4), à òàêæå, ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèÿ
〈pn+1, g(v∗, v∗)〉 ≤ 0, 〈p∗, g(v∗, v∗)〉 = 0, ìîæåì íàïèñàòü

1

2
〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α

2
〈g(vn+1, vn+1)− g(v∗, v∗), p∗ − pn+1〉 ≥ 0. (6.10)

Ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà F (v) ñëîæèì (6.9) è (6.10); òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+
1

2
〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ òîæäåñòâî

|x1 − x3|2 = |x1 − x2|2 + 2〈x1 − x2, x2 − x3〉+ |x2 − x3|2, (6.11)

ðàçëîæèì ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ â ëåâîé ÷àñòè ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà íà ñóììó
êâàäðàòîâ

|vn+1−v∗|2 +
1

2
|pn+1−p∗|2 + |vn+1−vn|2 +

1

2
|pn+1−pn|2 ≤ |vn−v∗|2 +

1

2
|pn−p∗|2. (6.12)

Ïðîñóììèðóåì íåðàâåíñòâî (6.12) îò n = 0 äî n = N :

|vN+1 − v∗|2 +
1

2
|pN+1 − p∗|2 +

k=N∑

k=0

|vk+1 − vk|2 +
1

2

k=N∑

k=0

|pk+1 − pk|2 ≤

≤ |v0 − v∗|2 +
1

2
|p0 − p∗|2.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè:

|vN+1 − v∗|2 +
1

2
|pN+1 − p∗|2 ≤ |v0 − v∗|2 +

1

2
|p0 − p∗|2, (6.13)

à òàêæå ñõîäèìîñòü ðÿäîâ:
∞∑

k=0

|vk+1 − vk|2 < ∞,
∞∑

k=0

|pk+1 − pk|2 < ∞
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è, ñëåäîâàòåëüíî, ñòðåìëåíèå ê íóëþ âåëè÷èí
|vn+1 − vn|2 → 0, |pn+1 − pn|2 → 0, n →∞. (6.14)

Òàê êàê ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, pn îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò v′, p′ òàêîé,
÷òî vni → v′, pni → p′ ïðè ni →∞ è ïðè ýòîì

|vni+1 − vni|2 → 0, |pni+1 − pni|2 → 0.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (6.3), (6.4) äëÿ âñåõ ni → ∞ è, ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó,
ïîëó÷èì:

〈F (v′) +∇>
wg(v′, v′)p′, w − v′〉 ≥ 0, p′ = π+(p′ + αg(v′, v′)),

〈−g(v′, v′), p− p′〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0.

Ïîñêîëüêó ýòè ñîîòíîøåíèÿ ñîâïàäàþò ñ (5.3), òî v′ = v∗ ∈ Ω∗, p′ = p∗ ≥ 0, ò.å. ëþáàÿ
ïðåäåëüíàÿ òî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè vn, pn ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è. Óñëîâèå
ìîíîòîííîñòè óáûâàíèÿ âåëè÷èíû |vn − v∗| + |pn − p∗| îáåñïå÷èâàåò åäèíñòâåííîñòü
ïðåäåëüíîé òî÷êè, ò.å. ñõîäèìîñòü vn → v∗, pn → p∗ ïðè n →∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé áàçîâóþ ñõåìó, êîòîðóþ ïðè
æåëàíèè ìîæíî îáîáùèòü, åñëè ïîÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìîñòü îïåðèðîâàòü ñ ïðèáëèæåí-
íûìè ðåøåíèÿìè ðåãóëÿðèçîâàííîé çàäà÷è è â óñëîâèÿõ, êîãäà ôóíêöèè Φ(v, w) è
g(w) çàäàíû ïðèáëèæåííî.

7. Ïðîêñèìàëüíûé ìåòîä ïðîãíîçíîãî òèïà ïî äâîéñòâåííûì
ïåðåìåííûì

Ìåòîä (6.2) ñõîäèòñÿ áëàãîäàðÿ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà. Îäíàêî
âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà íàðóøàåò äåêîìïîçèöèîí-
íóþ ñòðóêòóðó çàäà÷è, åñëè òàêàÿ èìååòñÿ. Íàïðèìåð, çàäà÷à ìîæåò èìåòü áëî÷íî-
ñåïàðàáåëüíóþ ñòðóêòóðó, êîòîðàÿ ïîçâîëÿåò èñõîäíóþ çàäà÷ó äåêîìïîçèðîâàòü íà
íåçàâèñèìûå ïîäçàäà÷è; îäíàêî èñïîëüçîâàíèå ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàí-
æà ïðèâîäèò ê åå ïîòåðå. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè âìåñòî ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíê-
öèè Ëàãðàíæà èñïîëüçîâàòü îáû÷íóþ ôóíêöèþ Ëàãðàíæà, òî áëî÷íî-ñåïàðàáåëüíàÿ
ñòðóêòóðà çàäà÷è ñîõðàíÿåòñÿ, òàê êàê îáû÷íàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíåéíóþ ñâåðòêó öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé. Ïîñëåä-
íåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè â èòåðàòèâíûõ ìåòîäàõ èñïîëüçóåòñÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà
(âìåñòî ìîäèôèöèðîâàííîé), òî âñïîìîãàòåëüíàÿ îïòèìèçàöèîííàÿ çàäà÷à íà êàæ-
äîé èòåðàöèè ýòèõ ìåòîäîâ òàêæå ðàñïàäàåòñÿ (äåêîìïîçèðóåòñÿ) íà ðÿä íåçàâèñè-
ìûõ ïîäçàäà÷ ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî èìååò áîëüøîå çíà÷åíèå
äëÿ èãðîâûõ çàäà÷, ïîñêîëüêó îíè, êàê ïðàâèëî, èìåþò áîëüøóþ ðàçìåðíîñòü.

Â ýòîì ðàçäåëå ðàññìîòðèì àíàëîã ìåòîäà (6.2), â îñíîâå êîòîðîãî ëåæèò îáû÷íàÿ
ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà. Ïóñòü vn, pn � íàéäåííîå ïðèáëèæåíèå, òîãäà ñëåäóþùåå ïðè-
áëèæåíèå vn+1, pn+1, íàéäåì ïî ôîðìóëàì [20, 21]

p̄n = π+(pn + αng(vn, vn)),

vn+1 = argmin{1

2
|w − vn|2 + αnL(vn+1, w, p̄n) | w ∈ Ω},

pn+1 = π+(pn + αng(vn+1, vn+1)),

(7.1)
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ãäå
L(v, w, p) = 〈F (v), w − v〉+ 〈p, g(v, w)〉.

Äëèíà øàãà αn â ïðîöåññå (7.1) îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî èç óñëîâèÿ

0 < ε ≤ αn <
√

2/|g|, ε > 0, (7.2)

ãäå êîíñòàíòà |g| îïðåäåëåíà â (7.4), ëèáî èç óñëîâèÿ

αn|g(vn+1, vn+1)− g(vn, vn)| ≤
√

2(1− ε)|vn+1 − vn|. (7.3)

Äëÿ ïðîâåðêè âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ (7.3) ñíà÷àëà âûáåðåì ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî α0

(îäíî è òîæå äëÿ âñåõ èòåðàöèé, íàïðèìåð α0 = 1), çàòåì âû÷èñëèì äâå ïåðâûõ
èòåðàöèè (7.1), ò.å. âåêòîðû p̄n, vn+1, è ïðîâåðèì óñëîâèå. Åñëè îíî âûïîëíåíî,
òî â êà÷åñòâå äëèíû øàãà âîçüìåì íàéäåííîå çíà÷åíèå, åñëè íåò � ïðîèçâåäåì
äðîáëåíèå ïàðàìåòðà (ïóòåì óìíîæåíèÿ íà ÷èñëî, ìåíüøåå åäèíèöû) äî òåõ ïîð,
ïîêà íå âûïîëíèòñÿ óñëîâèå (7.3).

Íà ïåðâûé âçãëÿä ìîæåò ïîêàçàòüñÿ, ÷òî îáñóæäàåìûé ñïîñîá âûáîðà äëèíû
øàãà ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì òðóäîåìêèì. È äåéñòâèòåëüíî, äëÿ îïðåäåëåíèÿ ïàðàìåòðà
αn, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðèäåòñÿ íåñêîëüêî ðàç ðåøàòü çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ñèëüíî
âûïóêëîé ôóíêöèè íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå. Íî òàêîé ñïîñîá äåéñòâèé íå ïðåäïîëàãàåò
çíàíèÿ àïðèîðíûõ êîíñòàíò òèïà Ëèïøèöà èëè òèïà âåðõíåé îöåíêè ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà. Ê òîìó æå ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî íà êàæäîé èòåðàöèè îïðåäåëÿòü íîâûå
çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðîâ. Ìîæåò îêàçàòüñÿ äîñòàòî÷íûì èñïîëüçîâàòü ñòàðûå ïàðàìåò-
ðû, âðåìÿ îò âðåìåíè êîððåêòèðóÿ èõ.

Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè ñïîñîáà âûáîðà ïàðàìåòðà αn èç óñëîâèé (7.2) è
(7.3) áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî îïåðàòîð g(v, v) ïîä÷èíåí óñëîâèþ Ëèïøèöà

|g(v + h, v + h)− g(v, v)| ≤ |g| |h| (7.4)

äëÿ âñåõ w,w+h ∈ Ω, ãäå |g| � êîíñòàíòà. Óñëîâèå (7.4) ïîçâîëÿåò îöåíèòü âåëè÷èíó
îòêëîíåíèÿ äâóõ âåêòîðîâ p̄n è pn+1. Èç (7.1) ñ ó÷åòîì (7.4) èìååì

∣∣∣p̄n − pn+1
∣∣∣ ≤ αn

∣∣∣g(vn, vn)− g(vn+1, vn+1)
∣∣∣ . (7.5)

Ëþáàÿ ïàðà òî÷åê vn+1 è vn ïðîöåññà (7.1) ñîãëàñíî (7.4) ïîä÷èíåíà óñëîâèþ
∣∣∣g(vn+1, vn+1)− g(vn, vn)

∣∣∣ ≤ |g|
∣∣∣vn+1 − vn

∣∣∣ .

Ýòî íåðàâåíñòâî òåì áîëåå âñåãäà áóäåò âûïîëíåíî, åñëè ïàðàìåòð αn â (8.1) âûáðàòü
èç óñëîâèÿ

√
2(1− ε)/αn ≥ |g| èëè, ÷òî òîæå ñàìîå, èç óñëîâèÿ αn ≤

√
2(1− ε)/|g|,

ò.å.

|g(vn+1, vn+1)− g(vn, vn)| ≤
√

2(1− ε)

αn

|vn+1 − vn|.

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò αn, óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (7.3). Ôàê-
òè÷åñêè ýòî óñëîâèå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ñïîñîá îöåíêè íåèçâåñòíîé êîíñòàíòû Ëèï-
øèöà |g| ïî õîäó ðåàëèçàöèè ìåòîäà.
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Ïðåäñòàâèì ïðîöåññ (7.1) â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ

〈vn+1 − vn + αn(F (vn+1) +∇>
wg(vn+1, vn+1)p̄n), w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0, (7.6)

〈p̄n − pn − αng(vn, vn), p− p̄n〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0, (7.7)
〈pn+1 − pn − αng(vn+1, vn+1), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0. (7.8)

Êîíå÷íî, èòåðàòèâíûå ôîðìóëû ïðîöåññà (7.1) è âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà
(7.6)�(7.8) ýêâèâàëåíòíû.

Äîêàæåì ìîíîòîííóþ (ïî íîðìå) ñõîäèìîñòü ìåòîäà (7.1) ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé çàäà÷è.

Ò å î ð å ì à 2 . Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íåïóñòî, îïåðàòîð F (v)
ìîíîòîííûé, âåêòîð-ôóíêöèÿ g(v, w) ñèììåòðè÷íàÿ è äèôôåðåíöèðóåìàÿ ïî w äëÿ
ëþáîãî v, à åå ñóæåíèå g(v, w)|v=w íà äèàãîíàëè êâàäðàòà � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, Ω ⊆
⊆ IRn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñòâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ
ìåòîäîì (7.1) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà αn ñïîñîáîì (7.2) èëè (7.3), ñõîäèòñÿ ìîíîòîí-
íî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ Ω∗ ïðè n →∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïîëîæèì w = v∗ â (7.6)

〈vn+1 − vn + αn(F (vn+1) +∇>
wg(vn+1, vn+1)p̄n, v∗ − vn+1〉 ≥ 0. (7.9)

Ïî ñõåìå (6.6) ïðåîáðàçóåì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå èç (7.9)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ αn〈F (vn+1), v∗ − vn+1〉+
+

αn

2
〈p̄n, g(v∗, v∗)− g(vn+1, vn+1〉 ≥ 0.

(7.10)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (6.8) è (7.10)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ αn〈F (vn+1)− F (v∗), v∗−n+1〉+
+

αn

2
〈p̄n − p∗, g(v∗, v∗)− g(vn+1, vn+1)〉 ≥ 0.

(7.11)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (7.7) è (7.8). Ïîëîæèì p = p∗ â (7.8)

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − αn〈g(vn+1, vn+1), p∗ − pn+1〉 ≥ 0 (7.12)

è p = pn+1 â (7.7)

〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ αn〈g(vn+1, vn+1)− g(vn, vn), pn+1 − p̄n〉−
−αn〈g(n+1, vn+1), pn+1 − p̄n〉 ≥ 0,

(7.13)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå îöåíèì ñ ïîìîùüþ (7.5), à çàòåì îáà íåðàâåíñòâà
ñëîæèì

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+α2

n|g(vn+1, vn+1)− g(vn, vn)|2 − αn〈g(vn+1, vn+1), p∗ − p̄n〉 ≥ 0.
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Ñ ó÷åòîì î÷åâèäíûõ ñîîòíîøåíèé 〈p̄n, g(v∗, v∗)〉 ≤ 0, 〈p∗, g(v∗, v∗)〉 = 0, ïðåäñòàâèì
ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî â âèäå

1

2
〈 pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+

1

2
〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+

+
α2

n

2
|g(vn+1, vn+1 − g(vn, vn)|2 +

αn

2
〈g(v∗, v∗)− g(vn+1, vn+1), p∗ − p̄n〉 ≥ 0.

(7.14)

Ñ ó÷åòîì ìîíîòîííîñòè îïåðàòîðà F (v) ñëîæèì (7.11) è (7.14)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+
1

2
〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+

+
1

2
〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+

α2
n

2
|g(vn+1, vn+1 − g(vn, vn)|2 ≥ 0.

(7.15)

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (6.11) ðàçëîæèì òðè ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ â
ñóììó êâàäðàòîâ

|vn+1 − v∗|2 +
1

2
|pn+1 − p∗|2 + |vn+1 − vn|2 − α2

n

2
|g(vn+1, vn+1)− g(vn, vn)|2+

+
1

2

∣∣∣pn+1 − p̄n
∣∣∣
2
+

1

2
|p̄n − pn|2 ≤ |vn − v∗|2 +

1

2
|pn − p∗|2 .

(7.16)

Òàê êàê
1

2
|pn+1 − pn|2 ≤ |pn+1 − p̄n|2 + |p̄n − pn|2, (7.17)

òî ñ ó÷åòîì (7.3) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

|vn+1 − v∗|2 +
1

2

∣∣∣pn+1 − p∗
∣∣∣
2
+ ε

∣∣∣vn+1 − vn
∣∣∣
2
+

1

4

∣∣∣pn+1 − pn
∣∣∣
2 ≤

≤ |vn − v∗|2 +
1

2
|pn − p∗|2 .

(7.18)

Åñëè æå â ïðîöåññå (7.1) äëèíà øàãà αn âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (7.2), òî ÷åòâåðòûé
÷ëåí â (7.16) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (7.4), òîãäà

|vn+1 − v∗|2 +
1

2
|pn+1 − p∗|2 + (1− (α2

n/2)|g|2)|vn+1 − vn|2 +

+
1

4
|pn+1 − pn|2 ≤ |vn − v∗|2 +

1

2
|pn − p∗|2.

Òàê êàê 1 − (α2
n/2)|g|2 ≥ ε, òî ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî èìååò âèä (7.18). Òàêèì

îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà âûáîðà äëèíû øàãà αn ìû â ëþáîì ñëó÷àå ïðèõîäèì
ê íåðàâåíñòâó (7.18), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì (6.12), ïîýòîìó äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû ìîæåò áûòü çàâåðøåíî ïî ñõåìå òåîðåìû 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî òàêæå îáîáùèòü, åñëè ìåòîä ðàññìàòðèâàåòñÿ
â óñëîâèÿõ ïîìåõ.
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8. Ãðàäèåíòíûé ìåòîä ïðîãíîçíîãî òèïà ïî ïðÿìûì è äâîéñòâåííûì
ïåðåìåííûì

Â ïðåäûäóùèõ ðàçäåëàõ ðàññìàòðèâàëèñü òàê íàçûâàåìûå íåÿâíûå èòåðàòèâíûå
ñõåìû, ò.å. ñõåìû, êîãäà ïåðåìåííûå, îòíîñèòåëüíî êîòîðûõ ðåøàëèñü âñïîìîãàòåëü-
íûå âàðèàöèîííûå íåðàâåíñòâà íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà, âõîäèëè êàê â ïðàâûå,
òàê è â ëåâûå ÷àñòè ýòèõ íåðàâåíñòâ. Êàê ñëåäñòâèå ýòîãî ôàêòà íà êàæäîé èòåðàöèè
ìåòîäîâ ïðèõîäèëîñü ðåøàòü ðåãóëÿðèçîâàííûå ïðîìåæóòî÷íûå âàðèàöèîííûå íåðà-
âåíñòâà èëè ñèñòåìû âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ, íî óæå áåç ñâÿçàííûõ îãðàíè÷åíèé.
Îäíàêî ýòî òîæå íåïðîñòûå çàäà÷è, ïîýòîìó âñåãäà âîçíèêàåò âîïðîñ: ìîæíî ëè
ñèòóàöèþ óïðîñòèòü òàê, ÷òîáû íà êàæäîé èòåðàöèè ïðîöåññà íåîáõîäèìî áûëî
ðåøàòü îäíó èëè äâå âñïîìîãàòåëüíûå çàäà÷è îïòèìèçàöèè ñèëüíî âûïóêëîé ôóíê-
öèè íà ïðîñòîì ìíîæåñòâå (çàäà÷è ïðîåêòèðîâàíèÿ) âìåñòî ðåøåíèÿ äîñòàòî÷íî
òðóäíîé çàäà÷è âàðèàöèîííîãî íåðàâåíñòâà? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ óòâåðäèòåëüíûé.
Ðàññìîòðèì îäíó èç âîçìîæíûõ ãðàäèåíòíûõ èòåðàòèâíûõ ñõåì ñ ïðîãíîçíûì øàãîì
êàê ïî ïðÿìûì òàê è ïî äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì. Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü v0, p0 �
íà÷àëüíîå ïðèáëèæåíèå, òîãäà ñëåäóþùåå âû÷èñëèì ïî ðåêóððåíòíûì ôîðìóëàì
[22]

p̄n = π+(pn + αng(vn, vn)),
v̄n = πΩ0(v

n − αn(F (vn) +∇>
wg(vn, vn)p̄n)),

pn+1 = pi+(pn + αng(v̄n, v̄n)),
vn+1 = πΩ0(v

n − αn(F (v̄n) +∇>
wg(v̄n, v̄n)p̄n)).

(8.1)

Äëèíà øàãà αn â ïðîöåññå (8.1) îïðåäåëÿåòñÿ ëèáî èç óñëîâèÿ

0 < ε ≤ αn < 1/

√
2(|F |2 + C2|∇|2) +

1

2
|g|2, ε > 0, (8.2)

ãäå êîíñòàíòû |F |, |∇|, C, |g| îïðåäåëåíû â (8.4), (8.6) ëèáî èç óñëîâèÿ

α2
n(|F (v̄n)− F (vn) + (∇>

wg(v̄n, v̄n)−∇>
wg(vn, vn))p̄n|2+

+ (1/2)|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)|2) ≤ (1− ε)|v̄n − vn|2. (8.3)

Äëèíà øàãà â óñëîâèÿõ (8.2) è (8.3) âûáèðàåòñÿ ïî òîé æå ñõåìå, ÷òî è â (7.2),
(7.3).

Ïîëó÷èì îöåíêó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ v̄n è vn+1, à òàêæå p̄n è pn+1 èç (8.1)

|p̄n − pn+1| ≤ αn|g(vn, vn)− g(v̄n, v̄n)|,
|v̄n − vn+1| ≤ αn|F (vn)− F (v̄n) + (∇>

wg(vn, vn)−∇>
wg(v̄n, v̄n))p̄n|. (8.4)

Îáîñíóåì êîððåêòíîñòü ñïîñîáîâ âûáîðà ïàðàìåòðà αn èç óñëîâèé (8.2) è (8.3).
Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ôóíêöèè g(v, w) è F (v),∇>

wg(v, v) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì
Ëèïøèöà

|g(v + h, v + h)− g(v, v)| ≤ |g||h| (8.5)
äëÿ âñåõ v ∈ Ω è h ∈ Rn, ãäå |g| � êîíñòàíòà è

|F (v + h)− F (v)| ≤ |F | |h| ,
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|∇>
wg(v + h, v + h)−∇>

wg(v, v))| ≤ |∇||h|, (8.6)
äëÿ âñåõ v ∈ Ω è h ∈ Rn, ãäå |F | , |∇| � êîíñòàíòû; êðîìå òîãî |p̄n| ≤ C.

Â ñèëó (8.5) è (8.6) èìååì

|F (v̄n)− F (vn) + (∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n| ≤ (|F |+ |p̄n||∇|)|v̄n − vn|,

|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)| ≤ |g||v̄n − vn|.
Òàê êàê |p̄n| ≤ C, òî

|F (v̄n)− F (vn) + (∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n|2+
+(1/2)|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)|2 ≤ {|F |+ |∇|)2 + (1/2)|g|2}|v̄n − vn|2. (8.7)

Îòñþäà î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (|F | + |∇|)2 + (1/2)|g|2 ≤ (1 − ε)/α2
n,

ò.å.
α2

n ≤
1− ε

(|F |+ C|∇|)2 + (1/2)|g|2 ,

òî âñåãäà ñóùåñòâóåò αn, óäîâëåòâîðÿþùåå îöåíêè (8.3).
Ïðåäñòàâèì ýòîò ïðîöåññ â ôîðìå âàðèàöèîííûõ íåðàâåíñòâ. Ïåðâîå è òðåòüå

óðàâíåíèå èç (8.1) â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ çàïèøåì
â âèäå

〈p̄n − pn − αng(vn, vn), p− p̄n〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0, (8.8)
è

〈pn+1 − pn − αng(ūn, ūn), p− pn+1〉 ≥ 0 ∀p ≥ 0. (8.9)
Âòîðîå è ÷åòâåðòîå óðàâíåíèÿ ïðåäñòàâèì â ôîðìå

〈v̄n − vn + αn(F (vn) +∇>
wg(vn, vn)p̄n), w − v̄n〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0, (8.10)

è
〈vn+1 − vn + αn(F (v̄n) +∇>

wg(v̄n, v̄n)p̄n), w − vn+1〉 ≥ 0 ∀w ∈ Ω0, (8.11)
Ïîêàæåì, ÷òî ïðîöåññ (8.1) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ

ðåøåíèé.

Ò å î ð å ì à 3 . Åñëè ìíîæåñòâî ðåøåíèé çàäà÷è (1.1) íåïóñòî, îïåðàòîð F (v)
ìîíîòîííûé, âåêòîð-ôóíêöèÿ g(v, w) ñèììåòðè÷íàÿ, äèôôåðåíöèðóåìàÿ è âûïóê-
ëàÿ ïî w äëÿ ëþáîãî v, |pn| ≤ C äëÿ âñåõ n, êðîìå òîãî åå ñóæåíèå g(v, w)|v=w íà
äèàãîíàëè êâàäðàòà � âûïóêëàÿ ôóíêöèÿ, Ω ⊆ IRn � âûïóêëîå çàìêíóòîå ìíîæåñ-
òâî, òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü vn, ïîðîæäåííàÿ ìåòîäîì (8.1) ñ âûáîðîì ïàðàìåòðà
αn ñïîñîáîì (8.2) èëè (8.3) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñíûõ
ðåøåíèé, ò.å. vn → v∗ ∈ Ω∗ ïðè n →∞.

Ä î ê à ç à ò å ë ü ñ ò â î . Ïîëîæèì w = v∗ â (8.11), òîãäà

〈vn+1− vn, v∗− vn+1〉+ αn〈F (v̄n), v∗− vn+1〉+ αn〈∇>
wg(v̄n, v̄n)p̄n, v∗− vn+1〉 ≥ 0. (8.12)
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Ïîëîæèì w = vn+1 â (8.10)

〈v̄n − vn + αn(F (vn) +∇>
wg(vn, vn)p̄n), vn+1 − v̄n〉 ≥ 0.

Îòñþäà

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈F (v̄n), vn+1 − v̄n〉−
−αn〈F (v̄n)− F (vn), vn+1 − v̄n〉+ αn〈∇>

wg(v̄n, v̄n)p̄n, vn+1 − v̄n〉−
−αn〈(∇>

wg(v̄n, v̄n)−∇>
wg(vn, vn))p̄n, vn+1 − v̄n〉 ≥ 0,

èëè ñ ó÷åòîì (8.4)

〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈F (v̄n), vn+1 − v̄n〉+
+αn〈∇>

wg(v̄n, v̄n)p̄n, vn+1 − v̄n〉+
+α2

n|F (v̄n)− F (vn) + (∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n|2 ≥ 0.

(8.13)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (8.12) è (8.13)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈F (v̄n), v∗ − v̄n〉+
+αn〈p̄n,∇wg(v̄n, v̄n)(v∗ − v̄n)〉+ α2

n|F (v̄n)− F (vn)+

+(∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n|2 ≥ 0.

(8.14)

Ïî ñõåìå (6.6) îòäåëüíî ïðåîáðàçóåì ÷åòâåðòûé ÷ëåí èç (8.14)

〈p̄n,∇wg(v̄n, v̄n)(v∗ − v̄n)〉 =
1

2
〈p̄n,∇g(v̄n, v̄n)(v∗ − v̄n)〉 ≤ 1

2
〈p̄n, g(v∗, v∗)− g(v̄n, v̄n)〉,

òîãäà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈F (v̄n), v∗ − v̄n〉+
+(αn/2)〈p̄n, g(v∗, v∗)− g(v̄n, v̄n)〉+
+α2

n|F (v̄n)− F (vn) + (∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n|2 ≥ 0.

Ïîëîæèì w = v̄n â ïåðâîì íåðàâåíñòâå (5.5), òîãäà

〈F (v∗), v̄n − v∗〉+
1

2
〈p∗, g(v̄n, v̄n)− g(v∗, v∗)〉 ≥ 0.

Ñëîæèì äâà ïîñëåäíèõ íåðàâåíñòâà

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+ αn〈F (v̄n)− F (v∗), v∗ − v̄n〉+
+

αn

2
〈p̄n − p∗, g(v∗, v∗)− g(v̄n, v̄n)〉+ α2

n|F (v̄n)− F (vn)+

+(∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n|2 ≥ 0.

(8.15)

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (8.8) è (8.9). Ïîëîæèì p = p∗ â (8.9)

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉 − α〈g(v̄n, v̄n), p∗ − pn+1〉 ≥ 0 (8.16)
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è p = pn+1 â (8.8)
〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+ αn〈g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn), pn+1 − p̄n〉−

−αn〈g(v̄n, v̄n), pn+1 − p̄n〉 ≥ 0.
(8.17)

Âòîðîå ñëàãàåìîå â ýòîì íåðàâåíñòâå îöåíèì ñ ïîìîùüþ (8.4), à çàòåì ñëîæèì íåðà-
âåíñòâà (8.16) è (8.17)

〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ 〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+α2

n|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)|2 − αn〈g(v̄n, v̄n), p∗ − p̄n〉 ≥ 0.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèÿ 〈p̄n, g(v∗, v∗)〉 ≤ 0, 〈p∗, g(v∗, v∗)〉 = 0, ïåðåïèøåì ïîñëåäíåå
íåðàâåíñòâî â âèäå

1

2
〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+

1

2
〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+

+
α2

n

2
|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)|2 +

αn

2
〈g(v∗, v∗)− g(v̄n, v̄n), p∗ − p̄n〉 ≥ 0.

(8.18)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (8.15) è (8.18), ó÷èòûâàÿ ìîíîòîííîñòü îïåðàòîðà F (v)

〈vn+1 − vn, v∗ − vn+1〉+ 〈v̄n − vn, vn+1 − v̄n〉+
+(1/2)〈pn+1 − pn, p∗ − pn+1〉+ (1/2)〈p̄n − pn, pn+1 − p̄n〉+
+α2

n(|F (v̄n)− F (vn) + (∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n|2+
+(1/2)|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)|2) ≥ 0.

Ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà (6.11) ðàçëîæèì ÷åòûðå ïåðâûõ ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèÿ
â ñóììó êâàäðàòîâ

|vn+1 − v∗|2 + (1/2)|pn+1 − p∗|2 + |vn+1 − v̄n|2 + |v̄n − vn|2+
+(1/2)|pn+1 − p̄n|2 + (1/2)|p̄n − pn|2+
+α2

n(|F (v̄n)− F (vn) + (∇>
wg(v̄n, v̄n)−∇>

wg(vn, vn))p̄n|2+
+(1/2)|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)|2) ≤ |vn − v∗|2 + (1/2)|pn − p∗|2.

Â ñèëó (7.17) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå
|vn+1 − v∗|2 + (1/2)|pn+1 − p∗|2 + (1/4)|pn+1 − pn|2 + |vn+1 − v̄n|2+

+|v̄n − vn|2 − α2
n(|F (v̄n)− F (vn) + (∇>

wg(v̄n, v̄n)−∇>
wg(vn, vn))p̄n|2+

+(1/2)|g(v̄n, v̄n)− g(vn, vn)|2) ≤ |vn − v∗|2 + (1/2)|pn − p∗|2.
(8.19)

Â ïîëó÷åííîì íåðàâåíñòâå ñóììó ïÿòîãî è øåñòîãî ñëàãàåìûõ îöåíèì ñ ïîìîùüþ
(8.3), òîãäà
|vn+1 − v∗|2 + 1

2
|pn+1 − p∗|2 + 1

4
|pn+1 − pn|2 + |vn+1 − v̄n|2 + ε|v̄n − vn|2 ≤

≤ |vn − v∗|2 + 1
2
|pn − p∗|2. (8.20)

Åñëè æå â ïðîöåññå (8.1) äëèíà øàãà αn âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ (8.2), òî øåñòîé
÷ëåí â (8.19) îöåíèì ñ ïîìîùüþ (8.5) è (8.6), à òàêæå èñïîëüçóÿ îöåíêó 〈x, y〉 ≤
≤ |x|2 + |y|2, òîãäà

|vn+1 − v∗|2 +
1

2
|pn+1 − p∗|2 +

1

4
|pn+1 − pn|2 + |vn+1 − v̄n|2+

+(1− α2
n(2(|F |2 + C2|∇|2) +

1

2
|g|2)|v̄n − vn|2 ≤ |vn − v∗|2 +

1

2
|pn − p∗|2.

(8.21)

20



Òàê êàê 1 − α2
n(2(|F |2 + C2|∇|2) + (1/2)|g|2) ≥ ε, òî ïîëó÷åííîå íåðàâåíñòâî èìååò

âèä (8.20). Òàêèì îáðàçîì, íåçàâèñèìî îò ñïîñîáà âûáîðà äëèíû øàãà αn ìû â
ëþáîì ñëó÷àå ïðèõîäèì ê íåðàâåíñòâó (8.20), êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì àíàëîãîì
(6.12), ïîýòîìó äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ìîæåò áûòü çàâåðøåíî ïî ñõåìå òåîðåìû 1.
Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî òàêæå îáîáùèòü, åñëè ìåòîä ðàññìàòðèâàåòñÿ
â óñëîâèÿõ ïîìåõ.
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