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Ïðåäëàãàþòñÿ ñïîñîáû óïðàâëåíèÿ ñåäëîâûìè ãðàäèåíòíûìè äèôôåðåíöè-
àëüíûìè ñèñòåìàìè ïðè íàëè÷èè îãðàíè÷åíèé íà óïðàâëåíèÿ è ôàçîâûå ïåðå-
ìåííûå. Äîêàçûâàåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà ðàâíîâåñíûõ
ñîñòîÿíèé óïðàâëÿåìûõ ñèñòåì.

Â [1] ñïðàâåäëèâî îòìå÷àåòñÿ, ÷òî ïðîáëåìà ñèíòåçà çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ íåëèíåé-
íûìè îáúåêòàìè ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç öåíòðàëüíûõ. Â ÷àñòíîñòè, çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî
èññëåäîâàíèé ïîñâÿùåíî çàäà÷å ñòàáèëèçàöèè ïðîãðàììíûõ äâèæåíèé. Îäíàêî ýòà
çàäà÷à ïî-ïðåæíåìó äàëåêà îò ñâîåãî çàâåðøåíèÿ. Ñëàáî ðàçðàáîòàíû ìåòîäû ãëî-
áàëüíîé ñòàáèëèçàöèè è ñîâñåì ñëàáî ìåòîäû, â êîòîðûõ ó÷èòûâàþòñÿ îãðàíè÷åíèÿ
íà óïðàâëåíèÿ è ôàçîâûå ïåðåìåííûå.

Â äàííîé ðàáîòå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèíòåç çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ íåëèíåéíûìè îáúåê-
òàìè, ìíîæåñòâî ðàâíîâåñíûõ ñîñòîÿíèé êîòîðûõ îïèñûâàåòñÿ çàäà÷àìè âûïóêëîãî
ïðîãðàììèðîâàíèÿ èëè âûðîæäåííûìè ñåäëîâûìè ôóíêöèÿìè. Òàêèå çàäà÷è, èìåþ-
ùèå ïðàêòè÷åñêèé èíòåðåñ, ïîñòàâëÿþòñÿ òåîðèåé ìíîãîñâÿçíûõ íåëèíåéíûõ ñèñòåì
[2].

Îïèñàííûå â ðàáîòå àëãîðèòìû ñòàáèëèçàöèè íîñÿò ãëîáàëüíûé õàðàêòåð è, ÷òî
âàæíî, ó÷èòûâàþò ñ ïîìîùüþ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ íàëè÷èå îãðàíè÷åíèé íà
óïðàâëåíèÿ è ôàçîâûå ïåðåìåííûå.

1. Ïîñòàíîâêà ïðîáëåìû

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèòóàöèÿ, êîãäà ñòàòèêà ìíîãîñâÿçíîãî íåëèíåéíîãî îáúåêòà
îïèñûâàåòñÿ ñåäëîâîé ôóíêöèåé L(x, p), ãäå x ∈ Q ⊆ Rn, p ∈ P ⊆ Rm, à äèíàìèêà
îáúåêòà � ñåäëîâîé ãðàäèåíòíîé ñèñòåìîé. Çàäà÷à ñòàáèëèçàöèè ðàâíîâåñíîãî ñîñòî-
ÿíèÿ, îïðåäåëÿåìîãî ñåäëîâîé òî÷êîé, çàêëþ÷àåòñÿ â ñèíòåçå çàêîíîâ óïðàâëåíèÿ â
âèäå îáðàòíûõ ñâÿçåé, êîòîðûå ñî âðåìåíåì ïðèâåëè áû ìíîãîñâÿçíûé óïðàâëÿåìûé
îáúåêò â ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå.

Â îáùåì ñëó÷àå ðàâíîâåñíîå ñîñòîÿíèå x∗, p∗, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ñòàáèëèçàöèè, îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ

L(x∗, p) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(x, p∗) (1)

äëÿ âñåõ x ∈ Q ⊆ Rn, p ∈ P ⊆ Rm, ãäå L(x, p) � ôóíêöèÿ, âûïóêëàÿ ïî x è âîãíóòàÿ
ïî p. Ìíîæåñòâà Q è P âûïóêëûå çàìêíóòûå.
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Â ÷àñòíîñòè, ñåäëîâàÿ ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ôóíêöèåé Ëàãðàíæà L(x, p) = f(x)+
+〈p, g(x)〉 çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

x∗ ∈ argmin {f(x) : g(x) ≤ 0, x ∈ Q}. (2)

Ïðåäïîëàãàÿ äèôôåðåíöèðóåìîñòü ôóíêöèè L(x, p), âûïèøåì íåîáõîäèìûå è äî-
ñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû (1):

x∗ = πQ(x∗ − α∇Lx(x
∗, p∗)), p∗ = πP (p∗ + α∇Lp(x

∗, p∗)), (3)

ãäå πQ(·), πP (·) � îïåðàòîðû ïðîåêòèðîâàíèÿ âåêòîðîâ íà ìíîæåñòâà ñîîòâåòñòâåííî
Q è P , a ∇Lx(x, p), ∇Lp(x, p) � âåêòîðû-ãðàäèåíòû ôóíêöèè L(x, p) no ïåðåìåííûì
x è p ñîîòâåòñòâåííî.

Òî÷êà x∗, p∗ ÿâëÿåòñÿ íåïîäâèæíîé òî÷êîé, èëè òî÷êîé ðàâíîâåñèÿ. Ñèñòåìà (3)
èìååò ïðîñòîé ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë: ïóñòü x∗, p∗ � òî÷êà ðàâíîâåñèÿ, òîãäà åñëè èç
òî÷êè x∗, p∗ ñäåëàåì øàã ïî ÷àñòíîìó ãðàäèåíòó (àíòèãðàäèåíòó) ñåäëîâîé ôóíêöèè
L(x, p), òî ïîñëå ïðîåêòèðîâàíèÿ ñíîâà îêàæåìñÿ â òî÷êå x∗, p∗. Ñèñòåìû (1) è (3)
ýêâèâàëåíòíû.

Åñëè ñåäëîâàÿ ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà çàäà÷è âûïóêëîãî ïðî-
ãðàììèðîâàíèÿ (2), ò.å. L(x, p) = f(x) + 〈p, g(x)〉, òî â ñèëó ëèíåéíîñòè ôóíêöèè ïî
ïåðåìåííîé p èìååì ∇Lp(x, p) = g(x), à òàê êàê ìíîæåñòâî P ñîâïàäàåò ñ ïîëîæè-
òåëüíûì îðòàíòîì, ò.å. P = (Rm)+, òî ñèñòåìà (3) ïðèíèìàåò âèä

x∗ = πQ(x∗ − α∇Lx(x
∗, p∗)), p∗ = π+(p∗ + αg(x∗)), (4)

ãäå π+(·) � îïåðàòîð ïðîåêòèðîâàíèÿ íà (Rm)+, ïàðàìåòð α > 0.
Íåâÿçêà, ò.å. ðàçíîñòü ìåæäó ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿìè (3), ðàâíàÿ íóëþ â òî÷êå

x∗, p∗ è ñîîòâåòñòâåííî íå ðàâíàÿ íóëþ â ïðîèçâîëüíîé òî÷êå x, p, çàäàåò ïðåîáðàçîâà-
íèå ìíîæåñòâà Rn×Rm â Rn×Rm. Îáðàç ýòîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü
êàê âåêòîðíîå ïîëå, íåïîäâèæíàÿ òî÷êà êîòîðîãî � x∗, p∗. Èìåÿ âåêòîðíîå ïîëå,
ïîñòàâèì çàäà÷ó î ïðîâåäåíèè òðàåêòîðèè òàê, ÷òîáû åå êàñàòåëüíàÿ ñîâïàëà ñ çàäàí-
íûì íàïðàâëåíèåì ïîëÿ â ýòîé òî÷êå. Ôîðìàëüíî ýòà çàäà÷à îïèñûâàåòñÿ ñèñòåìîé
äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé:

dx

dt
= πQ(x− α∇Lx(x, p))− x,

dp

dt
= π+(p + α∇Lp(x, p))− p. (5)

Ïîñêîëüêó ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ∇Lx(x, p), ∇Lp(x, p) � ìîíîòîííûå îïåðàòîðû
(L(x, p) � âûïóêëî-âîãíóòàÿ ôóíêöèÿ) è ïî îïðåäåëåíèþ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ
Ëèïøèöà, à îïåðàòîðû πQ(·), πP (·) � íåðàñøèðÿþùèåñÿ, òî ñèñòåìà (5) äëÿ âñåõ
x(t0) = x0, p(t0) = p0 ïîðîæäàåò ñîãëàñíî òåîðåìå ñóùåñòâîâàíèÿ è åäèíñòâåííîñòè
òðàåêòîðèþ x(t), p(t) äëÿ âñåõ t ≥ t0.

Åñëè Q = Rn è P = Rm, òî πQ(·), πP (·) � åäèíè÷íûå îïåðàòîðû è ñèñòåìà (5)
ïðèíèìàåò âèä [3]

dx

dt
= −α∇Lx(x, p),

dp

dt
= α∇Lp(x, p). (6)

Åñëè L(x, p) � ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, òî (5)
ñîãëàñíî (4) èìååò âèä [4, 5]

dx

dt
+ x = πQ(x− α∇Lx(x, p)),

dp

dt
+ p = π+(p + αg(x)). (7)
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Åñëè â (2) g(x) ≡ 0, òî äëÿ îïòèìèçàöèè f(x) íà ìíîæåñòâå Q ïîëó÷èì íåïðåðûâ-
íûé ìåòîä ïðîåêöèè ãðàäèåíòà [6, 7, 8]

dx

dt
+ x = πQ(x− α∇f(x)). (8)

Äðóãèå ïîäõîäû ê èññëåäîâàíèþ íåïðåðûâíûõ ãðàäèåíòíûõ ìåòîäîâ ðàññìàòðèâà-
ëèñü â ðàáîòàõ [9, 10, 11].

Âîçíèêàåò âîïðîñ, áóäåò ëè òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (5) è åãî ìîäèôèêàöèé ñòðåìèòü-
ñÿ ê îäíîìó èç ðàâíîâåñèé ñèñòåìû (3) ïðè t → ∞? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåòðóäíî
ïîëó÷èòü, ðàññìîòðåâ ïðîñòåéøèé ïðèìåð. Ïóñòü ñåäëîâàÿ ôóíêöèÿ èìååò âèä
L(x, p) = x · p, òîãäà íà÷àëî êîîðäèíàò ÿâëÿåòñÿ åå ñåäëîâîé òî÷êîé è óäîâëåòâîðÿåò
íåðàâåíñòâó: 0 · p ≤ 0 · 0 ≤ x · 0 äëÿ âñåõ x ∈ R1 è p ∈ R1. Ñåäëîâîé ãðàäèåíòíûé
ìåòîä ñ ó÷åòîì ñïóñêà ïî îäíîé ïåðåìåííîé è ïîäúåìà ïî äðóãîé èìååò âèä

dx

dt
= −αp,

dp

dt
= αx, α > 0, x(t0) = x0, p(t0) = p0. (9)

Îòñþäà xdx+pdp = 0 èëè x2+p2 = r2, ò.å. òðàåêòîðèè ìåòîäà, êîòîðûå ïðåäñòàâëÿþò
ñîáîé êîíöåíòðè÷åñêèå îêðóæíîñòè, íå ñõîäÿòñÿ ê íóëþ. Íåñõîäèìîñòü ìåòîäà ÿâëÿ-
åòñÿ ñëåäñòâèåì òîãî ôàêòà, ÷òî îïåðàòîð F (x, p) = (−p, x)> íå ïîòåíöèàëüíûé (õîòÿ
îïåðàòîð F1(x, p) = (p, x)> � ïîòåíöèàëüíûé [12]: F1(x, p) � ãðàäèåíò äëÿ L(x, p)).
Â ðàáîòå [11] äëÿ èñêëþ÷åíèÿ ñèòóàöèè, ïðåäñòàâëåííîé â (9), ââåäåíî ïîíÿòèå
Γ-óñòîé÷èâîñòè.

Ðàâíîâåñíàÿ òî÷êà â ýòîì ïðèìåðå ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåñèåì òèïà �öåíòðà� è ñîîòâåò-
ñòâåííî íå ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè óñòîé÷èâîé , õîòÿ è óñòîé÷èâà ïî Ëÿïóíîâó.
Íåáîëüøàÿ äåôîðìàöèÿ ôàçîâîãî ïîðòðåòà ìîæåò èçìåíèòü ñâîéñòâî ðàâíîâåñèÿ,
íàïðèìåð àñèìïòîòè÷åñêè íåóñòîé÷èâûé �öåíòð� ïðåâðàòèòü â àñèìïòîòè÷åñêè
óñòîé÷èâûé óçåë. Íåîáõîäèìûå äåôîðìàöèè ôàçîâûõ ïîðòðåòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü,
ïî-âèäèìîìó, ìíîãèìè ñïîñîáàìè. Îäíîé èç ïëîäîòâîðíûõ èäåé ÿâëÿåòñÿ êîíöåïöèÿ
óïðàâëåíèÿ äèíàìè÷åñêèìè ñèñòåìàìè ñ ïîìîùüþ îáðàòíûõ ñâÿçåé. Â äàííîé ðàáîòå
èññëåäóþòñÿ ãðàäèåíòíûå ïðîöåññû, ïðîêñèìàëüíûå ðàññìàòðèâàþòñÿ â [13].

2. Ãðàäèåíòíûå ïðîöåññû, óïðàâëÿåìûå ïî íåâÿçêàì è ïðîèçâîäíûì

Îáðàòíûå ñâÿçè áóäåì òðàêòîâàòü êàê ôóíêöèè, çàâèñÿùèå îò ôàçîâûõ êîîðäèíàò
è ñêîðîñòåé ñèñòåìû, ò.å. u = u(x, p, ẋ, ṗ) è v = v(x, p, ẋ, ṗ), ãäå ẋ = dx/dt, ṗ = dp/dt
è x ∈ Q, p ∈ P . Â òî÷êàõ ðàâíîâåñèÿ ýòè ôóíêöèè, ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíû íóëþ.

Ââåäåì â ãðàäèåíòíóþ ñèñòåìó (5) àääèòèâíûå óïðàâëåíèÿ u è v, ïîëó÷èì

dx

dt
+ x = πQ(x− α∇Lx(x, p + u)),

dp

dt
+ p = πP (p + α∇Lp(x + v, p)) (10)

è ïîñòàâèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Â íåêîòîðîì êëàññå îáðàòíûõ ñâÿçåé u = u(x, p, ẋ, ṗ),
v = v(x, p, ẋ, ṗ) òðåáóåòñÿ âûáðàòü óïðàâëåíèÿ êàê ôóíêöèè ñîñòîÿíèÿ äèíàìè÷åñêîé
ñèñòåìû (10), êîòîðûå îáåñïå÷èëè áû ñõîäèìîñòü òðàåêòîðèè x(t), p(t) ê ðàâíîâåñèþ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, íåîáõîäèìî ñèíòåçèðîâàòü àëãîðèòì óïðàâëåíèÿ, ñ ïîìîùüþ êî-
òîðîãî ñèñòåìà (10) ïåðåâîäèòñÿ èç ïðîèçâîëüíîãî íà÷àëüíîãî ñîñòîÿíèÿ x0, p0 â
ðàâíîâåñíîå x∗, p∗ çà áåñêîíå÷íîå âðåìÿ.

Îáðàòíûå ñâÿçè u = u(x, p, ẋ, ṗ), v = v(x, p, ẋ, ṗ) ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê
ïîëîæåíèå �ðóëåé� îáúåêòà, êîòîðûé ïåðåìåùàåòñÿ ïî èññëåäóåìîé òðàåêòîðèè, èëè

3



êàê âåêòîð ýíåðãèè, êîòîðóþ íåîáõîäèìî èçðàñõîäîâàòü äëÿ óäåðæàíèÿ �ðóëåé� â
çàäàííîì ïîëîæåíèè. Â òî÷êå ðàâíîâåñèÿ îáúåêò íåïîäâèæåí è åãî ñêîðîñòè ẋ, ṗ
ðàâíû íóëþ, ïîýòîìó ðàñõîä ýíåðãèè â ðàâíîâåñèè íóëåâîé: u = u(x∗, p∗, ẋ∗, ṗ∗) = 0,
v = v(x∗, p∗, ẋ∗, ṗ∗) = 0. Ýòî, ïîæàëóé, åäèíñòâåííîå òðåáîâàíèå, ïðåäúÿâëÿåìîå
ê óïðàâëåíèþ, âûòåêàþùåå èç ñóùåñòâà ñèòóàöèè. Âî âñåì îñòàëüíîì óïðàâëåíèÿ
ìîãóò áûòü ïðîèçâîëüíûìè.

Ñàìûå ïðîñòåéøèå óïðàâëåíèÿ èìåþò âèä [5]

u = ṗ, v = ẋ (11)

è âûðàæàþò ïðîñòóþ ìûñëü: ýíåðãèÿ, ðàñõîäóåìàÿ íà óïðàâëåíèå äâèæåíèåì, ïðî-
ïîðöèîíàëüíà âåêòîðó ñêîðîñòè. Åñëè (10) çàìêíóòü óïðàâëåíèåì (11), òî ïîëó÷àåòñÿ
íåÿâíàÿ (íå ðàçðåøåííàÿ îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäíûõ) äèôôåðåíöèàëüíàÿ ñèñòåìà:

dx

dt
+ x = πQ(x− α∇Lx(x, p + ṗ)), x(t0) = x0,

dp

dt
+ p = πP (p + α∇Lp(x + ẋ, p)), p(t0) = p0.

(12)

Èòåðàòèâíûé àíàëîã ýòîé ñèñòåìû ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íåÿâíûé èòåðàòèâíûé ïðî-
öåññ âèäà

xn+1 = πQ(xn − α∇Lx(x
n, pn+1)), pn+1 = πP (pn + α∇Lp(x

n+1, pn)). (13)

Çäåñü xn, pn � ðàíåå íàéäåííîå ïðèáëèæåíèå, à ñèñòåìà äîëæíà áûòü ðàçðåøåíà
îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ xn+1, pn+1. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé ñèñòåìû, â ñâîþ î÷åðåäü,
íóæíû êàêèå-òî äðóãèå èòåðàòèâíûå ïîäïðîöåññû. Êàê ïîêàçûâàåò îïûò ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé ìàòåìàòè÷åñêîé ôèçèêè ñ ïîìîùüþ íåÿâíûõ ðàçíîñòíûõ ñõåì, îáúåì
âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûé äëÿ ðåøåíèÿ âñïîìîãàòåëüíîé ïîäçàäà÷è, ìîæåò áûòü
çíà÷èòåëüíûì. Òåì íå ìåíåå îáùèé îáúåì âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûé äëÿ ðåøåíèÿ
èñõîäíîé çàäà÷è, ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì åñëè áû èñïîëüçîâàëñÿ
ÿâíûé èòåðàòèâíûé ïðîöåññ, ïðè÷åì òî÷íîñòü ïîëó÷åííîãî ðåøåíèÿ ïðè èñïîëüçîâà-
íèè íåÿâíûõ èòåðàòèâíûõ ïðîöåññîâ, êàê ïðàâèëî, çíà÷èòåëüíî âûøå.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñõîäèìîñòè ëþáîãî ãðàäèåíòíîãî ìåòîäà íåîáõîäèìî, ÷òîáû
ãðàäèåíò óäîâëåòâîðÿë óñëîâèþ Ëèïøèöà. Â ñëó÷àå ïðîöåññà (12) ïîòðåáóåì âûïîë-
íåíèÿ óñëîâèÿ Ëèïøèöà íå îò ãðàäèåíòà ôóíêöèè L(x, p), à îò ÷àñòíûõ ãðàäèåíòîâ
∇Lx(x, p), ∇Lp(x, p) â ôîðìå

ϕ(x + h)− ϕ(x)− 〈∇ϕ(x), h〉 <
1

2
L|h2| (14)

äëÿ âñåõ x è x + h èç Q. Åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âûïèñàòü äëÿ ÷àñòíîãî ãðàäèåíòà
∇Lx(x, p) ôóíêöèè L(x, p), òî êîíñòàíòà Ëèïøèöà ýòîãî íåðàâåíñòâà áóäåò çàâèñåòü
îò ïåðåìåííîé p. Àíàëîãè÷íî êîíñòàíòà Ëèïøèöà äðóãîãî íåðàâåíñòâà áóäåò çàâèñåòü
îò ïåðåìåííîé x.

Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàññìàòðèâàòü ôóíêöèè L(x, p) è ìíîæåñòâà Q è P òàêèå,
äëÿ êîòîðûõ ýòè êîíñòàíòû íå çàâèñÿò îò ñîîòâåòñòâóþùèõ ïåðåìåííûõ. Ýòî òðåáî-
âàíèå âñåãäà âûïîëíÿåòñÿ, åñëè âòîðûå ÷àñòíûå ïðîèçâîäíûå ôóíêöèè L(x, p) íåïðå-
ðûâíû è îãðàíè÷åíû íà ìíîæåñòâàõ Q è P , è ïîòîìó îíî íå ñëèøêîì æåñòêîå. Ýòî
òðåáîâàíèå òàêæå âûïîëíÿåòñÿ òîãäà, êîãäà ãðàäèåíò ôóíêöèè L(x, p) óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèþ Ëèïøèöà ïî ñîâîêóïíîñòè ïåðåìåííûõ x è p íà ìíîæåñòâå Q× P .
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Èòàê, ïóñòü

L(x + h, p)− L(x, p)− 〈∇Lx(x, p), h〉 ≤ 1

2
L1|h|2 (15)

äëÿ âñåõ x è x + h èç Q è p èç P ,

L(x, p + h)− L(x, p)− 〈∇Lp(x, p), h〉 ≥ 1

2
L2|h|2 (16)

äëÿ âñåõ p è p + h èç P è x èç Q.
Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ïðîöåññà (10), (11).

Òåîpåìà 1. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê ðàâíîâåñèÿ X∗ × P ∗ ñèñòåìû (1) íå ïóñòî,
÷àñòíûå ãðàäèåíòû ∇Lx(x, p), ∇Lp(x, p) ñåäëîâîé ôóíêöèè L(x, p) íà âûïóêëûõ
çàìêíóòûõ ìíîæåñòâàõ Q è P óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëèïøèöà (15) è (16) ñ êîíñ-
òàíòàìè L1 è L2, ïàðàìåòð α âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ α < min {2/L1, 2/L2}, òî òðàåêòî-
ðèÿ ïðîöåññà (12) ñõîäèòñÿ ìîíîòîííî ïî íîðìå ê îäíîìó èç ðàâíîâåñèé, ò.å. x(t) →
x∗ ∈ X∗, p(t) → p∗ ∈ P ∗ ïpè t →∞ äëÿ âñåõ x0, p0.

Ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ ñõîäèòñÿ è èòåðàòèâíûé âàðèàíò ïðîöåññà (13). Äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû 1 ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè 1.

Åñëè L(x, p) ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé Ëàãðàíæà çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ,
òî â ñèëó åå ëèíåéíîñòè ïî äâîéñòâåííûì ïåðåìåííûì íåðàâåíñòâî (16) ïðåâðàùàåòñÿ
â òîæäåñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ýòèì îãðàíè÷åíèÿ íà ïàðàìåòð α èçìåíÿþòñÿ è
ïðèíèìàþò âèä: α < 2/(L0 + 〈L,C〉), ãäå L0 � êîíñòàíòà Ëèïøèöà ãðàäèåíòà ∇f(x)
öåëåâîé ôóíêöèè f(x), L � âåêòîðíàÿ êîíñòàíòà Ëèïøèöà ãðàäèåíòà ∇g(x) ôóíêöè-
îíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé: g(x) ≤ 0, C � êîíñòàíòà, îãðàíè÷èâàþùàÿ òðàåêòîðèþ p+ ṗ
äëÿ âñåõ t ≥ t0, ò. å. p + ṗ ≤ C.

Îòäàâàÿ äîëæíîå ïðåèìóùåñòâàì ïðîöåññà (13), íåîáõîäèìî îòìåòèòü åùå ðàç åãî
íåäîñòàòîê, êîòîðûé ïðîÿâëÿåòñÿ â åãî íåÿâíîñòè, èëè íåðàçðåøèìîñòè, îòíîñèòåëü-
íî ïðîèçâîäíîé. Æåëàíèå íåéòðàëèçîâàòü ýòîò íåäîñòàòîê ïðèâîäèò ê óïðàâëåíèÿì
ïî íåâÿçêàì, ïîðîæäåííûì óñëîâèÿìè (3):

u = πP (p + α∇Lp(x, p))− p, v = πQ(x− α∇Lx(x, p))− x. (17)

Ïîñëå çàìûêàíèÿ óïðàâëåíèÿìè (17) ñèñòåìà (10) ïðèîáðåòàåò âèä

dx

dt
+ x = πQ(x− α∇Lx(x, ū)),

dp

dt
+ p = πP (p + α∇Lp(v̄, p)), (18)

ãäå
ū = πP (p + α∇Lp(x, p)), v̄ = πQ(x− α∇Lx(x, p)). (19)

Ñèñòåìà (18), (19) ÿâëÿåòñÿ ÿâíîé, ÷òî îñîáåííî îò÷åòëèâî ïðîÿâëÿåòñÿ â åå
èòåðàòèâíîì àíàëîãå, âïåðâûå îïèñàííîì â [14]:

ūn = πP (pn + α∇Lp(x
n, pn)), v̄n = πQ(xn − α∇Lx(x

n, pn)) (20)

è
xn+1 = πQ(xn − α∇Lx(x

n, ūn)), pn+1 = πP (pn + α∇Lp(v̄
n, pn)). (21)

Ñèñòåìà (18), (19), à òàêæå åå èòåðàòèâíûé àíàëîã (20), (21) ñõîäÿòñÿ ê ðàâíîâå-
ñèþ ïðè òåõ æå ïðåäïîëîæåíèÿõ, ÷òî è ïðîöåññ (12).
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3. Ãðàäèåíòíûå ïðîöåññû ñî ñìåøàííûé óïðàâëåíèåì

Ê àïðèîðíûì íåäîñòàòêàì ïðîöåññà (18), (19) ñëåäóåò îòíåñòè åãî ãðîìîçäêîñòü
è äîñòàòî÷íî ñëàáóþ ýôôåêòèâíîñòü (ñêîðîñòü ñõîäèìîñòè). Ýòè íåäîñòàòêè ìîæíî
ñóùåñòâåííî îñëàáèòü, åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñìåøàííûìè óïðàâëåíèÿìè. Ãðàäèåíò-
íûå ïðîöåññû ñî ñìåøàííûìè óïðàâëåíèÿìè ðàññìîòðèì ïðèìåíèòåëüíî ê ôóíêöèè
Ëàãðàíæà L(x, p) = f(x) + 〈p, g(x)〉 çàäà÷è âûïóêëîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ (2), ò.å.
ñåäëîâîé ôóíêöèè, ëèíåéíîé ïî îäíîé èç ïåðåìåííîé. Ñìåøàííûå óïðàâëåíèÿ ðàñ-
ñìîòðèì â âèäå

u = π+(p + αg(x))− p, v = ẋ. (22)
Ïîñëå çàìûêàíèÿ ñèñòåìû (10) óïðàâëåíèÿìè (22) ïîëó÷èì

dx

dt
+ x = πQ(x− α∇Lx(x, ū)), (23)

dp

dt
+ p = π+(p + αg(x + ẋ)), (24)

ū = π+(p + αg(x)), x(t0) = x0, p(t0) = p0. (25)
Èòåðàòèâíûé àíàëîã (23) � (25) âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ūn = π+(p+αg(xn)), xn+1 = πQ(xn−α∇Lx(x
n, ūn)), pn+1 = π+(pn+αg(xn+1)). (26)

Ñèñòåìà ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (26), âïåðâûå ïðåäëîæåííàÿ â ðàáîòå [15],
èìååò áîëåå ïðîñòóþ ôîðìó, ÷åì ôîðìóëû (20), (21).

Äîêàçàòåëüñòâî àñèìïòîòè÷åñêîé óñòîé÷èâîñòè òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ïðîöåññà
(23) � (25) óñòàíàâëèâàåòñÿ â ñëåäóþùåé òåîðåìå.

Òåîpåìà 2. Åñëè ìíîæåñòâî òî÷åê ðàâíîâåñèÿ X∗ × P ∗ ñèñòåìû (1) íå ïóñòî,
ãðàäèåíòû ∇f(x), ∇g(x) öåëåâîé ôóíêöèè è ôóíêöèîíàëüíûõ îãðàíè÷åíèé íà âû-
ïóêëîì çàìêíóòîì ìíîæåñòâå Q óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì Ëèïøèöà ñ êîíñòàíòàìè
L0 è L (âåêòîðíàÿ êîíñòàíòà), îòîáðàæåíèå g(x) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ
êîíñòàíòîé |g|, òðàåêòîðèÿ ū = π+(p + αg(x)) äëÿ âñåõ t ≥ t0 îãðàíè÷åíà âåêòîðíîé
êîíñòàíòîé C, ò.å. ū ≤ C, ïàðàìåòð α âûáèðàåòñÿ èç óñëîâèÿ

0 < α <
4

((L0 + 〈L,C〉)2 + 16|g|2)1/2 + (L0 + 〈L,C〉) ,

òî òðàåêòîðèÿ ïðîöåññà (23) � (25) ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç ðàâíîâåñèé ìîíîòîííî ïî
íîðìå, ò.å. x(t) → x∗ ∈ X∗, p(t) → p∗ ∈ P ∗ ïðè t →∞ äëÿ âñåõ x0, p0.

Ïðè ýòèõ æå óñëîâèÿõ ñõîäèòñÿ è èòåðàòèâíûé âàðèàíò ïðîöåññà (26). Äîêàçà-
òåëüñòâî òåîðåìû ïðèâåäåíî â ïðèëîæåíèè 2.

Óñòàíîâèì ñâÿçü ïðîãíîçíîãî ìåòîäà (23) � (25) ñ ìåòîäîì, â êîòîðîì ñíà÷àëà
îñóùåñòâëÿåòñÿ øàã ïî ïðÿìîé ïåðåìåííîé, à çàòåì ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííîãî ïðèáëèæå-
íèÿ � ïî äâîéñòâåííîé ïåðåìåííîé [15]. Âåêòîð ū èç (25) ïîäñòàâèì â (23) è ïðåîáðà-
çóåì îòäåëüíî âåëè÷èíó ∇Lx(x, π+(p + αg(x))) = ∇f(x) + ∇g>(x)π+(p + αg(x)) =
= ∇Mx(x, p), ãäå ìîäèôèöèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ Ëàãðàíæà èìååò âèä M(x, p) = f(x)+
+(1/2α)|π+(p + αg(x))|2 − (1/2α)|p|2. B ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ïðîöåññ (23) � (25) â
òåðìèíàõ ìîäèôèöèðîâàííîé ôóíêöèè Ëàãðàíæà:

dx

dt
+ x = πQ(x− α∇Mx(x, p)),

dp

dt
+ p = π+(p + αg(x + ẋ)). (27)

Ïðîöåññ (27) èìååò áîëåå êîìïàêòíûé âèä, ÷åì (23) � (25).

6



Ï Ð È Ë Î Æ Å H È Å 1

Äîêàçàòåëüñòâî òåîpåìû 1. Ñëåäóÿ îïðåäåëåíèþ îïåðàòîðà ïðîåêòèðîâàíèÿ,
ñèñòåìó äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé (12) ïðåäñòàâèì â âèäå âàðèàöèîííûõ íåðà-
âåíñòâ:

〈x + ẋ− x + α∇Lx(x, p + ṗ), z − x− ẋ〉 ≥ 0 (A1.1)
äëÿ âñåõ z ∈ Q è

〈p + ṗ− p− α∇Lp(x + ẋ, p), y − p− ṗ〉 ≥ 0 (A1.2)
äëÿ âñåõ y ∈ P .

Â íåðàâåíñòâå (A1.1) ïîëîæèì z = x∗, òîãäà

〈ẋ + α∇Lx(x, p + ṗ), x∗ − x− ẋ〉 ≥ 0. (A1.3)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî ẋ = d/dt(x− x∗), ïðåäñòàâèì (A1.3) â òàêîì âèäå:

−
〈

d

dt
(x− x∗), x− x∗

〉
−|ẋ|2+α〈∇Lx(x, p+ṗ), x∗−x〉−α〈∇Lx(x, p+ṗ), ẋ〉 ≥ 0. (A1.4)

Òðåòüå ñëàãàåìîå èç (A1.4) îöåíèì, èñïîëüçóÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè L(x, p) ïî
ïåðåìåííîé x:

〈∇Lx(x, p + ṗ), x∗ − x〉 ≤ L(x∗, p + ṗ)− L(x, p + ṗ). (A1.5)

Ïåðåïèøåì åùå ðàç (A1.4), ïðåäâàðèòåëüíî ïðèáàâèâ ê ëåâîé ÷àñòè íóëåâóþ
âåëè÷èíó âèäà L(x + ẋ, p + ṗ)− L(x + ẋ, p + ṗ):

1

2

d

dt
|x− x∗|2 + |ẋ|2 + αL(x, p + ṗ)− αL(x∗, p + ṗ) + αL(x + ẋ, p + ṗ)−

− αL(x + ẋ, p + ṗ) + α〈∇Lx(x, p + ṗ), ẋ〉 ≤ 0.
(A1.6)

Ñóììó òðåòüåãî, øåñòîãî è ñåäüìîãî ñëàãàåìûõ èç (A1.6) îöåíèì, èñïîëüçóÿ
íåðàâåíñòâî Ëèïøèöà (15):

L(x + ẋ, p + ṗ)− L(x, p + ṗ)− 〈∇Lx(x, p + ṗ), ẋ〉 ≤ 1

2
L1|ẋ|2. (A1.7)

×åòâåðòîå ñëàãàåìîå èç (A1.6) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ:

L(x∗, p + ṗ) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(x + ẋ, p∗). (A1.8)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (A1.7), (A1.8), ïðåäñòàâèì (A1.6) â âèäå

1

2

d

dt
|x− x∗|2 +

(
1− α

1

2
L1

)
|ẋ|2 + α(L(x + ẋ, p + ṗ)− L(x + ẋ, p∗)) ≤ 0. (A1.9)

Ïåðåéäåì ê àíàëèçó âòîðîãî óðàâíåíèÿ èç (12). Ñ ýòîé öåëüþ â âàðèàöèîííîì
íåðàâåíñòâå (A1.2) ïîëîæèì y = p∗, òîãäà

〈ṗ− α∇Lp(x + ẋ, p), p∗ − p− ṗ〉 ≥ 0. (A1.10)

Îòñþäà

−1

2

d

dt
|p− p∗|2 − |ṗ|2 − α〈∇Lp(x + ẋ, p), p∗ − p〉+ α〈∇Lp(x + ẋ, p), ṗ〉 ≥ 0. (A1.11)
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Ýòî íåðàâåíñòâî ñèììåòðè÷íî (A1.9) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåîáðàçóåòñÿ ïî òîé æå
ñõåìå. Îòìåòèì åå îñíîâíûå ýòàïû. Ñ ó÷åòîì âîãíóòîñòè ôóíêöèè L(x, p) ïî ïåðåìåí-
íîé p îöåíèì

〈∇Lp(x + ẋ, p), p∗ − p〉 ≥ L(x + ẋ, p∗)− L(x + ẋ, p). (A1.12)

Èñïîëüçóÿ ïîëó÷åííóþ îöåíêó, ïðåäñòàâèì (A1.11):

1

2

d

dt
|p− p∗|+ |ṗ|2 + α(L(x + ẋ, p∗)− L(x + ẋ, p))− αL(x + ẋ, p + ṗ)+

+ αL(x + ẋ, p + ṗ)− α〈∇Lp(x + ẋ, p), ṗ〉 ≤ 0.
(A1.13)

Äàëåå ñîãëàñíî (16) èìååì

L(x + ẋ, p + ṗ)− L(x + ẋ, p)− 〈∇Lp(x + ẋ, p), ṗ〉 ≥ 1

2
L2 |ṗ|2. (A1.14)

Îòñþäà

1

2

d

dt
|p− p∗|2 +

(
1− α

1

2
L2

)
|ṗ|2 + α(L(x + ẋ, p∗)− L(x + ẋ, p + ṗ)) ≤ 0. (A1.15)

Ñëîæèì íåðàâåíñòâà (A1.9) è (A1.15), òîãäà ïîëó÷èì:

1

2

d

dt
|x− x∗|2 +

1

2

d

dt
|p− p∗|2 +

(
1− α

1

2
L1

)
|ẋ|2 +

(
1− α

1

2
L2

)
|ṗ|2 ≤ 0. (A1.16)

Ïîñêîëüêó α < min
{

2

L1

,
2

L2

}
, òî

(
1− α

1

2
L1

)
> 0,

(
1− α

1

2
L2

)
> 0.

Ïðîèíòåãðèðóåì íåðàâåíñòâî (A1.16) îò t0 äî t:

|x− x∗|2 + |p− p∗|2 + 2
(
1− α

1

2
L1

) t∫

t0

|ẋ|2dτ+

+ 2
(
1− α

1

2
L2

) t∫

t0

|ṗ|2dτ ≤ |x0 − x∗|2 + |p0 − p∗|2,
(A1.17)

ãäå x0 = x(t0), p0 = p(t0). Èç (A1.17) ñëåäóåò îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè |x(t)−
−x∗|2 + |p(t)− p∗|2 ≤ |x0− x∗|2 + |p0− p∗|2, à òàê êàê x0, p0 � ïðîèçâîëüíîå íà÷àëüíîå
çíà÷åíèå, òî ìíîæåñòâî òî÷åê ðàâíîâåñèÿ ñèñòåìû óñòîé÷èâî ïî Ëÿïóíîâó, ïðè ýòîì

èìååò ìåñòî ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ
t∫

t0

|ẋ|2dτ < ∞,
t∫

t0

|ṗ|2dτ < ∞ ïðè t ⇒∞.

Äîêàæåì àñèìïòîòè÷åñêóþ óñòîé÷èâîñòü ìíîæåñòâà òî÷åê ðàâíîâåñèÿ. Äîïóñòèâ
ñóùåñòâîâàíèå ε > 0 òàêîãî, ÷òî |ẋ(t)| ≥ ε and |ṗ(t)| ≥ ε äëÿ âñåõ t ≥ t0, âîéäåì â
ïðîòèâîðå÷èå ñî ñõîäèìîñòüþ èíòåãðàëîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò ïîäïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü ìîìåíòîâ âðåìåí ti ⇒ ∞ òàêàÿ, ÷òî |ẋ(ti)| → 0, |ṗ(ti)| → 0. Òàê êàê x(t),
p(t) îãðàíè÷åíà, òî ñóùåñòâóåò ýëåìåíò x′, p′ òàêîé, ÷òî x(ti) → x′, p(ti) → p′ ïðè
ti →∞.

Ðàññìîòðèì íåðàâåíñòâà (A1.1), (A1.2) äëÿ âñåõ ìîìåíòîâ âðåìåí ti → ∞ è,
ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó, âûïèøåì ïðåäåëüíûå íåðàâåíñòâà:

〈∇Lx(x
′, p′), z − x′〉 ≥ 0, 〈∇Lp(x

′, p′), y − p′〉 ≤ 0 (A1.18)
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äëÿ âñåõ z ∈ Q è y ∈ P . Ýòà ñèñòåìà íåðàâåíñòâ ýêâèâàëåíòíà (1) è, ñëåäîâàòåëüíî,
x′ = x∗ ∈ Q, p′ = p∗ ∈ P .

Òàêèì îáðàçîì, ëþáàÿ ïðåäåëüíàÿ òî÷êà òðàåêòîðèè x(t), p(t) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì
çàäà÷è, ïðè ýòîì âåëè÷èíà |x(t)−x∗|2+|p(t)−p∗|2 ìîíîòîííî óáûâàåò. Â ñîâîêóïíîñòè
ýòè äâà ôàêòà îçíà÷àþò, ÷òî òðàåêòîðèÿ x(t), p(t) ìîæåò èìåòü òîëüêî îäíó ïðåäåëü-
íóþ òî÷êó, ò.å. òðàåêòîðèÿ x(t), p(t) ìîíîòîííî ñõîäèòñÿ ê îäíîìó èç ðåøåíèé çàäà÷è:
x(t) → x∗, p(t) → p∗ ïðè t ⇒∞. Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ï Ð È Ë Î Æ Å H È Å 2

Äîêàçàòåëüñòâî òåîpåìû 2. Ñèñòåìó óðàâíåíèé (23) ïðåäñòàâèì â âèäå âàðèàöè-
îííûõ íåðàâåíñòâ:

〈x + ẋ− x + α∇Lx(x, ū), z − x− ẋ〉 ≥ 0 (A2.1)
äëÿ âñåõ z ∈ Q è

〈p + ṗ− p− αg(x + ẋ), y − p− ṗ〉 ≥ 0 (A2.2)
äëÿ âñåõ y ∈ P ,

〈ū− p− αg(x), y − ū〉 ≥ 0 (A2.3)
äëÿ âñåõ y ∈ P .

Îöåíèì âåëè÷èíó îòêëîíåíèÿ âåêòîðîâ p + ṗ è ū èç (23) � (25). Ñ ýòîé öåëüþ
âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì Ëèïøèöà â ôîðìå

|g(x + h)− g(x)| ≤ |g| |h| (A2.4)

äëÿ âñåõ x è x + h èç Q, ãäå |g| � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ïðåîáðàçîâàíèÿ g(x) íà
íåêîòîðîì ìíîæåñòâå,

|p+ ṗ− ū| ≤ |π+(p+αg(x+ ẋ))−π+(p+αg(x))| ≤ α|g(x+ ẋ)− g(x)| ≤ α |g| |ẋ|. (A2.5)

Â íåðàâåíñòâå (A2.1) ïîëîæèì z = x∗, òîãäà

〈ẋ + α∇Lx(x, ū), x∗ − x− ẋ〉 ≥ 0. (A2.6)

Ïðåäñòàâèì ýòî íåðàâåíñòâî â âèäå

1

2

d

dt
|x− x∗|2 + |ẋ|2 + α〈∇Lx(x, ū), x∗ − x〉+ α〈∇Lx(x, ū), ẋ〉 ≤ 0. (A2.7)

Â ëåâóþ ÷àñòü (A2.7) ïðèáàâèì íóëåâóþ âåëè÷èíó âèäà L(x + ẋ, ū)− L(x + ẋ, ū),
êðîìå òîãî, èñïîëüçóÿ âûïóêëîñòü ôóíêöèè L(x, p) ïî x â ôîðìå íåðàâåíñòâà

〈∇Lx(x, ū), x∗ − x〉 ≤ L(x∗, ū)− L(x, ū), (A2.8)

ïðåîáðàçóåì (A2.7):

1

2

d

dt
|x− x∗|2 + |ẋ|2 + αL(x, ū)− αL(x∗, ū)− L(x + ẋ, ū)+

+ L(x + ẋ, ū) + α〈∇Lx(x, ū), ẋ〉 ≤ 0.
(A2.9)
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Íàïîìíèì, ÷òî L(x, p) = f(x) + 〈p, g(x)〉 è ∇LxL(x, p) = ∇f(x) + ∇g>(x)p, ãäå
∇g>(x) � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà, êàæäûé ñòîëáåö êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì-
ãðàäèåíòîì ñîîòâåòñòâóþùåé ñêàëÿðíîé ôóíêöèè èç g(x).

Ñóììó òðåòüåãî, ïÿòîãî è ñåäüìîãî ñëàãàåìûõ èç (A2.9) ïðåîáðàçóåì îòäåëüíî,
èñïîëüçóÿ îãðàíè÷åííîñòü òðàåêòîðèè ū = π+(p + αg(x)) è íåðàâåíñòâî Ëèïøèöà â
ôîðìå (14):

L(x + ẋ, ū) − L(x, ū)− 〈∇Lx(x, ū), ẋ〉 = f(x + ẋ) + 〈ū, g(x + ẋ)〉 − f(x)+

+ 〈ū, g(x)〉 − 〈∇f(x), ẋ〉 − 〈∇g>(x)ū, ẋ〉 ≤ 1

2
(L0 + 〈L,C〉)|ẋ|2. (A2.10)

Çäåñü L0 � êîíñòàíòà Ëèïøèöà äëÿ ∇f(x), L � âåêòîðíàÿ êîíñòàíòà Ëèïøèöà
äëÿ ∇g(x). Â îêîí÷àòåëüíîì âûðàæåíèè, ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî ū = π+(p + αg(x)) ≤
≤ C, èñïîëüçóåòñÿ îöåíêà 〈L, ū〉 ≤ 〈L,C〉, ãäå C � àïðèîðíàÿ âåêòîðíàÿ êîíñòàíòà,
îãðàíè÷èâàþùàÿ òðàåêòîðèþ ū = π+(p + αg(x)).

×åòâåðòîå ñëàãàåìîå èç (A2.9) îöåíèì ñ ïîìîùüþ ñèñòåìû íåðàâåíñòâ (1):

L(x∗, ū) ≤ L(x∗, p∗) ≤ L(x + ẋ, p∗). (A2.11)

Èñïîëüçóÿ îöåíêè (A2.10) è (A2.11), ïåðåïèøåì íåðàâåíñòâî (A2.9):

1

2

d

dt
|x− x∗|2 +

(
1− α

2
(L0 + 〈L,C〉)

)
|ẋ|2 + α(L(x + ẋ, ū)− L(x + ẋ, p∗)) ≤ 0

èëè
1

2

d

dt
|x− x∗|2 +

(
1− α

2
(L0 + 〈L,C〉)

)
|ẋ|2 + α(〈ū− p∗, g(x + ẋ)〉) ≤ 0. (A2.12)

Ê íåðàâåíñòâó (A2.12) âåðíåìñÿ ÷óòü ïîçæå, à ñåé÷àñ ðàññìîòðèì âàðèàöèîííûå
íåðàâåíñòâà (A2.2) è (A2.3). Ïîëîæèì y = p∗ â (A2.2), òîãäà

〈ṗ− αg(x + ẋ), p∗ − p− ṗ〉 ≥ 0 (A2.13)

èëè
〈ṗ, p∗ − p− ṗ〉 − α〈g(x + ẋ), p∗ − p− ṗ〉 ≥ 0. (A2.14)

Àíàëîãè÷íî ïîëîæèì y = p + ṗ â (A2.3), òîãäà

〈ū− p− αg(x), p + ṗ− ū〉 ≥ 0 (A2.15)

èëè

〈ū− p, p + ṗ− ū〉+ α〈g(x + ẋ)− g(x), p + ṗ− ū〉 − α〈g(x + ẋ), p + ṗ− ū〉 ≥ 0. (A2.16)

Ñ ó÷åòîì îöåíêè (A2.5) ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ïåðåïèøåì â âèäå

〈ū− p, p + ṗ− ū〉+ α2|g|2|ẋ|2 − α〈g(x + ẋ), p + ṗ− ū〉 ≥ 0. (A2.17)

Ñëîæèâ (A2.14) è (A2.17), ïîëó÷èì

〈ṗ, p∗ − p− ṗ〉 − α〈g(x + ẋ), p∗ − ū〉+ 〈ū− p, p + ṗ− ū〉+ α2|g|2|ẋ|2 ≥ 0. (A2.18)

Òðåòüå ñëàãàåìîå èç (A2.18) ïðåîáðàçóåì ñ ïîìîùüþ òîæäåñòâà

|p1 − p2|2 = |p1 − p3|2 + 2〈p1 − p3, p3 − p2〉+ |p3 − p2|2. (A2.19)
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Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì p1 = p, p2 = p + ṗ, p3 = ū â (A2.19) è ïîëó÷èì

〈ū− p, p + ṗ− ū〉 =
1

2
|ṗ|2 − 1

2
|p− ū|2 − 1

2
|p + ṗ− ū|2.

Çàòåì, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî

1

4
|p1 − p2|2 ≤ 1

2
|p1 − p3|2 +

1

2
|p3 − p2|2, (A2.20)

îöåíèì
1

4
|ṗ|2 ≤ 1

2
|p− ū|2 +

1

2
|p + ṗ− ū|2.

Ñ ó÷åòîì ïîëó÷åííûõ îöåíîê, à òàêæå 〈ṗ, p− p∗〉 =
1

2

d

dt
|p− p∗|2 èìååì

1

2
|p− p∗|2 +

3

4
|ṗ|2 − α2|g|2|ẋ|2 + α〈g(x + ẋ), p∗ − ū〉 ≤ 0. (A2.21)

Ñëîæèâ (A2.12) è (A2.21), ïîëó÷èì

1

2

d

dt
|x− x∗|2 +

1

2

d

dt
|p− p∗|2 +

(
1− α

2
(L0 + 〈L,C〉)− α2|g|2

)
|ẋ|2 +

3

4
|ṗ|2 ≤ 0. (A2.22)

Îïðåäåëèì ãðàíèöû èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà α èç óñëîâèÿ

1− α

2
(L0 + 〈L,C〉)− α2|g|2 > 0.

Ëåâàÿ ÷àñòü ýòîãî íåðàâåíñòâà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïàðàáîëó îòíîñèòåëüíî ïåðåìåí-
íîé α ñ âåðøèíîé â âåðõíåé ïîëóïëîñêîñòè è �óñàìè�, íàïðàâëåííûìè âíèç. Ïðàâàÿ
òî÷êà ïåðåñå÷åíèÿ ýòîé ïàðàáîëû è îñè 0x èìååò êîîðäèíàòó

0 < α <
((L0 + 〈L,C〉)2 + 16|g|2)1/2 − (L0 + 〈L,C〉)

4|g|2 .

ïîýòîìó åñëè âûáðàòü ïàðàìåòð α ìåíüøå ýòîé êîîðäèíàòû, òî êîýôôèöèåíò ïðè |ẋ|2
â (A2.22) áóäåò ïîëîæèòåëüíûì. Îñâîáîäèâøèñü îò èððàöèîíàëüíîñòè â ÷èñëèòåëå
ýòîé äðîáè, îãðàíè÷åíèÿ íà α óäîáíî ïðåäñòàâèòü â ôîðìå:

0 < α <
4

((L0 + 〈L,C〉)2 + 16|g|2)1/2 + (L0 + 〈L,C〉)
.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè ýòîì óñëîâèè êîýôôèöèåíò ïðè |ẋ|2 â (A2.22) íåîòðèöàòåëåí.
Íåðàâåíñòâî (A2.22) â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íî íåðàâåíñòâó (A1.16) èç òåîðåìû 1, è
êîíåö äîêàçàòåëüñòâà ýòîé òåîðåìû ïðîâîäèòñÿ ïî àíàëîãèè ñ òåîðåìîé 1. Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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