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1. Математика и современное мульти-медийное экспериментирование.


В конце ХХ века возникло и быстро обрело черты взрыво-подобного развития новое, я бы сказал, научно-технологическое направление научного познания, имеющее прямое отношение к философской проблеме "математика и опыт". С точностью до несущественных терминологических нюансов, это направление называют "Экспериментальной математикой" или "Визуальной математикой". Методологическую основу этого направления составляет когнитивная компьютерная графика (ККГ) и основанная на ней ККГ-технология семантической визуализации математических абстракций с целью порождения принципиально нового математического знания [1-16].


Как известно, Эйлер, Гаусс и многие другие выдающиеся математики широко использовали математические вычисления как важную, в прямом смысле слова экспериментальную составляющую своих научных теоретических изысканий: нередко именно результаты такого (естественно, ручного) вычислительного эксперимента подсказывали им новые математические идеи и гипотезы. Сегодня ККГ-технология визуализации математических абстракций открывает принципиально новые возможности математического экспериментирования: математик впервые получает возможность прямого общения с абстрактными объектами своих теоретических исследований на концептуальном уровне одновременно по нескольким мульти-медийным каналам, а именно, по визуально-цвето-музыкально-динамическим и даже художественно-эстетическим каналам [1, 9-11].

Использование ККГ-технологии математического экспериментирования порождает ряд новых теоретико-познавательных и логико-философских вопросов. В частности, как связаны платоновское "существование" идеальных (абстрактных) математических сущностей с реальным существованием их мульти-медийных ККГ-образов, как эти образы воздействуют на кантовскую "интеллектуальную интуицию", порождая в голове человека принципиально новые идеи, относятся ли такие идеи к области изобретаемых или открываемых сущностей, какие "априорные формы мышления" актуализируются в процессе визуального погружения в семантику той или иной предметной области математики, какие когнитивные способности интуиции и образного мышления математика в интерактивной системе "человек - ККГ-образ" являются "врожденными, приобретенными или иными", являются ли, и в какой мере, ККГ-образы математических абстракций легитимными "субъектами" достоверного математического познания и т.д., и т.п.


Некоторые из указанных выше проблем ранее рассматривались в [1, 6-9]. В настоящей работе излагаются результаты, подсказанные ККГ-визуализацией парадокса "Лжеца" [13,14] и канторовской проблемы континуума [17,9], с точки зрения "онтологического наполнения" потенциально-бесконечных форм соответствующих парадоксальных "рассуждений".
2. О  связи семантики понятия и его онтологии.


Онтология, по определению, есть наука о бытии. Онтология (абстрактных) понятий есть проблема связи их содержания с внеположным бытием их семантики или, другими словами, с вопросом о существовании прототипа (модели, интерпретации) этой семантики в «объективной реальности». Учитывая иерархическую структуру процесса абстрагирования, связь семантики (содержания) понятия с ее онтологическим прототипом может быть весьма отдаленной, опосредствованной и далеко неочевидной. Это приводит к тому, что для понятий высших уровней абстрактности и, следовательно, общности (таких как «пространство», «время», «бесконечное» и т.п.) установление такой связи «семантика - онтология» является процедурой весьма нетривиальной и даже поводом для «подозрений» в том, что в некоторых случаях такой связи просто не существует, а потому соответствующие понятия имеют, якобы, чисто априорный, т.е. вне-онтологический, характер. 

3. Безинерцинное мультиплицирование сущностей 
как фундаментальное условие рационального мышления.

В настоящей работе я рассматриваю особый тип логических и математических понятий и суждений, которые имеют изначально априорный характер, т.е., вообще говоря, обладают нулевой онтологией, но не потому, что они являются априорными формами нашего мышления в кантовском смысле, а потому, что такие понятия и суждения являются результатом запредельных (т.е. недопустимых с точки зрения классической логики) мыслительных процедур абстрагирования, обобщения и экстраполяции. Сама возможность подобного выхода “за границы всякого возможного опыта” обусловлена уникальным свойством нашего мозга – безинерционностью мышления, что связано с очевидным нарушением основных законов “диалектики природы” и прежде всего закона перехода количества в (новое) качество. 


Например, с точки зрения энергетических и временных затрат, представить себе, т.е. вообразить, нарисовать на "экране" нашего внутреннего зрения песчинку или целую галактику - совершенно одно и то же, хотя, с другой стороны, очевидно, что для того, чтобы изменить, например, положение в пространстве песчинки или галактики потребуются несоизмеримо различные величины реальных энергетических и временных "затрат". Другим характерным примером нарушения законов диалектики безинерционностью нашего мышления является наше представление о конечном и бесконечном. Эталонным примером бесконечного со времен Пифагора является ряд натуральных чисел: 1, 2, 3, . . . Как известно, Гегель назвал бесконечность этого ряда "дурной". Логическим основанием для такого, неоправданно пренебрежительного "определения" данного типа бесконечности является тот факт, что с точки зрения фундаментального свойства "быть натуральным числом" переход от n к n+1 не зависит от величины n, т.е. такой переход не порождает никакого нового качества относительно применимости операции "+1" к очередному n, независимо от того, каким бы большим ни было это n, т.е. здесь вновь нарушается диалектический закон перехода количества в новое качество. Тем не менее, мы без труда можем представить себе одну "вещь", две, три, десять, сто, тысячу и т.д. Правда, уже после первой сотни онтологическое "наполнение" числительных начинает размываться, а после первой тысячи все числительные "коллапсируют" в абстрактное "много". Однако, при этом уникальная способность нашего воображения мультиплицировать любое количество таких абстрактных "многих" сохраняется.


Я нигде не встречал сколько-нибудь приемлемого (с точки зрения классической логики) определения словосочетания "формы мышления". Еще меньшей логической определенностью обладает словосочетание "априорные формы мышления", и что в таком случае означает, например, "дополнительное" словосочетание "апостериорные формы мышления"? Мне, однако, представляется, что указанная способность нашего мышления к безинерционному мультиплицированию "вещей" любого уровня абстрактности, если и не является "формой мышления" в традиционно-туманном значении этого термина, то, во всяком случае, представляет собой изначальный психо-физиологический базис и необходимое условие для любого типа (как конкретного, так и абстрактного, как интуитивного, так и рационального, как априорного, так и апостериорного) мышления. 


Рассмотрим несколько примеров хорошо известных логических и математических конструкций, которые имеют явно вне-эмпирическое происхождение с одной стороны, но столь же явно выходят за границы любой осмысленной рациональности - с другой стороны. 

4. Потенциально-бесконечная форма парадокса “Лжеца”.
Одна из канонических формулировок этого парадокса звучит так [18]. Некто утверждает: "Я - лжец", лжец ли он? Если он лжец, то он лжет, когда утверждает, что он лжец. Следовательно, он не лжец. Но если он не-лжец, то он говорит правду, когда утвеждает, что он лжец. Следовательно, он - лжец. Обозначая А="Я - лжец", получаем следующую традиционную формальную запись "Лжеца":



[А ( (А] & [(А ( А] 
(I)


Анализу парадокса "Лжеца" посвящена обширная литература, предложено множество его "решений" [18,19,20], однако, ни одно из этих "решений" не является пока удовлетворительным и общепризнанным.

С точки зрения, анонсированной в заглавии данной статьи, представляет интерес анализ так называемых бесконечных форм парадокса "Лжеца".


По-видимоу, первым, кто вплотную подошел к интерпретации "Лжеца" как бесконечного "рассуждения", был Б.Рассел. В своей "Автобиографии" [21] он пишет: "Противоречие, совершенно подобное Эпименидову, может быть получено следующим образом. Человеку предлагают лист бумаги, на котором написано: "Утверждение на обратной стороне этого листа - ложно". Человек переворачивает лист на другую сторону и на этой стороне читает: "Утверждение на обратной стороне этого листа - истинно". Любой человек, который впервые знакомится с этим парадоксом, начинает, не без удивления, переворачивать этот лист с одной стороны на другую, и прервать эту "познавательную процедуру" могут, вообще говоря, различные причины, но ни одна из них не является по своей природе логической или математической.


Назовем для краткости этот парадокс Рассела парадоксом "Переключателя". Очевидно, что Рассел был прав, полагая, что парадокс "Переключателя" имеет такую же формальную структуру (I), как и парадокс "Лжеца". Уместно, однако, обратить внимание на два существенных различия между этими, формально эквивалентными, парадоксами.


Во-первых, "пресловутая" само-применимость, с которой всю жизнь так безуспешно боролся Рассел, в рамках "Лжеца" и "Переключателя" имеет разный характер. А именно, если в "Лжеце" мы имеем само-применимость, как бы, 1-уровня ("Я - лжец"), то в "Переключателе" появляется само-применимость 2-уровня (1-сторона листа ничего не говорит "о себе", но отсылает читателя к 2-стороне, а вот уже эта 2-сторона ссылается на 1-сторону). Это свойство парадокса "Переключатель" является важным в связи с тем, что в конце 80-х годов Яблу [22] предложил бесконечную форму "Лжеца", якобы, без использования само-применимости (парадокс "Очередь"). Все это говорит о том, что мы сегодня еще далеко не все знаем о таком важном понятии как само-применимость, которое играет важнейшую роль в вопросах оснований математики, проблемы парадоксов и философии математики.


Во-вторых, в парадоксе "Переключатель" в явном виде содержится выходящий за рамки логики "директивный" элемент, а именно, в утверждениях на каждой стороне листа имеется неявное, но императивное указание на необходимость совершения физического действия - перевернуть лист на другую сторону. Это очень неслучайный момент, очень существенный и важный для понимания природы парадоксальности. 


Так, в работах [13,14] впервые сформулированы необходимые и достаточные условия явления парадоксальности в целом и с помощью классической теории моделей доказано, что "истинной" формой "Лжеца" (и ему подобных парадоксов) является именно бесконечное "рассуждение" вида:
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При этом выявляется следующий важный психологический и эпистемологический аспект "Лжеца": если традиционная "конечная" форма (I) акцентирует наше внимание на противоречивости парадоксального высказывания и знаменует собой состояние интеллектуально-психологического шока, которое (уже более 2500 лет) не позволяет человеку выйти за рамки этой конечной интерпретации "Лжеца", то очень нетрадиционная бесконечная форма (Iа) демонстрирует полную семантическую бессмысленность подобного "рассуждения" и его очевидную онтологическую пустоту.


В указанных работах так же подчеркивается особая роль предиката "быть ложным". Оказалось, что этот предикат так же, как и расселовский парадокс "Переключатель", содержит императивную составляющую, а именно фактически этот предикат "требует" "насильно", внешним образом изменить значение связки парадоксального высказывания, независимо от текущего истинностного значения этой связки [13,14].


Уместно отметить следующий факт. В работах [13,14] с помощью физического моделирования структры логического доказательства доказано, что парадокс "Лжеца" представляет собой вне-логический переключатель истинностного значения внешней формы логического сигнала (Х=И и Х=Л) с помощью его же внутренней формы ("Х есть Л"). Этот факт хорошо согласуется с концепцией внешних и внутренних форм высказываний, впервые введенной Д.Бочваром [20], и, по-видимому, очень неслучайным образом семантически коррелирует с концепцией внешних и внутренних форм отрицания, предложенной в работах С.Бычкова с сотрудниками [23] с целью обоснования логической некорректности канторовского диагонального метода.

5. Теорема Кантора о несчетности континуума 
и ее потенциально-бесконечное "доказательство".


Речь идет о следующем знаменитом утверждении Кантора и его традиционном мета-математическом доказательстве [24,25].


Здесь X - множество всех действительных чисел (далее - д.ч.) отрезка [0,1], N - множество натуральных чисел {1,2,3, …}, и {строка символов} есть ссылочная метка для утверждения, стоящего непосредственно за правой фигурной скобкой. Для простоты, но без ограничения общности [15,16,28], используется двоичное представление д.ч.

ТЕОРЕМА КАНТОРА (1890 г.). {Тезис A:} Множество Х – несчетно.


ДОКАЗАТЕЛЬСТВО (методом Reductio ad Absurdum). Допустим, что {допущение НЕ-A:} множество Х – счетно. В таком случае существует "пересчет" всех д.ч. из Х, т.е. некоторое взаимно-однозначное соответствие между всеми д.ч. из Х и всеми натуральными числами из N={1,2,3, …}. Пусть, например, {B:}



x1, x2, x3, … ,
(1)
есть некоторый произвольный пересчет всех д.ч. из Х. Далее, применяя к пересчету (1) свой "знаменитый диагональный метод", Кантор строит новое д.ч., обозначим его через 



y1 =0, y11 y12 y13 …   ,

которое, по построению, отлично от всех д.ч. пересчета (1), т.е. {НЕ-B:} “пересчет (1) НЕ является пересчетом всех д.ч. из Х”. Из полученного противоречия [B ( НЕ-B], согласно Кантору и мета-математической версии метода Reductio ad Absurdum, следует ложность допущения НЕ-А, что и доказывает теорему. 

Однако, ничто не мешает нам добавить канторовское д.ч. y1 к исходному счетно-бесконечному пересчету (1), например, таким образом:



y1 ,  x1 , x2,  x3 ,  . . .  xn  ,  . ..  .    
(1.1)


Очевидно, что теперь новый счетно-бесконечный пересчет (1.1) будет содержать все д.ч. множества X , т.е. мы приходим к утверждению:

{B:} существует пересчет всех д.ч. x из X, содержащий как исходный пересчет (1), так и канторовское число y1 .


Очевидно, однако, что повторное применение диагонального метода Кантора к счетно-бесконечному пересчету (1.1) приведет к построению нового канторовского д.ч. (далее - КДЧ), скажем, y2 такого, что

{ НЕ-B:}   данное КДЧ y2(X, но это КДЧ y2 не входит в пересчет (1.1).


Но в таком случае можно построить новый счетно-бесконечный пересчет, скажем, такой:



y2 ,  y1 ,  x1 , x2,  x3 ,  . . .  xn  ,  . ..       
(1.2)

и мы получаем утверждение:

{B:} существует пересчет всех д.ч. x из X.


И так далее.


Очевидно, что само канторовское доказательство превращается при этом в следующее довольно непривычное для классической логики "рассуждение":


НЕ-A ( B ( НЕ-B ( B ( НЕ-B  ( B ( НЕ-B ( B ( . . .  
(Ib)


При этом, следует особо подчеркнуть, что в природе не существует ни логических, ни математических поводов, причин или других оснований, чтобы прервать или остановить этот потенциально бесконечный процесс (Ib). Очевидно также, что при этом мы не получаем никаких противоречий с допущением НЕ-А канторовского доказательства о счетности исходного пересчета (1), как, впрочем, и со счетностью всех последующих пересчетов. 


Интересно отметить, что возможность такого бесконечного "рассуждения" рассматривает Хофштадтер в своей знаменитой книге "Гедель, Эшер, Бах" в главе с многозначительным названием "Коварная повторяемость диагонального метода" [27]. В частности, интерпретируя "семантику" бесконечного "рассуждения" (Ib), Хофштадтер пишет: "Сколько бы раз вы не конструировали новые <канторовские> числа yi и не добавляли их к списку (1) в надежде его дополнить, вы все еще находитесь на крючке Канторовского метода". С подобной "интерпретацией" Хофштадтера трудно согласиться, потому что он усматривает только одну сторону этого процесса, а именно, что на каждом его шаге "НЕ-B", действительно, Кантор порождает очередное новое д.ч., которое не содержится в данном списке, но игнорирует тот факт, что на следующем шаге "B" строится новый список, который уже содержит исходный пересчет (1) "всех д.ч.", и все новые д.ч., которые Кантор сумел построить к данному моменту. А это означает, что пока потенциально бесконечное "рассуждение" (Ib) не завершено, делать какие-либо далеко идущие выводы о ложности допущения НЕ-А и о несчетности множества Х всех д.ч. явно преждевременно [15,16,26, 28, 32].


Как показано выше, канторовское доказательство представляет собой дедукцию довольно странного вида [B ( НЕ-B], которая с формальной точки зрения есть не что иное, как "половина" классического "Лжеца" (I). Поэтому нет ничего удивительного в том, что эта "половина", в рамках того же канторовского доказательства, может быть достроена до полного "Лжеца" в его "истинной" потенциально-бесконечной форме (Ia).


А потому истинная гносеологическая "ценность" канторовского доказательства теоремы о несчетности континуума исчерпывается "нулевой" онтологией классического "Лжеца" в его бесконечной форме (1а) или (1b).

6. Бесконечная мета-математическая игра 
двух честных мошенников.


Рассмотрим одну формальную реконструкцию известного возражения Л.Виттгенштейна против диагонального метода Г.Кантора.


Как известно, выдающийся логик и философ Л.Виттгенштейн [29,30] дает следующую, довольно экспрессивную, интерпретацию приведенного выше канторовского доказательства несчетности континуума (цитируется, почти дословно, по [30])): человек ("a man") в поте лица своего, день за днем, старается пронумеровать все действительные числа (далее - д.ч.), для пущей надежности выписывает эти д.ч. в ряд 



x1, x2, x3, … ,
(1)
и когда, наконец, все д.ч. выписаны и проиндексированы с помощью натуральных чисел (далее - н.ч.) и эта "идиотическая работа" ("idiotical work"), наконец-то, завершена, вдруг, откуда ни возьмись, "как черт из табакерки" возникает некий плут и говорит человеку: "Ну, что ж, вроде бы все д.ч. перенумерованы. А, вот теперь, пожалте, еще одно, новенькое, д.ч. y1, для которого у вас, как я понимаю, уже не осталось даже одного, лишнего, н.ч., чтобы занумеровать это д.ч., не так ли? Следовательно, "моих" д.ч. больше, чем "ваших" н.ч., т.е. континуум - несчетен!"


И далее Л.Виттгенштейн категорически резюмирует: такое "диагональное доказательство" Кантора "вообще не имеет отношения к тому, что в логике принято называть дедукцией" [29,30].


На чем же основано это, столь  категорическое, но, увы, всего лишь интуитивное, возражение Л.Виттгенштейна? - Оказывается, на следующем очевидном математическом факте: если М1 и М2 - конечные множества, то разница даже в один элемент между количествами элементов этих множеств является строгим  доказательством их неэквивалентности; если же речь идет о бесконечных множествах, то, даже если разница между количествами элементов этих множеств равна бесконечности, этого не достаточно для вывода о количественной неэквивалентности бесконечных множеств. Например, множество всех н.ч. N={1,2,3, …} и множество всех нечетных н.ч. N1={1,3,5, …} суть эквивалентны (равномощны), хотя количество элементов в N "ровно в два раза больше" количества элементов в N1. 


Таким образом, в рамках канторовского доказательства несуществование пересчета всех д.ч. не является достаточным основанием для утверждения о том, что количество всех д.ч. "много больше" количества всех н.ч. [17,18,19], и Л.Виттгенштейн прекрасно "прочувствовал" этот математический факт. 


В пользу последнего вывода свидетельствует следующее очень естественное продолжение этой, по-Виттгенштейну, "жуликоватой", мета-"логической" игры.


Итак, согласно Виттгенштейну, мы уже имеем одного плута (далее - Плут-1), который более ста лет вызывает неизменный восторг мета-математической общественности с помощью следующего мета-"логического" трюка: ВСЕГДА ПОСЛЕ (!) того, как предъявлен некоторый пересчет (1) всех д.ч., скажем, из множества Х=[0,1], этот Плут-1 с помощью "знаменитого диагонального метода Кантора" (далее -ДМК) порождает (создает, определяет, вытаскивает из рукава, и т.п.) новое д.ч. y1, которое отлично от всех уже занумерованных д.ч. пересчета (1) и, следовательно, не имеет номера. 


Следует заметить, что Плут-1 при этом явно и алгоритмически использует актуальность пересчета (1), поскольку в противном случае, т.е. если пересчет (1) является потенциально-бесконечным, то ДМК не способен породить индивидуальный математический объект, т.е. новое д.ч. [15,16,26,28,31,32]. 

Введем второго плута (далее - Плут-2), который, явно используя свойство бесконечности пересчета (1) и тразитивность счетно-бесконечных множеств, способен заменять счетное множество индексов {1,2,3, …} в последовательности (1) на любое другое счетное множество индексов, скажем, {2,3,4, …}. Естественно, не меняя количества и порядка самих д.ч. в пересчете (1).


Поскольку результат применения ДМК к пересчету (1) зависит только от порядка и количества д.ч. в (1) и не зависит от конкретной индексации этих д.ч., то Плут-1 (и все его почитатели) просто не имеют "алгоритмических средств" обнаружить невинную проделку Плута-2.


Здесь уместно особо подчеркнуть, что оба плута являются абсолютно честными "мошенниками", поскольку они не нарушают никаких законов мета-математической логики и современной аксиоматической теории множеств. Просто Плут-1 играет по правилам, основанным на явном, алгоритмическом использовании свойства актуальности любого актуально-бесконечного пересчета (1), а Плут-2 играет по правилам, основанным на явном, алгоритмическом использовании свойства бесконечности того же самого актуально-бесконечного пересчета (1) [15,16,32].


Короче, имеем следующую абсолютно честную мета-математическую игру.


Согласно традиционному доказательству Кантора 1890 года [17,24,25], исходная диспозиция имеет вид: "Пусть данный пересчет (1) содержит все д.ч. из Х".


Ход-1. Плут-2 незаметно похищает всего лишь один индекс, скажем, "1" и пере-индексирует все д.ч. в последовательности (1) следующим образом:



x2, x3, x4, . . ., 
(1a)

не меняя количества и порядка д.ч. в (1), так что x2 из (1a) равно x1 в (1), x3 из (1a) равно x2 в (1), x4 из (1a) равно x3 в (1), и т.д.


Ход-2. Плут-1, используя пересчет (1) или (1а), - которые являются неразличимыми с точки зрения ДМК, - порождает новое д.ч., скажем y1, и привычно заявляет: "мое новое д.ч. y1, отлично от всех д.ч. последовательности (1) и потому для него, как всегда, не хватило одного н.ч. Следовательно, количество всех д.ч. больше количества всех н.ч.!"

Ход-3. Однако, в этот момент Плут-2 вытаскивает "из рукава" индекс "1" и заявляет: "Вы, как всегда, торопитесь. Ваша карта бита: вот свободное, лишнее н.ч., с помощью которого я готов проиндексировать Ваше (вероятно, по недоразумению) незанумерованное д.ч. y1".


На сцене появляется рефери этой мета-"логической" партии двух плутов, нумерует (канторовское) д.ч. y1 Плута-1 с помощью натурального числа "1" Плута-2, помещает это новое д.ч. на его законное первое место в пересчете (1а) 



y1, x2, x3, x4, … 
(1.1)

и выносит свой окончательный вердикт: "Поскольку Плут-1 на данный момент не имеет других незанумерованных д.ч., то пересчет (1.1) содержит все д.ч. из Х, и, следовательно, количество д.ч. НЕ больше количества н.ч. Нулевая ничья!"


Следует заметить, что в этой игре д.ч. представлены в двоичной системе, однако, как показано в [15], использование других систем с основанием >2, хотя и порождает бесконечное множество незанумерованных д.ч., не меняет сути дела.


Очевидно, что наши плуты могут вернуться к Ходу-1 и повторить эту игру уже для пересчета (1.1). Затем опять. И т.д. до бесконечности.


В результате, и это было доказано в [15,16,26,32], вместо канторовского доказательства несчетности континуума мы имеем следующее потенциально бесконечное "рассуждение" (здесь B("занумерованы все д.ч. из Х "):



B ( (B ( B ( (B ( B ( (B ( B ( . . . 
(Ic)


Таким образом, "диагональное доказательство" Кантора, согласно Виттгенштейну, действительно не имеет отношения к тому, что в логике принято называть дедукцией". Более того, учитывая тот очевидный факт, что на каждом шаге "рассуждения" (Ic) ДМК порождает новое д.ч., мы приходим к выводу, что множество Х является потенциально-бесконечным. Более того, поскольку вывод канторовского утверждения (B основан на использовании актуальности некоторого актуально-бесконечного пересчета д.ч. из Х, а вывод соответствующего контрадикторного утверждения B основан на использовании бесконечности того же самого актуально-бесконечного пересчета д.ч. из Х, то в рамках канторовского диагонального доказательства понятия "актуальное" и "бесконечное" являются контрадикторными понятиями. Поскольку в математике до самого последнего времени единственным понятием, контрадикторным понятию "бесконечное", было понятие "конечное", отсюда следует, что в рамках канторовского диагонального доказательства понятия "актуальное" и "конечное" являются алгоритмически тождественными понятиями. Последнее означает, что само понятие "актуальная бесконечность" или, что точнее, "оконеченная (Кантором) бесконечность", является внутренне-противоречивым понятием. Отсюда, в частности, следует алгоритмически строгое доказательство знаменитого (интуитивного) Тезиса Аристотеля: "Infinitum Actu Non Datur" [15,16,26,32].
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